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OZET

L (f) DIiZi UZAYININ BAZI TOPOLOJIK OZELLIKLERI

Beg béliimden olusan bu ¢ahgmanin ilk boéliimiinde, Modiiliis fonksiyonlarimn
tarihgesi ile ilgili kisa bir bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde temel tanimlar ve teoremler verilmigtir.

Ugiineii béliimde modiiliis fonksiyonunun bazi dzellikleri incelenmistir.

Dordiineii boliimde L(f, p) dizi uzaymin baz topolojik ézellikleri ve icerme bagin-
tilar1 verilmigtir.

Beginci béliimde ise, L(f) dizi uzay: tizerinde Minkowski fonksiyonelinin tzellikleri
incelenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Modiiliis fonksiyonu, Dizi uzaylar:.
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SUMMARY

SOME TOPOLOGICAL PROPERTIES OF SEQUENCE SPACE L(f)

In the first chapter, a short information about the history of the modulus function
is given.

In the second chapter of this thesis that consists of four chapters, we give some
fundamental definitions and theorems.

In the third chapter, we examine some properties of modulus function.

In the forth chapter, we give some topological properties and inclusion relations of
the sequence space L(f,p).

In the last chapter, Minkowski functional features on sequence space L(f) are
studied.

Keywords: Modulus function, Sequence spaces.




Bu ¢alismada kullanilan baz1 simgeler, agiklamalar ile birlikte agagida sunulmusgtur.
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1. GIRIS

Son zamanlarda toplanabilme teorisinde modiiliis fonksiyonu iizerine yapilan ¢alig-
malar énemli bir yer tutmaktadir.

Modiiliis fonksiyonun tammi ilk defa 1953 de Nakano [1] tarafindan verilmistir.
Daha sonra Ruckle [2], FK uzaylarmi tammlamak i¢in bir modiiliis fonksiyonu kullandi.
Eger f : [0,00) — [0, 0) fonksiyonu

i) fz)=0ez=0,ii) fz+y) < f(z)+ f(y), iii) f artan, iv) f sifir noktasinda
sagdan siirekli, sartlarin saglhyorsa bu fonksiyona modiiliis fonksiyonu denir. Ruckle

L(f) dizi uzaym agagidaki sekilde tanimlamigtir.

L(f) = {x = (a): Y F(aal) < oo}.

Ruckle tarafindan daha énceden tammlanmig olan wy,w, we kuvvetli toplanabhilir
dizi uzaylarnim, Maddox [3] genellegtirilerek wq (f),w (f) ve we (f) dizi uzaylarm
f modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlamig ve bu dizi uzayminin baz topolojik 6zel-
liklerini incelemigtir. Deeb ve Hussein [4], L{f) dizl uzaymin kompakt altkiimelerini
karakterize etmislerdir. Deeb [5], L(f) ve [; uzaylarinm egitligi icin gerek ve yeter sart-
lan incelemistir. Deeb ve Hussein [6], f(1) yaricaph yuvarin konveks hull’ {i iizerinde
Minkowski fonksiyoneli yardimiyla tanimlanan topolojiyle L( f) uzayinin tamlanmiginin
[; oldugunu gostermislerdir.

Daha sonra Bhardwaj [7] tarafindan kesin pozitif reel sayilar dizisi kullanilarak,
Ruckle [2] tarafindan tanimlanmig olan L (f) dizi uzay: genellestirilmis, baz1 topolojik

dzelliklerini incelemis kapsama bagintilar verilmistir.




2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1. X s ¢ bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+: X xX—-X

ve

cEKx X - X

fonksiyonlan V z,y, 2 € X ve V A, p € K icin agagidaki ozellikleri saghyorsa, X ctimle-
sine K cismi iizerinde bir vektor (lineer) uzayi ad1 verilir.
L) z4+y=y+z
L2) (z+y)+z=24+(y+2)
L3) Her bir z € X igin z + § = z olacak sekilde bir § € X vardir
L4) Her bir z € X i¢in z + (—z) = # olacak gekilde bir (—z) € X vardir
L5) lr=g
L6) A(z+y) =z + Xy
L7) Mpz) = (Ap)z
L8) (A + p)z = Az + pz
dir [8].

Tamum 2.2. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

I : X = R

fonksiyonu agagidaki ozellikleri sagliyorsa ||.|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve
(X, |-]]) ciftine de bir normlu uzay adi verilir.

N1) [|z[ = 0

N2) 2]l =0 =+ =0

N3) [lez|| = |af [[z]| (« skaler)

N4) [lo -+ o]l < Jl2] + |1y
dir [9].




Tamim 2.3. (X, ].||) bir normlu uzay ve = (z,), X uzaymda bir dizi olsun. Eger
her £ > 0 i¢in m, n > ng iken

|zm — zn|| < €

olacak sekilde bir ng = ng(¢) € N varsa (z,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [9].
Tanim 2.4. Bir z = (z,,) dizisi verilsin. Eger her ¢ > 0 sayisina karsihik n > ng igin
|t — || < &

olacak sekilde bir ng = ng(e) € N varsa (z,,) dizisi s’ ye yakinsaktir denir ve lim z,, = s

yazilir [9].

Tanim 2.5. (X, |.||) normlu uzaymnda her Cauchy dizisi uzaym bir noktasina yakmsak

ise bu normlu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay denir [9].

Tanim 2.6. Kompleks terimli biitiin z = (z,), (n = 1,2, 3...) dizilerinin kiimesini w

ile gosterecegiz.
z = (2,),y = (y,) ve a bir skaler olmak tizere

z+y = (zo) + (Un)

ar = (az,)

seklinde tanimlanan iglemler altinda w bir lineer uzaydir. w’ nin her alt lineer uzayma

bir dizi uzay1 denir [10].

Tanim 2.7. X bos olmayan bir ciimle olsun. d : X x X — R fonksiyonu, her
z,y,2 € X igin,

a) d(z,y)=0&z=y,

b) d(z.y) = d(y, <),

c) d(z,z) <d(z,y)+d(zy)

ozelliklerini saglarsa d ye X {izerinde bir metrik, (X, d) ye de metrik uzay denir [11].

Tanim 2.8. X = (X, d) metrik uzaymdaki her (z,) Cauchy dizisi yaknsak ise (X, d)

metrik uzayina tam metrik uzay denir [11].




Tanim 2.9. X = (X, d) bir metrik uzay olsun X deki her bir dizi yaksak bir alt

diziye sahip ise X’ e kompakt denir [11].
Lemma 2.10. Bir metrik uzayin kompakt her alt ciimlesi kapali ve simrhdir [11].

Tanim 2.11. X = (X, d) bir metrik uzay olsun. Her ¢ > 0 i¢in bu uzay e yangaph
sonlu sayida acik yuvarlarla ortiilebiliyorsa X total smurhdir denir [11].

Tanim 2.12. X bir vektor uzay1 ve g : X — R bir fonksiyon olsun.

a) g(0) =0,

b) g(—z) = g(z),

c) g(z +y) < g(z) + 9(z),

d) (t,) skalerlerin bir dizisi ve t, — t olmak tizere g(z,, — ) — 0 olan (z,) C X
icin, g(t,z, — tx) — 0 (skalerle carpimin siirekliligi),
sartlar saglamyorsa g ye X iizerinde bir paranorm ve (X, g)’ ye de paranormlu uzay

denir. Ayrica g(z) = 0= z = 0 sart1 da saglamrsa paranorma totaldir denir [12].

Tamim 2.13. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger, g : X — R fonksiyonu
¥ z,y € X veV )\ € Kicin agafidaki sartlar sagliyorsa ¢’ ya bir yarmorm (X, q)’ ya
da yarmormlu uzay denir [12].

i) g(z) 2 0,

i) g(Az) = [Ag(=),

iii) ¢(z +y) < g(@) +q(y).

Tanmim 2.14. X bir dizi uzay1 ve (z)) € X olsun. Bu durumda |og| < 1 sartim

saglayan tiim (ay) skalerleri i¢in (axzi) € X oluyorsa X uzayl normaldir denir [12].

Bu ¢alismada kullanacagimz,

bos = {2 = (&) oD |zx| < oo}

sirli,

e=4x = (@} : li{n:):k meveut }

yakinsak ve




eg= {% = (23} :Hfsﬂi'k = 0}

sifir dizilerinin uzay1

Il = suple]

normu ile birer Banach uzaylandir [8]. Ayrica

Ep:{I=($k)ZZ|$k|p<OO, 1S’p<00}

k=1

o0 F
]| = (Z |$k|p)
k=i

Ozel olarak [, uzaymda p = 1 almirsa

uzayl

normu ile bir Banach uzayidar.

Iy = {$= (Ee) Z]:ﬂk\ <oo}

=1

mutlak yakinsak seri tegkil eden dizilerin uzay: edilir [8].

Tanim 2.15. (Minkowski esitsizligi) ay, b, > 0, k= 1,2, ..., n olmak iizere,

a) 0 <p<1ise

S (a+b)P < a4+ B,
k=1 k=1 k=1

{Z(ak+bk)?3}p < {Za,g}P +{ b%;}p
k=1 k=1 k=1

Tanim 2.16. L bir lineer uzay, A C L ve z,y € A keyfi olmak f{izere

b)p>1ise

dir [8].

B={z2€Ll: z=az+(l-a)y,0<a<1} CA

ise A ciimlesine konveks kiime denir [11].




Tanmm 2.17. Bir Irechet uzayy; bir tam metrik lineer uzay veya buna denk olarak bir
tam total paranormlu uzaydir. X siirekli koordinat izdiigiimlere sahip bir Frechet uzay
olacak gekilde w nin lineer bir altuzay1 olsun. Bu durumda X bir FK — uzay1 veya

bir Frechet Koordinat uzayr admi alir [7].

Tanmum 2.18. X bog olmayan bir ciimle ve 7, X in alt ciimlelerinin bir ailesi olsun.
Asagidaki sartlar saglaniyorsa 7 ya X icin bir topoloji ve (X, 7) ikilisine de bir topolojik
uzay denir [11].

T1) X, er

T2) 7 nun herhangi sayidaki elemanlarinin birlegimi 7 nun elemamdir.

T3) 7 ya ait sonlu sayrdaki elemanlarm arakesiti yine 7 ya aittir.

Tanmm 2.19. X lineer topolojiye sahip bir dizi uzay1 olsun. Her bir i > 1 icin
P;(z) = A — F (R veya C) déniigiimleri siirekli ise A dizi uzayma K — uzay:1 denir. A
bir Banach uzay: ise K — uzayma BK — uzay1 denir.
(A, 7) bir K— uzay1 ve bir z € ) igin
n
z™ = Z z;e; — ¢ (7 topolojisine gore)

=]
ise z € A ya AK — ozelligine sahiptir denir. Eger her bir € A\, AK — 6zelligine sahip
ise A dizi uzayma AK — uzay1 denir [13].

Tanum 2.20. X bir lineer uzay olsun. £’ de X ’de bog olmayan keyfi bir kiime ise
bu durumda X; > 0, > A; = 1 olmak iizere her z; € E igin tiim Y A\;z; sonlu lineer
kombinasyonlarmm kiimesine £ ‘nin konveks hull’ii denir ve C'(E) ile gosterilir [14].

C*(E) ile C(E)’ nin [} deki kapamgim gostermektedir.

Tanim 2.21. X bir lineer uzay ve E C X olsun. Herhangi z € Eve 0 < |A] < 1
olacak gekilde A € C, Az € E ise E’ ye dengeli alt kiime denir [14].

Tanim 2.22. X bir lineer uzay ve £ C X olsun. Her z € X i¢in en az bir o = a(z) > 0

vardir 8yle ki her 0 < |A| < a(z) icin Az € A ise A ya absorbing kiime denir [14].

Tanim 2.23. X bir lineer uzay M C X konveks ve absorbing bir alt kiime olsun.
pu X — R,

pu(z)=inf{a>0:aze M} =inf{a>0:2 € aM}

6




fonksiyonuna M nin Minkowski fonksiyoneli denir [14].

Tanim 2.24. ) bir dizi uzay1 olsun. i > 1 ve en az bir z € A i¢in |y;| < |z;| iken y € A

ise A ya normal veya solid dizi uzay1 denir [13].

Tamim 2.25. Bir (X, ||.||) normlu uzaymnda bir dizi (z,) olsun. Her z € X i¢in

k
I — E QnTy

n=1

lim =0
k— o0

olacak sekilde C iginde bir tek (a,) dizisi varsa bu (z,,) dizisine X uzayimmn bir Schauder

bazidir denir [13].




3. MODULUS FONKSIYONUNUN BAZI OZELLIKLERI
Modiiliis fonksiyonun tanim ilk defa 1953 de Nakano [1] tarafindan verilmistir.

Tanmm 3.1. (Modiiliis fonksiyonu) Eger f : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu

i] flz)=0&=2=40,

i) 7@ +y) < f(z) + 1),

iii) f artan,

iv) [ sifir noktasinda sagdan siirekli,
sartlarini saghyorsa bu fonksiyona modiiliis fonksiyonu denir [2]. Herhangi bir f mod-
iiliis fonksiyonu smurh veya smirsiz olabilir. Tiim modiiliis fonksiyonlarinin olugturdugu
kiime C ile gosterilir.

Ruckle [2], Wilansky nin "{e, e, ... } birim vektérlerinin simirh kitmesini bulunduran

en kiiciitk F K — uzay1 var midir?" sorusuna cevap ararken

Lilf)= {$=($k)=Zf(1$kl) <00},

dizi uzaymi f modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlang ve bu dizi uzaymimn baz
ozelliklerini incelemistir.

Simdi modiiliis fonksiyonlarina drnekler verelim.
Ornek 3.2. (a) f(z)= 7 smurh fonksiyonu bir modiliis fonksiyonudur.

(i) f(z) =0 < z = 0 sartin saglayacag) fonksiyonun tanmmindan aciktir.
(i) flz +y) = T% = gyl = flz) + f(y) oldugu goz oniine alimirsa
fle+y) < f(z) + f(y) esitsizligi saglanr.

(iii) f artandwr. Ciinkii f(z) = % den f'(z) = ——3 > 0 oldugundan fonksiyon

z+1 T (142)?
artandir.
(iv) f sifirda sagdan siireklidir.
: *

dir. O halde f(z) = ;35 bir modiiltis fonksiyonudur.
(b) f(z) =log(1l + z) smursiz fonksiyonu da bir modiiliis fonksiyonudur.
(i) log(l1 +z) = 0 & = = 0 dir. Giinkii log(1 +0) = logl = 0 dir. O halde

f(z) =0<¢ 2 =0 sart: saglanr.




(i) flz+y) < f(z)+ f(y) dir.

1 +z+y < (I + z)(1 + y) esitsizligi ve logaritma 6zelliginden
log(1+z+y) < log(l+42) +log(1 +y) elde ederiz. Dolayisiyla f(z+v) < f(z)+ f(y)
dir.

(iii) f artandir.

f(z) =log(z +1) den f'(z) = 11—04% > () pozitif oldugundan fonksiyon artandir.

(iv) f sifir noktasinda sagdan siireklidir.

lim log(z + 1) = 0= f(0)

z—0t

dir. O halde f(z) = log(z + 1) bir simrsiz modiiliis fonksiyonudur.

Teorem 3.3. f bir modiiliis fonksiyonu ise f*, (v € N} fonksiyonlari da birer modiiliis
fonksiyonudur. Burada f* = fo fo fo..o f (f nin v defa bilegkesi) seklindedir [2].

Lemma 3.4. [ bir modiiliis fonksiyonu ve 0 < § < 1 olsun. Bu takdirde her v € N

ve t € [0, 00) i¢in,

(]

o) > dise f(2) < f 5(1) P i)

olur. Burada f? = I ézdeglik déniistimidiir [2].

Uyar1 3.5. f ve g herhangi iki modiiliis fonksiyonu iken f=! f.g,f — g ve f/g

fonksiyonlar: modiiliis fonksiyon olmayabilir [2].

Lemma 3.6. f ve g herhangi iki modiiliis fonksiyonu ise f o g, af(a > 0), ﬁ—f, f+g
fonksiyonlar1 da modiiliis fonksiyonlaridir [2].

Teorem 3.7. J bir modiiliis fonksiyonu ve |X|, = i f{|z,]) olsun.
d(X,Y) =|X = Y|, olmak tizere (L(f),d) bir tam metrik uzaydir ?[14?]1

Ispat. X = (z,), Y = (y.) ve Z = (2.) € L(f) olsun.

i) d(X,Y) = 0 olsun. Bu durumda |X — Y|, = nij:lf (|Z5 — ¥n|) = 0 yazlabilir ve
buradan her bir n i¢in f (|2, — y»|) = 0 olacagindan ve modiiliis fonksiyonun tanmmm-
dan |z, — yu| = 0 ve bdylece z, = yp, yani X =V elde edilir. Tersine X =Y olmas
halinde d (X, Y") = 0 olacag1 benzer gekilde kolayca elde edilir.




ii)

|X _Y|f = Zf(‘mn _ynD = Zf('yn _mnl) = |Y _X|f
n=1 n=1
iif)
X =Y, = > F(za—wl) D f (80— 20| + |20 — 1))
n=1 n=1
= Zfﬂxn — %) "‘Zf (lzn —¥al) = | X = Z|f Fi|4 = Z|f
n=1 e

L(f) tamdur. Gergekten (X™) dizisi L(f) ’ de bir Cauchy dizisi olsun. Her bir i i¢in
(.ri-ﬂ) s n=1,2, ) bir Cauchy dizisidir. X saysi, (X {“)) nin noktasal limiti olsun.
Eger m,n > K igin |X ) (”)\ < ¢ saglaniyorsa herbir N icin

1

k2

:cgm} == sv:ﬁ") D < B

olur. Bu nedenle her N i¢in

&’J,Em) _ $£n)

N N
lime =Zf’:r:£m)—9:i‘§£
i=1 i=1
elde edilir. Buradan X € L(f) ve m > K igin |X —X (m)| < ¢ elde edilir.

Lemma 3.8. Her bir f modiiliis fonksiyonu i¢cin H C L(f) dir [4].
Ispat. f(z,) < 5 olacak sekilde z; € (0, 00) segelim. Her j <k ve f (z;) < 55 icin
zy, # z; olacak gekilde z;, € (0, 00) segelim. f modiiliis fonksiyonu 0’ da siireklidir ve

J (0) =0 dir. X = (z,) olsun. Bu taktirde

> ) <3 om < 0o,

ve boylece X € L(f) ve X ¢ H dur.

Teorem 3.9. [ bir modiiliis fonksiyonu, A C L(f) olsun. A mm, L{f) nin kompakt
bir alt kiimesi olmas: i¢in gerek ve yeter sartlar sunlardir:

i) A kapali ve smurh,

ii) € > 0 verildiginde, her n > ng ve her X = (z,) € A i¢in i f (lzn]) < € olacak
sekilde ng = ng (¢) vardir. i

iii) Eger p : L(f) — R, her X = (z;) € L(f) i¢in pi, (X) = x;, seklinde verilmis
ise her k > 1 igin pi(A) kompakttir [4].
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Ispat. i) Kabul edelim ki; A C L(f) kompakt olsun. Bu taktirde i) agiktar.
i) € > 0 verildiginde, her bir ¢ = (a;) € A igin

U(a3)= {XeL(f) :i)lf(|xn~an|) < 5}

ciimlesini gézdniine alalim.
N
Boylece A C U (a, %) dir. Fakat A kompakttir. Bu yiizden A C | (aj 5) olacak
i=1

K "%
ac
gekilde

ot = (al) ,a? = (a}),...a" = (a})

meveuttur. Buradan eger a = (a;) € A ise

o0

p=2_ 1 (lan =) <

n=1

‘a—aﬁ

b2 | ™

olacak sekilde a*, 1 < i < N mevecuttur.
Her i igin 3" f (Ja|) < oo oldugundan Y f(|a%|) < £ olacak sekilde bir n; mev-
n=1 n=n;

cuttur. Bu yiizden a € U (af, %) igin

> fllal) < D7 f (lan—an) + 3 £ (lail)
n=1n; ) r_;jii . n=n4
2 2

elde ederiz. ng = max r; alirsak ve her ¢ € A ve n > ny igin
1<i<

Y. fla)<e

1=n+1
bulunur.
iii) py siirekli oldugundan p; (A) kompaktir.
Tersine i), ii) ve iii)’ nin saglandifim kabul edelim. A kapal oldugundan ve L(f)
tam oldugundan A nimn total sinirh oldugunu gostermek yeterlidir.
g > 0 verilsin. Bu durumda her a € A icin n > ng oldugunda
oo
> flal) <e
k=n+1
olacak sekilde bir ng = ng (£) meveuttur.

f modiiliis fonksiyonu 0’ da siirekli oldugundan ve f (0) = 0 oldugundan

f(€)

E
5
2?10
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olacak sekilde bir * > 0 sayist segebiliriz.
Her k > 1 igin p, (A), R nin kompakt bir alt kiimesi oldugundan total simrhdir.
Bu yiizden herbir k = 1,2, ..., ng igin ve ¢ € [1,ny] i¢in ag € pi (A) iken
|CL;c — ai| <e"

olacak sekilde GS): . a,(gn) € pi, (A) mevcuttur.

g = {b e (agl,aga @ 0,0, 1< i € 01,1 < g S 1igy oy 1 < iy < nno)}
olsun. Eger her k£ > 1igin a = (a;) € A ise a, € p (A) dir. b € Ay,
= (ail,a;a...,a;‘:;o,o,o,...,o,...)

ile verilsin. Burada

|a,;G - a}'f| < &, k=10,1,2, ... 7

dir. Buna gore

o oa
a—bly = > f(lar—a))+ D F(al
ksl =ngo+1
€
< Tlgf(E*)+3
%= & |
olur. Baylece |
Ac U UG
bekp £

dir. Fakat Ay sonludur, bu yiizden A total smirhdir.

Tanium 3.10. ¢ pozitif bir tamsay1 ve f modiiliis fonksiyonu olmak iizere
B.={X € L(f): X|, < a}
dur [5].

Teorem 3.11. Eger bazi a > 0" lar icin By(,) konveks ise bu durumda " ¢; = 1 olacak
i=1

sekildeki (cy, ....., ¢,) pozitif reel sayillarimn herhangi sonlu koleksiyonu igin i

f@) =" f(ea)

elde edilir [19].
ispat. Xom = @€, (m =1, ..., n) olsun. Bu takdirde By, konveks oldugundan her
micin X,;, € By, dir. X = > ;X dizisi B 7(a) i elemanidir. Boylece

12



| X]; =3 flaa) < f(a)

dir. Diger yandan

fla) = fQocia) <3 f(aia)

ve biylece

fla) =3 fea)
elde edilir.

Teorem 3.12. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. L(f) = l; olmas: igin gerek ve yeter
sart her z € [0,¢] i¢cin f(z) < rz olacak sekilde r ve & pozitif sayilanmin mevecut
olmasidir [5].

Ispat. Her pozitif r reel sayisi ve her e pozitif reel sayisi icin f (z) > rz olacak
sekildeki bir z € [0, €] meveut oldugunu farzedelim.

Bu yiizden her n pozitif tamsayis: i¢in f(z,) > nz, olacak sekilde z, € (0, ;Llﬂ
meveuttur. f siirekli oldugu i¢in her z € I, i¢in f(z) > nx olacak gekildeki bir
I, C (0,-) araligi meventtur. Herbir n i¢in 1/n? < tg:} T, < 2/n? olacak sekilde

k=1

Tnys Trgs s Tnygny noktalarindan olugan sonlu bir say1 secelim. Her x € L,, x, < ;1% icin

herhangi bir x,,, € I, noktas1 alinabilir ve boylece

2
T <——re E &
’n,k__n ﬂ’lk_

olacak gekilde %, Zpg, ..; Tn,,, segebiliriz.

U n)—1

k=

_

X = (B, Brgy s Bigayy Togsers Lggyyoes)

olsun. Bu takdirde

oo t(n) oo H(n) oo in) o0
LD MIENED D BN RO NS DTS IC
n=1 k=1 =1 k=1 n=1 n=1 n=1

olur. Boylece X ¢ L(f)’ dir. Buradan

oo t(n) o0
IXh=3 Y e <>,
n=1 k=1 n=1

13




ve biylece X € I; ve L(f) # l1 olur.

Tersine, baz1 pozitif r reel sayilart i¢in (0, ] araliginda f(z) < rz oldugunu farzede-
lim. Béylece I; € L(f) dir.

Fakat her f i¢in L(f) C Iy’ dir. Boylece L(f) = Iy dir.

Teorem 3.13. Bir f modiiliis fonksiyonu i¢in agagidakiler denktir.
i) En az bir a > 0 i¢in By, konvekstir.
ii) Her z € [0, a] icin,
fla
o) = 1%

a

olacak sekilde pozitif bir a reel sayisi meveuttur.

iii) Her r < b i¢in Bj(,) konveks olacak sekilde pozitif bir b reel sayis1 mevcuttur

5.

Ispat. (1)= (2): n herhangi bir pozitif tamsay1 olsun. Teorem 3.11’den

J(@) =nf(>)

elde edilir.
Simdi m < n olacak sekildeki bir pozitif m sayisim alalim. Bu takdirde Teorem

3.11" den

m n-—m

fla) = f(—a+

n n

a)
m 1 1 1
= fl—a+—-a+—-a+..+—a)
n o n n n

m 1
= f(ga) + (n *m)f(ﬁa)

elde edilir. Baylece
n—1m

f(a) = #(Z-a) + ——f(a)

olup bundan dolay1
m m
;f (a) =f (;a)
olur.

Herhangi r < 1 rasyonel sayisi i¢in f(ra) = rf(a) oldugu ve f’ nin siirekliliginden
f(za) = af(z),V z € [0,1]

14




egitligine ulagilir.
Herhangi bir y € (0, a] i¢in £ < 1 elde edilir. Boylece f(y) = ny@ olur.
(2)=%13): f(g] = @m, her z € [0, a] ve boylece L(f) = I dir. Ayrica r < a icin

B, = {XelL(f):|X], <r)

X r a
- {xeupsnn -t <2} o=

63 a

= {xen:|xl <}
O

dir. Boylece her r < a i¢in B, konveks kiimedir.

(3)= (1): Agikardar.
Teorem 3.14. FEger L(f) # 1, ise ve f

fzy) < f2)f(y)

sartini saglarsa L(f) bir Banach uzayma izomorfik olan hicbir sonsuz boyutlu alt uzay

icermez [3].

ispat. {lk olarak; B, L(f)’ nin kapah sonsuz boyutlu alt uzay1 ise B nin L(f)’ ye
izomorfik bir alt uzay ihtiva ettigini gosterecegiz.

Eger B sonsuz boyutlu ise
b, = (0,...,0,0,, 0%, 1, 0,...)

formunda ve |b,|, = 1 olacak sekilde bir (b,) dizisi ihtiva eder. Burada k, keyfi biyiik-
Liikte secilmigtir.

o . 1
P ARS

k:kn+1

olarak secelim.

s [0, vy O, iy 0,.), n=1,2,..

I YEkpgp1—10
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olsun. (C,),

s oo kni1—1 o0 knt1—1
Y Gl = % fIbZAn.IEZf( X l/\nb}';l)
n=1 f n=1 kn n=1 e
= > 1D IB - Z|,\ by
n=1 ki kn+1
= o [l [ S-S e
n=1 kx krnt1
2 Zf(l)m (1—2n1+1>)
=1
> Zf(% M)
n=1
il .
> 5;f(l)\n|) (3.1)
icin L(f)’ de (e,)’ ye denk dizidir.
Diger yandan
oo oo kat1—1
YoMl = ) Z f AaB
n=1 =1
I -
< wa > 1
< qunl-wnlf
=1
< Ay

dir.

Ayrica eger Z A, vakimsak ise Z AnCh, (Cy) nin tammindan dolayr yakmsak
==l
olur. Bu Sebeple (C )’ nin (b,) ’ve denk oldugunu elde ederiz. Diger yandan

= Z}‘ﬂ(oa"':ozbkn+l"")
f n=1
< DD FInabg
n=1 kn41

16



bir alt uzay1 icin bir bazdir.

IA

A

IA

=

olur. Son egitsizlik (3.1)’ den elde edilir. Boylece (b,), L(f)’ ye izomorfik olan B’ nin

> f
n=1 k
> £l s
n=1

1 m
n=1




4. L(f,p) DIZI UZAYININ BAZI TOPOLOJIK OZELLIKLERI

Bu boliimde L(f,p) dizi uzaymm baz topolojik ozellikleri ve icerme bagintilar:

verilmistir.

Tanim 4.1. p = (pg) pozitif reel sayilarn bir dizisi, f herhangi bir modiiliis fonksiy-

onu ve w biitiin komplex dizilerin uzay1 olmak iizere,

L(f,p) = { = @) ew: S {f(lml)}™ < oo}

k=l
ciimlesi tammlansin.

Her A komplex sayist i¢in ve G = sup p < oo igin

IAPPE < max(1, |A|%) (4.1)
dir [7].

Teorem 4.2. G = sup p; < oo olsun. Bu takdirde L(f,p) uzayi, C iizerinde bir lineer
uzaydir [7].
Ispat. z,y € L(f,p) olsun. X, u € Cigin |A| < My ve |u| < N, olmak tizere My, N,

tamsayilar: vardir. Modiiliis fonksiyonun tanummdan ve (4.1) esitsizliginden

i {F(As + )}
< max(1, 261 (max(1, M) é{fﬂml)}m + max(1, NE) f: {Fmh™)

elde edilir ki bu Az + py € L(f,p) demektir. Bu ise L(f,p) nin C iizerinde bir lineer

uzay oldugunu gosterir.

Teorem 4.3. L(f,p) uzay1 G = sup px < 0o ve M = max(1, G) olmak iizere

- /M
ote) = (£ (72 )
ile bir total paranormlu uzaydr [7].
Ispat. g(z) = 0 <= z = 0 ve g(z) = g(—=) oldugu agikardir. py/M <1ve M > 1
oldugundan Minkowski esitsizliklerinden ve f modiiliis fonksiyonun tanimindan ve (4.1)

esitsizliginden
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@l{f('”fﬁyk)}“)w < (3 {mmmz{mym})w

<

Buradan g nin alt toplamsal oldugu anlagilir. Son olarak skaler carpmmun siirekli

1/M

g RRANL:

{f(lm:u)}”)l/M + (k;{f(m[)}m)

bulunur.

oldugunu ispatlayalim.

Herhangi bir A komplex sayis1 i¢in f in tamimindan ve (4.1) esitsizliginden

- 1/M
o0a) = (£ W) < @+ 1A o)
elde edilir. A — 0 ve x — 6 olmas1 Az — ¢ olmasim gerektirir

Kabul edelim ki A, — 0 olsun. Keyfie > 0 icin K’y Z {f(|zi)}P < (e/2)M
k=K-+1
olacak sekilde secelim. Bu

5 1/M
(5 tlady) <oz
k=K-+1
olmasim gerektirir. f, [0, c0) araligmda her yerde stirekli oldugundan
K
g(t) = El{f(lt:ckl)}”

fonksiyonu 0’ da siireklidir. Boylece 0 < t < § igin |g(t)] < (¢/2)™ olacak sekilde
1> 4> 0vardir. n > N icin |A,| < § olacak gekilde N sayismi alahm. Bu takdirde

n > N igin

(Strtnan) <o
dir.

Buna gore n > N icin

S Lm0 ) < ef2
& )

olur ki bu A — 0 iken g(A\z) — 0 olmasm gerekirir. Bu da teoremin ispatimi tamamlar.

Teorem 4.4. L(f, p) uzayz,




paranormu ile bir FK — uzayidir. Burada G = sup p; < oo ve M = max(1,G) dir [7].

ispat. L(f, p) nin tamhigim ve koordinat fonksiyonellerinin siirekliligini ispatlamak
yeterlidir. L(f,p) nin tam oldugunu gostermek icin L(f, p) de bir () Cauchy dizisi
alalim. Bu takdirde

Z f{(‘ () _ g m)D }pk — 0, (n,m — 00) (4.2)

olur. Béylece herbir k sabiti icin n, m — oo iken

(1 sy @

bulunur. Boylece herbir k& sabiti i¢in (w 5 ) dizisi C de bir Cauchy dizisidir. C tam

oldugundan n — oo iken 2™ — zy, dir. (4.3) den ¢ > 0 i¢in

2 {1 (ool

olacak gekilde bir K dogal sayis1 meveuttur. Herhangi bir sabit N dogal sayis1 igin

(4.4) den

) "% g, fmn > K) (4.4)

}P* < g, (m,n > K)

N
> (el ~ o

elde edilir. n — oo iken limit alimrsa yukaridaki ifade

SN g (]l
LAS(al™ —my <e,(m>K)
olur.

N keyfi oldugundan N — oo iken

S (e — iy <, (m > K)

bulunur. Yani m — oo iken g(z™ — z) — 0 dur.
z € L{f,p) oldugunu géstermek i¢in ¢ > K olsun ve kg sabitini alalim. p/M < 1

ve M > 1 oldugundan Minkowski egitsizliginden ve f modiiliis fonksiyonun tanimindan
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(i{f(]rﬁﬂ)}iﬂk)l/ﬂ’f _ (Sé{f( 2 — 20 _I_mg)')}pk]/M)
= (ﬁ{f( Tk — :ﬂﬁf}‘) o+ f(‘mgj) )}pk)l/M
k=1
< (ggﬂxyﬂﬁwpg”M+(iﬁﬂﬁg)yguM

elde edilir. Buradan

S {f (|2

k=1

ifadesinin yakisak oldugu ve z = (z3) € L(f, p) oldugu anlagilir. Béylece uzay tamdir.
Simdi de P; : L{f,p) — C koordinat fonksiyonelinin siirekli oldugunu gosterelim.

e > 0igin 0 < § < 1 ve §/% < f(e) olacak sekilde § > 0 olsun.

(émwww%ﬁ
olacak sekilde g(z) < § alalim. Bu
{MMWsémwmuw

ve hoylece

Fllzx]) < 6MPe < §M/C < f(e)

olmasin gerektirir.

[ artan oldugundan herbir k igin |zi| < £ elde edilir. Buna gore koordinat fonksiy-

onelleri siireklidir ve bu da ispat: tamamlar.

Teorem 4.5. L(f,p) bir AK— uzayidir [7)].
Ispat. (ex) = (ey,es,...) birim vektorler dizisinin L(f,p) i¢in bir Schauder baz
oldugunu géstermek yeterlidir.

z = (zp) € L(f,p) alahm ve
Y = B — (Byy By ony By 0,0, )

yazalim oyle ki;
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T
Yn =2 — Z Lrpep = (0, 0, .0y Zn41,Tnt2, )
k=1

o)) = S {f(lz P — 0 (0 — o)

=n+1
dar.

Ciinkii
;{f (I}

yakinsaktir. Burada g(y,) — 0 (n — o0) elde edilir ki bu da

o0
B X Suby
k=1

olmasim gerektirir. z i¢in bu gosterim tektir. Yani

z =Y A, (n — o)
k=1

icin

g(>> (M — zw)er) < gz — Y mwex) +g(® — Y Aker) = 0
k=1 k=1 k=1
elde edilir. Burada
p\l == .’131|;Dl S e |}\n — .’I?n|pn — 0

olmasi her & = 1,2, ... i¢in A, = x; olmasmi gerektirir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 4.6. (i) Her bir k i¢in efer 0 < pj, < ¢, < o0 ise bu takdirde herhangi bir f
modiiliisii igin
L(f,p) € L(f,9)

dur.

(ii) Eger (ry) ve (tx) kesin pozitif reel say1 dizileri ise ve
pr = min(ry, tx)

@ = max(ry, ty)

ise bu takdirde herhangi bir f modiiliisii i¢in

L(f,p) = L(f,r) N L(f, 1)
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dir. Burada G,
L(f,r) U L(f,%)

tarafindan tiretilen w nmn alt uzayidir [7].

Ispat. (i) = € L(f,p) olsun. Bu durumda yeterince bityiik &’ lar i¢in f(]z]) < 1

dir. pp < g oldugundan biiyik N ler icin

i’; {F ()} < SN{J“(I-?:H}”

dir. Boylece x € L(f,q) olur.
(ii) (i)’den
L(f,p) € L(f,r) N L(f,1)

elde edilir. Herhangi A € C sayis1 igin,

G C L(f,q)
| AP%| < max(|A™]. |At’°|)

dir. Boylece

L(f,r)n L{J, 1) € L(f, p)

dir. Simdi A ve B’ yi

AZ{kaztk}

ve

B:{kl?“k<tk}

olarak tanimlayalim.

Bu durumda eger = = (zx) € L(f, q) ise

=1z (k€A vey.=0(keB)

ZkZO(kEA)VeZ;:=.’Ek (k’EB)
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dir. Bu takdirde

SUh* = S+ 3 = U (nd) <o
ve boylece
y=() € L(f,r) CG
dir.
L{f,q) C G oldugu ispatlanms oldu ki bu da ispati tamamlar.

Sonug 4.7. Asagidaki ii¢ sart denktir.
() L(f,7) € L(f, 1),
(i) L(f,p) = L(f,7),
(iii) L(f,q) = L(f,1).

Sonug 4.8. L(f,r) = L(f,t) < L(f,p) = L(f,q)

Teorem 4.9. Herhangi bir f modiiliisii icin L( f, p) uzay1 simetrik, dengeli ve normaldir

7.

Ispat. L(f,p) nin simetrik oldugu asikardir. L(f,p) nin dengeli oldugunu goster-

mek i¢in z = (zx) € L(f,p) ve |ag|< 1 olsun. f artan oldugundan,

§: (o) }* < Sz}

olur ki bu (axzx) € L(f,p) oldugu ve béylece L( f, p) nin dengeli oldugu anlamma gelir.
L(f, p) nin normal oldugunu gostermek i¢in herbir k& = 1,2, ... i¢in |y;| < |z, | olacak

sekilde z = (z) € L(f,p) ve y = (y;) dizilerini alalm. f artan oldugundan,

2 Af (gl < 22 () 3™

olur ki bu y = (yi) € L(f,p) oldugu ve badylece L(f, p) nin normal dizi uzay1 oldugunu

Verir.

E dizi uzaymm garpan uzay1 M(FE) ile gosterilir ve

M(E)={acew:ax € E,Vz € E}
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seklinde tanimlanir.

Teorem 4.10. Eger G = sup p, < oo ise bu takdirde herhangi f modiiliisti i¢in,
lo C M(L(f,p)) elde edilir. Burada kapsama kesindir [7].

ispat. a € £, olsun. Bu durumda her k icin |az| < 1+ [|K]] olacak sekilde bir
K > 0 sayis1 vardir. Buna gore her € L(f, p) i¢in

5 (s} < 1+ (KD X {F )} < o0

olacagmdan o € M(L(f,p)) olur. a € {o herhangi bir eleman oldugundan
Loo C M(L(f,p)) elde edilir.
Kapsamanin kesin oldugunu géstermek i¢in her % i¢in pp, = % ve a; = k alalhm. Bu

takdirde z € L(f,p) olmas

g{f(]akﬂﬂi”}?k < ;iKl/k{f(lka}l/k . Zé{f(lm)}ljk e

olmasin gerektirir.

Bu durumda a € £, iken

a = (ar) € M(L(f,p))

olur. O halde kapsama kesindir.
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5. L(f) DiZi UZAYI UZERINDE MiNKOWSKI FONKSIYONELI

Bu béliimde f (1) yargaph yuvarin konveks hull'ii {izerinde tamamlanmigmin
Minkowski fonksiyoneli yardimiyla tanimlanan topolojiyle L (f) uzaymn [; uzayma

egit oldugu gosterilmisgtir.
5.1. L(f) Dizi Uzay1 Uzerinde Norm Olarak Minkowski Fonksiyoneli

Lemma 5.1.1. f € C*, a > 0 olsun. Eger |X|, < a olmak tizere X € L(f) ise |X|, < a
dir. O zaman B C B, dir [6]. Burada B = {X = (z.) : X € I{f) ve |X|, < f(l)}
ve By = {X = (z,): X € [; ve |X|; < 1} seklinde tanimlanir.

fspat. Kabul edelim ki [X|, < f(a) ve |X|; > a olmak tizere X = (z,) € L(/)

o0 N
olsun. Bu durumda Y |z,| > a dir ve }_ |z,| > a olacak sekilde N vardir. Béylece
n=1 n=1
N
f (Z |$n|) > f(a) dir. Buradan
n=1

fla) < f (Z |xn|) < f(wal) < Fllzal) < £(a)

fi=l =], =l

olur. Bu da celigkidir.

Lemma 5.1.2. C(B) dengeli ve absorbingdir [6].
ispat. a bir reel say1 olmak iizere |a| < 1 ve X € C(B) olsun. Bu takdirde her 4
ve Y a; =1icin X; € B, a; > 0 olmak iizere;

X = ZaiXi

dir.

Egera > 0ise Y; = X; vea < 0ise V; = —X; olsun. Agktur ki ¥Y; € B,
aX = Y aa;X; = ) |a|aY; ve ) |ala; < 1 ve boylece aX € C(B) dir. Bu da
C(B) nin dengeli oldugunu gosterir. Simdi C(B) nin absorbing oldugunu gosterelim.
X € L(f) olsun. [ X[, < f(1) ise tanimda ¢ = 1 alahm. Eger |X|, > f(1)ise1 <¢ < n
icin a; > 0, X; € B olmak iizere X = 5 a;X; yazahm. ¢ = > ¢; olsun. Bu takdirde
1X € ¢(B) dir. |

Sonug 5.1.3. C'(B) nin Minkowski fonksiyoneli, L(f) tizerinde bir normdur [6].
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5.2. Norm - Siirekli Lineer Fonksiyoneller

Lemma 5.2.1. C(B) iizerindeki P Minkowski fonksiyoneli yardimmyla L(f) fizerinde
tanimlanan topoloji, metrik topolojiden daha zayftir [6]. Burada f, C* in bir elemam

olmak tizere L(f) iizerinde C(B)’ nin Minkowski fonksiyoneli
1
P(X) =inf {a > 0 EX € C(B)}

seklinde tammlanir.
Ispat. T : (L(f),|.|s) — (L(f), P) fonksiyonu T'(X) = X geklinde tammlansm.

T nin siirekli oldugunu gostermek yeterlidir. (X,), L(f) de |X,|; — 0 olacak sekilde
RS

n > N igin [X,|, < I olacak gekilde bir N vardr.

m

bir dizi olsun. £ > 0 olsun ve = < ¢ olacak sekilde pozitif bir m sayis: segelim. Her

X, = (27) oldugunu kabul edelim. Bu durumda her n > N icin,

mXal, = f (fmap]) <my " f(lzi]) = m|Xal; < (1)
k k

olur ki ispat tamamlanir.

Teorem 5.2.2. f € C olsun. Bu durumda | . |; metrigine gire L(f) iizerindeki
siirekli lineer fonksiyoneller P normuna gére aym kalir [6].

Ispat. L(f) tizerindeki siirekli lineer bir fonksiyonel F olsun. Buna gére her
X = (z.) € L(f) igin F(X) = > z,y, olacak sekilde bir ¥ = (y,) € £y elemam
vardir. Y # 0 oldugunu kabul edelim. & > 0 verilsin ve § = W olsun. Eger
P(X) < 4 ise 0 zaman ;X € C(B) olur ve béylece X =}~ a;X; elde edilir. Burada
her 1 <4< N icin X; € B, a; > 0 elde edilir ve g: a; < 1 dir. Baylece

=1

N
X, < Zﬂi | Xil, <6,

=1
IFO] < 1Y ]l

D 1nl = Y[l 1 X1, < [[¥ |6 =¢

olur. Bu yiizden P ye gore F siireklidir.
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5.3. L(f) NIN BANACH ZARFI

L(f) nin iizerindeki P normuna gére L(f)’ nin tamamlams bir Banach uzayidir.

Bu tamamlamsa L(f)’ nin Banach zarfi denir ve E( f) ile gosterilir.

Lemma 5.3.1. Her f € C* i¢in C*(B) = B, dir [6].

Ispat. X = (z,) € By ve S, = Z:ﬂ e; olsun. Burada e;, i— yinci elemam harig 0,
digeri 1 olan bir vektardiir.

z; > 0iken a; = x;, , Y; = ¢; ve x; < 0 iken a; = —z;, ¥; = —e; olsun. Bu
yiizden her 7 i¢in ¥; € B dir. Béylece S, € C(B) olup X € C*(B) olur. Dolayisiyla
C*(B) C C*(By) = B elde edilir.

Lemma 5 3.2. Eger X = (z,,) € L(f) N B; ise bu durumda herhangi bir a € (0,1)
i¢in aX € C(B) dir [6].

fspat. X € L(f) N B; oldugundan herhangi bir a € (0,1) igin 12X € L(f) elde
edilir. Boylece

2.1”( lfawn) < (1)

olacak sekilde N mevcuttur.

= o2=(0,0,...., Tap, Byt ...) olmak iizere

N—1
aX = Z a&ie:+ (1 = CI)Y
g=1
dir. z; > 0iken a; = z;, Y; = €; ve ; < 0 iken a; = —z;, Y; = —e; olsun. Boylece

N-1
Vi€ BveaX = 3 aa;Y; + (1 - a)Y olur. Fakat
1

N-1

N—
Zaaﬂr(l—a Z]’L‘l-l— (1—a)<1

=7
dir, ciinkii X € B; dir. Aynica Y3, Ys, ..., Yy_1,Y" ler B nin elemanlandir, boylece
aX € C(B) dir.

Lemma 5.3.3 . [ € C* olsun. Bu takdirde L(f), P yardimiyla tanimlanan topoloji
ile I; de siirekli gomiilebilirdir [6].

Ispat. T : (L(f),P) — b, T(X) = X seklinde tammmlansm. (z,), L(f)’ de
P(X,) — 0 olacak gekilde bir dizi olsun ve £ > 0 verilsin. Bu takdirde her n > N i¢in
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P(X,) < ¢ olacak sekilde bir N meveuttur. Béylece her n > N i¢in 2X,, € C(B) dir

ve boylece her 1 <1 <7 ve Y a; < 1igin X € B, a; > 0 olmak iizere

1 3
= Xn = a; X:l
dir.
Dolayisiyla

1 r "
Xl <) | XPL <D e <1
i=1 =1

olup |X,|; < e olur ki ispat tamamlanir.
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6. SONUC.

Bu tezde modiiliis fonksiyonunun baz dzellikleri verilerek L( f, p) dizi uzaymn bili-
nen baz topolojik yapilar incelenmigtir. Ayrica f (1) yarigaph yuvarin konveks hull’ii
fizerinde tamamlanmgsinin Minkowski fonksiyoneli yardimiyla tammlanan topolojiyle

L(f) uzaymm [, uzayma cakigtk oldugu gosterilmistir.
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