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 İn this thesis, we have made an attempt to fuzzy linear metric spaces. Firstly 

we have formulated the concepts; fuzzy sets, metric spaces, linear metric spaces and 

related to these examined introductions and theorems. 

 After that the examined about the fuzzy linear metric spaces and introduction, 

theorem and example in fuzzy linear metric spaces.  
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45 sayfa 

 

 Bu tezde, bulanık lineer metrik uzaylar incelenmiştir. Öncelikle bulanık 

kümeler, metrik uzaylar, lineer metrik uzaylar üzerinde durulmuştur. Bunlarla ilgili 

tanım ve teoremler incelenmiştir.  

 Daha sonra da bulanık lineer metrik uzaylarla ilgili tanım, teorem ve 

örneklere yer verilmiştir. 
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 BÖLÜM 1 

                                                GİRİŞ 

 Bulanık küme kavramı ilk olarak 1965’ de Zadeh tarafından [1]  

makalesinde tanımlandı. Daha sonra Zadeh [2,3] makalelerinde bulanık küme 

kavramını genelleştirdi. Bunun üzerine birçok yazar bulanık küme kavramını farklı 

alanlarda tartışmaya başladı. Bulanık topolojik uzaylar, bulanık metrik uzaylar gibi 

bulanık küme uygulamaları ve teorisi farklı yaklaşımlarla tartışılmaya başlandı. 

Özellikle Deng [4], Erceg [5], Kaleva and Seikkala [6], Kramosil and Michalek [7] 

farklı yollarla bulanık metrik uzayın kavramlarını tanımladı. 

 Metrik lineer uzay kavramı ilk kez 1969’ da Köthe [8] makalesinde tanımladı. 

Ondan sonra 1973’ de A. P. Robertson and W. J.  Robertson  [9] ve 1984’ de Stefan 

Rolewicz [10] farklı yollarla metrik lineer uzayı tanımladı.  

Günlük hayatta rastgele kullandığımız birçok terim genellikle bulanık bir 

yapıya sahiptir. Bir şeyi tanımlarken, bir olayı açıklarken, komut verirken ve daha 

birçok durumda kullandığımız sözel veya sayısal ifadeler bulanıklık içerir. Bu 

terimlere örnek olarak , yaşlı, genç, uzun, kısa, sıcak, soğuk, ılık gibi daha pek çok 

sözel terim gösterilebilir. Bizler bir olayı anlatıp, bir durum karşısında karar verirken 

bu tür kesinlik ifade etmeyen terimler kullanırız. Kişinin yaş durumuna göre ona 

yaşlı, orta yaşlı, genç, çok yaşlı veya çok genç deriz. Bütün bunlar insan beyninin 

belirsiz ve kesinlik  içermeyen  durumlarda nasıl davrandığına ve olayları nasıl 

değerlendirip, tanımlanıp, komut verdiğine dair birer örnektir. Bulanık mantığın ve 

bu mantık kurallarını kullanan bulanık küme teorisinin  Lotfi A. Zadeh tarafından 

geliştirilip 1965 tarihli orijinal makalesinde  [ 1]  yayınlanmasından sonra belirsizlik 

içeren sistemlerin incelenmesi yeni bir boyut kazanmıştır. 1965’ de ortaya atılmasına 

rağmen, bulanık küme kavramı ancak 1970’ li yılların ikinci yarısından sonra 

kullanılmaya başlanmıştır. Bunda özellikle Zadeh’ in 1965’ deki ilk makalesinden 

sonra bulanık mantığın belirsizlik içeren sistemlere uygulanabilirliğini açıklayan 

makaleleri  [2,3]   etkili olmuştur. 
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 Zadeh bu teoriyi ilk ortaya attığı zaman olumsuz bir yığın tepki ile 

karşılaşmıştır. Fakat bu alanın çok kullanışlı olduğunu gören bilim adamları bu alana 

yönelmeye başlamışlardır. Bulanık mantığın Amerikalı sadık savunucularından Bart 

Kosko  [11]  bulanık kümelere örnek vermek için konferanslarda dinleyicilerden  

‘erkek’ olanların ellerini kaldırmasını ister. Erkekler ellerini kaldırır, bayanlar 

kaldırmaz. Bu bayan olmayan bir dizidir. Bu kez de bayanların ellerini kaldırmasını 

ister; başka bir dizi oluşur. Bu ise erkek olmayan bir dizidir. Bu belirlemede 

katılımcılar, siyah ya da beyaz gibi iki diziye bölünürler. Burada yapılan mantıksal 

işlem klasik usavurmadır. ‘ Erkekler ve erkek olmayanlar ’ veya ‘ bayanlar ve bayan 

olmayanlar ’ kümesi iki değerli bir sınırlandırmadır, kümelendirmedir. Kosko daha 

zor bir soru sorar:  

- Kaç kişi işinden memnun?      

Eller kalkar, iner, çoğu dirsekler kırılmış halde sükuna ererler. Ancak çok azı 

ellerini iyice kaldırır veya hiç kaldırmaz. Çoğu insan ise bu iki uç arasında yer alır. 

Tam da bu durum bulanık bir kümeyi, yani ‘ işinden memnun olanları’ 

tanımlamaktadır. Sonra eller indirilir ve bu kez işinden memnun olmayanların 

ellerini kaldırması istenir. Aynı ellerden birçoğu kalkar, iner, ortalarda bir yerlerde 

asılı kalır. Bu da ‘işinden memnun  olmayanların’ ın bulanık kümesini, yani 

birincinin tersini tanımlamaktadır. Meslek  dizileri, erkek bayan dizilerinden 

farklıdır. Erkek dizisi bayan dizisiyle kesişmez. Bir insan ya erkektir ya da bayan, 

ikisi birden olamaz. ‘ A veya  A değil’ . Ancak çoğu insan işinden biraz memnun 

biraz memnun değildir; yani hem memnun hem de memnun değildir. İşinden 

memnun olmayı ‘1’ ile memnun olmamayı ‘0’ ile gösterirsek; işinden tam memnun 

olmaya daha yakın ama az da olsa şikayeti olan biri uzmanlar tarafından iyi 

tanımlanmış bulanık küme içinde 0.85 veya 1’ e yakın başka bir oranda temsil 

edilebilir. Bulanık mantık bu tür kümeleri ve tanımları kullanarak işlem yapar.[12] 

 Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, konuya giriş yapılarak 

konu hakkında bilgi verilmiştir. İkinci bölümde, bulanık küme kavramı ile ilgili 

tanımlar ve teoremler verilmiştir. Üçüncü bölümde, metrik uzay kavramı ve metrik 

uzaylar  ile ilgili tanımlar ve teoremler verilmiştir.Dördüncü bölümde, lineer uzaylar 

ile ilgili tanım ve teoremler ve lineer metrik uzay ile ilgili tanım ve teoremler 

verilmiştir.Beşinci bölümde, bulanık lineer metrik uzay kavramı ve bununla ilgili 
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tanım ve teoremler verilmiştir.Altıncı bölümde ise tezin sonuç kısmına yer 

verilmiştir. 
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        BÖLÜM 2 

   BULANIK KÜMELER 

2.1 Bulanık Küme Kavramı 

Bugüne kadar bir kümenin belirtilmesi için iyi tanımlı olması lazımdı. Yani 

bir eleman ya kümeye dahildi ya da değildi. Bunu  𝑋 ≠ ∅ bir küme olmak üzere;  

𝐴 kümesinin  ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 için ; 

 𝜇𝐴(𝑥) = {
1, 𝑥 ∈ 𝐴
0, 𝑥 ∉ 𝐴

   

 ile tanımlı 𝜇𝐴: 𝑋 → {0,1}  üyelik fonksiyonu ile ifade ediliyordu[6]. Zadeh [1] de 

ortaya koyduğu aşağıdaki tanıma göre 0 ≤ 𝑟 ≤ 1 olmak üzere 𝑥 ∈ 𝑋  elemanı, 

𝐴 kümesinin üyelik derecesi 𝑟 olan bir  elemanı olmaktadır.  

Tanım 2.1.1:  X = {𝑥|𝑥 ∈ 𝑋} kümesi verilmiş olsun. ∀ 𝑥 ∈ 𝑋  için 𝜇𝐴(𝑥)  ∈ [0,1]  

olmak üzere 𝜇𝐴: 𝑋 → [0,1]  kümesine 𝑋 in  𝐴  bulanık kümesi denir. 𝜇𝐴 

fonksiyonuna 𝐴  bulanık kümesinin üyelik fonksiyonu, 𝜇𝐴(𝑥) değerine 𝑥’ in üyelik 

derecesi denir.[1]. Eğer; 

 𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝑋𝜇𝐴(𝑥) = 1 ise 

 bulanık kümeye normal denir. 

Örneğin; bir 𝐴 bulanık kümesi genel anlamda aşağıdaki gibi gösterilebilir. 

 𝐴 = {(𝑥, 𝜇𝐴(𝑥))|𝑥 ∈ 𝑋}  

 𝐴 = ∑
𝜇𝐴(𝑥𝑖)

𝑥𝑖
𝑥𝑖∈𝑋    ( ayrık biçim ) 

 𝐴 = ∫
𝜇𝐴(𝑥)

𝑥𝑋
      ( sürekli biçim ) 

Bu denklemlerde;  

𝑋: Uzay Kümesi ( Kesin Küme) 
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𝑥:Uzay kümesinin kesin küme elemanları  

𝐴 = Bulanık küme  

𝜇𝐴(𝑥): x kesin sayılarının 𝐴 bulanık kümesindeki üyelik dereceleridir. [11] 

Tanım 2.1.2:[1]  X ≠ ∅  bir küme , 𝐴 ⊂ 𝑋 bulanık küme olsun. Eğer ∀ 𝑥 ∈ 𝑋  için 

𝜇𝐴(𝑥) = 0 ise 𝐴 bulanık kümesine boştur denir. 

Tanım 2.1.3:[1] X ≠ ∅ bir küme olmak üzere 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋 bulanık kümeler olsun.  

∀ 𝑥 ∈ 𝑋  için  𝜇𝐴(𝑥) = 𝜇𝐵(𝑥)  ise 𝐴 ve 𝐵  bulanık kümelerine eşittir denir ve 𝐴 = 𝐵  

ile gösterilir. 

Tanım 2.1.4:[1] X ≠ ∅ bir küme olmak üzere 𝐴 ⊂ 𝑋  bulanık kümesinin tümleyeni  

𝐴 ile gösterilir  ve 

  𝜇𝐴(𝑥) = 1 − 𝜇𝐴(𝑥)                                                                                   

dir. 

Tanım 2.1.5:[1] X ≠ ∅  bir küme olmak üzere 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋  iki bulanık küme olsun.  

∀ 𝑥 ∈ 𝑋  için  𝜇𝐴(𝑥) ≤ 𝜇𝐵(𝑥) ise  𝐴 bulanık kümesine  𝐵 bulanık kümesinin alt 

kümesidir denir. Sembolik olarak; 

 𝐴 ⊂ 𝐵 ⟺  𝜇𝐴(𝑥) ≤ 𝜇𝐵(𝑥)                                                                      

dir. 

Tanım 2.1.6:[1]  X = ∅  bir küme, 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋 iki bulanık küme olsun. 𝐴 ve 𝐵 bulanık 

kümelerinin üyelik fonksiyonları 𝜇𝐴(𝑥)  ve  𝜇𝐵(𝑥)  ve 𝐶 bulanık kümesi 𝐶 = 𝐴 ∪ 𝐵  

olsun. O halde 

 𝜇𝐶(𝑥) = 𝜇𝐴∪𝐵(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥[𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)]  , 𝑥 ∈ 𝑋                                    

 veya  

 𝜇𝐶 = 𝜇𝐴 ∨ 𝜇𝐵                                                                                           

ile gösterilir. 
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Tanım 2.1.7:[1]  X ≠ ∅ bir küme, 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋  iki bulanık küme olsun. 𝐴 ve 𝐵 bulanık 

kümelerinin kesişimi 𝐶 = 𝐴 ∩ 𝐵 bulanık kümesi ve 𝐴 ve 𝐵 bulanık kümelerinin 

üyelik fonksiyonları 𝜇𝐴(𝑥) ve 𝜇𝐵(𝑥) olmak üzere; 𝐶 bulanık kümesinin üyelik 

fonksiyonu  

𝜇𝐶(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛[𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)]                                                                  

 veya 

 𝜇𝐶 = 𝜇𝐴 ∧ 𝜇𝐵                                                                                           

  ile temsil edilir. 

Açıklama 2.1.8:[1]  A ve 𝐵 ’ nin birleşimi 𝐴 ve 𝐵 ’ yi içeren en küçük bulanık 

kümedir. Eğer 𝐷 kümesi 𝐴 ve 𝐵 ’ yi içeren keyfi bir bulanık küme ise 𝐷 kümesi 𝐴 ve 

𝐵 ’ yi içerir. O halde; 

𝑚𝑎𝑥[𝜇𝐴, 𝜇𝐵] ≥ 𝜇𝐴     ve    𝑚𝑎𝑥[𝜇𝐴, 𝜇𝐵] ≥ 𝜇𝐵    

dir.Ayrıca, eğer 𝐶 ⊂ 𝐷 olmak üzere 𝐴 ve 𝐵 ’ yi içeren keyfi bir bulanık küme ise;   

𝜇𝐷 ≥ 𝜇𝐴  ,  𝜇𝐷 ≥ 𝜇𝐵    ve    𝜇𝐷 ≥ 𝑚𝑎𝑥[𝜇𝐴, 𝜇𝐵] = 𝜇𝐶  

 dir.                    . 

Açıklama 2.1.9:[1]  A ve 𝐵 bulanık kümelerinin kesişimi 𝐴 ve 𝐵 ’ yi içeren en büyük 

bulanık kümedir. O halde;  

 𝜇𝐴 ≥ 𝑚𝑖𝑛[𝜇𝐴, 𝜇𝐵]       ve      𝜇𝐵 ≥ 𝑚𝑖𝑛[𝜇𝐴, 𝜇𝐵]     

 dir. 

Tanım 2.1.10:[1]  A ve 𝐵 bulanık kümeler olsun. 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅  ise  A ve 𝐵 bulanık 

kümelerine ayrıktır denir. 

Teorem 2.1.11:[13] Bulanık kümelerde kesişim, birleşim ve tümleyen işlemleri 

aşağıdaki özellikleri sağlar. 

Tek Kuvvet Özelliği: 𝐴 ∪ 𝐴 = 𝐴  ,  𝐴 ∩ 𝐴 = 𝐴   

Değişme Özelliği: 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴   ,  𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴   
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Birleşme Özelliği: 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶   ,  𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶   

Dağılma Özelliği: 𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶) 

                             𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶) 

Tümleyenin Tümleyeni: (𝐴) = 𝐴  

𝐸  ve  ∅  ile Yutma Özelliği: 𝐴 ∪ 𝐸 = 𝐸   ,  𝐴 ∩ ∅ = ∅    

Etkisiz Eleman Özelliği: 𝐴 ∪ ∅ = 𝐴  ,  𝐴 ∩ 𝐸 = 𝐴   

De Morgan Kuralı: (𝐴 ∩ 𝐵) = 𝐴 ∪ 𝐵  ,  (𝐴 ∪ 𝐵) = 𝐴 ∩ 𝐵   

Denklik Formülü: (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐵) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐵)   

Simetrik Fark Formülü: (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐵)           . 

Tanım 2.1.12:[14] A  bulanık kümesinin yüksekliği, elemanlarının üyelik 

değerlerinin supremumudur. 

 𝑌ü𝑘𝑠𝑒𝑘𝑙𝑖𝑘(𝐴) = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝑋𝜇𝐴(𝑥)   

Tanım 2.1.13:[14] X uzayında tanımlı 𝐴 bulanık kümesinin dayanağı, üyelik derecesi 

sıfırdan farklı olan tüm elemanların oluşturduğu kesin alt kümedir. 

 𝐷𝑎𝑦𝑎𝑛𝑎𝑘(𝐴) = {𝑥|𝜇𝐴(𝑥) > 0}    

Tanım 2.1.14:[14] X uzayında tanımlı 𝐴  bulanık kümesinin özü, üyelik derecesi 1’ e 

eşit olan tüm elemanların oluşturduğu kesin alt kümedir. 

 Ö𝑧(𝐴) = {𝑥|𝜇𝐴(𝑥) = 1} 

Tanım 2.1.15:[14] En küçük derecesi 𝛼 olan 𝐴 bulanık kümesine mensup olan 

elemanların kümesine  𝛼 − kesim kümesi  denilir. 

 𝐴𝛼 = {𝑥 ∈ 𝑋|𝜇𝐴(𝑥) ≥ 𝛼}    ile gösterilir. 

 𝐴𝛼 = {𝑥 ∈ 𝑋|𝜇𝐴(𝑥) > 𝛼} 

kümesine güçlü  𝛼 − kesim kümesi  denilir. 
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Tanım 2.1.16:[14] A bulanık kümesi μ𝐴(𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2) ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝜇𝐴(𝑥1), 𝜇𝐴(𝑥2)}     

𝑥1, 𝑥2  ∈ 𝑋   ,   𝜆 ∈ [0,1]   koşulunu sağlarsa  𝐴 bulanık kümesi konvekstir denir. 

         Başka bir deyişle, eğer bütün 𝛼 − kesim kümeleri konveks ise bulanık küme 

konvekstir. 

Tanım 2.1.17:[14] Sonlu bulanık 𝐴  kümesi için kardinalite  |𝐴| ile tanımlanır ve  

 |𝐴| = ∑ 𝜇𝐴(𝑥)𝑥∈𝑋        

dir.                                       

2.2 Bulanık Küme İşlemleri 

 Bu kısımda bulanık küme işlemcileri hakkında bilgi verilecektir. Bulanık 

kümelerde iki tip işlemci vardır. Bunlar  𝑡 −norm ve  𝑡 −conorm’ dur. 𝑡 −norm 

klasik mantıktaki ‘ ve’ işleminin, 𝑡 −conorm da klasik mantıktaki  ‘ veya’ işleminin 

karşılığıdır. 𝑡 −norm ve 𝑡 −conorm işlemleri bulanık kümelerde modelleme amacı 

ile kullanılır. 𝑡 −norm için 𝑇 , 𝑡 −conorm için ⊥ sembolleri kullanılır. 

Tanım 2.2.1:[13] T: [0,1] × [0,1] → [0,1]  ve  ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥̅, 𝑦̅  ∈ [0,1]  olmak üzere 

aşağıdaki dört şartı sağlayan 𝑇  işlemine  𝑡 − 𝑛𝑜𝑟𝑚  denir. 

1) 𝑇(𝑥, 0) = 0  , 𝑇(𝑥, 1) = 𝑥    ( Sınır Koşulu) 

2) 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇(𝑦, 𝑥)     ( Değişme özelliği) 

3) (𝑥 ≤ 𝑥̅ , 𝑦 ≤ 𝑦̅)  → 𝑇(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇(𝑥̅, 𝑦̅)    ( Monotonisite Özelliği) 

4) 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧))    ( Birleşme Özelliği) 

 İlk koşul klasik kümelere genelleştirmeyi sağlar. İkinci koşul 𝑡 − 𝑛𝑜𝑟𝑚 

işlemi sonucunun birleştirilerek kümelerin sıralanmasıyla değişmediğini, üçüncü 

koşul 𝐴 veya 𝐵’ nin üyelik fonksiyonu değerindeki azalmanın, işlem sonucu 

oluşturulacak kümede üyelik fonksiyonu değerinde artışa neden olamayacağını, 

dördüncü koşul kümelerle değişik grup ve sıralamalarla 𝑡 − 𝑛𝑜𝑟𝑚  işlemi 

yapılabileceğini anlatır. 

Tanım 2.2.2.:[13] ⊥ : [0,1] × [0,1] → [0,1]  ve  ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥̅, 𝑦̅  ∈ [0,1]  olmak üzere 

aşağıdaki dört şartı sağlayan ⊥ işlemine  𝑡 − 𝑐𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚  ya da 𝑠 − 𝑛𝑜𝑟𝑚  denir. 

1) ⊥ (𝑥, 0) = 0  , ⊥ (𝑥, 1) = 𝑥   ( Sınır Koşulu) 
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2) ⊥ (𝑥, 𝑦) =⊥ (𝑦, 𝑥)   ( Değişme Özelliği) 

3) (𝑥 ≤ 𝑥̅, 𝑦 ≤ 𝑦̅ ) →⊥ (𝑥, 𝑦) ≤⊥ (𝑥̅, 𝑦̅)   ( Monotosinite Özelliği) 

4) ⊥ (⊥ (𝑥, 𝑦), 𝑧) =⊥ (𝑥, ⊥ (𝑦, 𝑧))   ( Birleşme Özelliği)   

 

2.2.4 𝒕 − 𝒏𝒐𝒓𝒎  ve  𝒕 − 𝒄𝒐𝒏𝒐𝒓𝒎  İlişkisi 

 𝑡 − 𝑛𝑜𝑟𝑚  ile  𝑡 − 𝑐𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚  arasında bir ilişki olduğunu görebiliriz. 

𝑇 fonksiyonu 𝑡 − 𝑛𝑜𝑟𝑚 işlemcisini, ⊥ fonksiyonu da 𝑡 − 𝑐𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚 işlemcisini temsil 

etsin. Eğer  𝑇̅’ yi;  𝑇̅(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝑇(1 − 𝑥, 1 − 𝑦)  olarak tanımlarsak, bu 

 𝑡 − 𝑐𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚  olur. Yani  ⊥ (𝑥, 𝑦) = 1 − 𝑇(𝑥, 𝑦)  dir. 

 Yine 𝑥, 𝑦 ∈ [0,1]  için  𝑥 ve 𝑦’ nin tümleyenleri olarak 𝑥̅ = 1 − 𝑥  ve 𝑦̅ =

1 − 𝑦  olsun. İşlemciden tümleyen sonucu; 

 𝑥 𝑇 𝑦̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 1 − 𝑇(𝑥, 𝑦) 

Buradan De Morgan kuralı kullanılarak aşağıdaki çıkarımlar elde edilir. [13] 

 𝑥̅ ⊥ 𝑦̅ = 𝑥 𝑇 𝑦̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 𝑥̅ 𝑇 𝑦̅  =  𝑥 ⊥ 𝑦̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                       
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    3. BÖLÜM 

 Bu bölümde klasik anlamdaki metrik uzay kavramı ve bulanık metrik uzay ile 

ilgili genel tanım ve teoremler verilmiştir. 

3.1 Klasik Metrik Uzaylar 

Tanım 3.1.1:[15] 𝑋  boş olmayan herhangi bir küme olmak üzere 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ  

fonksiyonu ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için; 

 𝑖)  𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

 𝑖𝑖) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0  ⟺   𝑥 = 𝑦   

 𝑖𝑖𝑖) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)   

 𝑖𝑣) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)   ( Üçgen Eşitsizliği) 

koşullarını sağlıyor ise 𝑑 fonksiyonuna 𝑋 kümesi üzerinde metriktir denir. Üzerinde 

bir 𝑑  metriği ile tanımlı olan uzaya da metrik uzay denir ve genellikle (𝑋, 𝑑)  veya  

𝑋𝑑  simgeleri ile gösterilir. 𝑋 kümesinin elemanlarına da (𝑋, 𝑑) metrik uzayının 

noktaları denir.  

 Metrik tanımındaki  (𝑖𝑖)  koşulunun sağlanmaması durumunda (𝑖𝑖) koşulu 

yerine;  

 (𝑖𝑖)′ ∀ 𝑥 ∈ 𝑋  için  𝑑(𝑥, 𝑥) = 0   

koşulu alınırsa (𝑖), (𝑖𝑖)′, (𝑖𝑖𝑖)  ve (𝑖𝑣)  koşullarını sağlayan 𝑑 fonksiyonuna yarı-

metrik, uzaya da yarı-metrik uzay denir. 

Uyarı 3.1.2:[15] Boştan farklı herhangi bir 𝑋 kümesi üzerinde farklı metrikler 

tanımlanabilir. Böylece farklı metrik uzaylar elde edilir. 

Uyarı 3.1.3:[15] 𝑑 metrik fonksiyonuna genellikle uzaklık fonksiyonu da denilir. 

𝑑(𝑥, 𝑦)  değeri 𝑑 fonksiyonuna göre 𝑥 ve 𝑦 noktaları arasındaki uzaklığı belirtir.    



11 
 

Uyarı 3.1.4:[15]  Doğal olarak 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  olmak üzere bu noktalar arasındaki uzaklık 

negatif olmayan bir sayıdır. (𝑖𝑖)  koşulundan ∀ 𝑥 ∈ 𝑋  için 𝑑(𝑥, 𝑥) = 0  ve  

 𝑥 ≠ 𝑦 olduğunda da 𝑑(𝑥, 𝑦) > 0  olduğu görülmektedir.Diğer yandan (𝑖𝑖𝑖) koşulu 

gereği 𝑥 noktasının 𝑦  noktasına olan uzaklığı ile 𝑦 noktasının 𝑥 noktasına olan 

uzaklığı aynıdır. Yani 𝑥 ve 𝑦  noktaları arasındaki uzaklık bunların sırasından 

bağımsızdır. 

Uyarı 3.1.5:[15] Ayrıca 𝑥 noktasının 𝑦 noktasına olan uzaklığı, 𝑥 noktasının üçüncü 

bir 𝑧 noktasına olan uzaklığı ile 𝑦  noktasının 𝑧  noktasına olan uzaklığının 

toplamından daha büyük olamaz. (𝑖𝑣)  koşuluna üçgen eşitsizliği denmesinin sebebi, 

Euclid düzleminde bir üçgenin herhangi bir kenarının uzunluğunun diğer iki 

kenarının uzunlukları toplamından daha büyük olamayacağıdır.  

                                                 z 

                                          𝑑(𝑥, 𝑧)                     𝑑(𝑧, 𝑦) 

 

                                               x         𝑑(𝑥, 𝑦)              y           

 Tümevarım ile üçgen eşitsizliğinden  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  ∈ 𝑋 olmak üzere 

𝑑(𝑥1, 𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥1, 𝑥2)  + 𝑑(𝑥2, 𝑥3)  + ⋯ + 𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)  genelleştirilmiş üçgen 

eşitsizliği elde edilir. 

Uyarı 3.1.6:[15] Aslında (𝑖) koşuluna gerek yoktur. Diğer üç koşul yardımı ile bu 

koşul elde edilebilir. Gerçekten de;  

 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)  

eşitliğinde  𝑦 yerine 𝑥 alınırsa ve üçüncü koşul dikkate alınırsa,  

 0 = 𝑑(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑥, 𝑧) = 2𝑑(𝑥, 𝑧) 

⇒ 0 ≤ 2𝑑(𝑥, 𝑧)  ⇒ 𝑑(𝑥, 𝑧) ≥ 0   elde edilir.                            

Örnek 3.1.7:[15] 𝑋  boş olmayan herhangi bir küme olmak üzere; ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  için;                                                     

              𝑑𝐴: 𝑋 × 𝑋 → ℝ          𝑑𝐴(𝑥, 𝑦) = {
0 ,   𝑥 = 𝑦
1 ,   𝑥 ≠ 𝑦
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olarak tanımlanan  𝑑𝐴  fonksiyonu 𝑋  üzerinde bir metriktir ve dolayısıyla (𝑋, 𝑑𝐴)  bir 

metrik uzaydır. Bu şekilde tanımlanan 𝑑𝐴  metriğine ayrık metrik, (𝑋, 𝑑𝐴)  ikilisine 

de ayrık metrik uzay denilir.  

 Şimdi 𝑑𝐴  fonksiyonunun metrik koşullarını gerçeklediğini görelim: 

(𝑖)  𝑥 = 𝑦  ⇒   𝑑𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝐴(𝑥, 𝑥) = 0  

      𝑥 ≠ 𝑦  ⇒   𝑑𝐴(𝑥, 𝑦) = 1   

Buradan ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  için 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0  koşulunun sağlandığı görülür. 

(𝑖𝑖)  𝑑(𝑥, 𝑦) = 0   ⇒    𝑥 = 𝑦   

(𝑖𝑖𝑖)  𝑥 = 𝑦  ⇒   𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑥, 𝑥) = 0    ve  𝑑(𝑦, 𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑥) = 0    

⇒    𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)   

       𝑥 ≠ 𝑦   ⇒    𝑑(𝑥, 𝑦) = 1 = 𝑑(𝑦, 𝑥)   

(𝑖𝑣)  𝑥 = 𝑦   ⇒    𝑑𝐴(𝑥, 𝑦) = 0    

olur ve dolayısıyla; 

 𝑑𝐴(𝑥, 𝑧) + 𝑑𝐴(𝑧, 𝑦) ≥ 𝑑𝐴(𝑥, 𝑦)    

eşitsizliği bu durumda sağlanır. 

 𝑥 ≠ 𝑦   ⇒    𝑥 ≠ 𝑧  veya  𝑦 ≠ 𝑧  hallerinden en az biri sağlanacağından  

𝑑𝐴(𝑥, 𝑧) + 𝑑𝐴(𝑧, 𝑦)  ifadesinin değeri 1 ya da 2 olur. Halbuki 𝑑𝐴(𝑥, 𝑦) = 1 dir. 

Dolayısıyla bu durumda da üçgen eşitsizliği sağlanır. 

 Bu örnek boş olmayan her bir kümenin bir metrik uzay olarak 

düşünülebileceğini göstermektedir.             

Teorem 3.1.8[16] ( Cauchy Eşitsizliği ) 

 𝑋 = ℝ   veya   𝑋 = ℂ   olmak üzere 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 ∈ 𝑋   olsun. Bu 

durumda;  ∑ |𝑥𝑖𝑦𝑖|𝑛
𝑖=1 ≤ √∑ |𝑥𝑖|2𝑛

𝑖=1  . √∑ |𝑦𝑖|2𝑛
𝑖=1      dir. 

İspat:  

𝑓(𝑡) = ∑ (|𝑥𝑖|𝑡 + |𝑦𝑖|)
2𝑛

𝑖=1     
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şeklinde tanımlı 𝑓: ℝ → ℝ   ikinci derece polinomu tanımlayalım. ∀ 𝑡 ∈ ℝ  için  

𝑓(𝑡) ≥ 0  olduğundan,  

𝑓(𝑡) = ∑ (|𝑥𝑖|𝑡 + |𝑦𝑖|)
2𝑛

𝑖=1 = 𝑡2 ∑ |𝑥𝑖|
2𝑛

𝑖=1 + 2𝑡 ∑ |𝑥𝑖𝑦𝑖|𝑛
𝑖=1 + ∑ |𝑦𝑖|

2𝑛
𝑖=1 ≥ 0    

dır. ∑ |𝑥𝑖|
2𝑛

𝑖=1 ≥ 0   olduğundan 𝑓  polinomunun iki farklı reel kökü yoktur. Böylece 

 𝑓′ nin diskriminantı pozitif olamaz. Bu durumda;                                      

(2 ∑ |𝑥𝑖𝑦𝑖|𝑛
𝑖=1 )2 − 4(∑ |𝑥𝑖|

2𝑛
𝑖=1 )(∑ |𝑦𝑖|

2𝑛
𝑖=1 )  = 4(∑ |𝑥𝑖𝑦𝑖|

𝑛
𝑖=1 )2 −

4(∑ |𝑥𝑖|2𝑛
𝑖=1 )(∑ |𝑦𝑖|

2𝑛
𝑖=1 ) ≤ 0     

olur. Buradan; 

(∑ |𝑥𝑖𝑦𝑖|𝑛
𝑖=1 )2 ≤ (∑ |𝑥𝑖|

2𝑛
𝑖=1 )(∑ |𝑦𝑖|

2𝑛
𝑖=1 )  

  Yani;  ∑ |𝑥𝑖𝑦𝑖|
𝑛
𝑖=1 ≤ √∑ |𝑥𝑖|2𝑛

𝑖=1  . √∑ |𝑦𝑖|2𝑛
𝑖=1    

 elde edilir.               

Tanım 3.1.10: [17](𝑋, 𝑑) bir  metrik uzay ve 𝑁 , 𝑋 ’ in boştan farklı bir alt kümesi 

olsun. 𝑑𝑁: 𝑁 × 𝑁 → ℝ  ,  𝑑𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑥, 𝑦)  ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁   biçiminde tanımlanan 𝑑𝑁  

metriğine 𝑑 ’ nin 𝑁 alt kümesine kısıtlanışı denir. 𝑑𝑁  ,  𝑁 de bir metriktir. Ayrıca  

(𝑋, 𝑑𝑁)   metrik uzayına da  (𝑋, 𝑑)  metrik uzayının alt metrik uzayı denir.               

Tanım 3.1.11:[18] (𝑋, 𝑑)   metrik uzay,  𝑥0 ∈ 𝑋  , 𝑟 ∈ ℝ+  verilsin. 𝑑(𝑥0, 𝑥) < 𝑟   

koşulunu sağlayan  𝑥 ∈ 𝑋  noktalarının kümesine  𝑥0  noktasının  𝑟  komşuluğu denir 

ve 𝐵𝑑(𝑥0, 𝑟)   ile gösterilir. 

 𝐵𝑑(𝑥0, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥0, 𝑥) < 𝑟}     

dir. 

Tanım 3.1.12: [18] (𝑋, 𝑑)  metrik uzay , 𝑥0 ∈ 𝑋  ve  𝑟 > 0   verilsin. 

 𝑆(𝑥0; 𝑟) ≡ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥0, 𝑥) = 𝑟}   kümesine  𝑥0  merkezli 𝑟  yarıçaplı küre 

(yuvar) denir. 

 𝐵(𝑥0, 𝑟) ≡ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥0, 𝑥) < 𝑟}   kümesine  𝑥0  merkezli  𝑟  yarıçaplı açık 

top (yuvar) denir. 
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 𝐵[𝑥0, 𝑟] ≡ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥0, 𝑥) ≤ 𝑟}   kümesine  𝑥0  merkezli  𝑟  yarıçaplı kapalı 

top (yuvar) denir. 

Örnek 3.1.13:[18] (𝑋, 𝑑)  ayrık metrik uzay,  𝑥0 ∈ 𝑋  olsun. 

 𝑆(𝑥0; 1) ≡ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥0, 𝑥) = 1} = 𝑋 − {𝑥0}   dir. Fakat 𝑟 > 0  ve 𝑟 ≠ 1  için 

 𝑆(𝑥0; 𝑟) ≡ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥0, 𝑥) = 𝑟} = ∅   

𝑟 > 1   için; 𝐵[𝑥0, 𝑟] ≡ 𝐵(𝑥0, 𝑟) ≡ 𝐵[𝑥0, 1] ≡ 𝑋  ve   

0 < 𝑟 < 1   için;  𝐵[𝑥0, 𝑟] ≡ 𝐵(𝑥0, 𝑟) ≡ 𝐵[𝑥0, 1] ≡ {𝑥0}    .       

Tanım 3.1.14:[15] (𝑋, 𝑑)  metrik uzay, 𝐴  𝑋 ’ in boştan farklı bir alt kümesi olsun. 

Herhangi bir  𝑥 ∈ 𝑋  noktasının 𝐴  kümesine olan uzaklığı  𝑑(𝑥, 𝐴)  simgesi ile 

gösterilir ve  

 𝑑(𝑥, 𝐴) = 𝑖𝑛𝑓{𝑑(𝑥, 𝑎)|𝑎 ∈ 𝐴}    

olarak tanımlanır.           

Tanım 3.1.15:[19] (𝑋, 𝑑)  metrik uzay,  𝐴  ve  𝐵  𝑋 ’in boştan farklı iki alt kümesi 

olsun. O halde 𝐴  ve  𝐵  kümeleri arasındaki uzaklık  𝑑(𝐴, 𝐵)  ile gösterilir ve 

 𝑑(𝐴, 𝐵) = 𝑖𝑛𝑓{𝑑(𝑥, 𝑦)|𝑥 ∈ 𝐴 , 𝑦 ∈ 𝐵}   

biçimindedir. 

Tanım3.1.16:[19] (𝑋, 𝑑)  metrik uzay,  𝐴 ⊆ 𝑋  ve  𝐴 ≠ ∅   olsun. 

(a) 𝐴 ’nın çapı  ç𝑎𝑝(𝐴)  ile gösterilir ve ç𝑎𝑝(𝐴) = 𝑠𝑢𝑝{𝑑(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴}   

biçiminde tanımlanır. Supremumun sonlu olmadığı yerlerde 𝐴 sonsuz çaplıdır 

denir. Aksi taktirde 𝐴  sonlu çaplıdır. 

(b) 𝐴  alt kümesinin çapı sonlu ise  𝐴  kümesine sınırlı küme denir. Aksi taktirde 

𝐴 kümesine sınırsız küme denir. 

Metrik uzayın sınırlı veya sınırsız olmasına göre  𝑋  kümesine sınırlıdır veya 

sınırsızdır denir. (𝑋, 𝑑)  sınırlı ise 𝑑 ’ ye 𝑋 ’ de sınırlı metrik denir.         

Önerme 3.1.17:[20]  (𝑋, 𝑑)  bir metrik uzay,  𝐴  kümesi 𝑋 ’ in boş kümeden farklı 

bir alt kümesi ve  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  olsun. 
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(a) |𝑑(𝑥, 𝑦) − 𝑑(𝑥, 𝑧)| ≤ 𝑑(𝑦, 𝑧)  

(b) |𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)    

olduğunu gösteriniz. 

İspat: (a) ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋   için 𝑑  bir metrik uzay olduğundan  

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) ⇒ 𝑑(𝑥, 𝑦) − 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑦, 𝑧)                          (1) 

 ve 

𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) ⇒ 𝑑(𝑥, 𝑧) − 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑦, 𝑧) ⇒  

−(𝑑(𝑥, 𝑦) − 𝑑(𝑥, 𝑧)) ≤ 𝑑(𝑦, 𝑧)                                                                     (2)    

dir. Böylece (1) ve (2) den|𝑑(𝑥, 𝑦) − 𝑑(𝑥, 𝑧)| ≤ 𝑑(𝑦, 𝑧)    elde edilir. 

(b) ∀ 𝑎 ∈ 𝐴  için  𝑑(𝑥, 𝑎) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑎)  dır. Böylece 𝑎 ∈ 𝐴  için  

𝑑(𝑥, 𝐴) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑎)   ve dolayısıyla 𝑎 ∈ 𝐴  için  𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑦, 𝑎) 

dır. O halde  𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑥, 𝑦)  sayısı  {𝑑(𝑦, 𝑎)|𝑎 ∈ 𝑋}  kümesinin bir alt sınırıdır. 

Dolayısıyla  𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑦, 𝐴)   dır. O halde ; 

  𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝐴) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)  

 dir.Benzer şekilde  𝑑(𝑦, 𝐴) − 𝑑(𝑥, 𝐴) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)  olduğu  gösterilir. Böylece ; 

|𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)     

dir.                                      

Teorem 3.1.18:[19]  (𝑋, 𝑑)  bir metrik uzay ve 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑋  olsun. 

(a)  𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒   ç𝑎𝑝(𝐴) ≤ ç𝑎𝑝(𝐵) 

(b)  𝑎 ∈ 𝐴 , 𝑏 ∈ 𝐵  ⇒   0 ≤ 𝑑(𝐴, 𝐵) ≤ 𝑑(𝑎, 𝑏) ≤ ç𝑎𝑝(𝐴 ∪ 𝐵) 

(c)  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  ⇒   |𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

(d)  ç𝑎𝑝(𝐴 ∪ 𝐵) ≤ ç𝑎𝑝(𝐴) + ç𝑎𝑝(𝐵) + 𝑑(𝐴, 𝐵) 

(e)  𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅  ⇒   ç𝑎𝑝(𝐴 ∪ 𝐵) ≤ ç𝑎𝑝(𝐴) + ç𝑎𝑝(𝐵) 

(f) ç𝑎𝑝(𝐴) = 0  ⇔   𝐴  tek elemanlıdır.     

İspat: (a), (b) ve (f) nin ispatı açıktır. 
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(c) Eğer  𝑑(𝑥, 𝐴) = 𝑑(𝑦, 𝐴)  ise  0 ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)  elde edilir ki bu metrik uzay 

tanımından doğrudur. Biz   𝑑(𝑥, 𝐴) ≠ 𝑑(𝑦, 𝐴)  alalım ve  𝑑(𝑥, 𝐴) > 𝑑(𝑦, 𝐴)  ve keyfi 

𝜀 > 0  olsun.  𝑑(𝑦, 𝐴) = 𝑖𝑛𝑓{𝑑(𝑦, 𝑎)|𝑎 ∈ 𝐴}  tanımından 𝑎 ∈ 𝐴  vardır öyle ki  

𝑑(𝑦, 𝐴) < 𝑑(𝑦, 𝐴) + 𝜀   dir. O halde;  

|𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| = 𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝐴) < 𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝑎) + 𝜀 ≤  

≤ 𝑑(𝑥, 𝑎) − 𝑑(𝑦, 𝑎) + 𝜀         {𝑑(𝑥, 𝐴) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑎)}                   

≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝜀     { Önerme 3.1.17 (b) den dolayı} 

O halde  |𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)  dir. 

(d) ç𝑎𝑝(𝐴 ∪ 𝐵) > ç𝑎𝑝(𝐴) + ç𝑎𝑝(𝐵) + 𝑑(𝐴, 𝐵)      olsun. Supremumun özelliğinden  

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵  vardır öyle ki  

 𝑑(𝑥, 𝑦) > ç𝑎𝑝(𝐴) + ç𝑎𝑝(𝐵) + 𝑑(𝐴, 𝐵)                                                        (i) 

dir. Fakat 𝑥  ve  𝑦  ikisi birden 𝐴 ’ ya ait olamayacağından   

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ ç𝑎𝑝(𝐴) ≤ ç𝑎𝑝(𝐴) + ç𝑎𝑝(𝐵) + 𝑑(𝐴, 𝐵)   (i)  ye çelişki. 

Benzer şekilde  𝑥, 𝑦 ∉ 𝐵 × 𝐵  olsun. O halde 𝑥  ve  𝑦 ’ nin biri 𝐴  ’ ya diğeri  𝐵 ’ ye 

aittir. 

𝑥 ∈ 𝐴  ,  𝑦 ∈ 𝐵  alalım. Şimdi  (i) de   

𝑑(𝑥, 𝑦) − ç𝑎𝑝(𝐴) − ç𝑎𝑝(𝐵) > 𝑑(𝐴, 𝐵) = 𝑖𝑛𝑓{𝑑(𝑎, 𝑏)|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}    

ve infimumun özelliğinden  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 × 𝐵  vardır öyle ki  

𝑑(𝑎, 𝑏) < 𝑑(𝑥, 𝑦) − ç𝑎𝑝(𝐴) − ç𝑎𝑝(𝐵)                                                               (ii) 

Fakat elimizde 

 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑎) + 𝑑(𝑎, 𝑏) + 𝑑(𝑏, 𝑦) ≤ ç𝑎𝑝(𝐴) + 𝑑(𝑎, 𝐵) + ç𝑎𝑝(𝐵)     

{ 𝑥, 𝑎 ∈ 𝐴  ve  𝑏, 𝑦 ∈ 𝐵  } 

⇒   𝑑(𝑎, 𝑏) ≥ 𝑑(𝑥, 𝑦) − ç𝑎𝑝(𝐴) − ç𝑎𝑝(𝐵)   (ii)’ ye karşıt. 

O halde  ç𝑎𝑝(𝐴 ∪ 𝐵) ≤ ç𝑎𝑝(𝐴) + ç𝑎𝑝(𝐵) + 𝑑(𝐴, 𝐵)  dir. 
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(e)  (d)’ den  𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅  ⇒   𝑑(𝐴, 𝐵) = 0  dır. O halde ,  

ç𝑎𝑝(𝐴 ∪ 𝐵) ≤ ç𝑎𝑝(𝐴) + ç𝑎𝑝(𝐵)    

dir.∎                            

3.2 Metrik Uzaylarda Yakınsaklık ve Süreklilik 

Tanım 3.2.1:[21] (𝑋, 𝑑)  bir metrik uzay olsun. 𝑋 ’ de noktaların dizisi  ℕ ( Doğal 

Sayılar Kümesi) den  𝑋  içine tanımlanan  𝑓  fonksiyonudur. Diziyi  𝑓(𝑛) = 𝑥𝑛  ,  

{𝑥𝑛}𝑛≥1  , {𝑥𝑛}  veya  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, …  biçiminde gösterilir.  

Tanım 3.2.2:[21]  𝑑 , 𝑋 ’ de bir metrik ve  {𝑥𝑛}  𝑋 ’ de bir dizi olsun. Her bir 

  𝜀 > 0  için  𝑛0  doğal sayısı vardır öyle ki  𝑛 ≥ 𝑛0  olduğunda  𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀  ise 

 𝑥 ∈ 𝑋  elemanına  {𝑥𝑛} ’ nin limiti denir.. Bu durumda  {𝑥𝑛}  dizisine  𝑥 ’ e 

yakınsaktır denir ve  𝑥𝑛  → 𝑥  sembolü ile gösterilir. Eğer böyle bir  𝑥  elemanı yoksa  

{𝑥𝑛}   dizisine ıraksaktır denir. 

Uyarı 3.2.3:[21]  ℝ (𝑣𝑒𝑦𝑎 ℂ)  de yakınsaklık tanımları ile   𝑑,  ℝ′ de  metrik olmak 

üzere  𝑥𝑛  → 𝑥 ⇔ lim
𝑛⟶∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0  biçiminde yazabiliriz. 

Uyarı 3.2.4:[21] 𝑥 ∈ 𝑋  ve  𝑥′ ∈ 𝑋 için  𝑥𝑛  → 𝑥 , 𝑥𝑛 → 𝑥′  ise  𝑥 = 𝑥′ dir. 

Gerçekten, 𝜀 > 0  için  𝑛1, 𝑛2  doğal sayıları vardır öyle ki  𝑛 ≥ 𝑛1  olduğunda  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀
2⁄   ve  𝑛 ≥ 𝑛2  olduğunda  𝑑(𝑥𝑛, 𝑥′) < 𝜀

2⁄    dir. Sonuç olarak; 

 𝑛 ≥ 𝑚𝑎𝑥{𝑛1, 𝑛2}   sağlandığında 𝑑(𝑥, 𝑥′) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥′) < 𝜀  dır. Buradan 

anlıyoruz ki   𝑑(𝑥, 𝑥′) ≤ 0 . Bu yüzden  𝑑(𝑥, 𝑥′) = 0  ve  𝑥 = 𝑥′  elde edilir. Bunun 

anlamı dizinin birden fazla limiti olamaz. Biz bunu 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛  veya  lim
𝑛

𝑥𝑛  veya  

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛  sembollerinden biri ile gösterebiliriz. 

Tanım 3.2.5:[21]  𝑑 , 𝑋 ’ de bir metrik olsun. Her bir  𝜀 > 0  için  𝑛0  doğal sayısı 

vardır öyle ki  𝑛 ≥ 𝑛0  ve  m≥ 𝑛0  olduğunda  𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀  ise 𝑋 kümesinde  

{𝑥𝑛}𝑛≥1  dizisine cauchy dizisi denir.  

Önerme 3.2.6:[21] Metrik uzayda yakınsak dizi cauchy dizisidir. 
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İspat: {𝑥𝑛}  , 𝑑  metriği ile  𝑋  kümesinde bir dizi olsun ve 𝑥 , 𝑋 ’ in elemanı olsun 

öyle ki  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 . Keyfi bir  𝜀 > 0  için  𝑛0  doğal sayısı vardır öyle ki  𝑛 ≥ 𝑛0   

olduğunda  𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀
2⁄    dir. Keyfi  𝑛  ve  𝑚  doğal sayılarını alalım ve  𝑛 ≥

𝑛0  ve  m≥ 𝑛0  olsun. O halde  𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀
2⁄   ve  𝑑(𝑥𝑚, 𝑥) < 𝜀

2⁄  dir.  Bu yüzden; 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥) < 𝜀
2⁄ + 𝜀

2⁄ = 𝜀  dir. O halde yakınsak her dizi 

cauchy dizisidir.          

Tanım 3.2.7:[22]  (𝑋, 𝑑𝑥)  ve  (𝑌, 𝑑𝑦)  metrik uzaylar ve  𝑓: 𝑋 → 𝑌  bir dönüşüm 

olsun. 

(a)  Keyfi 𝜀 > 0  için 𝛿 > 0  vardır öyle ki 𝑑𝑥(𝑥, 𝑥0) < 𝛿  iken  

𝑑𝑦(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) < 𝜀   ise  𝑓 ’ ye 𝑥0 ∈ 𝑋  de süreklidir denir 

(b)  𝑓  her  𝑥0 ∈ 𝑋  ’ e sürekli ise  𝑓 ’ ye süreklidir denir.           

Tanım 3.2.8:[23] Her  {𝑥𝑛} ⊆ 𝑋  cauchy dizisi yakınsak ve yakınsadığı nokta  𝑋  ’ e 

ait ise  (𝑋, 𝑑)  metrik uzayına tam metrik uzay denir. 

3.3 Metrik Uzaylarda Açık Küme, Kapalı Küme Kavramları 

Tanım 3.3.1:[23] (𝑋, 𝑑)  metrik uzay,  𝐴 ⊂ 𝑋  olsun. Her bir  𝑎 ∈ 𝐴  için  𝑎  merkezli 

açık yuvarlar  𝐴  kümesi tarafından kapsanıyorsa  𝐴 ’ ya açık küme denir. 

Önerme 3.3.2:[23] Keyfi  (𝑋, 𝑑)  metrik uzayı için; 

(a)  ∅  açıktır. 

(b)  𝑋  açıktır. 

(c)  𝑋 ’ in açık alt kümelerinin keyfi birleşimi açıktır. 

(d) 𝑋 ’ in sonlu sayıda açık alt kümelerinin kesişimi açıktır. 

Önerme 3.3.3:[23] Keyfi metrik uzayda açık yuvar açık kümedir. 

Tanım 3.3.4:[23] (𝑋, 𝑑)  metrik uzayında 𝐴 kümesinin tümleyeni açık ise 𝐴 

kümesine kapalıdır denir. 

Önerme 3.3.5:[23] Keyfi metrik uzayda kapalı yuvar kapalı kümedir. 

Önerme 3.3.6:[23] Keyfi  (𝑋, 𝑑)  metrik uzayı için; 

(a)  𝑋  kapalıdır. 

(b)  ∅  kapalıdır. 

(c) 𝑋’ in keyfi sayıda kapalı alt kümelerinin kesişimi kapalıdır. 

(d)  𝑋’ in sonlu sayıda kapalı alt kümelerinin birleşimi kapalıdır.           
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3.4: Bulanık Metrik Uzaylar 

Tanım 3.4.1:[24] ∗ : [0,1] × [0,1]  →  [0,1]  ikili işlemi aşağıdaki şartları sağlarsa ∗ 

işlemine sürekli  𝑡 − 𝑛𝑜𝑟𝑚  denir. 

(i) ∗  kapalı ve birleşmeli, 

(ii) ∗ sürekli, 

(iii) ∀ 𝑎 ∈ [0,1]  için  𝑎 ∗ 1 = 𝑎 , 

(iv) 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ [0,1]  ve  𝑎 ≤ 𝑐 , 𝑏 ≤ 𝑑  iken  𝑎 ∗ 𝑏 ≤ 𝑐 ∗ 𝑑  .       

Tanım 3.4.2:[25] 𝑋  boştan farklı bir küme, ∗  sürekli 𝑡 − 𝑛𝑜𝑟𝑚  ve 

 𝜇  𝑋2 × (0, ∞)  un bulanık kümesi olsun. (𝑋, 𝜇,∗) üçlüsü ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  , 

  𝑠, 𝑡 > 0   için aşağıdaki şartları sağlarsa  (𝑋, 𝜇,∗)  üçlüsüne  bulanık metrik uzay 

denir .  

(i) 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑡) > 0  ; 

(ii) 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1  ⇔   𝑥 = 𝑦 ; 

(iii) 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜇(𝑦, 𝑥, 𝑡) ;  

(iv) 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝜇(𝑦, 𝑧, 𝑠) ≤ 𝜇(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) ; 

(v) 𝜇(𝑥, 𝑦, −): (0, ∞)  →  [0,1]  sürekli. 

Eğer  (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzaysa  (𝜇,∗)  veya sadece 𝜇 , 𝑋 ’ de bulanık  metriktir. 

Bulanık mantıkta sürekli  𝑡 − 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑙𝑎𝑟  ∧  ile gösterilen minimum,  ile gösterilen 

genel çarpım ve  ℒ(𝑥ℒ𝑦 = 𝑚𝑎𝑥{0, 𝑥 + 𝑦 − 1})  ile gösterilen  𝐿𝑢𝑘𝑎𝑠𝑖𝑒𝑣𝑖𝑐𝑧 

 𝑡 − 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑢  dur. Onlar aşağıdaki eşitsizlikleri sağlarlar: 

 𝑥ℒ𝑦 ≤ 𝑥 ∙ 𝑦 ≤ 𝑥 ∧ 𝑦  ve her bir  ∗ 𝑡 − 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑢  için 

 𝑥 ∗ 𝑦 ≤ 𝑥 ∧ 𝑦                                                   

Lemma 3.4.3:[25]  𝜇(𝑥, 𝑦, −)  reel fonksiyonu  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  için artandır. 

Örnek 3.4.4:[25] (𝑋, 𝑑)  metrik uzay olsun. 𝜇𝑑  , 𝑋2 × (0, ∞) ’ da tanımlanan 

bulanık küme,  

𝜇𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥, 𝑦)
 

olsun. O halde  (𝜇𝑑,∙) ’ e  𝑋  bulanık kümesinde standart bulanık metrik denilir.  

Tanım 3.4.5:[26]  (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzay olsun. 

(1)  𝑋 ’ de {𝑥𝑛}  dizisine ∀𝑡 > 0  için lim
𝑛→∞

𝜇(𝑥𝑛, 𝑥, 𝑡) = 1  ise 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına 

yakınsaktır denir ve  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥  ile gösterilir. 

(2)  𝑋 ’ de  {𝑥𝑛}  dizisine   ∀𝑡 > 0  ve  𝑝 > 0  için  lim
𝑛→∞

𝜇(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛, 𝑡) = 1   ise 

cauchy dizisi denir. 
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(3)  Her cauchy dizisinin yakınsak olduğu bulanık metrik uzaya tamdır denir. 

Uyarı 3.4.6:[26] ∗  sürekli olduğundan  (iv) ’ den bulanık metrik uzaydaki herhangi 

bir dizinin limitinin tek olduğu anlaşılır.  (𝑋, 𝜇,∗)  aşağıdaki şart ile bulanık metrik 

uzaydır. 

(vi) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  için  lim
𝑡→∞

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1  . 

Lemma 3.4.7:[26] {𝑦𝑛}  dizisi  (vi) şartı ile  (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzayında bir dizi 

olsun.  𝑞 ∈ (0,1)  sayısı   ∀𝑡 > 0  ve  𝑛 = 1,2,3, …  için 

𝜇(𝑦𝑛+2, 𝑦𝑛+1, 𝑞𝑡) ≥ 𝜇(𝑦𝑛+1, 𝑦𝑛, 𝑡)                                                                            (*) 

ise    {𝑦𝑛}  𝑋 ’ de cauchy dizisidir.          

İspat: 𝑡 > 0  ve  𝑞 ∈ (0,1)  için 

𝜇(𝑦2, 𝑦3, 𝑞𝑡) ≥ 𝜇(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) ≥ 𝜇(𝑦0, 𝑦1, 𝑡
𝑞⁄ )   veya  𝜇(𝑦2, 𝑦3, 𝑡) ≥ 𝜇 (𝑦0, 𝑦1, 𝑡

𝑞2⁄ )  

dir. (*) şartı ile tümevarımdan  ∀𝑡 > 0  ve  𝑛 = 1,2,3, …  için   

𝜇(𝑦𝑛+1, 𝑦𝑛+2, 𝑡) ≥ 𝜇 (𝑦1, 𝑦2, 𝑡
𝑞𝑛⁄ )                                                                        (**) 

Böylece  (**) ve (iv) ’ den keyfi pozitif  𝑝  tamsayısı ve  𝑡 > 0  reel sayısı ile, 

𝜇(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+𝑝, 𝑡) ≥ 𝜇(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1, 𝑡
𝑝⁄ ) ≥p-kez ≥ 𝜇(𝑦𝑛+𝑝−1, 𝑦𝑛+𝑝, 𝑡

𝑝⁄ ) ≥

𝜇 (𝑦1, 𝑦2, 𝑡
𝑝𝑞𝑛−1⁄ ) ≥ p-kez ≥ 𝜇 (𝑦1, 𝑦2, 𝑡

𝑝𝑞𝑛+𝑝−2⁄ )  dir. 

Böylece  (vi)’ dan;   lim
𝑛→∞

𝜇(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+𝑝, 𝑡) ≥ 1 ≥  p-kez  ≥ 1  . 

{𝑦𝑛}   𝑋  ’ de cauchy dizisidir. Bu ispatı tamamlar∎ 

Lemma 3.4.8:[26]  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  , 𝑡 > 0  ve  𝑞 ∈ (0,1)  sayısı için 

  𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑞𝑡) ≥ 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑡)  ise   𝑥 = 𝑦  dir. 

Tanım 3.4.9:[26] Bulanık metrik uzayda 𝑥𝑛  → 𝑥  , 𝑦𝑛  → 𝑦  olduğunda her bir  𝑡 >

0  için  lim
𝑛→∞

𝜇(𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝑡) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑡) ise  𝜇  fonksiyonu süreklidir.  
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Tanım 3.4.10:[27] (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzay,  𝑟 ∈ (0,1)  ve  𝐴 ∈ 𝑋  olsun.  𝑋 ’ de  

𝑆(𝐴, 𝑟)  ve  𝑆̅(𝐴, 𝑟)  aşağıdaki gibi tanımlansın. 

𝑆(𝐴, 𝑟) = {𝐵: 𝐵 ∈ 𝑋, 𝜇(𝐵, 𝐴) < 𝑟}    

 𝑆̅(𝐴, 𝑟) = {𝐵: 𝐵 ∈ 𝑋, 𝜇(𝐵, 𝐴) ≤ 𝑟}   

𝑆(𝐴, 𝑟)  ve  𝑆̅(𝐴, 𝑟)  kümelerine sırasıyla  𝐴  merkezli  𝑟  yarıçaplı bulanık-açık küre 

(yuvar) ve bulanık -kapalı küre (yuvar) denir.  𝜀 > 0  yarıçapı ile  bulanık küresel 

komşuluk veya bulanık komşuluk  𝑆(𝐴, 𝜀)  ile gösterilir. Açıktır ki,  0 < 𝑟1 < 𝑟2 

ise   𝑆(𝐴, 𝑟1) ⊂ 𝑆(𝐴, 𝑟2) ⊂ 𝑆̅(𝐴, 𝑟2) . 

3.5: Bulanık Metrik Uzaylarda Bazı Kavramlar 

Tanım 3.5.1:[27] 𝐺 ⊂ 𝑋  olsun.  ∀𝐴 ∈ 𝐺  için ∃ 𝑟 > 0  vardır öyle ki    

 𝑆(𝐴, 𝑟) ⊆ 𝐺  ise 𝐺 ’ ye bulanık açık küme denir.  ∅  ve  𝑋 ’ in bulanık açık küme 

oldukları açıktır. 

Teorem 3.5.2:[27] (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzay olsun. O halde  her bir bulanık açık 

küre bulanık açık kümedir. 

İspat: 𝑆(𝐴, 𝑟) ,  (𝑋, 𝜇,∗) ’ da bulanık açık küre olsun.  𝐵 ∈ 𝑆(𝐴, 𝑟)  alalım. 

  𝐵 ∈ 𝑆(𝐴, 𝑟)  ise tanımdan  𝜇(𝐵, 𝐴) < 𝑟  dir. Buradan 𝑟1 = 𝑟 − 𝜇(𝐵, 𝐴)  iken 

𝑆(𝐵, 𝑟1) ⊆ 𝑆(𝐴, 𝑟) dir. Buradan teorem ispatlanır∎ 

Teorem 3.5.3:[27]  (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzay olsun.  𝑋 ’ in  𝐺  alt kümesi bulanık 

açık kürelerin birleşimi şeklinde yazılabiliyorsa  bulanık  açık kümedir denir.                                                                             

İspat: İspatın ilk kısmı açıktır. Biz sadece tersini ispatlayacağız.  𝐺  kümesi bulanık 

açık kürelerin birleşimi olsun. Eğer  𝑋 = ∅ ise ispatı tamamlar. 

  𝑋 ≠ ∅ , 𝐺 ≠ ∅ , 𝐵 ∈ 𝐺 olsun. 𝐺  kümesi bulanık açık kürelerin birleşimi olduğundan 

∃  bulanık açık küre  𝑆(𝐴, 𝑟) ∈ 𝑋  vardır öyle ki  𝐵 ∈ 𝑆(𝐴, 𝑟)  dir. Bulanık açık küre 

bulanık açık küme olduğundan  ∃ 𝑟1 > 0  öyle ki  𝑆(𝐵, 𝑟1) ⊆ 𝑆(𝐴, 𝑟)  ⇒ 

 𝑆(𝐵, 𝑟1) ⊆ 𝐺 ⇒ 𝐺  bulanık açıktır∎ 

Teorem 3.5.4:[27]  (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzayında aşağıdakiler sağlanır. 

(i) Keyfi sayıda bulanık açık kümelerin birleşimi bulanık açıktır. 

(ii) Sonlu sayıda bulanık açık kümelerin kesişimi bulanık açıktır. 
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İspat: (i) Açıktır. 

 (ii) 𝐺𝒊 = 1,2,3, … , 𝑛  𝑋’ de sonlu sayıda bulanık açık kümeler olsun. 

𝐺 = ⋂ 𝐺𝑖
𝑛
𝑖=1   olsun. 𝐺𝑖 = ∅  ise ∀ 𝑖  için ispat açıktır. 𝐺 ≠ ∅ olsun. O halde 𝐴 ∈ 𝐺  

alalım. Buradan ∀𝑖 için  𝐴 ∈ 𝐺𝑖 dir. Fakat  ∀ 𝑖 için 𝐺𝒊 bulanık açık  olduğundan  

 ∃ 𝑟𝑖 > 0 vardır öyle ki  𝑆(𝐴, 𝑟𝑖) ⊆ 𝐺𝑖 dir. Eğer  𝑟 = 𝑚𝑖𝑛𝑖{𝑟𝑖}  ise o halde  

∀𝑖 , 𝑆(𝐴, 𝑟) ⊆ 𝐺𝑖 ⇒ 𝑆(𝐴, 𝑟) ⊆ 𝐺 ⇒ 𝐺  bulanık açıktır.       

Sonuç 3.5.5:[27] (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzayında her bulanık açık küre (veya 

bulanık kapalı küre) boştan farklıdır.                                                        

Tanım 3.5.6:[27] (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzay olsun.  𝐴 ∈ 𝑋  elemanına her 𝐴  

merkezli bulanık açık küresi  𝐺’ nin en az bir elemanını içeriyorsa 𝑋’ in 𝐺  alt 

kümesinin bulanık bağlı noktası denir.  

Bulanık bağlı noktalar iki tanedir.  

(i) Bulanık limit noktası veya bulanık birikim noktası . 

(ii) Bulanık yalıtım ( isole) noktası 

Tanım 3.5.7:[27] (𝑋, 𝜇,∗) bulanık metrik uzay olsun.  𝐴 ∈ 𝑋  elemanına,  𝐴 merkezli 

her bulanık açık küre  𝐺’ nin 𝐴’ dan başka en az bir elemanını içeriyorsa  𝑋’ in  𝐺 alt 

kümesinin bulanık limit noktası veya bulanık birikim noktası denir.  

Tanım 3.5.8:[27] 𝑋’ in  𝐺  alt kümesinin  𝐴  bulanık bağlı noktasına, 𝐺’ nin 

𝐴 noktasını içermeyen en az bir tane  𝐴  merkezli bulanık açık küresi varsa bulanık 

yalıtım noktası denir. 𝐺’ nin her elemanı bulanık yalıtım noktası ise  𝐺’ ye bulanık 

yalıtım (izole) kümesi denir. 

(𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzay ve  𝐺 ⊆ 𝑋  olsun.  𝐴 ∈ 𝑋  olduğunda  𝐴 ve 

𝐺 arasındaki uzaklık : 

𝑑(𝐴, 𝐺) = 𝑖𝑛𝑓{𝜇(𝐴, 𝑦): 𝑦 ∈ 𝐺}    

 biçiminde tanımlanır. 

Teorem 3.5.9:[27] (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzayının  𝐴 elemanı  𝑑(𝐴, 𝐺) = 0 

koşulunu sağlıyorsa  𝑋’ in  𝐺 alt kümesinin bulanık bağlı noktasıdır. 
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İspat:  𝑑(𝐴, 𝐺) = 𝑖𝑛𝑓{𝜇(𝐴, 𝑦): 𝑦 ∈ 𝐺} . Bu yüzden  𝑑(𝐴, 𝐺) = 0 ⇒ Her  𝑆(𝐴, 𝑟)  

bulanık açık küresi  𝐺’ nin bulanık bağlı noktasının  𝐴 olduğu yerde  𝐺’ nin 

elemanını içerir. Tersine,  𝐴 , 𝐺’ nin bulanık bağlı noktası ise  ya  𝐴  𝐺’ nin bulanık 

yalıtım (izole) noktasıdır ya da  𝐺’ nin bulanık limit noktasıdır. İki durumda da  

𝑑(𝐴, 𝐺) = 0 . Buradan teorem ispatlanmış olur ∎          

Tanım 3.5.10:[27] (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzay ve  𝐺  𝑋’ in keyfi bir alt kümesi 

olsun.  𝑋’ de  𝐺’ nin bütün bulanık limit noktalarının kümesine  𝑋’ de 𝐺’ nin bulanık 

türev  kümesi denir. Bu küme 𝐺′ ile gösterilir. 

Tanım 3.5.11:[27]  (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzay ve 𝐺 ⊆ 𝑋  olsun. 𝑋’ de  𝐺’ nin 

bütün bulanık yalıtım noktalarının kümesine bulanık kapalıdır denir ve  𝐺̅  ile 

gösterilir. Böylece  𝐴  𝐺’ ye aitse  her  𝐴 merkezli bulanık açık küre  𝐺’ nin 

elemanını içerir ve tersi de doğrudur. 

Tanım 3.5.12:[27]  (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzay, 𝐴 ∈ 𝑋 olsun. 𝐺’ de içerilen 

bulanık açık küre 𝑆(𝐴, 𝑟)  varsa  𝑋’ de 𝐺  alt kümesinin bulanık  iç (interior) kümesi 

denir. 𝐺’ nin bütün bulanık iç (interior)  noktalarının kümesine 𝐺’ nin bulanık içi 

(interior) denir ve 𝑋𝑖𝑛𝑡(𝐺)  ile gösterilir. Bir de 𝑋𝑖𝑛𝑡(𝐺)  bulanık açık kümedir. 

Tanım 3.5.13:[27]  (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzay  𝐴 ∈ 𝑋 olsun. 𝐴  kümesi 𝐺’ nin 

tümleyeninin bulanık açık (interior) noktası ise  𝑋’ de 𝐺 alt kümesinin bulanık dış 

(exterior) kümesi denir. 𝐺’ nin bütün bulanık dış (exterior) noktalarının kümesine 

 𝐺’ nin bulanık dış kümesi denir ve  𝑋𝑒𝑥𝑡(𝐺)  ile gösterilir.  

Tanım 3.5.14:[27]  (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzay olsun. 𝑋  𝐺’ nin bulanık kapalı 

kümesi ise  𝑋’ de 𝐺 alt kümesine  bulanık her yerde yoğun denir. (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık 

metrik uzayının 𝐺 alt kümesi  𝐺’ nin bulanık kapalılığı bulanık iç (interior) 

noktalarına sahip değilse  𝑋’ de bulanık hiçbir yerde yoğun denir.  

Tanım 3.5.15:[27] (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzay olsun. 𝑋’ de 𝐺  alt kümesi,  𝑋’ de 

𝐺’ nin tümleyeni  bulanık açık ise 𝑋’ in bulanık kapalı kümesi denir.  

Sonuç 3.5.16:[27] (i) Bulanık kapalı kümenin tümleyeni bulanık açıktır ve bulanık 

açık kümenin tümleyeni bulanık kapalıdır.        

(ii) ∅ ve 𝑋’ in her ikisi de hem bulanık açıktır hem de bulanık kapalıdır. 
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Teorem 3.5.17:[27] Bulanık metrik uzayda her bulanık kapalı küre bulanık kapalı 

kümedir. 

İspat: (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzay  ve  𝑆̅(𝐴, 𝑟) = {𝐵: 𝐵 ∈ 𝑋, 𝜇(𝐵, 𝐴) ≤ 𝑟}  olsun. 

Biz bulanık kapalı olan   𝑆̅(𝐴, 𝑟)’ nin tümleyeninin {𝑆̅(𝐴, 𝑟)}∁’ nin bulanık açık 

olduğunu göstereceğiz. Keyfi  𝐵 ∈ {𝑆̅(𝐴, 𝑟)}∁  alalım. O halde  𝜇(𝐵, 𝐴) ≰ 𝑟  

olduğundan  𝜇(𝐵, 𝐴) > 𝑟 .  𝜇(𝐵, 𝐴) = 𝑟 + 2𝜀 , 𝜀 > 0  olsun. Şimdi biz   {𝑆̅(𝐴, 𝑟)}∁’ 

de içerilen  𝑆(𝐵, 𝜀)  bulanık açık küresini düşünelim. Çünkü  𝑆(𝐵, 𝜀)’ nin her 

elemanı  𝑟 + 𝜀’ dan daha büyük uzaklığa sahiptir. 

 Sonuç olarak, {𝑆̅(𝐴, 𝑟)}∁  bulanık açık kümedir ve tersine  𝑆̅(𝐴, 𝑟) bulanık 

kapalıdır ∎ 

Teorem 3.5.18:[27] Bulanık metrik uzayda bulanık kapalı kümelerin  keyfi sayıda 

ailelerinin kesişimi bulanık kapalıdır. 

İspat: (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzayında bulanık kapalı kümelerin ailesi  {𝐺𝛼}  olsun. 

𝐺 = ⋂ 𝐺𝛼𝛼  olsun. Açıktır ki, her bir  𝛼  için  𝐺𝛼
∁
  bulanık açık olduğundan  

 𝐺 = ⋃ 𝐺𝛼
∁

𝛼  ’ de açıktır ve bulanık açık kümelerinin keyfi sayıda birleşimi bulanık 

açıktır. Bu yüzden  𝐺∁  bulanık açıktır. Buradan  𝐺  bulanık kapalı olur. İspat 

tamamlanmış oldu ∎ 

Teorem 3.5.19:[27] Bulanık metrik uzayda bulanık kapalı kümelerinin sonlu sayıda 

ailelerinin birleşimi bulanık kapalıdır. 

İspat: (𝑋, 𝜇,∗)  bulanık metrik uzayında bulanık kapalı kümelerinin sonlu ailesi  

{𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛}  olsun.  𝐺 = ⋃ 𝐺𝛼
𝑛
𝛼=1   olsun. O halde her  𝐺𝛼

∁
  bulanık açık 

olduğundan  𝐺∁ = ⋂ 𝐺𝛼
∁𝑛

𝛼=1   bulanık açıktır ve  𝑋’ de  bulanık açık kümelerinin 

sonlu sayıda arakesiti bulanık açıktır. Bu yüzden, 𝐺 bulanık kapalıdır ∎ 
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 4. BÖLÜM 

 Bu bölümde lineer uzay ve lineer metrik uzay kavramları, bunlarla ilgili genel 

tanım ve teoremler verilmiştir. 

4.1 Lineer Uzaylar 

Tanım 4.1.1:[28] 𝑋 ≠ ∅  bir küme ve 𝐹’ de bir cisim olsun. 

+: 𝑋 × 𝑋 → 𝑋     (𝑥, 𝑦) → 𝑥 + 𝑦    ve   ∙∶ 𝐹 × 𝑋 → 𝑋   (𝜆, 𝑥)  →  𝜆 ∙ 𝑥  

fonksiyonları aşağıdaki koşulları sağlarsa, 𝑋’ e 𝐹 üzerinde bir lineer uzay denir. 

 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 , ∀𝜆, 𝜇 ∈ 𝐹  için; 

(1)  𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 , ( + işleminin değişme özelliği) 

(2)  (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) , ( + işleminin birleşme özelliği) 

(3)   ∃𝜃 ∈ 𝑋  öyle ki  𝑥 + 𝜃 = 𝑥 ,  ( + işlemine göre etkisiz elemanın varlığı) 

(4)   ∃ − 𝑥 ∈ 𝑋  öyle ki  𝑥 + (−𝑥) = 𝜃 , ( + işlemine göre ters elemanın varlığı) 

(5)  1 ∙ 𝑥 = 𝑥 , ( Birim elemanla çarpma özelliği) 

(6)  𝜆 ∙ (𝑥 + 𝑦) = 𝜆 ∙ 𝑥 + 𝜆 ∙ 𝑦 

(7)  (𝜆 + 𝜇) ∙ 𝑥 = 𝜆 ∙ 𝑥 + 𝜇 ∙ 𝑥  ( Skalerle çarpmanın dağılma özelliği) 

(8)  𝜆 ∙ (𝜇 ∙ 𝑥) = (𝜆 ∙ 𝜇) ∙ 𝑥  ( Skalerle çarpmanın birleşme özelliği)     

Burada  1 ∈ 𝐹  cismin çarpma işlemine göre birim elemanıdır. 𝜆 ∙ 𝑥 bundan sonra   

𝜆𝑥  ile gösterilecektir. İlk dört aksiyom  𝑋’ in + işlemine göre bir Abel grubu 

olduğunu gösterir. Geriye kalan dört aksiyom ise skalerle çarpma aksiyomları olarak 

anılır. Bir grupta birim eleman ve her elemanın tersinin tek olduğu bilindiğine göre 

bu özellikler açık olarak lineer uzaylar için de geçerlidir.  

 Lineer uzaylar, üzerinde tanımlandıkları cisme göre isim alırlar. Örneğin; ℂ 

kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı ise kompleks lineer uzay , ℝ  reel sayılar 

cismi üzerinde tanımlı ise reel lineer uzay gibi. 

Örnek 4.1.2:[28]  ℝ𝑛 ,  ℝ  üzerinde bir reel lineer uzaydır. 
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𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) , 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) ∈ ℝ𝑛  ise  

𝑥 + 𝑦 = (𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)  ve  𝜆 ∈ ℝ  için  

𝜆 ∙ 𝑥 = (𝜆𝑥1, 𝜆𝑥2, … , 𝜆𝑥𝑛)  ile tanımlanır. Fakat  𝜆 ∈ ℂ  ise  𝜆𝑥 , ℝ𝑛’ ye ait 

olmayabilir. Yani  ℝ𝑛  kompleks lineer uzay değildir.  𝑋  kümesi bir lineer uzay ise, 

𝑋’ in elemanlarına vektör, ℂ cisminin elemanlarına da skaler denir. Skalerler 

vektörlere katsayı olarak gelecektir.                                                         

Tanım 4.1.3:[29] 𝑋  kompleks lineer uzay olsun. 

(1) 𝑥 vektörü için  𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑘  kompleks sayıları vardır öyle ki  𝑥 = ∑ 𝛼𝑖𝑥𝑖
𝑘
𝑖=1   

ise 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘’ nın lineer kombinasyonu denir. 

(2)  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 ∈ 𝑋  vektörleri için sıfırdan farklı 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑘  kompleks 

sayıları vardır öyle ki  𝛼1 ∙ 𝑥1 + 𝛼2 ∙ 𝑥2 + ⋯ + 𝛼𝑘 ∙ 𝑥𝑘 = 0 …(*) ise  

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 ∈ 𝑋  vektörlerine lineer bağımlıdır denir. 

(3) Eğer  ∗  sadece  𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑘 = 0  için sağlanırsa    𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 ∈ 𝑋  

vektörlerine lineer bağımsızdır denir. 

Uyarı 4.1.4:[29] (i) Eğer reel vektör uzayı ile ilgileniyorsak tanımlarda sadece  

𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑘  sayıları reel sayılar olarak değişir.  

(ii)    𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘  bağımlı ise vektörlerden en az biri diğer vektörlerin lineer 

kombinasyonu biçiminde yazılır.                                                                  

(iii) Vektörlerin kümesine  0 (sıfır) sayısı dahilse, küme bağımlıdır.                            

Tanım 4.1.5:[30] 𝑋 bir lineer uzay ve  𝐸 ⊂ 𝑋  olsun.  𝑥 ∈ 𝐸 , 𝑦 ∈ 𝐸  ve  ∀𝜆 ∈ 𝑋  için  

𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐸  ve  𝜆 ∙ 𝑥 ∈ 𝐸  ise  𝐸  kümesine  𝑋  lineer uzayının alt uzayı denir. Her  𝑋  

lineer uzayı iki alt uzaya sahiptir. Bunlardan ilki 0 (sıfır)  elemanını içeren tek 

elemanlı küme, ikincisi ise 𝑋’ in kendisidir.                        

Teorem 4.1.6:[28] 𝑋 bir lineer uzay ve  𝐸 ⊂ 𝑋  olsun. ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸  ve  ∀ 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑋  

için  𝜆𝑥 + 𝜇𝑦 ∈ 𝐸  ise  𝐸  bir alt uzaydır.   

 Şimdi 𝑋 bir lineer uzay Ι  bir damga kümesi ve  (𝐸𝑖)𝑖∈Ι ’ de  𝑋’ in bir alt 

uzaylar ailesini göstersin. O halde  ⋂ 𝐸𝑖𝑖∈Ι = 𝐸  de bir alt uzaydır. 
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𝑋 bir lineer uzay,  ∅ ≠ 𝐴 ⊂ 𝑋  olsun. 𝐴’ nın elemanlarının bütün sonlu lineer 

kombinasyonlarının kümesini yani; 

𝐴𝐿 = {∑ 𝜆𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

: ∀𝑖 ∈ ℕ  𝑖ç𝑖𝑛  𝑥𝑖 ∈ 𝐴, 𝜆𝑖 ∈ ℂ 𝑣𝑒 𝑛 ≥ 1 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 𝑑𝑒ğ𝑖𝑙} 

kümesini göz önüne alalım. Açık olarak  𝐴 ⊂ 𝐴𝐿  ve  𝐴𝐿’ nin teorem 4.1.6 ’ dan alt 

uzay olma koşullarını sağladığı kolayca gösterilebilir. Böylece  𝐴𝐿’ nin  𝐴’ yı 

kapsayan bir alt uzay olduğu anlaşılır. Üstelik  𝐴𝐿 ,  𝐴’ yı kapsayan en dar alt 

uzaydır. 𝐴𝐿’ ye 𝐴  ile üretilen alt uzay da denilir. 

 Şimdi 𝐴𝐿’ nin  𝐴’ yı kapsayan en dar  alt uzay olduğunu gösterelim.      

𝐸  bir alt uzay  ve 𝐴 ⊂ 𝐸  olsun. 𝑥 ∈ 𝐴𝐿  ,  𝜆𝑖 ∈ ℂ  ve  𝑥𝑖 ∈ 𝐴  (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)  ise 

𝑥 = ∑ 𝜆𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

şeklindedir. 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝐴  ⇒ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝐸   ve  𝐸  alt uzay olduğundan 

   

∑ 𝜆𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑥 ∈ 𝐸  ⇒   𝐴𝐿 ⊂ 𝐸 

dir. 

Tanım 4.1.7:[28]  𝑋 bir lineer uzay ve  𝐴 ⊂ 𝑋  bir alt küme olsun. 𝐴’ yı kapsayan en 

dar alt uzaya  𝐴’ nın gereni denir ve 𝑠𝑝𝑎𝑛𝐴  ile gösterilir. 

 Yukarıdaki tartışma  𝐴𝐿 = 𝑠𝑝𝑎𝑛𝐴  olduğunu gösterir. Ayrıca 𝐴’ yı kapsayan 

bütün alt uzayların ailesi  (𝐸𝑖)𝑖∈Ι  ise  𝑠𝑝𝑎𝑛𝐴 = 𝐴𝐿 = ⋂ 𝐸𝑖𝑖∈Ι   sonucu elde edilir. 

Örnek 4.1.8:[28] 𝑋 bir lineer uzay,  ∅ ⊂ 𝑋  olduğuna göre 𝑠𝑝𝑎𝑛∅ = {𝜃}   

(𝜃 lineer uzayın sıfırıdır)  dir.                                                                  

Tanım 4.1.9:[29] 𝑋 bir lineer uzay olsun. 𝑋 uzayı  𝑛  tane lineer bağımsız vektör 

içeriyorsa 𝑋 uzayına  𝑛 −boyutludur denir. 
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Tanım 4.1.10:[29] Eğer her  𝑘  pozitif tamsayısı için  𝑋’ de 𝑘  tane lineer bağımsız 

vektör bulabiliyorsa  𝑋  lineer uzayı sonsuz boyutludur denir. Başka bir deyişle  𝑋  

lineer uzayı sonlu boyutlu değilse sonsuz boyutludur denir. 

Tanım 4.1.11:[29] Sonlu 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑘  vektörlerinin kümesine 𝑋  lineer uzayı için 

aşağıdaki iki şartı sağlarsa  baz ( Hamel Baz)  denir.  

(a)  𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑘  vektörleri lineer bağımsız, 

(b) 𝑋’ de her  𝑥  vektörü baz vektörlerinin lineer kombinasyonu şeklinde  

𝑥 = 𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 + ⋯ + 𝛼𝑘𝑒𝑘                                                                   (*)  

 yazılır. 

Teorem 4.1.12:[29] 𝑥 = 𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 + ⋯ + 𝛼𝑘𝑒𝑘    eşitliği tektir. 

İspat: 𝑥 = 𝜂1𝑒1 + 𝜂2𝑒2 + ⋯ + 𝜂𝑘𝑒𝑘  daha önceden elimizde vardı. 

 𝑥 = 𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 + ⋯ + 𝛼𝑘𝑒𝑘  olsun. Bunları alt alta çıkardığımızda;  

0 = (𝜂1 − 𝛼1)𝑒1 + (𝜂2 − 𝛼2)𝑒2 + ⋯ + (𝜂𝑘 − 𝛼𝑘)𝑒𝑘  olur. 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑘  vektörleri 

lineer bağımsız olduğundan  𝜂1 = 𝛼1  ,  𝜂2 = 𝛼2 , … ,  𝜂𝑘 = 𝛼𝑘  olur ki buradan  (*)  

tektir ∎    

Teorem 4.1.13:[29] Eğer  𝑋  𝑛 −boyutlu ise  𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛  lineer bağımsız 

vektörlerinin keyfi kümesi bazdır. 

İspat:  𝑥 ∈ 𝑋  ise 𝑥, 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛  lineer bağımlıdır.  

𝛼𝑥 + 𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 + ⋯ + 𝛼𝑛𝑒𝑛 = 0  

𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛  lineer bağımsız olduğundan  𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑛 = 0 . Fakat  𝛼 ≠ 0  

dır. O halde;  

𝑥 =
𝛼1

𝛼
∙ 𝑒1 +

𝛼2

𝛼
∙ 𝑒2 + ⋯ +

𝛼𝑛

𝛼
∙ 𝑒𝑛 

dir. Böylece her  𝑥  vektörü  𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛  vektörlerinin lineer kombinasyonu 

biçiminde ifade edilir.                                                 

Tanım 4.1.14:[28]  𝑋 bir lineer uzay  𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋 , ⋀ ⊂ ℂ  olsun. İki kümenin toplamı 

ve çarpımı ;  
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(i) 𝐴 + 𝐵 = {𝑥 + 𝑦|𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵}  

(ii) ⋀ ∙ 𝐴 = {𝜆𝑥|𝑥 ∈ 𝐴, 𝜆 ∈ ⋀}     ile tanımlanır. 

Bir  𝑥 ∈ 𝑋  için  𝐴 + {𝑥}  yerine kısaca  𝐴 + 𝑥  ve  𝜆 ∈ ℂ  olmak üzere  {𝜆} ∙ 𝐴  

yerine  𝜆𝐴  yazılır. 

Tanım 4.1.15:[28]   𝑋 bir lineer uzay  𝑀 ⊂ 𝑋  bir alt uzay,  𝑥 ∈ 𝑋  olsun. 

 𝑥 + 𝑀’ yi düşünelim. 𝐸𝑥 = 𝑥 + 𝑀  olsun. O halde  𝑦 ∈ 𝐸𝑥   ⇔   𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑀  dir. 

Buna göre  𝑦 ∈ 𝐸𝑥   ⇔   𝑥 ∈ 𝐸𝑦  olur.                                                                    

 Şimdi  {𝐸𝑥|𝑥 ∈ 𝑋} kümesini göz önüne alalım. Bu küme üzerinde   

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 , ∀ 𝜆 ∈ ℂ  için,  

 𝐸𝑥 + 𝐸𝑦 = (𝑥 + 𝑀) + (𝑦 + 𝑀) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑀 

 𝜆𝐸𝑥 = 𝜆 ∙ (𝑥 + 𝑀) = 𝜆𝑥 + 𝑀 = 𝐸𝜆𝑥 

işlemlerini tanımlarsak bunlar altında  {𝐸𝑥|𝑥 ∈ 𝑋}  kümesi bir lineer uzaydır.  𝐸𝜃 =

𝜃 + 𝑀 = 𝑀  ,  𝐸𝑥 + 𝐸𝜃 = 𝐸𝑥  olduğuna göre bu uzayın sıfırı  𝑀’ dir.  

 Kısaca  𝑋/𝑀 = {𝐸𝑥|𝑥 ∈ 𝑋}  uzayına  𝑀  alt uzayına göre  𝑋’ in  bölüm uzayı 

denir. 

 𝑦 ∈ 𝐸𝑥  ise  𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑀  olduğundan  𝑥 ≡ 𝑦(𝑚𝑜𝑑𝑀)   ⇔  𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑀  ile  ≡  

bağıntısı tanımlayalım. Bu bağıntı  𝑋  üzerinde bir denklik bağıntısıdır. 𝐸𝑥  bu 

bağıntıya göre  𝑥’ in denklik sınıfıdır. O halde bölüm uzayı  ≡  bağıntısına göre 

bütün denklik sınıflarının kümesidir. Denklik sınıfları özelliğinden  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  ise ya  

𝐸𝑥 = 𝐸𝑦’ dir veya  𝐸𝑥 ∩ 𝐸𝑦 = ∅  dir. 

 {𝜃} ⊂ 𝑋  bir alt uzay olduğuna göre  𝑋/{𝜃} = {{𝑥}|𝑥 ∈ 𝑋}  olduğundan  𝑋’ in 

kendisi olarak düşünülebilir. 

 𝑋 ⊂ 𝑋  olduğundan  ∀ 𝑥 ∈ 𝑋  için  𝐸𝑥 = 𝑥 + 𝑋 = 𝑥  dir. O halde 

  𝑋/𝑋 = {𝑥}  dir. 

Tanım 4.1.16:[28] 𝑋  bir lineer uzay  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  olsun. 
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𝐿[𝒙,𝒚] = {𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦|𝑡 ∈ [0,1]}   kümesine  𝑥  ile  𝑦’ yi birleştiren doğru parçası 

denir. 

Tanım 4.1.17:[28] 𝑋  bir lineer uzay , 𝐸 ⊂ 𝑋  olsun.  

(i) ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸  için  𝐿[𝒙,𝒚] ⊂ 𝐸  ise  𝐸’ ye bir konveks alt küme , 

(ii) ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸  ve  |𝜆| + |𝜇| ≤ 1  koşulu altında ∀𝜆, 𝜇 ∈ ℂ  için  𝜆𝑥 + 𝜇𝑦 ∈ 𝐸  

ise 𝐸’ ye mutlak konveks alt küme,  

(iii) ∀ 𝑥 ∈ 𝐸  ve    |𝜆| ≤ 1  koşulu altında   ∀𝜆 ∈ ℂ  için    𝜆𝑥 ∈ 𝐸  ise  𝐸’ ye 

dengeli alt küme, 

(iv) ∀ 𝑥 ∈ 𝐸 , −𝑥 ∈ 𝐸  ise  𝐸’ ye  simetrik alt küme denilir. 

Teorem 4.1.18:[28] 𝑋 bir lineer uzay  𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋  konveks alt kümeler ise; 

(1)  ∀ 𝜆, 𝜇 ∈ ℂ  ,  𝜆𝐴 + 𝜇𝐵  kümesi de konvekstir. 

(2)  ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ [0, ∞)  için  𝛼𝐴 + 𝛽𝐴 = (𝛼 + 𝛽)𝐴  dır. 

İspat: (1) 𝑢, 𝑣 ∈ 𝜆𝐴 + 𝜇𝐵  ise  𝑢 = 𝜆𝑎1 + 𝜇𝑏1  ve  𝑣 =  𝜆𝑎2 + 𝜇𝑏2 .   

(𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴   𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐵)   şeklindedir. 𝑡 ∈ [0,1]  olmak üzere,  

𝑡𝑢 + (1 − 𝑡)𝑣 = 𝑡𝜆𝑎1 + 𝑡𝜇𝑏1 + (1 − 𝑡)𝜆𝑎2 + (1 − 𝑡)𝜇𝑏2

= 𝜆[𝑡𝑎1 + (1 − 𝑡)𝑎2] + 𝜇[𝑡𝑏1 + (1 − 𝑡)𝑏2] 

𝐴 ve 𝐵 konveks olduklarından 𝑡𝑎1 +(1 − 𝑡)𝑎2 ∈ 𝐴  ve  𝑡𝑏1 +(1 − 𝑡)𝑏2 ∈ 𝐵 ⇒  

⇒ 𝑡𝑢 + (1 − 𝑡)𝑣 ∈ 𝜆𝐴 + 𝜇𝐵 ⇒  𝜆𝐴 + 𝜇𝐵    konvekstir. 

(2)  𝛼 = 0  veya  𝛽 = 0  ise durum açıktır. 

𝛼 > 0  ve  𝛽 > 0  olsun.  𝑥 ∈ (𝛼 + 𝛽)𝐴  ise  𝑥 = (𝛼 + 𝛽)𝑎 , 𝑎 ∈ 𝐴  dır. Böylece  

𝑥 = 𝛼𝑎 + 𝛽𝑎  ⇒   𝑥 ∈ 𝛼𝐴 + 𝛽𝐴  ⇒   (𝛼 + 𝛽)𝐴 ⊂ 𝛼𝐴 + 𝛽𝐴  dır. 

Şimdi   𝑥 ∈ 𝛼𝐴 + 𝛽𝐴  olsun. O zaman  𝑥 = 𝛼𝑎1 + 𝛽𝑎2   (𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴)  şeklindedir. 

1

𝛼 + 𝛽
𝑥 =

𝛼

𝛼 + 𝛽
𝑎1 +

𝛽

𝛼 + 𝛽
𝑎2 ∈ 𝐴  

dır. Çünkü  
𝛼

𝛼+𝛽
+

𝛽

𝛼+𝛽
= 1 dir. Böylece  𝑥 ∈ (𝛼 + 𝛽)𝐴 ⇒  𝛼𝐴 + 𝛽𝐴 ⊂ (𝛼 + 𝛽)𝐴   

olur ki ispat tamamlanır ∎                                                                              
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Tanım 4.1.19:[28] 𝑋, 𝑌  lineer uzaylar  𝑓: 𝑋 → 𝑌  bir fonksiyon olsun.  ∀𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋  

ve  ∀𝜆, 𝜇 ∈ ℂ  için 𝑓(𝜆𝑥 + 𝜇𝑥′) = 𝜆𝑓(𝑥) + 𝜇𝑓(𝑥′)  ise  𝑓’ ye bir lineer dönüşüm 

denir. Bu tanımı şu şekilde de yapabiliriz. Eğer  𝑓  fonksiyonu aşağıdaki iki koşulu 

sağlarsa   𝑓’ ye bir lineer dönüşüm denir. Lineer dönüşüme homomorfizm de denilir. 

(i) ∀𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋  için  𝑓(𝑥 + 𝑥′) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥′) 

(ii) ∀𝜆 ∈ ℂ  ve  ∀𝑥 ∈ 𝑋  için  𝑓(𝜆𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥) . 

𝑋’ den 𝑌’ ye bütün lineer dönüşümlerin kümesini  𝐿(𝑋, 𝑌)  ile göstereceğiz. 

 Tanım 4.1.20:[28] 𝑋, 𝑌  lineer uzaylar,  𝑓 ∈  𝐿(𝑋, 𝑌) olsun.  {𝑥 ∈ 𝑋|𝑓(𝑥) = 𝜃}  

kümesine f’ nin çekirdeği denir ve  𝐾𝑒𝑟𝑓  ile gösterilir. 

 𝐾𝑒𝑟𝑓={𝑥 ∈ 𝑋|𝑓(𝑥) = 𝜃} = 𝑓−1(𝜃)  olduğuna göre çekirdek en az bir 

elemanlıdır. 𝑓  bire-bir ise  𝑘𝑒𝑟𝑓 = {𝜃}  dir ve üstelik  𝑘𝑒𝑟𝑓’ in tek elemanlı olması 

bire-bir’ lik için gerekli ve yeterli koşuldur.  

Tanım 4.1.21:[28] 𝑋, 𝑌  lineer uzaylar  𝑓 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌)  olsun. 𝑓  fonksiyonu bire-bir ve 

örten ise  𝑓’ ye bir lineer izomorfizm denir. 𝑋  ve  𝑌  arasında bir izomorfizm varsa 

bu iki uzay izomorftur denir. İzomorf uzaylar cebirsel olarak eş yapılıdır. 𝑓  bir 

izomorfizm ise açık olarak    𝑓−1’ de bir izomorfizmdir.                             

 

4.2: Lineer Metrik Uzaylar 

 Bu bölümde temel kaynağımız  ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℂ  için  𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|  ile verilen  

𝑑  metriği ile  ℂ  lineer uzaydır. 

 Eğer  ℂ’ de keyfi  𝑎  ve  𝑏  noktalarını alırsak  𝑥 → 𝑎  ve 𝑦 → 𝑏 ise 𝑥 + 𝑦 →  

𝑎 + 𝑏 olur. Çünkü; 

𝑑(𝑥 + 𝑦, 𝑎 + 𝑏) = |(𝑥 + 𝑦) − (𝑎 + 𝑏)| = |𝑥 − 𝑎 + 𝑦 − 𝑏| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑎) + 𝑑(𝑦, 𝑏) dir. 

Bu durumda  ℂ’ de toplama işleminin sürekli olduğu tanımlanabilir. 

 Aynı şekilde, eğer  𝜆0 ∈ ℂ  ve keyfi  𝑎 ∈ ℂ  seçersek   𝜆 →  𝜆0 ve 𝑥 → 𝑎 ise 

𝜆𝑥 → 𝜆0𝑎  dır. Çünkü,  
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𝑑(𝜆𝑥, 𝜆0𝑎) = |𝜆𝑥 − 𝜆0𝑎| = |(𝜆 − 𝜆0)(𝑥 − 𝑎) + 𝜆0(𝑥 − 𝑎) + (𝜆 − 𝜆0)𝑎|

≤ |𝜆 − 𝜆0|𝑑(𝑥, 𝑎) + |𝜆0|𝑑(𝑥, 𝑎) + |𝜆 − 𝜆0||𝑎| 

Bu nedenle  ℂ’ de skaler çarpma işleminin sürekli olduğunu söyleyebiliriz. Eğer  𝑋  

lineer uzay  (genellikle kompleks skalerler ile, fakat bazı durumlarda reel durumlarda 

da olabilir ) 𝑑  𝑋’ de bir metrik ise  toplama işlemi  her bir  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋  ve  her bir 𝜀 >

0  için  𝛿 = 𝛿(𝑎, 𝑏, 𝜀) > 0 vardır öyle ki  𝑑(𝑥, 𝑎) + 𝑑(𝑦, 𝑏) < 𝛿  olduğunda  𝑑(𝑥 +

𝑦, 𝑎 + 𝑏) < 𝜀  ise  (𝑋, 𝑑)’ de süreklidir denir. 

 Aynı şekilde (𝑋, 𝑑)’ de skaler çarpım,  her bir  𝜆0 ∈ ℂ  ve  her bir  𝑎 ∈ 𝑋  ve  

𝜀 > 0  için  𝛿 = 𝛿(𝜆0, 𝑎, 𝜀) > 0  vardır öyle ki |𝜆 − 𝜆0| + 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝛿  olduğunda  

𝑑(𝜆𝑥, 𝜆0𝑎) < 𝜀  ise süreklidir denir. Diğer bir sabit, öteleme sabitidir (translation 

invariance). 𝑋  lineer uzayında  𝑑  metriği  𝑑(𝑥 + 𝑧, 𝑦 + 𝑧) = 𝑑(𝑥, 𝑦)   ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  

koşulunu sağlarsa  𝑑 metriğine translation invariant denir. [31] 

Örnek 4.2.1:[31]  𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥3 − 𝑦3|  metriği reel lineer uzayda tanımlansın. Fakat  

𝑑  translation invariant değildir. Açıktır ki  𝑑  metrik koşullarını sağlar. Fakat  𝑑  

metriği  𝑑(1 + 1,0 + 1) − 𝑑(1,0) = 𝑑(2,1) − 𝑑(1,0) = 6  olduğundan translation 

invariant değildir.                                                                                 

Örnek 4.2.2:[31] ℓ(𝑝)  metrik uzayını düşünelim. ∀ 𝑘 ∈ ℕ  için  0 < 𝑝𝑘 ≤ 1  ,  

ℓ(𝑝) = {𝑥 = (𝑥𝑘)| ∑|𝑥𝑘|𝑝𝑘 < ∞} ℓ(𝑝)  metrik uzayında verilen  𝑑  metriği 

aşağıdaki şekilde tanımlansın.  

𝑑(𝑥, 𝑦) = ∑|𝑥𝑘 − 𝑦𝑘|𝑝𝑘 = ∑ |𝑥𝑘 − 𝑦𝑘|𝑝𝑘  ∞
𝑘=1 ,   0 < 𝑝𝑘 ≤ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑘 = 𝐻 < ∞  

ℓ(𝑝)  𝑠’ nin  lineer alt uzayıdır. (𝑠, 𝑋 lineer uzayının alt uzayıdır.) Çünkü; 

|𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|𝑝𝑘 ≤ |𝑥𝑘|𝑝𝑘 + |𝑦𝑘|𝑝𝑘  ve  |𝜆𝑥𝑘|𝑝𝑘 ≤ 𝑚𝑎𝑥(1, |𝜆|). |𝑥𝑘|𝑝𝑘   ∀𝜆 ∈ ℂ  için. 

Şimdi 𝑑’ nin translation invariant olduğunu gösterelim. 

𝑑(𝑥 + 𝑧, 𝑦 + 𝑧) = ∑|(𝑥𝑘 + 𝑧𝑘) − (𝑦𝑘 + 𝑧𝑘)|𝑝𝑘 = 𝑑(𝑥, 𝑦)     ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℓ(𝑝)  

 Toplama süreklidir, çünkü her  𝑎, 𝑏 ∈ ℓ(𝑝)  için eğer  𝑥, 𝑦 ∈ ℓ(𝑝)  ise o 

halde; 

𝑑(𝑥 + 𝑦, 𝑎 + 𝑏) = ∑|(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝑎𝑘 + 𝑏𝑘)|𝑝𝑘       
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                               ≤ ∑|𝑥𝑘 − 𝑎𝑘|𝑝𝑘 + ∑|𝑦𝑘 − 𝑏𝑘|𝑝𝑘 = 𝑑(𝑥, 𝑎) + 𝑑(𝑦, 𝑏)  

Eğer  𝑑(𝑥, 𝑎) + 𝑑(𝑦, 𝑏) < 𝛿  ise o halde 𝑑(𝑥 + 𝑦, 𝑎 + 𝑏) < 𝜀  dır. Sonuç olarak 

skaler çarpım süreklidir. Çünkü; 

      𝑑(𝜆𝑥, 𝜆0𝑎) = ∑||𝜆 − 𝜆0|(𝑥 − 𝑎) + 𝜆0(𝑥 − 𝑎) + (𝜆 − 𝜆0)𝑎|
𝑝

 ≤  ∑|𝜆 − 𝜆0|𝑝|𝑥 −

𝑎|𝑝 + ∑|𝜆0|𝑝|𝑥 − 𝑎|𝑝 + ∑|𝜆 − 𝜆0|𝑝|𝑎|𝑝 = ∑1 + ∑2 + ∑3   

Şimdi  ∀𝑘 ∈ ℕ  için   |𝜆0|𝑝𝑘 ≤ 𝑚𝑎𝑥(1, 𝜆0) = 𝑀.  

|𝜆 − 𝜆0| < 1 olsun. Bu nedenle  |𝜆 − 𝜆0|𝑝𝑘 < 1  dir. O halde 

∑1 ≤ 𝑑(𝑥, 𝑎)  

 ve  

∑2 ≤ 𝑀. 𝑑(𝑥, 𝑎)  

∑3 ≤ ∑ |𝜆 − 𝜆0|𝑝𝑘|𝑎𝑘|𝑝𝑘 + ∑ |𝑎𝑘|𝑝𝑘∞
𝑘=𝑚+1 = 𝐴 + 𝐵𝑚

𝑘=1   

dir. 

 𝜀 > 0  alalım. O halde  ∑|𝑎𝑘|𝑝𝑘  yakınsaklığı için  𝑚 = 𝑚(𝜀, 𝑎) ∈ ℕ  alalım 

öyle ki  𝐵 < 𝜀
3⁄   ,  𝐴 < 𝜀

3⁄   olduğu yerde  𝜆 →  𝜆0 , 𝐴 → 0  olur.   |𝜆 − 𝜆0|   yeteri 

kadar küçükse 0 < 𝛼 < 1  için  |𝜆 − 𝜆0| < 𝛼  diyelim.  

 Sonuç olarak,  𝛿 = 𝑚𝑖𝑛 (𝛼, 𝜀
3⁄ (1 + 𝑀)) dir. Eğer;  |𝜆 − 𝜆0| + 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝛿  

ise ;  

𝑑(𝜆𝑥, 𝜆0𝑎) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑎) + 𝑀. 𝑑(𝑥, 𝑎) +
𝜀

3
+

𝜀

3
= (1 + 𝑀)𝑑(𝑥, 𝑎) +

2𝜀

3
=

𝜀

3
+

2𝜀

3
= 𝜀 

Bu nedenle skaler çarpım  (ℓ(𝑝), 𝑑)  metrik uzayında süreklidir.              

Tanım 4.2.3:[10] 𝑋  uzayı kompleks veya reel sayılardan biri ile bir lineer uzay 

olsun. 

 𝑥, 𝑦  elemanlarının toplamı 𝑥 + 𝑦  biçiminde, 𝜆  skaleri ile 𝑥 elemanının 

çarpımı  𝑡𝑥  biçiminde gösterilir. 𝐴  ve  𝐵  iki küme olmak üzere   

𝐴 + 𝐵 = {𝑥 + 𝑦|𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵}  ve  𝑡𝐴 = {𝑡𝑥|𝑥 ∈ 𝐴} biçiminde olsun. 
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 İkinci bölümde 𝑑(𝑥, 𝑦)  reel değerli fonksiyonu ile  𝑋  uzayının metrik uzay 

olduğunu incelemiştik. Buradaki 𝑋  uzayı toplama ve çarpma işlemleri  𝑑(𝑥, 𝑦)  

metriği ile sürekli ise  𝑋  uzayına lineer metrik uzay denir. Lineer metrik uzay  (𝑋, 𝑑)  

ile gösterilir.   [10] 

 𝑈 ⊂ 𝑋  kümesine  ∀ 𝑎  sayısı için  |𝑎| ≤ 1  iken  𝑎𝑈 ⊂ 𝑈  ise dengelidir 

denir. 𝒲  sıfırının keyfi komşuluğu  𝒱 sıfırının dengeli komşuluğunu içerir. Açıkçası 

çarpımın sürekliliği için  𝒱 sıfırının komşuluğu vardır öyle ki pozitif  𝜀  sayısı için  

|𝑎| < 𝜀 sağlandığında  𝑎𝒱 ⊂ 𝒱  olur. Bu nedenle  𝑈 = ⋃ 𝑎𝒱|𝑎|<𝜀   kümesi  𝒲’ de 

içerilir. 𝑈’ nın sıfırının dengeli komşuluğu olduğu kolayca gösterilebilir. 

 𝑑(𝑥, 𝑦)  ve  𝑑′(𝑥, 𝑦)  metrikleri ∀𝜀 > 0  ve  𝑥 ∈ 𝑋  için  𝛿, 𝛿′ > 0  vardır  

öyle ki; 

 {𝑦: 𝑑′(𝑥, 𝑦) < 𝛿} ⊂ {𝑦: 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀} 

 {𝑦: 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿′} ⊂ {𝑦: 𝑑′(𝑥, 𝑦) < 𝜀}    

 olduğundan denktir. 

 𝑋’ de  {𝑥𝑛}  dizisi için lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0  ise 𝑥 ∈ 𝑋  noktasına yakınsaktır 

denir. 

 𝑑(𝑥, 𝑦)  metriği  ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 olduğunda 𝑑(𝑥 + 𝑧, 𝑦 + 𝑧) = 𝑑(𝑥, 𝑦)    ise 

𝑑(𝑥, 𝑦)  metriğine  invariant metrik denir.                           

Teorem 4.2.4:[32] (𝑋, 𝑑)  lineer metrik uzay olsun. O halde 𝑑(𝑥, 𝑦)  metriğine denk 

olan  𝑑′(𝑥, 𝑦)  invariant metriği vardır. 

İspat: 𝑈  sıfırın keyfi dengeli komşuluğu olsun. 𝑈(1) = 𝑈  ve  

 𝑈(𝑛) = 𝑈 + ⋯ + 𝑈 (𝑛 𝑡𝑎𝑛𝑒) olsun.                                            

Toplamanın sürekliliğinden  𝑈 (
1

2
)  sıfırın komşuluğu vardır öyle ki  

 𝑈 (
1

2
) + 𝑈 (

1

2
) ⊂ 𝑈(1). Elbette  𝑈 (

1

2
)  dengelidir ve  
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 𝑈 (
1

2
) ⊂ 𝐾1

2⁄ = {𝑥: 𝑝(𝑥, 0) <
1

2
} .  𝑈 (

1

2𝑛)  sıfırın dengeli komşuluğudur öyle ki 

𝑈 (
1

2𝑛) + 𝑈 (
1

2𝑛) ⊂ 𝑈 (
1

2𝑛−1)                                                                                     (1) 

𝑈 (
1

2𝑛) ⊂ 𝐾1
2𝑛⁄ = {𝑥: 𝑝(𝑥, 0) <

1

2𝑛}                                                                         (2) 

Keyfi ikili sayı  𝑟  olsun.  𝑖 = 1,2, … , 𝑛  , 0 veya 1’ e eşit olan  𝑎𝑖  için  

𝑟 = 𝑛 +
𝑎1

2
+

𝑎2

2
+ ⋯ +

𝑎𝑛

2𝑛
 

𝑈(𝑟) = 𝑈(𝑛) + 𝑎1𝑈 (
1

2
) + ⋯ + 𝑎𝑛𝑈 (

1

2𝑛
) 

Gerçekten  𝑈(𝑟)  sıfırın dengeli komşuluğudur. (1)’ den keyfi ikili sayı  𝑟1, 𝑟2  olmak 

üzere,  

𝑈(𝑟1) + 𝑈(𝑟2) ⊂ 𝑈(𝑟1 + 𝑟2)                                                                                     (3) 

𝑑′(𝑥, 𝑦) = 𝑖𝑛𝑓{𝑟: 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑈(𝑟)}   olsun. Şimdi  𝑑′(𝑥, 𝑦)’ nin  𝑑(𝑥, 𝑦)  metriğine 

denk invariant metrik olduğunu gösterelim.  

 𝑑′(𝑥 + 𝑧, 𝑦 + 𝑧) = 𝑖𝑛𝑓{𝑟: (𝑥 + 𝑧) − (𝑦 + 𝑧) ∈ 𝑈(𝑟)} 

       = 𝑖𝑛𝑓{𝑟: 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑈(𝑟)} 

       = 𝑑′(𝑥, 𝑦) 

𝑈(𝑟)  dengeli olduğu için 𝑑′(𝑥, 𝑦) = 𝑑′(𝑦, 𝑥) dir. (3) . sonuç için üçgen eşitsizliği 

sağlanır.                       

 𝑑′(𝑥, 𝑧) + 𝑑′(𝑧, 𝑦) = 𝑖𝑛𝑓{𝑟1: 𝑥 − 𝑧 ∈ 𝑈(𝑟1)} + 𝑖𝑛𝑓{𝑟2: 𝑧 − 𝑦 ∈ 𝑈(𝑟2)} 

           = 𝑖𝑛𝑓{𝑟1 + 𝑟2: 𝑥 − 𝑧 ∈ 𝑈(𝑟1), 𝑧 − 𝑦 ∈ 𝑈(𝑟2)} 

           ≥ 𝑖𝑛𝑓{𝑟1 + 𝑟2: (𝑥 − 𝑧) + (𝑧 − 𝑦) ∈ 𝑈(𝑟1) + 𝑈(𝑟2)} 

          ≥ 𝑖𝑛𝑓{𝑟1 + 𝑟2: 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑈(𝑟1 + 𝑟2)} 

          = 𝑖𝑛𝑓{𝑟 = 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑈(𝑟)} 

          = 𝑑′(𝑥, 𝑦) 
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Şimdi 𝑑′(𝑥, 𝑦)’ nin  invariant olduğunu ispatlayalım. Bunun için   lim
𝑛→∞

𝑑′(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 

⟺  lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 olduğunu gösterelim.  𝑑′(𝑥, 𝑦)  metrik olma koşullarını sağlar. 

Bu nedenle  𝑑′(𝑥, 𝑦)  ,  𝑑(𝑥, 𝑦)  metriğine denktir. 

 𝑑′(𝑥𝑘, 𝑥) → 0  olsun. O halde  (2)’ den  𝑑(𝑥𝑘 − 𝑥, 0)  0’ a yakınsaktır. 

Toplamanın sürekliliğinden   𝑥𝑘 − 𝑥  0’ a yakınsaktır.  𝑈 (
1

2𝑛)  sıfırın komşuluğu 

olduğundan keyfi 𝑛 için  𝑘0  indisi vardır  öyle ki  𝑘 > 𝑘0  için  𝑥𝑘 − 𝑥 ∈ 𝑈 (
1

2𝑛) 

dir.𝑘 > 𝑘0  için  𝑑′(𝑥𝑘, 𝑥) <
1

2𝑛
  . 𝑛’ nin keyfi olmasından dolayı  lim

𝑛→∞
𝑑′(𝑥𝑘, 𝑥) = 0  

.                          
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  BÖLÜM 5 

  5.1: Bulanık Lineer Metrik Uzaylar 

 Bu bölümde bulanık lineer metrik uzaylarla ilgili bazı tanım ve örnekler 

verilmiştir. 

Tanım 5.1:[33] 𝐹 , sıfırdan farklı  𝜇𝐹  üyelik fonksiyonu ile  𝑋  alanında tanımlı 

bulanık küme olsun. Aşağıdaki şartların sağlandığını varsayalım. 

(i) 𝜇𝐹(𝑎 + 𝑏) ≥ 𝜇𝐹(𝑎) ∧ 𝜇𝐹(𝑏)    ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 , 

(ii) 𝜇𝐹(−𝑎) = 𝜇𝐹(𝑎)   ∀ 𝑎 ∈ 𝑋  , 

(iii) 𝜇𝐹(𝑎. 𝑏) ≥ 𝜇𝐹(𝑎) ∧ 𝜇𝐹(𝑏)   ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 

(iv) 𝜇𝐹(𝑎−1) = 𝜇𝐹(𝑎)   ∀ 0 ≠  𝑎 ∈ 𝑋   

O halde  𝐹’ ye  𝑋’ de bulanık alan denir. Ayrıca,  (𝐹, 𝑋)’ e  𝑋’ in bulanık alanı 

denir.                                           

Önerme 5.2:[33]   (𝐹, 𝑋) ,  𝑋’ in bulanık alanı ise   𝜇𝐹(0) ≥ 𝜇𝐹(1) ≥ 𝜇𝐹(𝑎)  

∀  0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑋  dir. 

Önerme 5.3:[33] 𝐾 ⊆ 𝑋  olsun. (𝑥𝐾, 𝑋)  𝑋’ in bulanık alanı ise  𝐾  𝑋’ in bulanık 

alanıdır . [ 𝑥𝐾 ,  𝐾’ nın karakteristik fonksiyonudur.]     

İspat: Varsayalım ki  𝐾,  𝑋’ in alt alanı olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋  alalım. 

(i)  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾  ise   𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐾  ve böylece   

 𝑥𝐾(𝑎 + 𝑏) = 1 = 𝑥𝐾(𝑎) ∧ 𝑥𝐾(𝑏) . 

          𝑎 ∉ 𝐾  veya   b∉ 𝐾   ise   𝑥𝐾(𝑎 + 𝑏) ≥ 0 = 𝑥𝐾(𝑎) ∧ 𝑥𝐾(𝑏) . Böylece  

∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 için 𝑥𝐾(𝑎 + 𝑏) ≥ 𝑥𝐾(𝑎) ∧ 𝑥𝐾(𝑏)  dir. 

(ii) 𝑎 ∈ 𝐾  ise −𝑎 ∈ 𝐾  dır. Böylece  𝑥𝐾(−𝑎) = 1 = 𝑥𝐾(𝑎).   

𝑎 ∉ 𝐾  ise  −𝑎 ∉ 𝐾  dır. Böylece    𝑥𝐾(−𝑎) = 0 = 𝑥𝐾(𝑎) . 

(iii) Eğer  𝑎 = 0  veya  𝑏 = 0  ise  𝑎. 𝑏 = 0  dır. Böylece  
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 𝑥𝐾(𝑎. 𝑏) = 1 ≥ 𝑥𝐾(𝑎) ∧ 𝑥𝐾(𝑏) .           

 𝑎, 𝑏 ≠ 0  olduğunu varsayalım. Eğer 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 ise  𝑎𝑏 ∈ 𝐾 , böylece 

  𝑥𝐾(𝑎𝑏) = 1 = 𝑥𝐾(𝑎) ∧ 𝑥𝐾(𝑏) . Eğer  𝑎 ∉ 𝐾  veya  𝑏 ∉ 𝐾  ise  

    𝑥𝐾(𝑎𝑏) ≥ 0 = 𝑥𝐾(𝑎) ∧ 𝑥𝐾(𝑏).  Böylece    𝑥𝐾(𝑎𝑏) ≥ 𝑥𝐾(𝑎) ∧ 𝑥𝐾(𝑏)   ∀  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋. 

(iv) Varsayalım ki  𝑎 ≠ 0  olsun.  𝑎 ∈ 𝐾  ise  𝑎−1 ∈ 𝐾  dır. Böylece   

𝑥𝐾(𝑎−1) = 1 = 𝑥𝐾(𝑎) .  𝑎 ∉ 𝐾  ise   𝑎−1 ∉ 𝐾  

 dır. Böylece 

  𝑥𝐾(𝑎−1) = 0 = 𝑥𝐾(𝑎) . 

 Böylece  (𝑥𝐾, 𝑋)  𝑋’ in bulanık alanıdır. 

 Tersine;  (𝑥𝐾, 𝑋)’ in  𝑋’ de bulanık alan olduğunu varsayalım.  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾  

olsun. O halde;  

𝑥𝐾(𝑎 − 𝑏) ≥ 𝑥𝐾(𝑎) ∧ 𝑥𝐾(−𝑏) = 𝑥𝐾(𝑎) ∧ 𝑥𝐾(𝑏) = 1 ∧ 1 = 1  .  

Böylece  𝑥𝐾(𝑎 − 𝑏) = 1 ve bu nedenle  𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐾  dır. 

 Ayrıca, 𝑏 ≠ 0  ise;  

  𝑥𝐾(𝑎𝑏−1) ≥ 𝑥𝐾(𝑎) ∧ 𝑥𝐾(𝑏−1) = 𝑥𝐾(𝑎) ∧ 𝑥𝐾(𝑏) = 1 ∧ 1 = 1 ve bu nedenle 

 𝑎𝑏−1 ∈ 𝐾 dır. 

 Böylece  𝐾,  𝑋’ in alt alanıdır. 

Tanım 5.4:[33]  (𝐹, 𝑋) , 𝑋’ in bulanık alt alanı olsun. 𝑌,    𝑋’ de lineer uzay,  𝑉’ de 

sıfırdan farklı  𝜇𝑉  üyelik fonksiyonu ile  𝑌’ nin bulanık kümesi olsun. Aşağıdaki 

şartların sağlandığını varsayalım: 

(i) 𝜇𝑉(𝑢 + 𝑣) ≥ 𝜇𝑉(𝑢) ∧ 𝜇𝑉(𝑣)    ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑌 

(ii) 𝜇𝑉(−𝑢) = 𝜇𝑉(𝑢)     ∀ 𝑢 ∈ 𝑌 

(iii) 𝜇𝑉(𝑎𝑢) ≥ 𝜇𝐹(𝑎) ∧ 𝜇𝐹(𝑢)   ∀ 𝑎 ∈ 𝑋  ve   ∀ 𝑢 ∈ 𝑌 

(iv) 𝜇𝐹(1) ≥ 𝜇𝑉(0) 

O halde  (𝑉, 𝑌)’ ye  (𝐹, 𝑋)’ de  bulanık lineer uzay denir. 
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Önerme 5.5:[33] (𝑉, 𝑌),  (𝐹, 𝑋)’ de  bulanık lineer uzay ise  𝜇𝐹(0) ≥ 𝜇𝐹(1) ≥

𝜇𝑉(0) ≥ 𝜇𝑉(𝑢)    ∀ 𝑢 ∈ 𝑌  dir.                       

Önerme 5.6:[33] (𝐹, 𝑋)  kendi bulanık lineer uzayında bulanık alandır ancak ve 

ancak   𝜇𝐹(0) = 𝜇𝐹(1)   dir. 

İspat: Eğer   (𝐹, 𝑋)  kendi kendisinin bulanık lineer uzayı ise tanım 5.4’ deki (iv)  

kuralından   𝜇𝐹(1) ≥ 𝜇𝐹(0)  dır. Fakat; önerme 5.5’ den 𝜇𝐹(0) ≥ 𝜇𝐹(1) olduğundan     

𝜇𝐹(0) = 𝜇𝐹(1)’ dir.  

 Tersine,  𝜇𝐹(0) = 𝜇𝐹(1)   ise tanım 5.4’ deki (iv) kuralı sağlar. Böylece 

tanım 5.4’ deki diğer kuralları da otomatik olarak sağlar. Bu nedenle  (𝐹, 𝑋) kendi 

kendisinin bulanık lineer uzayıdır.      

Tanım 5.7:[34] 𝑋 ≠ ∅  bir küme, 𝐹(𝑋)  𝑋’ in bütün bulanık kümelerinin kümesi 

olsun. Eğer  𝑓 ∈ 𝐹(𝑋)  ise   𝑓 = {(𝑥, 𝑎)|𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑎 ∈ (0,1]} dir. Açıkçası 

  𝑓, |𝑓(𝑥)| ≤ 1  olduğundan sınırlı fonksiyondur. 𝐾  reel sayıların uzayı olsun. O 

halde  𝐹(𝑋)  aşağıda tanımlanan toplama ve skaler çarpma işlemleri ile  𝐾 alanında 

vektör uzaydır. 

𝑓 + 𝑔 = {(𝑥, 𝛼) + (𝑦, 𝛽)} = {(𝑥 + 𝑦, 𝛼 + 𝛽)|(𝑥, 𝑎) ∈ 𝑓, (𝑦, 𝛽) ∈ 𝑔}    ve 

𝑘. 𝑓 = {𝑘. (𝑥, 𝑎)|(𝑥, 𝑎) ∈ 𝑓, 𝑘 ∈ 𝐾}   

 𝐹(𝑋)  vektör  uzayına her  𝑓 ∈ 𝐹(𝑋) için  𝑑: 𝐹(𝑋) × 𝐹(𝑋) → ℝ fonksiyonu 

aşağıdaki özellikleri sağlarsa  metrik fonksiyon denir. 

(1) 𝑑(𝑓, 𝑔) ≥ 0  ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹(𝑋) 

(2) 𝑑(𝑓, 𝑔) = 0  ⇔   𝑓 = 𝑔  veya  𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹(𝑋) 

(3) 𝑑(𝑓, 𝑔) = 𝑑(𝑔, 𝑓)   ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹(𝑋) 

(4) 𝑑(𝑓, 𝑔) ≤ 𝑑(𝑓, ℎ) + 𝑑(ℎ, 𝑔)   ∀𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝐹(𝑋) 

O halde  (𝐹(𝑋), 𝑑)  metrik uzaydır.                    

Tanım 5.8:[35] Varsayalım ki  (𝑥, 𝜆)  ve  (𝑦, 𝛾) iki bulanık skaler olsun.  

(1) Eğer  𝑎 > 𝑏  veya  (𝑎, 𝜆) =  (𝑏, 𝛾)  ise diyeceğiz ki (𝑎, 𝜆) ≽ (𝑏, 𝛾) 
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(2) Eğer 𝑎 ≥ 𝑏    ( (𝑎, 𝜆) ≻ (𝑏, 𝛾) veya  (𝑏, 𝛾) ≺ (𝑎, 𝜆))  ise  (𝑎, 𝜆) , (𝑏, 𝛾)’ dan 

daha az değildir. 

(3) 𝑎 ≥ 0  ise  (𝑎, 𝜆)  negatif değildir. Bütün negatif olmayan bulanık sayıların 

kümesini  𝑆𝐹
+(𝑅)  ile göstereceğiz.      

Tanım 5.9:[35] 𝑋 ≠ ∅  bir küme ve  𝑑𝐹: 𝑃𝐹(𝑋) × 𝑃𝐹(𝑋) →  𝑆𝐹
+(𝑅)  dönüşümü 

tanımlansın. Herhangi bir  {(𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾), (𝑧, 𝑝)} ⊂ 𝑃𝐹(𝑋)  için aşağıdaki şartlar 

sağlanırsa  (𝑃𝐹(𝑋), 𝑑𝐹)’ ye bulanık metrik uzay denir. 

(1)  𝑑𝐹((𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾)) = 0  ⟺   𝑥 = 𝑦  , 𝜆 = 𝛾 = 1 

(2)  𝑑𝐹((𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾)) = 𝑑𝐹((𝑦, 𝛾), (𝑥, 𝜆)) 

(3)  𝑑𝐹((𝑥, 𝜆), (𝑧, 𝑝)) ≺ 𝑑𝐹((𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾) + 𝑑𝐹((𝑦, 𝛾), (𝑧, 𝑝)) 

𝑑𝐹  fonksiyonuna  𝑃𝐹(𝑋)’ de tanımlanan bulanık metrik denir ve  

𝑑𝐹((𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾))’ ya iki bulanık nokta arasındaki bulanık uzaklık denir. 

 Aşağıdaki iki örnek bu tanıma uyan bazı örneklerdir.    

Örnek 5.10:[35] Varsayalım ki  (𝑋, 𝑑)  sıradan metrik uzay olsun.  𝑃𝐹(𝑋)’ de 

herhangi  (𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾) iki bulanık nokta arasındaki uzaklık,  (𝑋, 𝑑)’ de  𝑥 ve 𝑦 

arasındaki uzaklık  𝑑(𝑥, 𝑦)  olduğunda;  𝑑𝐹((𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾)) = (𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑚𝑖𝑛{𝜆, 𝑦})  

biçiminde tanımlansın. O halde  (𝑃𝐹(𝑋), 𝑑𝐹) bulanık metrik uzaydır. 

İspat: 𝑑𝐹’ nin tanım 9’ daki üç şartı sağladığını ispatlayalım. 

(1) (𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾)  𝑃𝐹(𝑋)’ de iki bulanık nokta olsun. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0’ dır. Tanım 8’ 

den  𝑑𝐹((𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾)) = (𝑑(𝑥, 𝑦), min {𝜆, 𝛾})  negatif olmayan bulanık 

skalerdir. Açıktır ki  𝑑𝐹((𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾)) = 0 ⟺  𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ve 

 min{𝜆, 𝛾} = 1,  𝑥 = 𝑦  ve  𝜆 = 𝛾 = 1  olduğunda. 

(2) Herhangi {(𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾)} ⊂  𝑃𝐹(𝑋)  için; 

𝑑𝐹((𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾)) = (𝑑(𝑥, 𝑦), min {𝜆, 𝛾}) 

                            = (𝑑(𝑦, 𝑥), min {𝛾, 𝜆}) 

                                   = 𝑑𝐹((𝑦, 𝛾), (𝑥, 𝜆)) 
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(3) Herhangi  {(𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾), (𝑧, 𝑝)} ⊂ 𝑃𝐹(𝑋) ,   

      𝑑((𝑥, 𝜆), (𝑧, 𝑝)) = (𝑑(𝑥, 𝑧), min {𝜆, 𝑝}) 

           < (𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧), min{𝜆, 𝑝, 𝛾}) 

  = (𝑑(𝑥, 𝑦), min{𝜆, 𝛾}) + (𝑑(𝑦, 𝑧), min{𝛾, 𝑝}) 

  = 𝑑((𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾)) + 𝑑((𝑦, 𝛾), (𝑧, 𝑝))                                           

Örnek 5.11:[35] ℝ𝑛  n-boyutlu Öklit uzayını göstersin. 𝐿’ yi ℝ𝑛’ de tanımlanan 

bulanık lineer uzay olduğunu varsayalım.  𝑑𝐹𝐸((𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾))  şeklinde tanımlanan  

𝐿’ ye ait  (𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾)  keyfi iki bulanık nokta arasındaki uzaklık,  𝑑𝐸  genel Öklit 

uzaklık olduğunda; 

 𝑑𝐹𝐸((𝑥, 𝜆), (𝑦, 𝛾)) = (𝑑𝐸(𝑥, 𝑦), min{𝜆, 𝛾}) 

tanımlansın. O halde  (𝐿, 𝑑𝐸𝐹)  bulanık metrik uzaydır. 

İspat: 𝑑𝐹𝐸  örnek 5.10’ dan bulanık metriktir. Bu nedenle  (𝐿, 𝑑𝐸𝐹)  bulanık metrik 

uzaydır. 

 Verilen iki örnek gösteriyor ki bulanık lineer metrik uzaylar lineer metrik 

uzaylarla oluşturulur  ve bulanık lineer metrik uzaylar lineer metrik uzaylar 

tarafından içerilir.             
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   6. BÖLÜM 

SONUÇ 

 Bu çalışmada bulanık lineer metrik uzay kavramı incelenmiştir. Öncelikle 

klasik anlamda metrik uzaylara yer verilmiş, sonrasında bulanık metrik uzaylar 

üzerinde durulmuştur. Klasik anlamda lineer metrik uzaylar incelenmiş, bunlarla 

ilgili tanım, teorem, önerme ve örneklere yer verilmiştir. Son olarak bulanık lineer 

metrik uzay ile ilgili bazı tanım, teorem ve örneklere yer verilmiştir. Bulanık mantık 

kavramı günümüzde çok popüler bir alan olup, matematikçiler tarafından birçok 

alana uyarlanmaktadır. 
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