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In this thesis, we have made an attempt to fuzzy linear metric spaces. Firstly
we have formulated the concepts; fuzzy sets, metric spaces, linear metric spaces and
related to these examined introductions and theorems.

After that the examined about the fuzzy linear metric spaces and introduction,
theorem and example in fuzzy linear metric spaces.
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OZET
BULANIK LINEER METRIiK UZAYLAR
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Tez Yéneticisi: Dog. Dr. Mehmet SAHIN
Haziran 2015

45 sayfa

Bu tezde, bulanik lineer metrik uzaylar incelenmistir. Oncelikle bulanik
kiimeler, metrik uzaylar, lineer metrik uzaylar iizerinde durulmustur. Bunlarla ilgili
tanim ve teoremler incelenmistir.

Daha sonra da bulanik lineer metrik uzaylarla ilgili tanim, teorem ve
orneklere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik Kiime, Bulanik Kiime Islemleri, Klasik Metrik Uzay,
Bulanik Metrik Uzaylar, Lineer Metrik Uzaylar, Bulanik Lineer Metrik Uzaylar
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BOLUM 1
GIRIS
Bulanik kiime kavrami ilk olarak 1965’ de Zadeh tarafindan [1]
makalesinde tanimlandi. Daha sonra Zadeh [2,3] makalelerinde bulanik kiime
kavramini genellestirdi. Bunun iizerine bir¢ok yazar bulanik kiime kavramini farkli
alanlarda tartismaya basladi. Bulanik topolojik uzaylar, bulanik metrik uzaylar gibi
bulanik kiime uygulamalar1 ve teorisi farkli yaklagimlarla tartisilmaya baslandi.

Ozellikle Deng [4], Erceg [5], Kaleva and Seikkala [6], Kramosil and Michalek [7]

farkli yollarla bulanik metrik uzayin kavramlarini tanimladi.

Metrik lineer uzay kavrami ilk kez 1969 da Kéthe [8] makalesinde tanimladi.
Ondan sonra 1973’ de A. P. Robertson and W. J. Robertson [9] ve 1984’ de Stefan

Rolewicz [10] farkli yollarla metrik lineer uzay1 tanimladi.

Giinliik hayatta rastgele kullandigimiz bir¢ok terim genellikle bulanik bir
yaptya sahiptir. Bir seyi tanimlarken, bir olay1 aciklarken, komut verirken ve daha
bircok durumda kullandigimiz sézel veya sayisal ifadeler bulaniklik icerir. Bu
terimlere ornek olarak , yasli, geng, uzun, kisa, sicak, soguk, 1lik gibi daha pek ¢ok
sOzel terim gosterilebilir. Bizler bir olay: anlatip, bir durum karsisinda karar verirken
bu tiir kesinlik ifade etmeyen terimler kullaniriz. Kisinin yas durumuna goére ona
yasl, orta yash, geng, ¢ok yaslt veya ¢ok geng deriz. Biitiin bunlar insan beyninin
belirsiz ve kesinlik i¢ermeyen durumlarda nasil davrandigina ve olaylar1 nasil
degerlendirip, tanimlanip, komut verdigine dair birer drnektir. Bulanik mantigin ve
bu mantik kurallarin1 kullanan bulanik kiime teorisinin Lotfi A. Zadeh tarafindan
gelistirilip 1965 tarihli orijinal makalesinde [ 1] yaymlanmasindan sonra belirsizlik
igeren sistemlerin incelenmesi yeni bir boyut kazanmistir. 1965’ de ortaya atilmasina
ragmen, bulamik kiime kavrami ancak 1970’ li yillarin ikinci yarisindan sonra
kullanilmaya baslanmistir. Bunda 6zellikle Zadeh’ in 1965° deki ilk makalesinden
sonra bulanik mantigin belirsizlik iceren sistemlere uygulanabilirligini agiklayan

makaleleri [2,3] etkili olmustur.



Zadeh bu teoriyi ilk ortaya attifi zaman olumsuz bir yigin tepki ile
kargilasmistir. Fakat bu alanin ¢ok kullanislt oldugunu goren bilim adamlar1 bu alana
yonelmeye baglamiglardir. Bulanik mantigin Amerikali sadik savunucularindan Bart
Kosko [11] bulanik kiimelere 6rnek vermek i¢in konferanslarda dinleyicilerden
‘erkek’ olanlarin ellerini kaldirmasini ister. Erkekler ellerini kaldirir, bayanlar
kaldirmaz. Bu bayan olmayan bir dizidir. Bu kez de bayanlarin ellerini kaldirmasini
ister; bagka bir dizi olusur. Bu ise erkek olmayan bir dizidir. Bu belirlemede
katilimcilar, siyah ya da beyaz gibi iki diziye boliiniirler. Burada yapilan mantiksal
islem klasik usavurmadir. ¢ Erkekler ve erkek olmayanlar * veya ‘ bayanlar ve bayan
olmayanlar * kiimesi iki degerli bir sinirlandirmadir, kiimelendirmedir. Kosko daha

Zor bir soru sorar:
- Kag kisi isinden memnun?

Eller kalkar, iner, cogu dirsekler kirilmis halde siikuna ererler. Ancak ¢ok az1
ellerini iyice kaldirir veya hi¢ kaldirmaz. Cogu insan ise bu iki u¢ arasinda yer alir.
Tam da bu durum bulanik bir kiimeyi, yani ° isinden memnun olanlar1’
tanimlamaktadir. Sonra eller indirilir ve bu kez isinden memnun olmayanlarin
ellerini kaldirmasi istenir. Ayni ellerden bir¢ogu kalkar, iner, ortalarda bir yerlerde
asili kalir. Bu da ‘isinden memnun olmayanlarin’ 1n bulanik kiimesini, yani
birincinin tersini tamimlamaktadir. Meslek  dizileri, erkek bayan dizilerinden
farklidir. Erkek dizisi bayan dizisiyle kesismez. Bir insan ya erkektir ya da bayan,
ikisi birden olamaz. * A veya A degil’ . Ancak ¢ogu insan isinden biraz memnun
biraz memnun degildir; yani hem memnun hem de memnun degildir. Isinden
memnun olmay1 ‘1’ ile memnun olmamay1 ‘0’ ile gosterirsek; isinden tam memnun
olmaya daha yakin ama az da olsa sikayeti olan biri uzmanlar tarafindan iyi
tanimlanmis bulanik kiime icinde 0.85 veya 1’ e yakin baska bir oranda temsil

edilebilir. Bulanik mantik bu tiir kiimeleri ve tanimlar1 kullanarak islem yapar.[12]

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, konuya giris yapilarak
konu hakkinda bilgi verilmistir. ikinci béliimde, bulanik kiime kavramu ile ilgili
tamimlar ve teoremler verilmistir. Uciincii boliimde, metrik uzay kavrami ve metrik
uzaylar ile ilgili tamimlar ve teoremler verilmistir.Dordiincii boliimde, lineer uzaylar
ile ilgili tanim ve teoremler ve lineer metrik uzay ile ilgili tanim ve teoremler

verilmistir.Besinci bolimde, bulanik lineer metrik uzay kavrami ve bununla ilgili



tanim ve teoremler verilmistir.Altinct boélimde ise tezin sonug¢ kismina yer

verilmistir.



BOLUM 2
BULANIK KUMELER
2.1 Bulanik Kiime Kavrami

Bugiine kadar bir kiimenin belirtilmesi i¢in iyi tanimli olmasi lazimdi. Yani
bir eleman ya kiimeye dahildi ya da degildi. Bunu X # @ bir kiime olmak iizere;

A kiimesinin V x € X i¢in ;

1, xeEA
MA(X)={OX$A

ile tanimli py: X — {0,1} tyelik fonksiyonu ile ifade ediliyordu[6]. Zadeh [1] de
ortaya koydugu asagidaki tanima gore 0 <r < 1olmak {izere x € X elemani,

A kiimesinin liyelik derecesi r olan bir elemani olmaktadir.

Tammm 2.1.1: X = {x|x € X} kiimesi verilmis olsun. V x € X i¢in u,(x) € [0,1]
olmak tizere py:X — [0,1] kiimesine Xin A bulamk kiimesi denir. g,
fonksiyonuna A bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu, p4(x) degerine x’ in iyelik

derecesi denir.[1]. Eger;
SUupxexta(x) = 1ise
bulanik kiimeye normal denir.

Ornegin; bir A bulanik kiimesi genel anlamda asagidaki gibi gosterilebilir.

A= {(x, ma(x))|x € X}

A=Y, ex “A(Z‘” ( ayrik bigim )

X
A= [, 9 (sirekli bigim )
Bu denklemlerde;

X: Uzay Kiimesi ( Kesin Kiime)



x:Uzay kiimesinin kesin kiime elemanlar1
A = Bulanik kiime
ta(x): x kesin sayilarinin A bulanik kiimesindeki iiyelik dereceleridir. [11]

Tamm 2.1.2:[1] X # @ bir kiime , A € X bulanik kiime olsun. Eger V x € X i¢in

Us(x) = 0ise A bulanik kiimesine bostur denir.
Tamim 2.1.3:[1] X # @ bir kiime olmak {izere A, B € X bulanik kiimeler olsun.

Vx €X igin uy(x) = ug(x) ise Ave B bulanik kiimelerine esittir denir ve A = B

ile gosterilir.

Tamm 2.1.4:[1] X # @ bir kiime olmak {izere A € X bulanik kiimesinin tiimleyeni

A ile gosterilir ve
Ha(x) =1 = pa(x)
dir.

Tamm 2.1.5:[1] X # @ bir kiime olmak iizere A, B € X iki bulanik kiime olsun.
Vx€X igin py(x) < ug(x) ise Abulanik kiimesine B bulanik kiimesinin alt

kiimesidir denir. Sembolik olarak;
AcB & py(x) <up(x)
dir.

Tamim 2.1.6:[1] X = @ bir kiime, A, B c X iki bulanik kiime olsun. A ve B bulanik
kiimelerinin tyelik fonksiyonlart u,(x) ve ug(x) ve C bulanik kiimesi C = AU B
olsun. O halde

pe(x) = paup(x) = max[us(x), up(x)] ,x €X
veya

Hc = HaV Up

ile gosterilir.



Tamm 2.1.7:[1] X # @ bir kiime, A, B c X iki bulanik kiime olsun. A ve B bulanik
kiimelerinin kesisimi C = A N B bulanik kiimesi ve A ve B bulanik kiimelerinin
tiyelik fonksiyonlart u,(x) ve pg(x) olmak fizere; C bulanik kiimesinin iyelik

fonksiyonu
pe(x) = minfpa(x), pp(x)]
veya
e = Ua N Up
ile temsil edilir.

Agiklama 2.1.8:[1] Ave B’ nin birlesimi Ave B’ yi igeren en kiigiik bulanik
kiimedir. Eger D kiimesi A ve B’ yi igeren keyfi bir bulanik kiime ise D kiimesi A ve

B’ yiigerir. O halde;
max[uas, pgl = s Ve max[ug, gl = up
dir.Ayrica, eger C C D olmak iizere A ve B’ yi iceren keyfi bir bulanik kiime ise;
Hp =4 o Up = g Ve pp = max|uy, ppl = k¢
dir.

Aciklama 2.1.9:[1] A ve B bulanik kiimelerinin kesisimi A ve B ’ yi igeren en biiyiik
bulanik kiimedir. O halde;

pa = minfug,ug]l  ve  up =minfu,, pgl
dir.

Tamim 2.1.10:[1] A ve B bulanik kiimeler olsun. ANB =@ ise Ave B bulanik

kiimelerine ayriktir denir.

Teorem 2.1.11:[13] Bulanik kiimelerde kesisim, birlesim ve tiimleyen islemleri

asagidaki ozellikleri saglar.
Tek Kuvvet Ozelligi: AUA=A , ANA=A

Degisme Ozelligi: AUB=BUA , ANB=BNA



Birlesme Ozelligi: AU(BUC)=(AUB)UC , An(BNnC)=(ANB)NnC
Dagilma Ozelligi: AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

ANn(BUC)=ANB)UANC)
Tiimleyenin Tiimleyeni: (Z) =A
E ve @ ile Yutma Ozelligi: AUE =E , AnNQ=0

Etkisiz Eleman Ozelligi: AUG=A , ANE =A

De Morgan Kurali: (AN B) = AUB , (A U B) =ANB
Denklik Formiilii: (AUB)n (AUB)=(AnB)U(ANB)
Simetrik Fark Formiilii: (Z N B) U (A N E) = (Z V] E) N(AUB)

Tammm 2.1.12:[14] A bulanik kiimesinin yiiksekligi, elemanlarinin {yelik

degerlerinin supremumudur.
Yikseklik(A) = supyexpa(x)

Tamim 2.1.13:[14] X uzayinda taniml1 A bulanik kiimesinin dayanagi, tiyelik derecesi

sifirdan farkli olan tiim elemanlarin olusturdugu kesin alt kiimedir.
Dayanak(A) = {x|u,(x) > 0}

Tamim 2.1.14:[14] X uzayinda tanimli A bulanik kiimesinin 6z, tiyelik derecesi 1’ e

esit olan tiim elemanlarin olusturdugu kesin alt kiimedir.

0z(4) = {x|ua(x) = 1}

Tammm 2.1.15:[14] En kiiciik derecesi a olan A bulanik kiimesine mensup olan

elemanlarin kiimesine a — kesim kiimesi denilir.
A, ={x € X|uy(x) = a} ile gosterilir.
Az = {x € X|pus(x) > a}

kiimesine gliclii @ — kesim kiimesi denilir.



Tanmm 2.1.16:[14] A bulanik kiimesi p,(Ax; + (1 — D)xy) = min{u,(x1), ua(x2)}

X1,%X; €X , A€[0,1] kosulunu saglarsa A bulanik kiimesi konvekstir denir.

Bagka bir deyisle, eger biitiin @ — kesim kiimeleri konveks ise bulanik kiime

konvekstir.

Tanim 2.1.17:[14] Sonlu bulanik A kiimesi i¢in kardinalite |A| ile tanimlanir ve

|A| = Xxex ta(x)
dir.
2.2 Bulanik Kiime Islemleri

Bu kisimda bulanik kiime islemcileri hakkinda bilgi verilecektir. Bulanik
kiimelerde iki tip islemci vardir. Bunlar t —norm ve t —conorm’ dur. t —norm
klasik mantiktaki ‘ ve’ igleminin, ¢ —conorm da klasik mantiktaki ‘ veya’ igleminin
karsiligidir. t —norm ve t —conorm iglemleri bulanik kiimelerde modelleme amaci

ile kullanilir. t —norm i¢in T , t —conorm i¢in L sembolleri kullanilir.

Tanmmm 2.2.1:[13] T:[0,1] x [0,1] = [0,1] ve Vx,y,z X,y € [0,1] olmak iizere

asagidaki dort sart1 saglayan T islemine t — norm denir.

1) T(x,0) =0, T(x,1) =x ( Sinir Kosulu)

2) T(x,y) =T(y,x) (Degisme 6zelligi)

3) (x<x,y<y) »T(xy) <T(%¥) (Monotonisite Ozelligi)
4) T(T(x,v),2z) =T(x,T(y,z)) (Birlesme Ozelligi)

Ik kosul klasik kiimelere genellestirmeyi saglar. Ikinci kosul t— norm
islemi sonucunun birlestirilerek kiimelerin siralanmasiyla degismedigini, {i¢linci
kosul Aveya B’ nin iiyelik fonksiyonu degerindeki azalmanin, islem sonucu
olusturulacak kiimede {iiyelik fonksiyonu degerinde artisa neden olamayacagini,
dordiincti kosul kiimelerle degisik grup ve siralamalarla t —norm  islemi

yapilabilecegini anlatir.

Tanmm 2.2.2.:[13] L: [0,1] X [0,1] - [0,1] ve V x,y,z, X,y € [0,1] olmak lizere

asagidaki dort sart1 saglayan L islemine t — conorm ya da s —norm denir.
1) L (x,0) =0, L (x,1) =x (SinrKosulu)
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2) L (x,y) =L (y,x) (Degisme Ozelligi)
3) (x<x, y<y)-L(x,y) <L (%,y) (Monotosinite Ozelligi)

4) L (L (xy),2z) =L (x,L(y,2)) (Birlesme Ozelligi)

2.2.4t—norm ve t— conorm Iliskisi

t—norm ile t—conorm arasinda bir iliski oldugunu gorebiliriz.

T fonksiyonu t — norm islemcisini, L fonksiyonu da t — conorm islemcisini temsil
etsin. Eger T’ yi; T(x,y) =1—T(1 —x,1—y) olarak tanimlarsak, bu
t — conorm olur. Yani L (x,y) =1—T(x,y) dir.
Yine x,y € [0,1] i¢in x Ve y’ nin tiimleyenleri olarak x =1—x ve y =

1 — vy olsun. Islemciden tiimleyen sonucu;

xTy=1-T(xy)

Buradan De Morgan kurali kullanilarak asagidaki ¢ikarimlar elde edilir. [13]




3. BOLUM

Bu boliimde klasik anlamdaki metrik uzay kavrami ve bulanik metrik uzay ile

ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir.
3.1 Klasik Metrik Uzaylar

Tamim 3.1.1:[15] X bos olmayan herhangi bir kiime olmak tizere d: X X X - R

fonksiyonu V x,y,z € X igin;
i) dlx,y) =0
i)dx,y) =0 © x=y
iii) d(x,y) = d(y,x)
iv) d(x,y) <d(x,z) + d(z,y) (Uggen Esitsizligi)

kosullarmi sagliyor ise d fonksiyonuna X kiimesi iizerinde metriktir denir. Uzerinde
bir d metrigi ile tanimh olan uzaya da metrik uzay denir ve genellikle (X,d) veya
Xy simgeleri ile gosterilir. X kiimesinin elemanlarina da (X,d) metrik uzayinin

noktalar1 denir.

Metrik tanimindaki (ii) kosulunun saglanmamasi durumunda (ii) kosulu

yerine;
(ii) Vx € X i¢in d(x,x) =0

kosulu almirsa (i), (ii)’, (iii) ve (iv) kosullarim saglayan d fonksiyonuna yari-

metrik, uzaya da yari-metrik uzay denir.

Uyan 3.1.2:[15] Bostan farkli herhangi bir X kiimesi {izerinde farkli metrikler

tanimlanabilir. Boylece farkli metrik uzaylar elde edilir.

Uyan 3.1.3:[15] d metrik fonksiyonuna genellikle uzaklik fonksiyonu da denilir.

d(x,y) degeri d fonksiyonuna gore x ve y noktalari arasindaki uzaklig: belirtir.

10



Uyan 3.1.4:[15] Dogal olarak x,y € X olmak iizere bu noktalar arasindaki uzaklik

negatif olmayan bir sayidir. (ii) kosulundanV x € X i¢ind(x,x) = 0 ve

x # yoldugunda da d(x,y) > 0 oldugu goriilmektedir.Diger yandan (iii) kosulu
geregi x noktasmnin y noktasina olan uzakligi ile y noktasinin x noktasina olan
uzakligr aynidir. Yani x ve y noktalar1 arasindaki uzaklik bunlarin sirasindan

bagimsizdir.

Uyan 3.1.5:[15] Ayrica x noktasimin y noktasina olan uzakligi, x noktasinin ti¢iincii
bir znoktasina olan uzakligi ile y noktasinin z noktasina olan uzakliginin
toplamindan daha biiyiik olamaz. (iv) kosuluna liggen esitsizligi denmesinin sebebi,
Euclid diizleminde bir tiggenin herhangi bir kenarmin uzunlugunun diger iki

kenarinin uzunluklari toplamindan daha biiyiik olamayacagidir.

d(x,z) d(z,y)

X alx,y) y

Tlimevarim ile ticgen esitsizliginden X1,X3, ., Xn, € X olmak {izere
d(xq,xy) < d(xq,x3) +d(xy,x3) + -+ d(x_1,x) genellestirilmis  tiggen

esitsizligi elde edilir.

Uyan 3.1.6:[15] Aslinda (i) kosuluna gerek yoktur. Diger ti¢ kosul yardimi ile bu
kosul elde edilebilir. Gergekten de;

d(x,y) <d(x,z) +d(zy)
esitliginde y yerine x alinirsa ve tigiincti kosul dikkate alinirsa,
0=d(x,x) <d(x,z) +d(z,x) =d(x,z) + d(x,z) = 2d(x, z)
= 0<2d(x,z) = d(x,z) =0 elde edilir.
Ornek 3.1.7:[15] X bos olmayan herhangi bir kiime olmak iizere; V x,y € X igin;

0, x=y

dga:XxX->R dA(x,y)={1 x*y
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olarak tanimlanan d, fonksiyonu X {izerinde bir metriktir ve dolayisiyla (X,d,) bir
metrik uzaydir. Bu sekilde tanimlanan d, metrigine ayrik metrik, (X,d,) ikilisine

de ayrik metrik uzay denilir.
Simdi d4 fonksiyonunun metrik kosullarini ger¢ekledigini gorelim:
(D x=y = ds(x,y) = ds(x,x) =0
x#y = dylx,y)=1
Buradan V x,y € X i¢in d(x,y) = 0 kosulunun saglandig goriiliir.
(ii) d(x,y) =0 = x=y
(iii) x=y = d(x,y)=d(,x)=0 ve d(y,x) =d(x,x) =0
= dxy) =d(y,x)
x#y = dx,y)=1=d(y,x)
((v) x=y = ds(x,y) =0
olur ve dolayisiyla;
da(x,z) +da(z,y) = da(x,y)
esitsizligi bu durumda saglanir.

xX+y = x#z veya vy =+ z hallerinden en az biri saglanacagindan
ds(x,z) +dy(z,y) ifadesinin degeri 1 ya da 2 olur. Halbuki d4(x,y) = 1dir.

Dolayisiyla bu durumda da tiggen esitsizligi saglanir.

Bu o6rnek bos olmayan her bir kiimenin bir metrik uzay olarak

diistiniilebilecegini gdstermektedir.
Teorem 3.1.8[16] ( Cauchy Esitsizligi )

X =R veya X = C olmak iizere xq, x5, ..., Xp, Y1, V2, -, Y¥n € X o0lsun. Bu

durumda; X7 lxyvil < VX% 2, lyl?  dir.

Ispat:
(@) = T (xlt + |yi)?
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seklinde tanimli f: R - R ikinci derece polinomu tanimlayalim. V¢t € R igin

f(t) = 0 oldugundan,

F@©) =X Uxlt + 1y D* = 2 Xl ® + 26 X xyil + Xisqlyil* = 0

dir. ¥ ;]x;]* = 0 oldugundan f polinomunun iki farkl reel kokii yoktur. Boylece

f' nin diskriminanti pozitif olamaz. Bu durumda;

CYhilxyiD? = 4QE I D Calyil®) = 4, xy:iD? —
4 D yil®) <0

olur. Buradan;

QalayiD? < EglalH Gk alyil®)

Yani; Y lxyil < VX lxl? 2R lyil?
elde edilir.

Tanmm 3.1.10: [17](X, d) bir metrik uzay ve N, X’ in bostan farkli bir alt kiimesi
olsun. dy:N X N > R, dy(x,y) =d(x,y) Vx,y € N bi¢iminde tanimlanan dy
metrigine d * nin N alt kiimesine kisitlanigi denir. dy , N de bir metriktir. Ayrica

(X,dy) metrik uzayma da (X, d) metrik uzayinin alt metrik uzay1 denir.

Tamm 3.1.11:[18] (X,d) metrik uzay, x, € X , r € R* verilsin. d(xy,x) <r
kosulunu saglayan x € X noktalarinin kiimesine x, noktasinin r komsulugu denir

ve B;(x,,7) ile gosterilir.
B;(xo,7) = {x € X|d(xo,x) <71}
dir.
Tanim 3.1.12: [18] (X, d) metrik uzay, x, € X ve r > 0 verilsin.

S(xg; 1) = {x € X|d(xy,x) =r} kimesine x, merkezli r yarigapli kiire

(yuvar) denir.

B(xo, 1) = {x € X|d(xg,x) <r} kiimesine x, merkezli r yarigapl agik

top (yuvar) denir.
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Blx,, 7] = {x € X|d(xy,x) <1} kimesine x, merkezli r yarigaph kapali

top (yuvar) denir.

Ornek 3.1.13:[18] (X, d) ayrik metrik uzay, x, € X olsun.
S(xp; 1) ={x € X|d(xg,x) =1} =X — {x,} dir.Fakatr >0 ver # 1 igin
Sxg;r) ={x €Xl|d(xg,x) =1}=0

r > 1 icin; B[xy, 7] = B(xo,7) = B[xo,1] = X ve

0<r<1 igin; B[xy,7] = B(xo,7) = Blxy,1] = {x0}

Tanim 3.1.14:[15] (X,d) metrik uzay, A X’ in bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
Herhangi bir x € X noktasinin A kiimesine olan uzakhigit d(x,A) simgesi ile

gosterilir ve
d(x,A) = inf{d(x,a)|a € A}
olarak tanimlanir.

Tamm 3.1.15:[19] (X,d) metrik uzay, A ve B X ’in bostan farkli iki alt kiimesi

olsun. O halde A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik d(A, B) ile gosterilir ve
d(A,B) = inf{d(x,y)|x € A,y € B}

bigimindedir.

Tanmim3.1.16:[19] (X, d) metrik uzay, A< X ve A+ @ olsun.

(@) A’nin ¢ap1  cap(A) ile gosterilir ve cap(4) = sup{d(x,y)|x,y € A}
bi¢ciminde tanimlanir. Supremumun sonlu olmadig: yerlerde A sonsuz caplidir
denir. Aksi taktirde A sonlu gaplidir.

(b) A alt kiimesinin ¢api1 sonlu ise A kiimesine siirl kiime denir. Aksi taktirde

A kiimesine sinirsiz kiime denir.

Metrik uzaym sinirli veya sinirsiz olmasina goére X kiimesine sinirhidir veya

smiursizdir denir. (X, d) smurliise d ’ ye X * de siirli metrik denir.

Onerme 3.1.17:[20] (X, d) bir metrik uzay, A kiimesi X > in bos kiimeden farkl

bir alt kiimesi ve x,y,z € X olsun.
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(@) ld(x,y) —d(x,2)| < d(y,2)
(b) l[d(x,4) —d(y,A)| < d(x,y)

oldugunu gosteriniz.

Ispat: (a) Vx,y,z € X i¢ind bir metrik uzay oldugundan

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) = d(x,y) —d(x,2) < d(y,z) 1)
ve

d(x,z) <dx,y)+dy,z) > d(x,z)—d(xy) <d(y,z) =

—(d(x,y) —d(x,2) < d(y,2z) )

dir. Boylece (1) ve (2) den|d(x,y) —d(x,z)| < d(y,z) elde edilir.

(b)Va€A igin d(x,a) <d(x,y) +d(y,a) dir. Boylece a € A igin

d(x,A) <d(x,y) +d(y,a) vedolayisiylaa € A i¢in d(x,4A) —d(x,y) <d(y,a)
dir. O halde d(x,A) —d(x,y) sayis1 {d(y,a)|a € X} kiimesinin bir alt siniridur.
Dolaysiyla d(x,A) —d(x,y) < d(y,A) dir. O halde ;

d(x,4) —d(y,A) < d(x,y)
dir.Benzer sekilde d(y,A) — d(x,A) < d(x,y) oldugu gosterilir. Boylece ;
|d(x,4) —d(y,A)| < d(x,y)
dir.
Teorem 3.1.18:[19] (X, d) bir metrik uzay ve A, B € X olsun.

(@) ASB = cap(4) < ¢ap(B)
(b) a€A,beB = 0<d(4 B)<d(ab)<cap(AUB)
€ x,y€eX = |dx,4)—d(y,A)| <d(xy)
(d) ¢ap(A U B) < ¢ap(A4) + ¢ap(B) + d(4,B)
() AnB#0 = cap(AUB) < ¢ap(A) + ¢ap(B)
(f) cap(A) =0 & A tek elemanhidir.
Ispat: (a), (b) ve (f) nin ispat1 aciktir.
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(c) Eger d(x,A) =d(y,A)ise 0<d(x,y) elde edilir ki bu metrik uzay
tanimindan dogrudur. Biz d(x,A) # d(y,A) alalim ve d(x,A) > d(y,A) ve keyfi
€ >0 olsun. d(y,A) = inf{d(y,a)|a € A} tanimindan a € A vardir 6yle ki

d(y,A) < d(y,A) + ¢ dir. O halde;

ld(x,A) —d(y,A)| = d(x,A) —d(y,A) <d(x,A) —d(y,a) + & <
<d(xa)—dy,a)+e {d(xA) <d(x,a)}

<d(x,y)+e {Onerme3.1.17 (b) den dolay1}

O halde |d(x,4) —d(y,A)| < d(x,y) dir.

(d)gap(A U B) > ¢ap(A) + cap(B) + d(A,B)  olsun. Supremumun 6zelliginden
x,y € AU B vardir dyle ki

d(x,y) > ¢ap(A) + ¢ap(B) + d(4, B) (i)
dir. Fakat x ve y ikisi birden A’ ya ait olamayacagindan
d(x,y) < ¢ap(A) < ¢ap(A) + ¢cap(B) + d(A,B) (i) ye geliski.

Benzer sekilde x,y € B x B olsun. O halde x ve y’ nin biri A ’ ya digeri B’ ye

aittir.
x €A , y €B alalim. Simdi (i) de
d(x,y) — ¢ap(A) — ¢ap(B) > d(A,B) = inf{d(a,b)|a € A,b € B}
ve infimumun 6zelliginden a,b € A X B vardir dyle ki
d(a,b) < d(x,y) — ¢ap(A) — ¢ap(B) (i)
Fakat elimizde
d(x,y) <d(x,a) +d(a,b) +d(b,y) < cap(4) + d(a,B) + ¢cap(B)
{x,a€A ve byeB }
= d(a,b) = d(x,y) — cap(A) —cap(B) (ii)’ ye karsit.
O halde cap(AU B) < ¢cap(A) + cap(B) + d(A, B) dir.
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(€) (dden ANB+0® = d(A,B)=0 dir. O halde ,
¢ap(A U B) < ¢ap(A) + ¢ap(B)

dir.m

3.2 Metrik Uzaylarda Yakinsakhk ve Siireklilik

Tamim 3.2.1:[21] (X,d) bir metrik uzay olsun. X > de noktalarin dizisi N ( Dogal
Sayilar Kiimesi) den X icine tanimlanan f fonksiyonudur. Diziyi f(n) =x, ,

{2 ns1 5 {x,} veya xq,x5, ..., X, ... bigiminde gosterilir.
Tanmm 3.2.2:[21] d,X ’ de bir metrik ve {x,} X ’ de bir dizi olsun. Her bir
€ > 0 i¢in ny dogal sayist vardir 6yle ki n = ny oldugunda d(x,,x) < € ise

x € X elemanina {x,}’ nin limiti denir.. Bu durumda {x,} dizisine x’ e
yakinsaktir denir ve x,, — x sembolii ile gosterilir. Eger boyle bir x eleman1 yoksa

{x,} dizisine raksaktir denir.

Uyan 3.2.3:[21] R (veya C) de yakinsaklik tanimlari ile d, R’ de metrik olmak

tizere x, = x < lim d(x,, x) = 0 bi¢ciminde yazabiliriz.
n—ooo

Uyan 3.2.4:[21] x€eX ve x'€Xi¢in x, »x,x,—>x" ise x=x'dir.
Gergekten, € > 0 i¢cin n4,n, dogal sayilar1 vardir 6yle ki n = n; oldugunda

d(xp,x) <€/, Ve n=n, oldugunda d(x,,x") < ¥/, dir. Sonug olarak;

n = max{n,;,n,} saglandiginda d(x,x") < d(xp,,x) + d(x,, x") < € dir. Buradan
anliyoruz ki d(x,x") < 0. Bu yiizden d(x,x") =0 ve x =x" elde edilir. Bunun

anlami dizinin birden fazla limiti olamaz. Biz bunu limx, veya limx, veya
n

lim x,, sembollerinden biri ile gdsterebiliriz.
n—->oo

Tamm 3.2.5:[21] d, X’ de bir metrik olsun. Her bir & > 0 i¢in n, dogal sayisi
vardir 6yle ki n>n, ve m=>ny oldugunda d(x,,x,) < ¢ ise X kiimesinde

{x,}n>1 dizisine cauchy dizisi denir.

Onerme 3.2.6:[21] Metrik uzayda yakmsak dizi cauchy dizisidir.
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Ispat: {x,} , d metrigi ile X kiimesinde bir dizi olsun ve x,X ’ in eleman1 olsun
Oyle ki 711_{20 x, = x . Keyfi bir € >0 i¢in ny dogal sayisi vardir 6yle ki n = n,
oldugunda d(x,, x) <%/, dir. Keyfi n ve m dogal sayilarini alalim ve n >
ny Ve m=mn, olsun. O halde d(xy,x) <€/, ve d(xp,x) < ¢/, dir. Bu yiizden;
d(xn, %) < d(¥n, x) + d(xm, x) <%/, + ¢/, = & dir. O halde yakinsak her dizi

cauchy dizisidir.

Tamm 3.2.7:[22] (X,d,) ve (Y,d,) metrik uzaylar ve f:X — Y bir doniisiim

olsun.

(@) Keyfi e>0i¢in & >0 vardr Oyle ki d,(x,xy) <3 iken
dy (f(x), f(x0)) < € ise f’yex, €X de siireklidir denir
(b) f her x, € X ’esiirekliise f ’ ye sitireklidir denir.
Tanmm 3.2.8:[23] Her {x,} € X cauchy dizisi yakinsak ve yakinsadigi nokta X ’ e
aitise (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.
3.3 Metrik Uzaylarda A¢ik Kiime, Kapah Kiime Kavramlar:
Tanmim 3.3.1:[23] (X, d) metrik uzay, A c X olsun. Her bir a € A i¢in a merkezli
acik yuvarlar A kiimesi tarafindan kapsaniyorsa A’ ya agik kiime denir.
Onerme 3.3.2:[23] Keyfi (X,d) metrik uzay: igin;
(@) @ agiktir.
(b) X aciktir.
(c) X’ in agik alt kiimelerinin keyfi birlesimi agiktir.
(d) X’ in sonlu sayida agik alt kiimelerinin kesisimi agiktir.
Onerme 3.3.3:[23] Keyfi metrik uzayda agik yuvar acik kiimedir.
Tanim 3.3.4:[23] (X,d) metrik uzayinda A kiimesinin tiimleyeni acik ise A
kiimesine kapalidir denir.
Onerme 3.3.5:[23] Keyfi metrik uzayda kapal1 yuvar kapali kiimedir.
Onerme 3.3.6:[23] Keyfi (X,d) metrik uzayi igin;
(@) X kapalidir.
(b) @ kapaldir.
(c) X’ in keyfi sayida kapali alt kiimelerinin kesisimi kapalidir.

(d) X’ in sonlu sayida kapali alt kiimelerinin birlesimi kapalidir.
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3.4: Bulanik Metrik Uzaylar
Tamm 3.4.1:[24] *: [0,1] x [0,1] — [0,1] ikili islemi asagidaki sartlar1 saglarsa *
islemine siirekli t — norm denir.

(i) * kapal1 ve birlesmeli,

(i) * stirekli,

(i) Va€e[01]i¢in axl=a,

(iv) ab,c,de[01] ve a<c,b<d iken axb<c=xd .
Tamim 3.4.2:[25] X bostan farkli bir kiime, * siirekli t — norm ve
pu X? x (0,00) un bulanik kiimesi olsun. (X, u,*) ticliisii V x,y,z € X ,
s,t > 0 i¢in asagidaki sartlar1 saglarsa (X, u,*) TUglisine bulanik metrik uzay
denir .

B uly,t)>0;

i) wxyt)=1 o x=y;

(ii)  pCoy,t) =p@,xt);

(iv) uCy,)xu,zs) <pxzt+s);

(v)  ulx,y,—):(0,0) - [0,1] siirekli.
Eger (X,u,*) bulanik metrik uzaysa (u,*) veyasadece u, X * de bulanik metriktir.
Bulanik mantikta siirekli t —normlar A ile gosterilen minimum, . ile gdsterilen
genel carpim ve L(xLy = max{0,x + y — 1}) ile gosterilen Lukasievicz
t —normu dur. Onlar agagidaki esitsizlikleri saglarlar:

xLy <x-y <xAy veherbir xt —normu igin
X*Yy<S XAy

Lemma 3.4.3:[25] u(x,y,—) reel fonksiyonu Vx,y € X igin artandir.
Ornek 3.4.4:[25] (X,d) metrik uzay olsun. pg, X% X (0,0)° da tammlanan

bulanik kiime,

pa(x,y,t) = m

olsun. O halde (ug4,") > e X bulanik kiimesinde standart bulanik metrik denilir.
Tamim 3.4.5:[26] (X, u,*) bulanik metrik uzay olsun.
(1) X’ de {x,} dizisine Vvt > 0 igin lim u(x,, x,t) =1 ise x € X noktasina
n—-oo

yakinsaktir denir ve lim x,, = x ile gosterilir.

n—oo

(2) X’ de {x,} dizisine V>0 ve p>0 igin lim p(xpip X, t) =1 ise
n—->oo
cauchy dizisi denir.
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(3) Her cauchy dizisinin yakinsak oldugu bulanik metrik uzaya tamdir denir.

Uyar 3.4.6:[26] * siirekli oldugundan (iv) > den bulanik metrik uzaydaki herhangi
bir dizinin limitinin tek oldugu anlasilir. (X, u,*) asagidaki sart ile bulanik metrik

uzaydir.

(vi) Vx,y €X i¢in tlim ulx,y,t) =1 .

Lemma 3.4.7:[26] {y,,} dizisi (vi) sart1ile (X,u,*) bulanik metrik uzayinda bir dizi
olsun. g € (0,1) sayis1 Vt >0 ve n=1,2,3,... i¢in

1 Vnsz Ve qt) Z f(Vns1, Yoo t) *)
ise  {y,} X’ de cauchy dizisidir.
Ispat: t > 0 ve g € (0,1) igin

12 Y500 2 101 Y2 0 2 1oy tq) veya  u(vays ) 2 u(voyn /)

dir. (*) sart1 ile timevarimdan VYt > 0 ve n = 1,2,3, ... i¢in

H(Yn+1, Ynaz, 1) 2 (yl,yz, t/qn) (**)
Boylece (**)ve (iv) ’ den keyfi pozitif p tamsayisi ve t > 0 reel sayisi ile,

.u(ynr yn+p' t) = .u(ym Vn+1 t/p) Zp.'.k..e.z ............................. = .u(yn+p—1' Yn+p: t/p) =

u (3’1;}/2, t/pqn—l) >p-kez>pu (yl,yz, t/pqn+p_2) dir.

{y.} X ’ de cauchy dizisidir. Bu ispati tamamlarm
Lemma 3.4.8:[26] Vx,y € X , t > 0 ve q € (0,1) sayis1 i¢in

ulx,y,qt) = ulx,y,t) ise x =y dir.

Tanmim 3.4.9:[26] Bulanik metrik uzayda x,, — x , ¥, — ¥ oldugunda her bir t >
0 igin lim pu(xy, vy, t) = u(x, y, t) ise u fonksiyonu siireklidir.
n—-oo
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Tanim 3.4.10:[27] (X, it,*) bulanik metrik uzay, r € (0,1) ve A € X olsun. X’ de
S(A,7) ve S(A,1) asagidaki gibi tanimlansin.

S(A,7) ={B:B € X,u(B,A) <1}
S(A,7v) ={B:B € X,u(B,A) <r}

S(A,7) ve S(A,7) kiimelerine sirasiyla A merkezli r yarigapli bulanik-acik kiire
(yuvar) ve bulanik -kapali kiire (yuvar) denir. & > 0 yarigap: ile bulanik kiiresel

komsuluk veya bulanik komsuluk S(4, €) ile gosterilir. Agiktirki, 0 <1 <1y
ise S(4,11) € S(4,1,) € S(4,1,) .

3.5: Bulanik Metrik Uzaylarda Baz1 Kavramlar

Tamm 3.5.1:[27] G < X olsun. VA € G i¢in 3 r > 0 vardir dyle ki

S(A,r) € G ise G’ ye bulanik acik kiime denir. @ ve X’ in bulanik agik kiime
olduklar1 agiktir.

Teorem 3.5.2:[27] (X, u,*) bulanik metrik uzay olsun. O halde her bir bulanik agik

kiire bulanik a¢ik kiimedir.
Ispat: S(A,7), (X, %)’ dabulanik acik kiire olsun. B € S(4,r) alalim.

B € S(A,r) ise tanmimdan u(B,A) <r dir. Buradan r;, = r — u(B,A) iken

S(B,1;) € S(A,r) dir. Buradan teorem ispatlanirm

Teorem 3.5.3:[27] (X, u,*) bulanik metrik uzay olsun. X ’in G alt kiimesi bulanik
acik kiirelerin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa bulanik acik kiimedir denir.
Ispat: Ispatin ilk kismi agiktir. Biz sadece tersini ispatlayacagiz. G kiimesi bulanik
acik kiirelerin birlesimi olsun. Eger X = @ ise ispat1 tamamlar.

X#@,G6+#Q,Be€Golsun. G kiimesi bulanik agik kiirelerin birlesimi oldugundan
3 bulanik agik kiire S(A,7r) € X vardir 6yle ki B € S(A,r) dir. Bulanik agik kiire
bulanik agik kiime oldugundan 31; > 0 Oyleki S(B,1;) € S(4,7r) =

S(B,r) € G = G bulanik aciktirm
Teorem 3.5.4:[27] (X, u,x) bulanik metrik uzayinda asagidakiler saglanir.

() Keyfi sayida bulanik agik kiimelerin birlesimi bulanik agiktir.

(i)  Sonlu sayida bulanik agik kiimelerin kesisimi bulanik agiktir.
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Ispat: (i) Aciktir.
(i) G; = 1,2,3, ...,n X’ de sonlu sayida bulanik agik kiimeler olsun.

G=NL,G; olsun. G; =@ ise Vi igin ispat agiktir. G # @ olsun. O halde A € G
alalim. Buradan Viigin A € G; dir. Fakat Vii¢in G; bulanik a¢ik oldugundan
dr; >0 vardir 6yle ki S(4,1;) € G; dir. Eger r =min{r;} ise o halde
Vi,S(A,r) €G; = S(A,v) € G = G bulanik agiktir.

Sonug¢ 3.5.5:[27] (X,u,*) bulanik metrik uzayinda her bulanik agik kiire (veya
bulanik kapali kiire) bostan farklidir.

Tamim 3.5.6:[27] (X,p,*) bulanik metrik uzay olsun. A € X elemanma her A
merkezli bulanik agik kiiresi G’ nin en az bir elemanini igeriyorsa X’ in G alt

kiimesinin bulanik bagli noktas1 denir.
Bulanik bagli noktalar iki tanedir.

() Bulanik limit noktas1 veya bulanik birikim noktasi .

(i)  Bulanik yalitim ( isole) noktasi

Tamm 3.5.7:[27] (X, u,*) bulanik metrik uzay olsun. A € X elemanina, A merkezli
her bulanik agik kiire G’ nin A’ dan bagka en az bir elemanini igeriyorsa X’ in G alt

kiimesinin bulanik limit noktas: veya bulanik birikim noktas1 denir.

Tamm 3.5.8:[27] X’ in G alt kiimesinin A bulanik bagli noktasina, G’ nin
A noktasini icermeyen en az bir tane A merkezli bulanik agik kiiresi varsa bulanik
yalitim noktas1 denir. G’ nin her eleman1 bulanik yalitim noktas1 ise G’ ye bulanik

yalitim (izole) kiimesi denir.

(X, u,*) bulanik metrik uzay ve G € X olsun. A € X oldugunda A ve

G arasindaki uzaklik :

d(4,6) = inf{u(4,y):y € G}
bi¢iminde tanimlanir.

Teorem 3.5.9:[27] (X,u,*) bulanik metrik uzaymin A elemam1 d(4,G) =0

kosulunu sagliyorsa X’ in G alt kiimesinin bulanik bagl noktasidir.
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Ispat: d(4,G) = inf{u(4,y):y € G} . Bu yiizden d(4,G) =0 =>Her S(4,7)
bulanik agik kiiresi G’ nin bulanmik bagli noktasinin A oldugu yerde G’ nin
elemanini igerir. Tersine, A , G’ nin bulanik bagl noktasi ise ya A G’ nin bulanik
yalitim (izole) noktasidir ya da G’ nin bulanik limit noktasidir. 1ki durumda da

d(A,G) = 0. Buradan teorem ispatlanmis olur m

Tanmim 3.5.10:[27] (X, u,*) bulanik metrik uzay ve G X’ in keyfi bir alt kiimesi
olsun. X’ de G’ nin biitiin bulanik limit noktalarinin kiimesine X’ de G’ nin bulanik

tirev kiimesi denir. Bu kiime G’ ile gosterilir.

Tanmm 3.5.11:[27] (X, p,*) bulanik metrik uzay ve G € X olsun. X’ de G’ nin
biitiin bulanik yalittm noktalarmin kiimesine bulanik kapahidir denir ve G ile
gosterilir. Boylece A G’ ye aitse her A merkezli bulanik agik kiire G’ nin

elemanini igerir ve tersi de dogrudur.

Tammm 3.5.12:[27] (X,u,*) bulanik metrik uzay, A € X olsun. G’ de igerilen
bulanik agik kiire S(A,r) varsa X’ de G alt kiimesinin bulanik i¢ (interior) kiimesi
denir. G’ nin biitiin bulanik i¢ (interior) noktalarinin kiimesine G’ nin bulanik i¢i

(interior) denir ve X;,:(G) ile gosterilir. Bir de X;,,;(G) bulanik agik kiimedir.

Tamim 3.5.13:[27] (X, u,*) bulanik metrik uzay A € X olsun. A kiimesi G’ nin
tiimleyeninin bulanik agik (interior) noktasi ise X’ de G alt kiimesinin bulanik dig

(exterior) kiimesi denir. G’ nin biitliin bulanik dis (exterior) noktalarinin kiimesine
G’ nin bulanik dis kiimesi denir ve X,,.(G) ile gosterilir.

Tamim 3.5.14:[27] (X,u,*) bulanik metrik uzay olsun. X G’ nin bulanik kapali
kiimesi ise X’ de G alt kiimesine bulanik her yerde yogun denir. (X, u,*) bulanik
metrik uzaymm G alt kiimesi G’ nin bulamik kapaliligi bulanik i¢ (interior)

noktalarina sahip degilse X’ de bulanik hicbir yerde yogun denir.

Tamim 3.5.15:[27] (X, u,*) bulanik metrik uzay olsun. X’ de G alt kiimesi, X’ de

G’ nin timleyeni bulanik agik ise X’ in bulanik kapali kiimesi denir.

Sonu¢ 3.5.16:[27] (i) Bulanik kapali kiimenin tiimleyeni bulanik agiktir ve bulanik

acik kiimenin tiimleyeni bulanik kapalidir.

(if) @ ve X’ in her ikisi de hem bulanik agiktir hem de bulanik kapalidir.
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Teorem 3.5.17:[27] Bulanik metrik uzayda her bulanik kapali kiire bulanik kapali

kiimedir.

Ispat: (X, u,*) bulamk metrik uzay ve S(A,7) ={B:B € X,u(B,A) <r} olsun.
Biz bulanik kapali olan  S(4,7)’ nin tiimleyeninin {S(4,7)}© nin bulanik acik
oldugunu gosterecegiz. Keyfi B € {S(4,7)}¢ alalm. O halde u(B,A) %7
oldugundan u(B,A) >r. u(B,A) =7+ 2, £ >0 olsun. Simdi biz {S(4,7)}*
de igerilen S(B,e) bulanik agik kiiresini diisiinelim. Ciinkii S(B,€)’ nin her
elemant r + ¢’ dan daha biiyiik uzakliga sahiptir.

Sonug olarak, {S(4,7)}¢ bulanik acik kiimedir ve tersine S(4,r) bulanik
kapalidir m

Teorem 3.5.18:[27] Bulanik metrik uzayda bulanik kapali kiimelerin keyfi sayida

ailelerinin kesisimi bulanik kapalidir.

Ispat: (X, u,*) bulanik metrik uzayinda bulanik kapali kiimelerin ailesi {G,} olsun.

G = Ny G, olsun. Aciktir ki, her bir a i¢in GOCC bulanik agik oldugundan

G = U, G(,[C > de aciktir ve bulanik agik kiimelerinin keyfi sayida birlesimi bulanik
aciktir. Bu yiizden G bulanik aciktir. Buradan G bulamk kapali olur. ispat

tamamlanmis oldu m

Teorem 3.5.19:[27] Bulanik metrik uzayda bulanik kapali kiimelerinin sonlu sayida

ailelerinin birlesimi bulanik kapalidir.

Ispat: (X, 1,x) bulanik metrik uzayinda bulanik kapal kiimelerinin sonlu ailesi
{(G,,G,, ..., Gy} olsun. G = U, G, olsun. O halde her G,° bulanik agik
oldugundan G¢=N"_, GaC bulanik agiktir ve X’ de bulanik agik kiimelerinin

sonlu sayida arakesiti bulanik agiktir. Bu ylizden, G bulanik kapalidir m
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4. BOLUM

Bu boliimde lineer uzay ve lineer metrik uzay kavramlari, bunlarla ilgili genel

tanim ve teoremler verilmistir.

4.1 Lineer Uzaylar

Tamim 4.1.1:[28] X # @ bir kiime ve F’ de bir cisim olsun.

+ XXX ->X ((y)-»x+y ve “FxX ->X (4Lx) » 1-x

fonksiyonlar1 asagidaki kosullar saglarsa, X’ e F iizerinde bir lineer uzay denir.
Vx,y,z€ X ,VA,u €F igin;

(1) x+y=y+x,(+ isleminin degisme 6zelligi)

(2 x+y)+z=x+ (y+2), (+ isleminin birlesme 6zelligi)

(3) 360 € X dyleki x + 60 =x, (+ islemine gore etkisiz elemanin varligi)
(4) 3—x€X oyleki x+ (—x) = 0, (+ islemine gore ters elemanin varligi)
(5) 1-x = x,(Birim elemanla ¢carpma 6zelligi)

6) A-(x+y)=A-x+A1-y

(7) A+ w)-x=2A-x+ u-x (Skalerle carpmanin dagilma 6zelligi)

(8) A-(u-x)=(A-u)-x (Skalerle carpmanin birlesme 6zelligi)

Burada 1 € F cismin ¢arpma islemine gore birim elemanidir. A - x bundan sonra
Ax ile gosterilecektir. Ik dort aksiyom X’ in + islemine gore bir Abel grubu
oldugunu gosterir. Geriye kalan dort aksiyom ise skalerle carpma aksiyomlar1 olarak
anilir. Bir grupta birim eleman ve her elemanin tersinin tek oldugu bilindigine gore

bu 6zellikler acik olarak lineer uzaylar i¢in de gegerlidir.

Lineer uzaylar, iizerinde tanimlandiklar1 cisme gore isim alirlar. Ornegin; C
kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli ise kompleks lineer uzay , R reel sayilar

cismi iizerinde tanimli ise reel lineer uzay gibi.

Ornek 4.1.2:[28] R™, R iizerinde bir reel lineer uzaydir.
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X = (lexZJ ""xn) Py = (ylﬂyZ' ""yn) € ]Rn ise
x+y=0+y,x+ Y2, 0, Xy +¥,) Ve L ER i¢in

A-x = (Axq, Axy, ..., Ax,,) ile tammlanir. Fakat A€ C ise Ax , R™ ye ait
olmayabilir. Yani R™ kompleks lineer uzay degildir. X kiimesi bir lineer uzay ise,
X’ in elemanlarna vektor, C cisminin elemanlarna da skaler denir. Skalerler

vektorlere katsay1 olarak gelecektir.
Tamim 4.1.3:[29] X kompleks lineer uzay olsun.

(1) x vektorii i¢in @y, @y, ..., a; kompleks sayilari vardir 6yle ki x = ¥¥_, a;x;
iSe x4, X3, ..., X;~ nin lineer kombinasyonu denir.

(2) x1,%9,...,x, €X vektorleri i¢in sifirdan farkli a4, a,,...,a; kompleks
sayilar1 vardir Oyle ki Ay xp+ay x,+ 4 agx,=0...(%) ise
X1, X3, ..., X, € X vektorlerine lineer bagimlidir denir.

(3) Eger * sadece a; = a, =+ = ay, =0 i¢in saglanirsa Xy, Xy, ..., X; € X

vektorlerine lineer bagimsizdir denir.

Uyan 4.1.4:[29] (i) Eger reel vektor uzayi ile ilgileniyorsak tanimlarda sadece

aq, Ay, ..., @) sayilari reel sayilar olarak degisir.

(i) X1, X2, .., X bagimli ise vektorlerden en az biri diger vektorlerin lineer

kombinasyonu bi¢iminde yazilir.
(111) Vektorlerin kiimesine O (sifir) sayist dahilse, kiime bagimlidir.

Tamim 4.1.5:[30] X bir lineer uzayve E c X olsun. x € E,y € E ve VA€ X igin
x+y€E ve A-x €E ise E kimesine X lineer uzayinn alt uzay1 denir. Her X
lineer uzayr iki alt uzaya sahiptir. Bunlardan ilki O (sifir) elemanini igeren tek

elemanl kiime, ikincisi ise X in kendisidir.

Teorem 4.1.6:[28] X bir lineer uzay ve E c X olsun.Vx,y €E ve VALu€eX
icin Ax + uy € E ise E bir alt uzaydir.

Simdi X bir lineer uzay I bir damga kiimesi ve (E;);e; > de X’ in bir alt

uzaylar ailesini gostersin. O halde N;¢ E; = E de bir alt uzaydir.
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X bir lineer uzay, @ # A c X olsun. A’ nin elemanlarinin biitiin sonlu lineer

kombinasyonlarinin kiimesini yani;
n
A = {Z Aix;: Vi €N icin x; € A,A; € Cven = 1 sabit degil
i=1

kiimesini goz Oniline alalim. Agik olarak A € A; ve A;’ nin teorem 4.1.6 ’ dan alt
uzay olma kosullarim1 sagladigir kolayca gosterilebilir. Boylece A;” nin A’ y1
kapsayan bir alt uzay oldugu anlasilir. Ustelik A, , A’ y1 kapsayan en dar alt

uzaydir. A;’ ye A ile iiretilen alt uzay da denilir.
Simdi 4;’ nin A’ y1 kapsayan en dar alt uzay oldugunu gosterelim.

E biraltuzay ve AcE olsun.x €A, , ,; €ECve x; €A (1 <i<n) ise

n
X = Z /L-xi
i=1

seklindedir. x4, x5, ..., X, EA = Xx4,X5, ..., X, € E ve E altuzay oldugundan

n
Z/ll-xiszE = A, CE

i=1
dir.

Tamim 4.1.7:[28] X bir lineer uzay ve A c X bir alt kiime olsun. A’ y1 kapsayan en

dar alt uzaya A’ nin gereni denir ve spand ile gosterilir.

Yukaridaki tartisma A; = spanA oldugunu gosterir. Ayrica A’ y1 kapsayan

biitlin alt uzaylarin ailesi (E;);e; ise spanA = A;, = N;e E; sonucu elde edilir.
Ornek 4.1.8:[28] X bir lineer uzay, @ € X olduguna gére span® = {6}
(6 lineer uzayin sifiridir) dir.

Tamm 4.1.9:[29] X bir lineer uzay olsun. X uzay1 n tane lineer bagimsiz vektor

iceriyorsa X uzayma n —boyutludur denir.
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Tamim 4.1.10:[29] Eger her k pozitif tamsayist i¢in X’ de k tane lineer bagimsiz
vektor bulabiliyorsa X lineer uzayi sonsuz boyutludur denir. Baska bir deyisle X

lineer uzay1 sonlu boyutlu degilse sonsuz boyutludur denir.

Tamm 4.1.11:[29] Sonlu ey, ey, ..., e, vektorlerinin kiimesine X lineer uzay1 igin

asagidaki iki sart1 saglarsa baz ( Hamel Baz) denir.

(@) ey, ey, ..., e, vektorleri lineer bagimsiz,

(b) X’ de her x vektorii baz vektorlerinin lineer kombinasyonu seklinde
X = e, + e, + -+ agey *)
yazilir.
Teorem 4.1.12:[29] x = aje4 + aye, + -+ ape,  esitligi tektir.
Ispat: x = nye; + 1z, + -+ + nye, daha dnceden elimizde vardi.
X = aieq + aze, + -+ ape, olsun. Bunlan alt alta ¢ikardigimizda;

0= —a)e+(my —az)e, + -+ (M —ag)e, olur. e, e, ..., e, vektorleri
lineer bagimsiz oldugundan ny = a; , 1, =a,, ..., N, = a; olur ki buradan (*)

tektir m

Teorem 4.1.13:[29] Eger X n —boyutlu ise e, ey, ...,e, lincer bagimsiz

vektorlerinin keyfi kiimesi bazdir.
Ispat: x € X ise x, ey, ey, ..., e, lineer bagimhdir.

ax + a,eq + aze, + -+ aye, =0

€1, €y, ..., en lineer bagimsiz oldugundan a; = a, = =a, =0 . Fakat a #0
dir. O halde;
aq az n
X=—regt+t—e+-+—-e
a ' oa ? a "

dir. Boylece her x vektori ey, e,,...,e, vektorlerinin lineer kombinasyonu

biciminde ifade edilir.

Tamm 4.1.14:[28] X bir lineer uzay 4,B € X , A © C olsun. Iki kiimenin toplam1
ve garpimi ;
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(i) A+B={x+y|x€Ay€EB}
(i) A-A={Ax|x € A, A€ A} iletammlanir.

Bir x€X i¢in A+ {x} yerine kisaca A+x ve A€ C olmak iizere {1}-A
yerine AA yazilir.

Tamim 4.1.15:[28] X bir lineer uzay M < X bir alt uzay, x € X olsun.

x + M’ yi diglinelim. E, =x+ M olsun. O halde y€E, © x—yeM dir.

Buna gére y € E, & x € E, olur.
Simdi {E,|x € X} kiimesini g6z 6niine alalim. Bu kiime tizerinde
Vx,y€X,VAE€EC igin,
Ex+E,=(x+M)+Y+M)=x+y)+M
AE, =A-(x+ M) =Ax+ M =E),

islemlerini tanimlarsak bunlar altinda {E,|x € X} kiimesi bir lincer uzaydir. Eg =

06+M=M , E,+Eyg =E, olduguna gore bu uzayn sifirn M’ dir.

Kisaca X/M = {E,|x € X} uzayina M alt uzayina gére X’ in boliim uzayi

denir.

y€EE, ise x—y €M oldugundan x = y(modM) & x—y €M ile =
bagintis1 tanimlayalim. Bu bagmti X iizerinde bir denklik bagmtisidir. E, bu
bagintiya gére x’ in denklik smifidir. O halde boliim uzayr = bagntisina gore
biitiin denklik siniflarinin kiimesidir. Denklik siniflar1 6zelliginden x,y € X ise ya

E, = E,’ dirveya E, NE, =@ dir.

{6} c X bir alt uzay olduguna gore X/{0} = {{x}|x eEX } oldugundan X’ in

kendisi olarak diisiiniilebilir.
X € X oldugundan V x € X i¢in E, = x + X = x dir. O halde
X/X = {x} dir.

Tamim 4.1.16:[28] X bir lineer uzay x,y € X olsun.
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Lixy = {tx+ (1 —t)y|t € [0,1]} kiimesine x ile y’ yi birlestiren dogru parcasi

denir.
Tanmim 4.1.17:[28] X bir lineer uzay , E c X olsun.

(i) Vx,y €E icin Ly, € E ise E’ ye bir konveks alt kiime ,

(i) Vx,y€E ve |[A] +|u|l <1 kosulualtinda VA, u € C igin Ax + uy € E
ise E” ye mutlak konveks alt kiime,

(iii) Vx€E ve |A] <1 kosulualinda VA€EC igin Ax €E ise E’ ye
dengeli alt kiime,

(ivy Vx€eE,—x€E ise E’ye simetrik alt kiime denilir.
Teorem 4.1.18:[28] X bir lineer uzay A, B c X konveks alt kiimeler ise;

(1) VA ueC , AA+ uB kiimesi de konvekstir.
(2) Va,B €[0,) igin aA+ LA = (a+ [)A dur.

Ispat: (1) u,v € AA + uB ise u = Aa, + ub; ve v = Aa, + ub, .
(ay,a, €A by, b, € B) seklindedir. t € [0,1] olmak lizere,

tu+ (1 —t)v =tray + tub; + (1 —t)Aa, + (1 — t)ub,
= Alta,; + (1 — t)a,]| + ultb; + (1 — t)b,]

A ve B konveks olduklarindan ta; +(1 —t)a, € A ve thy +(1—t)b, €B =
>tu+(1-t)veld+uB = AA+ uB konvekstir.
(2) a =0 veya B =0 ise durum agiktir.

a>0 ve >0 olsun. xe(a+p)A ise x=(a+p)a,a€A dir. Boylece
x=aa+fa > x€ad+PBA = (a+B)Ac ad+ BA dr.

Simdi x € ad + BA olsun. O zaman x = aa, + fa, (aq,a, € A) seklindedir.

1 a
= +—'_a,e4a
a+ﬁx a+Ba1 oz+ﬁa2
dir. Ciinkii $+a’%ﬁ= 1 dir. Boylece x € (@ +B)A = aA+PBAc (a+ B)A

olur ki ispat tamamlanir m
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Tanmm 4.1.19:[28] X,Y lineer uzaylar f:X — Y bir fonksiyon olsun. vx,x' € X
ve VAu€C igin f(Ax + ux") = Af (x) + uf(x') ise f’ ye bir lineer doniisiim
denir. Bu tanimi1 su sekilde de yapabiliriz. Eger f fonksiyonu asagidaki iki kosulu

saglarsa f’ ye bir lineer doniisiim denir. Lineer doniisiime homomorfizm de denilir.

(i) Vx,x' € X igin f(x+x") =f(x)+ f(x")
(i) VAEC ve Vx €X igin f(Ax) = Af(x) .

X’ den Y’ ye biitiin lineer dontisiimlerin kiimesini L(X,Y) ile gosterecegiz.

Tamim 4.1.20:[28] X,Y lineer uzaylar, f € L(X,Y) olsun. {x € X|f(x) = 6}

kiimesine f” nin ¢ekirdegi denir ve Kerf ile gosterilir.

Kerf={x € X|f(x) =0} = f~1(0) olduguna gore cekirdek en az bir
elemanhdir. f bire-bir ise kerf = {0} dir ve istelik kerf’ in tek elemanli olmasi

bire-bir’ lik i¢in gerekli ve yeterli kosuldur.

Tamim 4.1.21:[28] X, Y lineer uzaylar f € L(X,Y) olsun. f fonksiyonu bire-bir ve
Orten ise f’ ye bir lineer izomorfizm denir. X ve Y arasinda bir izomorfizm varsa
bu iki uzay izomorftur denir. izomorf uzaylar cebirsel olarak es yapilidir. f bir

izomorfizm ise acik olarak f~1’ de bir izomorfizmdir.

4.2: Lineer Metrik Uzaylar

Bu bolimde temel kaynagimiz Vx,y € C igin d(x,y) = |x —y| ile verilen

d metrigiile C lineer uzaydir.

Eger C’ de keyfi a ve b noktalarini alirsak x > a vey > bisex +y —
a + b olur. Ciinkii;

dx+y,a+b)=|(x+y)—(a+b)|=|x—a+y—>b| <d(x,a) +d(y,b) dir.
Bu durumda C’ de toplama isleminin siirekli oldugu tanimlanabilir.

Ayni sekilde, eger A, € C ve keyfi a € C segersek 41— A, ve x = a ise

Ax = Aya dir. Clinkii,
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d(Ax,Aga) = |Ax — Agal = |(A — Ap)(x —a) + Ap(x —a) + (A — Ap)al|
< |4 = Aold(x, @) + |Aold(x, a) + |2 — Aollal

Bu nedenle C’ de skaler carpma isleminin siirekli oldugunu soyleyebiliriz. Eger X
lineer uzay (genellikle kompleks skalerler ile, fakat baz1 durumlarda reel durumlarda
da olabilir ) d X’ de bir metrik ise toplama islemi her bir a,b € X ve her bir € >
0 i¢cin & =6(a,b,e) > 0 vardir 6yle ki d(x,a) +d(y,b) < 5 oldugunda d(x +
y,a+b) < e ise (X,d)’ de siireklidir denir.

Ayni sekilde (X, d)’ de skaler carpim, her bir 1, € C ve her bir a € X ve
e>0 i¢in § =6(1y,a,&) >0 vardir dyle ki |1 — 45| +d(x,a) < § oldugunda
d(Ax, Aga) < € ise siireklidir denir. Diger bir sabit, Gteleme sabitidir (translation
invariance). X lineer uzayinda d metrigi d(x +z,y+z) =d(x,y) Vx,y,z€X

kosulunu saglarsa d metrigine translation invariant denir. [31]

Ornek 4.2.1:[31] d(x,y) = |x® — y3| metrigi reel lineer uzayda tanimlansin. Fakat
d translation invariant degildir. A¢iktir ki d metrik kosullarini saglar. Fakat d
metrigi d(1+ 1,0+ 1) —d(1,0) =d(2,1) —d(1,0) = 6 oldugundan translation

invariant degildir.
Ornek 4.2.2:[31] £(p) metrik uzaym diisiinelim. Vk € N icin 0 <p, <1 ,

2(p) = {x = (x)| Xlxx|Pk < o} £(p) metrik uzayinda verilen d  metrigi

asagidaki sekilde tanimlansin.

d(x,y) = Xlxe = yilP* = Xizalxe = yelP*, 0 <py < supp = H < o0

2(p) s’ nin lineer alt uzayidir. (s, X lineer uzayinin alt uzayidir.) Ciinkii;

| + yi|PE < |xg [PE + |y [PE ve |Ax Pk < max(1, |A]). [x|Px VA € C igin.
Simdi d’ nin translation invariant oldugunu gdsterelim.

dx +z,y+2) = X|(xe + zi) = i + 2Pk = d(x,y)  Vx,y,z € £(p)

Toplama siireklidir, ¢linkii her a,b € £(p) icin eger x,y € £(p) ise 0
halde;

d(x +y,a+b) = |0 + yi) — (ax + bi)|P*
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< Ylxx — aglPx + Xlyx — bi|Pk = d(x,a) + d(y, b)

Eger d(x,a)+d(y,b) <6 ise 0 halde d(x + y,a+ b) < € dir. Sonug olarak

skaler ¢carpim siireklidir. Ciinkii;

d(Ax, 20a) = 3|14 = Aol (x — @) + Ag(x — @) + (A — Ap)al” < A — AolP|x —
al? + Xl4elPlx —al? + XA = AlPlalP =21 +22 +23

Simdi Vk € N igin |Ao|P* < max(1,1,) = M.
|A — 4| < 1 olsun. Bu nedenle |4 — 1,|Px < 1 dir. O halde

Y, <d(x,a)
ve

Y, < M.d(x,a)

Y3 < XRiald — AolPH|ag |Pr + X mealag Pk = A+ B
dir.

€ > 0 alalim. O halde })|ay|P* yakinsakligi igin m = m(e,a) € N alalim
oyleki B<%/3 , A<%/3 olduguyerde A — 45,4 -0 olur. |2—24,| yeteri

kadar kiiglikse 0 < @ < 1 i¢in |1 — Ay] < a diyelim.
Sonug olarak, & = min (a, 5/3 1+ M)) dir. Eger; |A— 4| +d(x,a) <&
ise ;

£ € 2 & 2¢
d()lx,/loa)Sd(x,a)+M.d(x,a)+§+§=(1+M)d(x,a)+?=§+?=e

Bu nedenle skaler garpim (€(p), d) metrik uzayinda stireklidir.

Tanim 4.2.3:[10] X uzay1 kompleks veya reel sayilardan biri ile bir lineer uzay

olsun.

x,y elemanlarmin toplam1 x +y bigiminde, 4 skaleri ile x elemanimin

carpimi tx big¢iminde gosterilir. A ve B iki kiime olmak {izere

A+B ={x+ylx €A ye€ B} ve tA = {tx|x € A} bigiminde olsun.
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Ikinci béliimde d(x,y) reel degerli fonksiyonu ile X uzaymnin metrik uzay
oldugunu incelemistik. Buradaki X uzay1 toplama ve ¢arpma islemleri d(x,y)
metrigi ile siirekli ise X uzayma lineer metrik uzay denir. Lineer metrik uzay (X, d)

ile gosterilir. [10]

UcX kimesine Va sayisii¢in |a| <1 iken aU c U ise dengelidir
denir. W sifirmin keyfi komsulugu V sifiriin dengeli komsulugunu igerir. Agikgasi
carpimin siirekliligi i¢in 'V sifirmin komsulugu vardir dyle ki pozitif & sayist igin
la] < & saglandiginda aV <V olur. Bu nedenle U = Ujq<caV kiimesi W’ de

igerilir. U’ min sifirinin dengeli komsulugu oldugu kolayca gosterilebilir.
d(x,y) ve d'(x,y) metrikleri Ve >0 ve x € X igin §,6" > 0 vardir
oyle ki;
:d'(x,y) <6} c {y:d(x,y) < e}
yid(x,y) <8t c {y:d'(x,y) <¢}
oldugundan denktir.

X’ de {x,} dizisi i¢in lim d(x,,x) =0 ise x € X noktasma yakinsaktir
n—-oo

denir.

d(x,y) metrigi Vx,y,z€ X oldugunda d(x+zy+2z) =d(x,y) ise

d(x,y) metrigine invariant metrik denir.

Teorem 4.2.4:[32] (X,d) lineer metrik uzay olsun. O halde d(x,y) metrigine denk

olan d'(x,y) invariant metrigi vardir.
Ispat: U sifirin keyfi dengeli komsulugu olsun. U(1) = U ve

Un) =U++ -+ U (ntane) olsun.

Toplamanin siirekliliginden U G) sifirin komsulugu vardir 6yle ki

U(3)+U(5) cuQ).Elbette U (3) dengelidir ve
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U (%) c K1 /= {x:p(x, 0) < %} .U (zin) sifirn dengeli komsulugudur &yle ki
() +u(2) () <1>

U (zin) (- Kl/zn = {x:p(x, 0) < i} 2

Ur)=UMm)+a,U (%) + -4 anU(Zin)

Gergekten U(r) sifirin dengeli komsulugudur. (1)’ den keyfi ikili say1 73,7, olmak

lizere,
U(ry) +U(r) c U@y +13) (3)

d'(x,y) =inf{rix—y € U()} olsun. Simdi d'(x,y)’ nin d(x,y) metrigine

denk invariant metrik oldugunu gosterelim.

dx+z,y+z)=inf{r:(x+2)—(y+2) eU()}
=inf{r:x —y e U(r)}
=d'(x,y)

U(r) dengeli oldugu i¢in d'(x,y) = d'(y,x) dir. (3) . sonug i¢in liggen esitsizligi

saglanir.
d'(x,2) +d'(z,y) = inf{r;:x —z € U(r)} + inf{ry: z — y € U(1,)}
=inf{r, +ryix —z€U(ry),z—y € U(ry)}
>inf{r, +1:(x —2)+(z—y) €U + U(r,)}
> infl{r, +r:x—y €U(r +1,)}
=inflr=x—yeU()}

=d'(x,y)
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Simdi d'(x,y)’ nin invariant oldugunu ispatlayalim. Bunun igin rlll_r& d'(xp,x)=0
= r{l_{go d(x,, x) = 0 oldugunu gosterelim. d'(x,y) metrik olma kosullarini saglar.
Bu nedenle d'(x,y) , d(x,y) metrigine denktir.

d'(x;,x) > 0 olsun. O halde (2)’ den d(x; —x,0) 0’ a yakinsaktir.
Toplamanin siirekliliginden x;, —x 0’ a yakinsaktir. U (zin) sifirln komsulugu
oldugundan keyfi n igin ko indisi vardir yle ki k > ko igin x,—x € U(Z)

dir.k > ky icin d'(x, x) < zin .’ nin keyfi olmasindan dolayr lim d'(x;, x) = 0
n—-oo
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BOLUM 5
5.1: Bulanik Lineer Metrik Uzaylar

Bu boliimde bulanik lineer metrik uzaylarla ilgili bazi tanim ve ornekler

verilmistir.

Tamim 5.1:[33] F , sifirdan farkli pp tyelik fonksiyonu ile X alaninda tanimli

bulanik kiime olsun. Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim.

(i)  wr(a+b)=pp(a)Aup(b) Vabex,
(i)  pp(—a) =pp(a) Ya€eX,

(iii)  wpp(a.b) = up(a) Augs(b) Vabekx
(iv) wup(@)=pp(a) VO+ a€X

O halde F’ ye X’ de bulanik alan denir. Ayrica, (F,X)’ e X’ in bulanik alani

denir.
Onerme 5.2:[33] (F,X), X’ inbulanik alantise ur(0) = pp(1) = pp(a)
V 0#a€X dir.

Onerme 5.3:[33] K € X olsun. (xg,X) X’ in bulanik alani ise K X’ in bulanik

alamdir . [ xx , K’ nin karakteristik fonksiyonudur.]
Ispat: Varsayalim ki K, X’ in alt alan1 olsun. a,b € X alalim.

(1) a,b €K ise a+b € K vebodylece
xg(a+b) =1=xg(a) ANxg(b).

a €K veya bg K ise xgx(a+b) =0 =xg(a)Axg(b).Boylece
Va,b € Xicin xg(a+ b) = xx(a) A xg(b) dir.

(i) a€K ise—a €K dir. Boylece xgx(—a) =1 = xg(a).
a €K ise —a & K dir. Boylece xx(—a) =0 = xg(a).
(i)  Eger a=0 veya b =0 ise a.b =0 dir. Boylece
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xg(a.b) =1 = xg(a) Axg(b) .
a,b # 0 oldugunu varsayalim. Eger a, b € K ise ab € K , boylece
xg(ab) =1 =xg(a) ANxg(b) .Eger a ¢ K veya b € K ise
xg(ab) = 0 = xx(a) A xg(b). Boylece xg(ab) = xgx(a) Axgx(b) V a,b €X.
(iv)  Varsayalmki a # 0 olsun. a € K ise a™! € K dir. Boylece
xx(@)=1=xx(a). a¢K ise ale¢K
dir. Boylece
xg(a™) =0 = xg(a).
Boylece (xg,X) X’ in bulanik alanidir.

Tersine; (xg,X)’ in X’ de bulanik alan oldugunu varsayalim. a,b € K

olsun. O halde;
xg(a—>b) = xx(a) ANxg(—b) =xx(@) Axg(b) =1A1=1 .
Boylece xgx(a —b) = 1vebunedenle a—b € K dir.
Ayrica, b # 0 ise;
xg(ab™) = xg(a) Axg(b™1) = xx(a) Axg(b) = 1 A1 =1 vebu nedenle
ab™! € K dir.
Boylece K, X’ in alt alanidir.

Tamim 5.4:[33] (F,X), X’ in bulanik alt alan1 olsun. Y, X’ de lineer uzay, V’ de
sifirdan farkli p, tyelik fonksiyonu ile Y’ nin bulanmik kiimesi olsun. Asagidaki

sartlarin saglandigini varsayalim:

() py(u+v) = py@) Auy(v) Yuv €Y

(i) wEw=pl VYuey

(i)  py(au) = up(a) Aus(u) VvaeX ve Vuey
(iv)  pr(1) = py(0)

O halde (V,Y)’ ye (F,X)’ de bulanik lineer uzay denir.
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Onerme 5.5:[33] (V,Y), (F,X)’ de bulanik lineer uzay ise ur(0) > up(1) >
uy(0) = py(uw) Vuey dir

Onerme 5.6:[33] (F,X) kendi bulanik lineer uzayinda bulanik alandir ancak ve
ancak ugr(0) = up(1) dir.

Ispat: Eger (F,X) kendi kendisinin bulanik lineer uzay: ise tamim 5.4° deki (iv)
kuralindan pg(1) = up(0) dir. Fakat; onerme 5.5 den puz(0) = pgr(1) oldugundan

tr(0) = up (1)’ dir.

Tersine, wup(0) = pup(1) ise tamim 5.4° deki (iv) kurali saglar. Boylece
tanim 5.4’ deki diger kurallar1 da otomatik olarak saglar. Bu nedenle (F,X) kendi

kendisinin bulanik lineer uzayidir.

Tamim 5.7:[34] X # @ bir kiime, F(X) X’ in biitiin bulanik kiimelerinin kiimesi
olsun. Eger f € F(X) ise f ={(x,a)|x € X, a € (0,1]} dir. Agikgasi

f, If(x)| <1 oldugundan sinirli fonksiyondur. K reel sayilarin uzayr olsun. O
halde F(X) asagida tanimlanan toplama ve skaler ¢arpma islemleri ile K alaninda

vektor uzaydir.
fra={x o+l ={x+ya+plxa)€f,(v.B)Eg} ve
k.f ={k.(x,a)|(x,a) € f,k € K}

F(X) vektor uzayma her f € F(X) i¢in d:F(X) X F(X) = R fonksiyonu

asagidaki 6zellikleri saglarsa metrik fonksiyon denir.

(1) d(f,g) 20V f,g EFX)

(2 d(f,g) =0 & f=g veya f,g € F(X)
@) d(f.9)=d(g.f) Vfg€eFX)

(4) d(f,g) < d(f,h) +d(h,g) Vf,g,h€F(X)

O halde (F(X),d) metrik uzaydir.
Tanmim 5.8:[35] Varsayalim ki (x,1) ve (y,y) iki bulanik skaler olsun.

(1) Eger a > b veya (a,A) = (b,y) ise diyecegiz ki (a,1) = (b,y)

39



(2) Egera=b ((a,A) > (b,y) veya (b,y) <(a,1)) ise (a,1),(b,y) dan
daha az degildir.
(3) a=0 ise (a,A) negatif degildir. Biitiin negatif olmayan bulanik sayilarin

kiimesini Sp*(R) ile gosterecegiz.

Tamm 5.9:[35] X # @ bir kiime ve dp: Pr(X) X Pp(X) = Sz (R) doniisiimii
tanimlansm. Herhangi bir {(x, 1), (y,v), (z,p)} € Pr(X) igin asagidaki sartlar
saglanirsa (Pr(X),df)’ ye bulanik metrik uzay denir.

(1) dr(( D), ) =0 & x=y,A1=y=1
2 dp((x, D), 1) = dr((, 1), (x, 1))
(3) dF((x! /1)' (Z' p)) < dF((x' A), (y; V) + dF((yl V), (Z' p))

dr fonksiyonuna Pr(X)’ de tanimlanan bulanik metrik denir ve

dr((x,4),(y,7))’ ya iki bulanik nokta arasindaki bulanik uzaklik denir.
Asagidaki iki 6rnek bu tanima uyan bazi 6rneklerdir.

Ornek 5.10:[35] Varsayalim ki (X,d) siradan metrik uzay olsun. Pgr(X)’ de
herhangi (x,A), (y,y) iki bulanik nokta arasindaki uzaklik, (X,d)’ de x vey

arasindaki uzaklik d(x,y) oldugunda; dg ((x, A), (y, y)) = (d(x,y), min{A,y})
bigiminde tanimlansin. O halde (Pp(X), dr) bulanik metrik uzaydir.

Ispat: d’ nin tanim 9’ daki ii¢ sart1 sagladigim ispatlayalim.

(1) (x,4),(y,¥) Pp(X)’ de iki bulanik nokta olsun. d(x,y) = 0’ dir. Tanim 8’
den dF((x, A1), (y, y)) = (d(x,y), min{A4,¥}) negatif olmayan bulanik
skalerdir. Agiktir ki dF((x, A1), (y, y)) =0 < d(x,y) =0ve
min{A,y} =1, x =y ve 1 =y =1 oldugunda.

(2) Herhangi {(x, 1), (y,¥)} € Pr(X) igin;

de((x, D), (y,7)) = (d(x,y), min{,y})
= (d(y,x), min{y, 1})

= dF((y' )/)’ (.X, /1))
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(3) Herhangi {(x,4), (y,¥), (z,p)}  Pr(X),
d((x, 1), (z,p)) = (d(x, 2), min{A, p})
< (d(x,y) + d(y,2z), min{4,p,y})
= (d(x,y), min{4,y}) + (d(y, z), min{y, p})
=d((x, 1), ») + A1), (2 )

Ornek 5.11:[35] R™® n-boyutlu Oklit uzaymi gostersin. L’ yi R™’ de tanimlanan
bulanik lineer uzay oldugunu varsayalim. dgg((x,4),(y,y)) seklinde tanimlanan
L’ ye ait (x,4),(y,y) keyfi iki bulanik nokta arasindaki uzaklik, dg genel Oklit
uzaklik oldugunda;

dre((6, ), (0,7)) = (dp(x, ), min{,y})
tanimlansin. O halde (L,dgr) bulanik metrik uzaydir.

Ispat: dpy; 6rmek 5.10° dan bulanik metriktir. Bu nedenle (L,dgr) bulanik metrik

uzaydir.

Verilen iki ornek gosteriyor ki bulanik lineer metrik uzaylar lineer metrik
uzaylarla olusturulur ve bulanik lineer metrik uzaylar lineer metrik uzaylar

tarafindan igerilir.
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6. BOLUM
SONUC

Bu calismada bulanik lineer metrik uzay kavrami incelenmistir. Oncelikle
klasik anlamda metrik uzaylara yer verilmis, sonrasinda bulanik metrik uzaylar
tizerinde durulmustur. Klasik anlamda lineer metrik uzaylar incelenmis, bunlarla
ilgili tanmim, teorem, onerme ve orneklere yer verilmistir. Son olarak bulanik lineer
metrik uzay ile ilgili bazi tanim, teorem ve Orneklere yer verilmistir. Bulanik mantik
kavrami giiniimiizde ¢ok popiiler bir alan olup, matematik¢iler tarafindan bir¢ok

alana uyarlanmaktadir.
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