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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Agciklamalar

Dg {z € C:|z| < R}

Dy {z € C:|z| <R}

B[0, o) [0, 0) da taniml1 sinirli fonksiyonlarin uzayi

C[0, ) [0, ) da taniml1 stirekli fonksiyonlarin uzay1

Cc(D,) D, diskinde siirekli fonksiyonlarin uzay1

£ C(Dy,) uzaymda ||fll, = maks {|f(2)|:|z| <7} ile
tanimli norm

[X0, X1, veer X [ f nin x, ..., x,, noktalarindaki m-inci boliinmiis farki

Sa(fix) Reel Szasz operatorii

L, (f;x) Reel Genuine Szasz-Durrmeyer operatori

Sn(f;2) Kompleks Szasz operatorii

L,(f;2) Kompleks genuine Szasz-Durrmeyer operatorii

Sanb,(f32) Genellestirilmis kompleks Szasz operatorii

La, b, (f;2) Genellestirilmis kompleks genuine Szasz-Durrmeyer

operatoru



1. GIRIS

Matematiksel analizin genis bir dali olan Yaklasim Teorisinin temel amaci, bir fonksiyon
uzayindan alinan karmasik yapidaki fonksiyonlarin bu uzayin bir alt uzayindan olan daha
basit ve daha kolay hesaplanabilen fonksiyonlar (6rnegin polinomlar veya rasyonel
fonksiyonlar) cinsinden bir gosterimini bulmaktir. Polinomlarla siirekli fonksiyonlarin
yaklagimi iizerine yapilan Weierstrass’in iyi bilinen teoremi ile Chebyshev’in ¢aligmasi,

reel degiskenli fonksiyonlarin yaklagim teorisinin merkezini olusturmaktadir.

Yaklasim iizerine Chebyshev’in ¢alismalarinin arka planinda “mekanizmalarin yapist”
konusu yer almaktadir. Ozellikle Watt’m buhar makinesi, Watt’inkinden daha kiigiik bir
farkla dairesel hareketi dogrusal harekete doniistiiren bir mekanizmanin insasi konusunda
Chebyshev’e onciiliik etmistir. 1853 yilinda Chebyshev bu problem iizerinde ¢alisirken “
[a, b] araliginda taniml1 siirekli bir f fonksiyonu ve n pozitif tam sayisi i¢in, f fonksiyonu
maks, <, <p|f(x) —p(x)| hatas1 minimum olacak sekilde derecesi en ¢ok n olan bir

p(x) = X1, a,x® polinomu ile temsil edilebilir mi?” yaklasim problemi ortaya ¢ikmustir.

1885 yilinda da Weierstrass tarafindan reel degiskenli fonksiyonlarin yaklagim teorisinin
temelini olusturan, Weierstrass yaklasim teoremi olarak bilinen teorem elde edilmistir.
Weierstrass yaklagim teoremi, [a, b] araliginda siirekli herhangi bir f(x) fonksiyonu i¢in,
f(x) e [a, b] araliginda diizgiin yakinsayan bir polinomlar dizisinin var oldugunu ifade
etmektedir (Weierstrass, 1885). Dikkat edilirse bu teorem sadece bir varlik teoremi olup
pratikte verilen bir fonksiyona yaklasan polinomun nasil secilecegi hakkinda bilgi

vermemektedir.

Weierstrass’in ve Chebyshev’in yaklagiminin bir birlesimi ilk defa S. N. Bernstein
tarafindan elde edilmistir. 1912 yilinda Bernstein, Weierstrass yaklasim teoreminin basit

bir ispatini vermek amaciyla, [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonlar1 i¢in n. dereceden

n

B, (f;x) = Z (Z) k(1 = x)kf (S) x€[01],n €N

k=0
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polinomlarin1 tanimlayarak, bu B,(f;x) dizisinin [0,1] araliginda diizgiin olarak f
fonksiyonuna yaklastigini ispatlamistir (Bernstein, 1912-1913). Cok basit ve yaklagim
ozellikleri acisindan sik bir yapiya sahip oldugundan Bernstein polinomlari en ¢ok
caligilan lineer pozitif operatorlerdir. Ayrica bu operatdrlerin bulunma yontemi bir¢ok

yeni lineer pozitif operatorlerin tanimlanmasina da yardimei olmustur.

1951 yilinda Popoviciu, 1952 yilinda Bohman, 1953 yilinda ise Korovkin, birbirlerinden
bagimsiz olarak, lineer pozitif operatorlerin birim operatére yaklasim problemini ele
alarak literatiirde “Bohman-Korovkin Teoremi” olarak bilinen en basit ve en giiclii kriteri
ispatlamiglardir (Popoviciu, 1950; Bohman 1952; Korovkin,1953). Bu teorem, bir (L,) en
lineer pozitif operatorler dizisinin [a, b] kapali araliginda siirekli f fonksiyonuna diizgiin
yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul sadece f € {1,x,x%} i¢in L, (f) dizisinin f
fonksiyonuna diizglin yakinsak olmasidir. Sonlu araliklarda tanimli lineer pozitif
operatorlerin yaklasim Ozellikleri bu teorem yardimiyla incelenir. Ancak sinirsiz
araliklarda taniml lineer pozitif operatorlerin yaklasimi i¢in 1974 yilinda A. D. Gadjiev
tarafindan agirlikli uzaylarda ispatlanan Korovkin-tipi teorem kullanilir (Gadjiev, 1974).
Lineer pozitif operatorler ile verilen bir f fonksiyonuna yaklasma problemi incelenirken
asagidaki iki problem karsimiza ¢ikar. Bunlardan ilki nitel bir problem olan, lineer pozitif
operatorler ile fonksiyona yaklasim stireci i¢in gerekli kosullarin tespit edilmesidir. Digeri

ise nicel bir problem olan, fonksiyona yaklagim siirecinde yapilan hatanin 6lgiilmesidir.

Durrmeyer, 1967 yilinda [0,1] kapal araliginda Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlara

yaklagmak i¢in Bernstein operatorlerinin bir integral modifikasyonunu

neN, x€[01], pur(x) = (Z) xk(1 — x)k

olmak tlizere

D) = (1 DY pue®) | pracOF @)l
k=0 0

seklinde tanimlamis ve yaklasim &zelliklerini incelemistir (Altomare ve Campiti, 1994).

2003 yilinda da Srivastava ve Gupta, [0,0) araliginda Lebesgue integrallenebilir



fonksiyonlara yaklasmak icin toplamsal integral tip operatorlerin genel bir dizisini
tanimlamistir (Srivastava ve Gupta, 2003). Bu operatorler dizisi, 6zel durumlari yaklagim
teorisinde O6nemli bir yer tutan Bernstein-Durrmeyer, Szasz-Durrmeyer ve Baskakov-
Durrmeyer tip operatorleri igermektedir. Daha sonra bu operatorler dizisinden ilham
alarak Gupta vd. farkli agirlik fonksiyonlarina sahip toplamsal integral tip operatorlerin
bir ailesini tanimlamis ve bu operatorlerin yaklagim 6zelliklerine iliskin sonuglar elde

etmistir (Gupta, Mohapatra ve Finta, 2005).

Reel degiskenli fonksiyonlarin yaklagim teorisinin temelini olusturan Weierstrass
Teoreminin bir¢ok alanda Onemli gelisme, genellesme ve yansimalarinin olmast;
kompleks yaklasim teorisinde de benzer problemlerin arastirilmasina Onciililk etmistir.
Runge, 1885 yilinda belirli bir bolgede kaldirilabilir singiilerliklere veya kutuplara sahip
herhangi bir f fonksiyonuna rasyonel fonksiyonlarin diizgiin yakinsak bir serisiyle
yaklagilabilecegini ifade etmistir ( Runge, 1885). Bu ifade ile reel degerli yaklasim teorisi
icin verilen Weierstrass teoremine benzer bir sonug¢ elde edilmeye g¢alisilmigtir. Daha
sonra yaklasilmak istenen f fonksiyonunun 6zelliklerine gore benzer problemler Walsh
(1926), Hartogs-Rosenthal (1931), Lavrentiev (1936), Keldysh (1945) ve Mergelyan
(1952) tarafindan da incelenmistir. Weierstrass yaklasim teoreminin kompleks analitik
fonksiyonlara en Onemli genellesmesi ise 1952 yilinda Mergelyan tarafindan
ispatlanmistir. Mergelyan teoremi, K ¢ C kompakt ve C \ K baglantili olmak tizere eger f
fonksiyonu K iizerinde siirekli ve K nin i¢inde analitik ise, K iizerinde f ye diizgiin

yakinsayan bir polinom dizisinin var oldugunu ifade eder (Mergelyan, 1952).

R den C kompleks diizlemine yaklagim problemini genigletme fikri ilk olarak Bernstein
polinomlar1 ile baslamistir. Boylece B,(f;x) ifadesinde x € [0,1] degiskeni, f nin
analitik oldugu ve [0,1] araligini igeren C nin uygun bolgelerindeki z kompleks sayisi ile
degistirilerek elde edilen kompleks Bernstein polinomlarmin yakinsaklik 6zelliklerinin
bulunmasi problemi ortaya ¢ikmistir. Bu problem Wright (1930), Kantorovich (1931),
Bernstein (1943), Lorentz (1986) ve Tonne (1969) tarafindan calisilmistir. Ayrica
Lorentz’in kitabinda kompakt diskler, elipsler, ilmikler gibi kompleks diizlemin cesitli
bolgelerinde kompleks Bernstein operatorlerinin yakinsaklik o6zellikleri incelenmigtir
(Lorentz, 1986). Kompleks Szasz operatorlerinin yaklasim problemi ise ilk olarak 1963
yilinda Gergen vd. tarafindan ¢alisilmistir (Gergen, Dressel ve Purcell; 1963). Daha sonra,

Deeba ve Wood kompleks Szasz operatorlerinin bazi genellestirmelerini tanimlamis ve



kompleks diizlemin farkli bolgelerinde yakinsaklik sonuclarmi arasgtirmiglardir (Deeba,
1982; Wood, 1969). Ancak bu ¢alismalarda yakinsaklik oranina iligkin herhangi bir nicel

sonu¢ elde edilmemistir.

Kompleks Bernstein ve kompleks Szasz operatorlerinin, kompakt disklerde analitik
fonksiyonlara yakinsaklik oranina iliskin nicel tahminler ilk defa Gal tarafindan elde
edilmistir (Gal, 2009). Ayrica Gal kitabinda, ¢ok iyi bilinen baz1 kompleks operatorlerin
de kompakt disklerde analitik fonksiyonlara nicel tahminli yaklasim 6zelliklerini
incelemistir (Gal, 2009). Daha sonra, Anastassiou ve Gal (2010), Gal ve Gupta, (2011),
Mahmudov (2011a) gibi baz1 arastirmacilar kompleks Bernstein-Durrmeyer tip
operatorlerin kompakt disklerdeki yaklasim ozellikleri ile ilgili nicel tahminler elde

etmislerdir.

Son zamanlarda, Bernstein-Durrmeyer operatorlerinin degisik bir bigiminin kompleks
formu tanmimlanmig ve bu operatorlerin yaklasim 6zellikleri arastirilmistir (Gal, 2010).
Yeni tanimlanan bu operatorlerin  yaklasim  Ozellikleri  Bernstein-Durrmeyer
operatorlerinden farklidir. Temel fark ise sabit fonksiyonlarin yani sira lineer
fonksiyonlar1 da koruyan bir Ozellige sahip olmasidir. Bu o6zelliginden dolay1 bu
operatorler genuine Bernstein-Durrmeyer operatorleri olarak isimlendirilir. Bu operatorler
icin elde edilen kompleks yaklasim teoremleri, kompleks genuine Bernstein-Durrmeyer
operatorlerinin ¢esitli genellestirmeleri ilizerine yapilan ¢alismalara 1s1k tutmustur. Bu
yondeki ¢alismalara Gal (2010), Mahmudov (2011b), Mahmudov ve Gupta (2012) gibi

arastirmalar 6rnek olarak verilebilir.

Bu tezde, genellestirilmis kompleks Szasz operatorleri ile genellestirilmis kompleks

genuine Szasz-Durrmeyer operatorlerinin yaklasim o6zellikleri arastirilacaktir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, calismamizda kullandigimiz temel tanimlar ve kompleks analizdeki

yardimci teoremler verilmistir.

Bu tezin {iglincii ve dordiincii boliimleri tamamen orijinal olup asagidaki yonde

incelemeler yapilmistir.
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Ucgiincii boliimde, genellestirilmis kompleks Szasz operatdrleri tanimlanarak, kompakt
disklerde {istel biliyliyen analitik fonksiyonlara iliskin bu operatdrlerin nicel tahminli
yaklagim ozellikleri aragtirilmistir. Bu operatorler ile kompakt disklerde yakinsaklik orani
ve Voronovskaja-tip sonug i¢in iist nicel tahminler verilerek esanli yaklagimin tam

mertebesi elde edilmistir.

Dordiincti  boliimde, Bernstein-Durrmeyer operatorlerinin = bir  genellesmesi  olan
genellestirilmis kompleks genuine Szasz-Durrmeyer operatorleri tanimlanmistir. Kompakt
disklerdeki analitik fonksiyonlar i¢in, bu operatorlerin yakinsaklik orani ile Voronovskaja
tip teorem igin list nicel tahminler bulunarak, yaklagim ve esanli yaklagimin tam mertebesi

elde edilmistir.

Boylece, genellestirilmis kompleks Szdsz operatorleri ile genellestirilmis kompleks
genuine Szasz-Durrmeyer operatorlerinin yaklagim 6zellikleri [0, o) araligindan kompleks

diizlemdeki kompakt disklere nicel tahminlerle genisletilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢alismamiz esnasinda kullanilan bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.
2.1. Temel Tanim ve Teoremler

2.1.1. Tanim

X ve Y iki normlu fonksiyon uzayi olsun. X den alinan her f fonksiyonuna Y de bir g
fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa, L ye X den Y ye bir operator denir. f € X,
g €Y ve x, g nin tanim kiimesinin elemani olmak tizere L(f;x) = g(x) ile gosterilir
(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

2.1.2. Tanim

L: X —= Y bir operator olsun. Eger her f;, f, € X ve her a;,a, € R igin

L(aify + azf2; %) = a1 L(f1; %) + azL(f2; x)

kosulu saglaniyorsa, L ye lineer operator denir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

2.1.3. Tanim

m €N, xg,Xq,..., %X, € R ler de birbirinden farkli noktalar olmak iizere f fonksiyonunun

i = 0,1, ..., migin x; noktasindaki degerini [x;; f] ile gosterelim.

x.
[xOJx]_;--.,xm;f] = — f( ])
= T oinj (X — 1)

ifadesine f fonksiyonunun xg,xy, ..., X, noktalarindaki m —inci boliinmiis farki denir
(Dzyadyk ve Shevchuk, 2008).

Bu durumda, f nin sifirinc1 boliinmiis farki
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[x0; f1 = f(x0),

f nin birinci boliinmiis farki

_ f(xo) n f(x1) :f(xo)—f(xl):[xo}f]_[x1if]

X0, X1, =
[ 0 1’f] xo_xl xl_xO xO_xl xO _xl '

f nin ikinci boliinmiis fark:

f(xo) n f(x1) N f(xz)

Xo —x1)(Xg —x2) (g —x0) (g —x2) (X2 — x0) (X2 — x1)

[x0, X1, %2; f] = (

[x0, x1; f1 — [x1,xzif]

xO_xZ

)

olup bu sekilde devam edilirse f nin m —inci bolinmiis farki

(X0, X1y eves Xm—1; 1 — [xl,xz, ey Xon f]
Xo — Xm

[xo, Xl, ,xm, f] =

seklinde yazilabilir.
2.1.4. Teorem (Cauchy Tiirev Formdilii)

r > 0 olmak iizere f:D, —» C fonksiyonu D, de analitik ve D, da siirekli olsun. Bu

durumda herhangi p € {0,1, ...} ve her |z| <ri¢inT = {z € C:|z| = r} iken

!
fP(2) = ZZ:Tif @ /:(:l))pﬂ du
r

saglanir (Gal, 2009).



2.1.5. Teorem

Bir G c C agik kiimesi verilsin. G tizerinde analitik fonksiyonlarin bir (f;)ney dizisi f

analitik fonksiyonuna yakinsak ve G deki her kompakt kiimede diizgiin yakinsak ise, bu

durumda herhangi p € N igin p. tirev dizisi (£”’) de G deki kompakt kiimeler
neN

tizerinde P ye diizgiin yakinsaktir (Gal, 2009).
2.1.6. Teorem (Maksimum Modiil)

Q c C smirl bir bdlge olsun. Eger f: Q — C fonksiyonu Q da analitik ve Q da siirekli ise,

bu durumda Q nin sinir1 T ile gosterilirse

maks {|f(2)|:z € Q} =maks {|f(2)]:z € T}

saglanir (Gal, 2009).

2.1.7. Teorem (Ozdeslik)

Qc C bir bolge ve f,g:Q—-C, Q da analitik iki fonksiyon olsun. Eger
{z e C: f(z) = g(2)} kiimesi Q da en az bir yigilma noktasina sahipse, bu durumda Q
tizerinde f = g dir (Gal, 2009).

2.1.8. Teorem (Bernstein Esitsizligi)

Her k € {0,1,...} icin a, € C olmak iizere P,(z) = Y-, arz® ve r > 0 icin

|2, ||, = maks {|B,(2)]|: |z| < r} olsun. Bu durumda

i) Her |z| < 1i¢in |P;(2)| < nl|P,|l4;

ii) 7> 0 ise her |z| < 7 igin |P{(2)| < Z (IRl

esitsizlikleri gergeklenir (Gal, 2009).
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2.1.9. Teorem (Taylor)

f fonksiyonu bir z, noktasinda analitikse bu noktanin bir komsulugundaki z ler igin gegerli

olmak Uzere

FD = anz -z =Y L gy
n=0 n=0

acilimi vardir. Bu kuvvet serisi bir D(z,,7) diski tizerinde mutlak yakinsar ve bu diskin

kompakt alt kiimeleri lizerinde yakinsama diizgiindiir (Baskan, 2005).

2.1.10. Sonug

A, C de bir bolge ve f: A — C tamimli olsun. f nin A da analitik olmasi igin gerek ve yeter
kosul her bir z; € A noktast i¢in f nin, lizerinde yakinsak bir kuvvet serisine esit

olabilecegi bir D(zy, R) = {z: |z — z,| < R} diskinin bulunabilmesidir (Baskan, 2005).

2.1.11. Teorem

i) A4, C de bir bolge ve (f,,), A lizerinde analitik olan f,, fonksiyonlarinin bir dizisi olsun.
Eger A da bulunan her kapali disk iizerinde f,, = f yakinsamasi diizgiin ise f, A da
analitiktir. A daki kapali diskler tizerinde f,, —» f' yakinsamasi diizgiin, A tizerinde ise
fn — f' noktasaldir.

ii) Eger k € N olmak tizere g, fonksiyonlari A tizerinde analitik ve g(z) = Y3~ gk (2)
yakinsaklig1 A i¢indeki her kapali disk iizerinde diizgiinse g, A da analitiktir. Ustelik
g'(z) = Y r=1 gx(2) yakinsaklig1 A tizerinde noktasal ve A daki kapali diskler tizerinde
diizgiindiir (Bagkan, 2005).
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3. GENELLESTIRILMIiS KOMPLEKS SZASZ OPERATORLERI iLE
YAKLASIM

3.1. Reel Degiskenli Szasz Operatorleri

x € [0,), f € C[0,0) ve n € N olmak tizere reel degiskenli Szasz operatorleri

o

Sucriim ey T @ 3.1)

Jj! n

j=0
olarak tanimlanmuistir.

Széasz, A > 0 bir sabit olmak iizere x — oo iken f(x) = 0(x*) kosulunu saglayan siirekli
f fonksiyonlari igin; Favard ise daha genel olan f(x) = 0(e?¥) kosuluna sahip siirekli
fonksiyonlar igin (Sn(f ; x))nEN operatorler dizisinin [0,00) araliginda f(x) e

yakinsadigini ispatlamistir (Szasz, 1950; Favard, 1944).

Ayrica Totik, f tlizerinde baz1 ek hipotezler altinda S,(f;x) operatorleri ile f(x) e

yaklagim i¢in asagidaki nicel tahmini elde etmistir:
K
ISn(f;) = f(Ol < =5 x €[0,00),n €N,K > 0.

(Totik, 1984).

Sonlu bir araliktaki Bernstein yaklasim polinomlarinin [0, c0) araligi i¢in bir genellesmesi
olan Szasz operatorleri, yaklagim teorisinde merkezi bir rol oynadigindan bu operatorler ve

cesitli genellestirmeleri farkli uzaylarda yogun bir sekilde ¢alisilmaktadir.

Walczak Es. 3.1 ile wverilen reel degiskenli Szasz operatorlerinin 6nemli bir

genellestirmesini, (a,), (b,) dizileri
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lim = = a”—1+0(1)
nl_r’gobn_ ve bn_ bn

kosullarin1 saglayan pozitif sayilarin artan ve sinirsiz dizileri olmak tizere

(a’;f)] f (L>,x € [0,0),n € N (3.2)

Sp(f;an, by x) = e‘anxz
Zy b
]:

seklinde tanimlamis ve polinom agirlikli uzaylarda bu operatorlerin yaklasim 6zelliklerini

aragtirmigtir (Walczak, 2000).

Ispir ve Atakut, Gadjiev (1974) tarafindan ispatlanan agirlikli Korovkin tip teoremleri
kullanarak pozitif reel eksen iizerinde tanimli siirekli ve siirsiz fonksiyonlarin polinom
agirhikli uzaylarinda Eg 3.2 ile verilen operatorlerin tek ve iki degiskenli fonksiyonlara
yaklagim Ozelliklerini incelemisler ve agirlikli siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim

derecesini elde etmislerdir (Ispir ve Atakut, 2002).

Ayrica reel Szasz operatorlerinin farkli genellestirmeleri, Lesniewicz ve Rempulska
(1997), Walczak (2002), Mortici (2009), Rempulska ve Graczyk (2010), ¢alismalarinda da
bulunabilir.

3.2. Kompleks Szasz Operatorleri

3.2.1. Tanim

Szasz operatorlerinin kompleks genellesmesi Gal tarafindan

> (nz)) /j

Sn(fiz) =e™ ( .,) f(%),z €C (3.3)
= )

seklinde tanimlanmistir. Gal, kompleks Szasz operatorlerinin analitik fonksiyonlara

yakinsaklik oran1 ve Voronovskaja-tip sonug igin iist nicel tahminler vererek, esanli

yaklagimin tam mertebesini elde etmistir (Gal, 2008, 2009).
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Bu tezde, Es. 3.2 ile verilen reel Szasz operatorlerinin bir genellestirmesinden ilham alarak,
genellestirilmis kompleks Szasz operatorleri asagidaki gibi tanimlanmis ve kompakt

disklerde nicel tahminli yaklasim 6zellikleri arastirilmistir.

3.2.2. Tanim

R > 1 olmak iizere f:Dg U [R,) = C icin f fonksiyonu Dy U [R, o) da siirekli, Dy de

analitik ve iistel biiytimeye sahip ve ayrica (a,), (b,,) dizileri

b b
lim—=0 ve =<1
n-o 4y an

kosullarin1 saglayan kesin pozitif sayilarin birer dizisi olmak f{izere genellestirilmis

kompleks Szasz operatorleri

a, J

_an, x> /jby\ (ayz)]
San (Fi2):=e anZf(]—") @2) ecmen (3.4)
= j'b,

seklinde insa edilmistir (Cetin ve Ispir, 2013).

Burada f fonksiyonunun Dy iizerindeki analitikligi f(z) = Yo crz” gdsterimini garanti
eder; bu ise [0,00) araliginda reel degiskenli durumda iyi bilinen bazi tahminler
kullanilirken, 1 < 7 < R olmak iizere herhangi bir D, kompakt diskinde nicel tahminlerin

ispat1 i¢in gerekli olur.

Es. 3.4 ile taniml operatérler, a,, = n ve b, = 1 durumunda Es. 3.3 ile verilen kompleks
Szasz operatorlerine doniisiir. Ayrica yeni tanimlanan operatoriin yaklasim orani (a,) ve
(b,,) dizilerinin se¢imine gore uygun sekilde ayarlanabilir oldugundan, burada elde edilen
yakinsaklik oraninin Gal (2008, 2009) tarafindan kompleks Szasz operatorleri i¢in verilen

sonuglardan daha iyi oldugu goriiliir.
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3.3. S4,, b, Genellestirilmis Kompleks Szasz Operatorleri ile Yaklasim

Bu boliimde kompakt disklerde iistel biiyiimeye sahip analitik fonksiyonlara iliskin S,
genellestirilmis kompleks Szasz operatoriiniin yaklagim Ozelikleri incelenecektir. Bu
baglamda operatoriin fonksiyona yakinsaklik orani, Voronovskaja tip yaklasim ve
yaklasimin tam mertebesi bulunacaktir. Ayrica esanli yaklasim iginde benzer sonuglar

verilecektir.

3.3.1. Yardimei1 sonuclar

Yakinsaklik oranini vermek i¢in oncelikle S, ;, nin bazi 6zelliklerini gosteren asagidaki

yardimci1 lemmalara ihtiyag¢ vardir.

3.3.1. Lemma
. .. by jby e .
j=0,1,... icin O'a_' Sl noktalarinda Sa,, b, OPeratorinin boliinmiis farklar ile
n n
ifadesi
e (17) = Z Jo.22. .. 1] (35)

bicimindedir (Cetin ve Ispir, 2013).

fspat

Sa,b, Operatoriinii tanimlayan seri diizgiin yakinsak oldugundan bu seri terim terim

tiirevlenebilirdir. Es. 3.4 ile verilen formiilde z ye gore tiirev alinirsa

o= e S (0
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- b 1 a, _9n . _an ,
] n

_ _&e—z—zzzf(fﬁ)wn_z?"
by, : an/ jib)

iy C f<(/+1>bn> (anz)!

an jlbl

O e RGO

= j'b}

s Z Ijb G+ 1)b 'fl (a,z)’ 36)

a i)
=0 n ]!bn

elde edilir. Es. 3.6 da z ye gore tiirev alinirsa

_an, <O [jba b, 7))
S”bn(fZ)— Z] (1+) 'fl(az)

= j'b)
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Yo Lt o)

j=0

“lan’  an i'b)

= b, (j+1)b, 1 a, _on . _an .
Z l] Y ) fl {—b—ne bnz(anz)J +e bnzj(anz)f_lan}
] n

an iz - [bn <1+1>b (anz)!
Z[ i jib}

(an2) ™"

G-

an __Zz ]b (]+1)b

an ——z ]b (]+1)b (anz)!
Z 2y
Jthy

n an

a, __Z g+ 1)b (] +2)b, ](a,z)’
5, ¢ ' l jibJ

~ an _an,, i{lo + 1)b, (, + Z)b l jbn (, + 1)b, fl}(anz)j

)
=0 an ]! bn

o)

an __Zz <(/ + 2)b,, ]ﬁ) jba (G + Dby (] + 2)b, f (a,z)’

aTl aTl aTL j! bT{l

a
i=0 n

-

Z []b G+ 1)b (1 + 2)b, fl (a,z)’

an jibl

bulunur. Benzer diisiince ile devam edilirse k = 0,1, ... i¢in

s, (f;2) = kle

jbn (1+1)b G+ kb, ](anz)’
Z ) e, ,fl )

an



17

olur. Burada seri agilip ilk terimleri yazilirsa

_9n b kb
5§i?bn(f:2) = kle " [O,Q—n,...,a—n;f
n

n

L )

_an, O by G+ Db, G+ k)b, | (anz)’
+kle bn Z —_—, . -
- an an an ]' b‘r]l

j=1

elde edilir ve z = 0 alinirsa

b kb
Sann (F30) = K!|0.22, s f -
n

n

oldugu goriiliir. Es. 3.7 ifadesi S, , operatoriiniin Maclaurin seri ag¢iliminda yerine

yazilirsa

oo

0 o
Sanbn (3 0) b, kb
Sanbn(fi2) = ZMZR = [0,—n, ...,—n;f] zk

k! a a
k=0 k=0 n n

ifadesi elde edilir.
3.3.2. Lemma

Eger f fonksiyonu k. dereceden bir polinomsa, bu durumda S,_,, (f;z) de derecesi < k

olan bir polinomdur (Cetin ve Ispir, 2013).
fSpat

f fonksiyonu k. dereceden bir polinom olarak alinirsa j > k oldugunda f nin j-yinci
boliinmiis fark: sifir olacagindan Es. 3.5 ten k. dereceden bir polinomun S, operatorii

altindaki goriintiistiniin de k. dereceden bir polinom oldugu agiktir.
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3.3.3. Lemma

R > 1 olmak iizere f:Dg U [R, ) = C seklinde tanimli f fonksiyonu Dy U [R, o) da

siirekli, Dy de analitik yani her z € Dy icin f(2) = Y, cxz® olsun. Her k = 0,1, ... icin
k

ekl <M 'z—! (bu esitsizlik her z € Dy i¢in |f(2)| < Me4l?! olmasimi gerektirir) ve her

x € [R,) icin |f(x)| < CeB* olacak bicimde M,C,B>0 ve A€ (% 1) sabitleri

bulunsun. Bu durumda her k = 0,1, ... i¢in e, (z) = z* olmak iizere her z € Dy, i¢in

oo

Sanini2) = D CuSapn, (€ 7) (38)

k=0
esitligi saglanir (Cetin ve Ispir, 2013).
fspat

Herhangi bir m € N igin

_ 2o Cij: |z| <r ise
) = {f(;) , X € (r,+0) ise

olarak tanimlayalim. f fonksiyonu kompakt disklerde iistel biiyliyen analitik bir fonksiyon
oldugundan agiktir ki her m € N ve x € [0, ) igin |f;,(x)| < C,rePm* saglanir. Boylece

herm,n € Nve z € C igin

_anz 2 ]b (a Z)]

|Sa, b, (fm; 2)| = [€ Bn E fn (_">“_]
— j'b

Jj=0 n

an

oo

>l (22)

j=0

(anlz])!

j'by

_an
< |e bn”
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Ny Z ijb—n (anlzl)j
Cpe ™an ————
j!by,

bnyJ
(a—n |Z|eBman>

Zi On - (3.9)

elde edilir. Son seri oran testinden yakinsak oldugundan dolay1 S,_p (fin; z) iyi tanimli ve
analitiktir. Benzer diisiinceyle f iistel biiylimeye sahip analitik bir fonksiyon oldugundan

Sa,b, (f3 2) nin de iyi taniml1 ve analitik oldugu elde edilir.

Herm e Nve k = 0,1, ... i¢in

crex(2), lz| <r ise
fmi (@) =1 f(x)
m+1

) x € (r,+) ise

ile gosterelim. Agiktir ki her f;,, fonksiyonu [0,00) da iistel biiyiimeye sahiptir ve

fm(2) = Xk=o fmi(2) tir. Sq_,, nin lineerliginden her |z| < r igin

m m
San,bn(fm; z) = Sanbn <Z Ck€k; Z) = Z Ck San,by, (ex; 2)

k=0 k=0

saglanir. O halde her n € N ve |z| < r i¢in
nlziiréo San,bn (fm; Z) = San'bn (f, Z)

oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in ise;

m

2.

k=0

lim ”fm _f”r = lim ) |Z| <r
m—oo m—oo

crex(z) — Z crex(z)
k=0

r
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m co
lim Z crex(z) — Z crex(z)
m—oo

k=0 k=0

r

ve |.llg[o,0), C[0,+o0) daki diizgiin normu gostermek {izere, x € (r,+o0) igin

fin@) = f(@) oldugundan [Ifyy = fllgoe) < Ifin = fll; kalir ve diger taraftan  her

2] < igin
oSl S S e
= leon Z(fm f)(an)(j!’fz
< [e7mn" gkfm P2 ") (Cﬁlszll)
< [e7507| e - fl )" Canlzl)’

j'b;

=0

bulunur. Son seriye oran testi uygulanirsa bu serinin yakinsak oldugu goriiliir. Buradan

lim ||, — fll; = 0 ve llf;, = fllg[o,0) < llfm — fll ifadeleri dikkate alinirsa m — oo igin

m-—oo

lfm — fllg[0,00) = O Olur. Boylece lim S, , (fim;2) = Sq, p,(f;2) elde edilir ve ispat
m-—0oo

tamamlanir.

3.3.2. 84, b, Operatoriiniin Yakinsama Oram

Bu kisimda (San,bn(f)) dizisinin f ye yakinsama ve esanli yakinsama oranimna iliskin

sonuclar verilecektir.
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3.3.4. Teorem

R > 1 olmak iizere f:Dg U [R,0) — C fonksiyonu Dy U [R, ) da siirekli, Dg de analitik
yani her z € Dy icin f(2) = Yo, crz® olsun. Her k =0,1,... igin |cx| < MA?T (bu
esitsizlik her z € Dy i¢in |f(2)| < Me4l?l olmasim gerektirir) ve her x € [R, ) igin
|f (x)| < CeB* olacak bicimde M,C,B >0 ve A € (%, 1) sabitlerinin bulundugunu kabul

edelim. Bu durumda

MH1<sr< % keyfi sabit olmak tizere her |z| < r ve n € N i¢in

b
[San i, (F 2) = F ()] < —=Co(f)

esitsizligi saglanir. Burada

M o0
C(f) = Zkzzz(k + DAk < o

dur.

i) S, p. operatorii ile esanl yaklasim igin, 1 < r <r; < 2 keyfi sabitler olmak iizere her

|z| <rve n,p € Nigin

b_n p! Tlcrl (f)

S(P)
an (rl - r)p+1

oy (f;2) = fP(2)| <

esitsizligi gerceklenir. Buradaki C,. (f) ifadesi (i) de tammlandig1 gibidir (Cetin ve
Ispir, 2013).
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fspat

(i) f fonksiyonu iizerindeki hipotez dikkate alindiginda k = 0,1, ... icin e, (z) = z* olmak

tizere her z € Dy i¢in Lemma 3.3.3 ten;

o)

San,bn(fi z) = Z CkSan,bn(ekJZ)

k=0

olur. Es. 3.4 formiilii yardimiyla

an © . k ]
San:bn(ek; z) = e_ﬁz z (]ﬁ) (anz)

o d
=0 an ]!bn

seklinde yazilabildiginden her z € C igin

o (An J
anzz b_Z
. — o by n
San,bn(eO'z) e °n 1
— J:
Jj=0

_4n, A4n
=e bnebn =1,

Sa, b, (€1;2) = e on” Ibn (@n2)’
bt Lian jib)

Jj=0

_an, an
=ze bn ebn =7z

(3.10)
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bulunur. Boylece Lemma 3.3.3 ve S, , (ep;z) =1, S4,p,(e1;2) = z ifadeleri birlikte

diistintildiiglinde

[Sanin 32 = £ = | D Sapin (e 2) = ) cxer(2)
k=0 k=0
< D 1elSayp, (0157 — ex(2)] (3.11)
k=2

esitsizligi elde edilir. Simdi de |San,bn (ex;z) — ey (Z)| icin bir tst siir bulalim. Es. 3.10 da

z # 0 ye gore tiirev alinirsa

Stan(e) = 21 z( ) o)
-2 (@) sl o]

- ib\E 1 a, _%n ) _an .
= (E2) o {- R ™ @) + e jann) e
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an an

=—-—3 e, z) +—S ex+1s Z
bn an,bn( k ) an an,bn( k+1 )

olur. Buradandahern e N,z € Cve k = 0,1, ... igin

zb,

San;bn (ek+1; Z) = a_SCIJ—n,bn (ek; Z) + ZSan,bn (ek; Z) (3'12)
n

indirgeme bagintis1 elde edilir. Es. 3.12 kullanilarak hern € N,z € Cve k = 0,1, ... icin

zb + zb
Sa, b, (€1 2) — 28 = a—n [Sa,,.5, (ex-1;2) — 2" + a—n (k — 1)z*2

n n

+2[Sq, b, (ex-1;2) — 2" + zz*71 — Z*

_ zby

[Sapbn (€13 2) = 271 + 2[Sa, p, (€13 2) — 271
n

b
+(k—1) —=zk1 (3.13)
a‘l’l

seklinde yeni bir indirgeme bagintisi bulunur. Son esitlikte |z| < r igin modiile gegilirse
her k > 2 i¢in

|Sap, b, (o1 2) — 2% =

Zb ’
a_n [San,bn(ek—1i z) —zF 1 + Z[San,bn(ek—1} z) —z"71
n

+(k—1) Lzk1

n

b
a

|Z|bn

< = [Say i (emss 2) = 27 | + 121Sa i, (i1 2) — 2571
n

b
+(k—1) = |z|* T
a

n
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rb
s—”|

[Sapbn (€r-152) = Zk_l]’| + 7S, b, (€r-1;2) — 27|

b
+(k—1) —=rk1t
a

n

oldugu goriiliir. Diger taraftan Lemma 3.3.2 den S, , (ex—_q1;z) fonksiyonu k — 1.

dereceden bir polinom olup, Teorem 2.1.8 Bernstein esitsizligi yardimiyla yazilabilen

asagidaki

k1| 1 k-1
|[San,bn(ek_1;z) -z ] | < Tmaks {|San,bn(ek_1;z) -z |: lz| < r}
esitsizligi yukaridaki son esitsizlikte yerine yazilirsa

b
|Say b, (er;2) = 2| < (k = 1) a—n [Sanbn(er-1:2) = 27|+ 7|Sa,p, (er—152) — 27|
n

by,
k—1) Zrk-t
+( )ar

n

elde edilir ve

b
|Sa,.p, (ex; 2) — 2| < (k — 1)a—n 1Sa,,.b, (€11 2) — Zk—1||r
n

7 Sapn (@xm12) = 257H| + (k= 1) 2ok

n

b
a
= [(k — 1)2—’; + r] [Sann (er-1:2) = 27|+ (k — 1)2—:r’<-1 (3.14)

olur. Simdi de [|Sy,, b, (x—1;2) — 27|

i¢in bir ist smir bulalim. Bu amagla Es. 3.13

ten k = 2 i¢in;
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' b
San:bn(eZ; Z) - ZZ - Za_n [San,bn(el; Z) - Z] + Z[San,bn(el; Z) - Z] + a_nZ
n n

by b,
= —_— f— ’_.|_ — +
Zan[z z|' + z[z — 7] anz
b,
= —z
an

bulunur ve

b
||5an,bn(€2:z) - ZZ||T < a—:r

elde edilir. k = 3 igin;

b
n ! n
Sanbn(€3;2) — 2% = Z [Sa, b, (€25 2) — 22| + 2[Sq, b, (€25 2) — 2%] + Z_an z?

olur ve

b.\? b
ool = (5 12

b
yazilir. Burada a_n < 1ver = 1 oldugu goz 6niinde bulundurulursa
n
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b b
[Sauouesi ) = 23], = 224 3202
= ﬁrz
an

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse k ya gore matematiksel indiiksiyonla her k >2,

n € Nve |z| <rigin

Mbn rk-1 (3.15)

”San,bn(ek;z) - ek(Z)”r 2 a
n

esitsizligi saglanir. Es. 3.15, Es. 3.14 te kullanilirsa

b kb
IS0 5. (e: 2) — ex(2)| < [(k—1)a—”+r Sk (k-1 bn k-
n

n Tl

b
olur ve — < 1 oldugundan
aTl

k'b b
|Sa, b, (€1 2) — e (D] < [(k— 1) + 7] = > an rk=2 ¢ (k — 1) —=rk-1

n aTL

seklinde yazilabilir. O halde geriye her k >2 ve n € N i¢in

k'b b k+1)!'b
[(k—D+r]>—=rk 2+ (k—1)Frkt < <UD ey
Zan an 2 an

esitsizligini ya da basit bir diizenlemeyle yukaridaki esitsizlige denk olan asagidaki
[(k—1D+r]k'+ 2(k—Dr<(k+D!'r

esitsizligi ispatlamak kalir. Yukaridaki esitsizligin sol tarafin1 A(k), sag tarafini ise B (k)

ile gosterelim. k = 2 i¢in
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[1+7r]2!+ 2r <3!r
2+ 4r < é6r

elde edilir ve her r > 1 i¢in A(2) < B(2) olur. Kabul edelim ki A(k) < B(k) ifadesi

k = n i¢in dogru olsun. Bu durumda,

[(mn—D+rnl+ 2n—Dr<(n+D!r (3.16)

ifadesi gecerlidir. Simdi k = n + 1 i¢in bu esitsizligin dogru oldugunu yani

m+r)n+ D'+ 2nr <(n+2)!'r (3.17)

esitsizliginin ger¢eklendigini gosterelim. Es. 3.16 nin her iki yanini n + 2 ile ¢arparsak

m+2)r=[(n—1D+r](n+2)n!'+ 2(n+2)(n— Dr
=[n-D+rin+D'+[(n—-D +rnt+2n+2)(n—Dr
=n+r)n+D'—(+D)'+[(n—1D +rn'+2n(n—Dr+4(n—- Dr
=n+r)n+D!'+(—n—-1+n—-1+r)n!'+4nr +2n(n— r — 4r
=n+r)n+ D'+ 2nr+ (r—-2)n'++2n(n— Dr + 2nr — 4r
=n+r)n+ D'+ 2nr+ (r—2)n'+2r[n(n—1) + n — 2]
>nm+r)(n+ 1)+ 2nr

elde edilir. Ciinkii her r > 2 ven > 2 i¢in

(r=2n!'4+2r[nn—-1)+n-2]=0

saglanir. Bu ise her r > 2 ve n > 2 i¢in B(n + 1) = A(n + 1) oldugunu gosterir. Diger

taraftan Es. 3.17 ifadesi r = 1 i¢in incelenirse

n+DMn+D!'+ 2n< (n+2)!

yazilir ve asagidaki diizenlemeyle
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nm+DMm+D!+ 2n< (n+2)!
2n<[n+2-n—-1](n+ 1)!
2n < (n+ 1)!

biciminde elde edilen son esitsizligin de her n > 2 i¢in saglandig1 goriiliir. Béylece her
r=>1ven>2i¢cinB(n+1) = A(n+ 1) olur. Demek ki A(k) < B(k) ifadesi her k > 2

icin dogrudur.

Dolayisiyla ¢, tizerindeki hipotez ile birlikte Es. 3.15 ifadesi Es. 3.11 de yerine yazilirsa

n_ k-1
k! 2  a,

> A (k+1)'b
Sen.(Fi2) - f)| < S M DD,

k=2

_ b M i(k + 1) (rA)k
_aank_Z r

_an
_a_n r(f)

elde edilir. Her1 < r < %igin

M o0
C.(f) = Zkzzz(k + DAk < o

dur. Ciinkii f(2)=Y5.,2z*t1 ve onun tirevi f'(2)=Ys,(k + 1)z® serisi herhangi

1<r< %igin |z| < r de mutlak ve diizglin yakinsaktir.

(if) Esanli yaklagim i¢in, 1 < r <1y < % keyfi sabitler ve n,p € N olmak tizere y, 0

merkezli r; > r yarigaph ¢emberi gostersin. Herhangi |z| < r ve v € y igin

|v — z| = r; — r oldugundan Teorem 2.1.4 ve (i) den
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: San, n(f; v)—f(v)
Sg:l)bn(f z) — f(p)(z)| me b(v — Z)p+l dv
14
[San, n(f V) - f)|
f i RS |dv|

b (f)
Pl oy f dv]

27r (ry —r)ptt

p! Z_Zcrl(f)

= %—(ﬁ — e 21Ty

Crl(f)w

elde edilir. Burada C, (f) ifadesi (i) de verilen ozellikleri saglar. Boylece operatdr ve
operatoriin tiirevi yardimiyla analitik fonksiyonlarin yaklasim oranina iligkin bir iist oranin

b -
a—” oldugu sonucuna ulasilir.
n

3.3.3. Voronovskaja Tip Sonug¢

3.3.5. Teorem

f fonksiyonu ve R, M, C, B, A sabitleri i¢in Teorem 3.3.4 teki hipotezler gegerli olsun ve
1<r< % sabitini alalim. Bu durumda her |z|<r ve n €N i¢in asagidaki

Voronovskaja-tip sonug saglanir:

Santn (Fi2) = F(2) = 222" @) = (22) M, ().

Burada
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3MA|z|
r2

M, (f) = (k+ DAt <oo

k=2
dur (Cetin ve Ispir, 2013).
fspat

k = 0,1, ...i¢in e, (z) = z* olmak iizere her z € Dy, i¢in Lemma 3.3.3 ten

oo

Sanp, (f32) = z CiSa, b, (€1 Z)

k=0

yazabiliriz. Buradan, S, , (eo;2z) =1, S, p,(e1;2) = z esitliklerinin de kullanilmasiyla

her z € Dg, n € N i¢in

b
n 17
anb,\J 3 Z2) — -5 = kP an by, \€k> Z) — k€K
S z Z a zf"'(z c,S, ey Z crey(z
n
k=0 k=0
bn, k—2
——2z ) ck(k—1)z
2a,
k=2

= |Co [San,bn(eoi z) — eo(Z)]+C1 [San,bn(€1i Z)—e1(2)]

[ee] 0
+ Z CkSa,, b, (€K Z) — z crex(2)
k=2 k=2

o

b
- —nzz crk(k — 1)zF2

2a
n k=2

o

[ee]
z CkSan,bn(ek; z) — crer(2)
k=2

k=2
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o)

b
— —nz ck(k —1)zF1
2a,
k=2
bn k-1
Ck [Sa,b,(€r; 2) — ex(z) — gk(k - 1)z
n

c b
< Zlckl Sa, b, (€x; 2) — ex(2) — z—nk(k —1)zk1 (3.18)
k=2 n
olur. Bu durumda (S p, (ex; z) — ex(z) — k(k —1)z* 1| i¢in bir Ust siir bulmaliyiz.
Exn(2) = Sqp, (ex;2) — ex(2) — k(k 1)z*1 ile gosterelim. Es. 3.13 teki

indirgeme bagintis1 kullanilirsa her k > 2, n € N ve z € Dy i¢in

an ’
Exn(z) = o [San,bn(ek—l; z) — ek—1(Z)] + Z[San,bn(ek—l; z) — ek—l(z)]

n

b b
+(k—1) Lz - L k(k —1)zk 1
a 2a

n n

zb b ,
= a—n [San.bn(ek—l; Z) - ek—l(z) — i (k - 1)(k _ Z)Zk_z]

n

zb k= 1)k — 2)2c-2|
+2n 7( = Dk = 22572 + 2[Sa,p,(er:2) — €61 ()

n

_ b (k—1)(k— 2)2"_2] + Zb—n (k —1)(k —2)zk2
2a, 2a,

+(k—1) — b zk= 1[1——]

zb zb, [ b
= 2 () + [ e = 1 = 22273 + 2B 10 (2)
n n

n
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by, _ (k—2) by
+E(k—1)(k—2)z"1—(k—) 7 2’ zk1

zb zb, [ b
= 2B n (@) + 2B an(2) + 22 [ (e = D (k - 27247

n n 27’1

zb,, b2 I
=0 Ep_12(2) + zEx_1n(2) + (k -1 (k—2)°z
n

seklinde Ej, ,,(z) icin bir indirgeme bagntisi elde edilir. Son esitlikte modiile gegilirse

2

b b 2, k-2
|Exn(2)] = Ek 1n(2) + ZE1n(2) + 55 (k - Dk —-2)%z

b, b
i (k= Dk —2)%|z|*3 (3.19)
2a, a,

< zlbn

< e 2|Efp_1 (@] + 121 |Ee1n(2)] +

bulunur. Yukaridaki ifade de yer alan Ey_; ,(z) polinomu

b
Ex—1n(2) = Sq, b, (€x-1;2) — ex_1(2) — ﬁ (k — 1) (k — 2)z*2
n

olarak yazilabilir. Lemma 3.3.2 den S, , (ex—1;z) fonksiyonu k — 1. dereceden bir
polinom oldugundan Ej_, ,,(z) in derecesi < k — 1 olur. O halde Teorem 2.1.8 kullanilirsa

Es. 3.19 ifadesi basit diizenlemelerle

b, (k-
|Ekn( )l |Z| (

”Ek 1n(Z)” +r|Ek 1n(Z)|

by by
20 D 1y - 223

TlaTl

|z|by, (k
2a,

< 7|Ein(@)| + ||Ek 1@ +—(k—1)(k—2)2 k=3
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= r|Ek—1,n(Z)| + > ||5an,bn(ek—1iz) —ex_1(2)

|z| by, ) (k—1)
an r

bn k-2
—E(k - 1)(k - Z)Z

+ Z—” (k — 1) (k — 2)%rk3 l

r

|z|by, [ (k —1)
< r|Ek—1,n(Z)| + Zann [2 " ||5an,bn(ek—112) - ek—1(Z)||r

(k=1 b

+2 2—(k—1)(k—2)rk 2+ (k—1)(k 2)2rk= 3]

= r|Ek—1,n(Z)| + 2

|z|b (k—1)
ann [2 " ||5an,bn(ek—1i z) — 9k—1(2)||r

+b—n (k—1)%(k —2)rk3 + bn (k —1)(k —2)%rk=3 ]
a, a,

bulunur. Es. 3.15 ifadesi yukarida yerine yazilirsa her |z| < r igin

||b (k—l)k'bnkz_l_ " 12k - _—

|Ek,n(z)| = rlEk—l'"(Z)l 2 an

+b—n (k—1)(k - 2)27"“3]
an

IIb

[—(k—l)k'rk 3+ " (k— Dkt rt?

b
+ a_n (k — Dk! rk_3]

n

22 rk=3(k — k!

= r|Ek 1n(Z)| +



3|z|b2
< T|Ek_1'n(Z)| + Tznrk 3(k + 1)!

n
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(3.20)

oldugu goriiliir. k = 0 i¢in Ey,(2) =S4 p,(€0;2) —€o(z2) =1—-1=0 ve k=1 igin

El,n(Z) =

yazilirsa

|E2,n(z)|

|E3,n(z)|

|E4,n(z)|

|Ek,n(z)|

IA

IA

IA

IA

3|Z|b2 _

T|E1n(Z)| 1. I =
Tl

3)z|b;
7|Ezn(2)] 2 4!
3|Z|bnr0. 3|z|b2 0 41—
2a% 2a%

3|z|b2 1
r|Esn ()| + 222 r-.5!
3|z|b2 3|z|b2
2163 gy gy 4 300
2a? 2

n

_ 3lzlbn r1(3!+ 4! +5!)

Zan

3|z|b2

le3

2a2

n

k+1

S

j=3

3|Z|nk3
= k+1)!
=Tk + 1)

Tl

Sa,b,(€1;2) —e1(z) =z—2z=0 dir. Es. 3.20 de k = 2,3, ...

icin adim adim

3|z|b2?
I I Tl.r_l

2a?

3|Z|b7’l 0
2a%

(3! +41)

r1. 5!

bulunur. Bu ifade Es. 3.18 de yerine yazilirsa
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b, -
Sewin (Fi2) = F(2) = 5o=2f"@)| = ) el [Een(2)

k=2

k
SZMA Slzlbn - 3(k + 1)!
k! az

_ 3Mz|b2 <O A

k 3 |
= kl (k+1)!

3MA|Z|

Z(k + 1) (rA)e1

olur. A < 1 icin Y32 ,(k + 1)(r4)*! < o oldugu agiktir.
3.3.4. Yaklasimin Tam Mertebesi

Asagidaki teoremde yukarida elde edilen nicel tahminli Voronovskaja-tip sonug

kullanilarak |San,bn (f; z) — f(2)| igin bir alt tahmin elde edilecektir.
3.3.6. Teorem

f fonksiyonu ve R, M, C, B, A sabitleri i¢in Teorem 3.3.4 teki hipotezler saglansin. Eger f

derecesi < 1 olan bir polinom degilse, bu durumda 1 < r < %ve her n € N igin

bn
ISanon () = Il 2 -6 ()

esitsizligi gergeklenir. Burada C,.(f) sabiti sadece f ve r ye baghdir (Cetin ve Ispir, 2013).
fSpat

Her z € Dy ve n € N igin
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b, b,
Senn 32 = F@) = {Sa, (Fi2) = (@) = 52" D} + -2 (2)

_bylz b, |a? _ b, _,
=, Ef (Z)+a—n b2 San,bn(f:Z)—f(Z)—EZf (2)

yazilabilir. Bu ifadeye
IF + Gl = [IFll- = G = IF |l = Gl

esitsizligi uygulanirsa

b, [az bx, N
r_a_nlb_% San,bn(f)_f_ﬂelf ”r

ISanen(F) = £l 2 Z_:{” 2y

elde edilir. Dy de f derecesi < 1 olan bir polinom olmadigindan,

2f7|| > 0 esitsizligi
2 r
saglanir. Gergekten, aksi kabul edilirse her z € D, icin % f""(z) =0 dir. Bu ise her

z € D, \ {0} i¢in f"'(z) = 0 olmasi demektir. f fonksiyonu analitik oldugundan Teorem
2.1.7 den her z € Dy igin f"(z) = 0 olur. Dolayisiyla f'(z) = ¢ (sabit) olup f derecesi
< 1 olan bir polinomdur. Bu da hipotezle gelisir.

Teorem 3.3.5 ten

ap
h2

by

bn,

Al 3MAYC -
Seuin ) = f =" <=2 G+ DO <00
" r k=2

b
yazilir. Ayrica n = oo iken a—n — 0 oldugundan
n

by,
San,bn(f) - f - gelf”

n

by [az
o |5z

-0
bn |

n

dir. Bu durumda her n > n, i¢in
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b r 1 el rn
Sanb, () —f——zj erf ” l = E”?f
n r

e, b, [a?
51 - 2[5

r

olacak bigimde sadece f ve r ye bagl bir n,; sayisi vardir. Boylece her n > n; i¢in
bn €1 "
[San, () = fI|_ = 20, ”3]( ”r

esitsizligi elde edilir. n € {1,2,..,n; — 1} igin M, ,(f) = ‘;—“ IS0, (F) = 1| > 0 iken

1Sa,.5, () — f||r > Z—:Mr_n(f) olacag1 agiktir. Aslinda eger ||S, 5, (f) — f||r = 0 olursa

her |z| < i¢in S, , (f;z) = f(2) elde edilir. Bu ise sadece derecesi < 1 olan bir f

fonksiyonu i¢in gegerli olup hipotezle ¢elisir. Sonug olarak, her n € N i¢in

Cr(f) = min {My,s (O, My 2 (), s My (0,5 |27 }

olmak iizere [|Sy,, b, (F) = f]| = Z—ZCr(f) bulunur.

Teorem 3.3.4 (i) ile Teorem 3.3.6 birlikte diistiniildiigiinde yaklagimin tam mertebesinin
b
a_n oldugunu gosteren asagidaki sonuc elde edilir.

n

3.3.7. Sonug

f fonksiyonu ve R, M, C, B, A sabitleri i¢in Teorem 3.3.4 teki hipotezler saglansin. Eger f

derecesi < 1 olan bir polinom degilse, bu durumda 1 < r < %Ve her n € N igin

b
”Sanrbn(f) - f”rNa_n
n

saglanir. Burada denklikteki sabitler sadece f ve r ye baghidir (Cetin ve Ispir, 2013).
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3.3.5. Esanh Yaklasimin Tam Mertebesi
3.3.8. Teorem

f fonksiyonu ve R,M,C,B, A sabitleri i¢in Teorem 3.3.4 teki hipotezler saglansin ve
1<r<n< %, p € N sabitlerini alalim. Eger f derecesi < p olan bir polinom degilse, bu

durumda her n € N i¢in

Sepn () = fP | ~=~

ann

saglanir. Burada denklikteki sabitler sadece f,7,7; Ve p ye baghdir (Cetin ve Ispir, 2013).
Ispat

S(P)

an,bn

Teorem 3.3.4 (ii) de |

0 merkezli r; yarigapli ¢emberi gostersin. Bu durumda her |z| <r ve v €y igin

f) — f(p)” igin tist tahmin elde edilmisti. O halde geriye

ann

s ) —-f® ” i¢in bir alt tahmin bulmak kalir. {lk olarak r; > 7 = 1 olmak iizere ¥,

lv—2z| > ||v| — |Z|| > r; — r esitsizligi saglanir. Teorem 2.1.4 den

@ p! f Sanb,(f3v) = fF(V)
—

an, bn(f; z) — f(p)(z) = i (v — z)P+1 dv (3.21)

Y
yazilir. Diger taraftan her v € y ve n € N i¢in

2

by
%( SRGOENOE EVf”(V))]}

Sanby(fiv) = f(v) = —{ frv )+—

yazilabilir. Bu ifade Es. 3.21 de yerine yazilirsa
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by | p! vf"(v)
Sg:l)b”(f 2) = fP(2) = an Znif 2(v — z)p*1 dv

b. p! < anbn (f3V) = f(v) = = Vf”(v)> I
+E2m’ ,f (v — z)p+1 dv $
V )

by (yz , ®

—aﬂbf<@]

b. p! 2121< anby (F3V) = f(V) — Vf”(V)) |
i a_n27fi .j. (v — z)p+1 dv }
y )

oldugu goriiliir. Her |z| < r ve n € N igin ||. ||, normuna gegilirse

s, -] > 22 {1
\
b, <%%UV)f®%- w«w) l
Can Ej (v — z)p+t v J
14

olur. Teorem 3.3.5ten her |z| < r ven € N i¢in

anbn (f3V) = f(V)— v ))

(v —z)ptt dv

p! bz(
%f
Y

r
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<anbn(f v)—fv) -2~ Vf"(V)>

< |[|—
~ |2 (v — 7)p*1 dv
14
&1
b2 anb (f V) f(v) — vf”(v)”
< — st
o 27tyf (v — Z)p+1||r1 ”dV”r1
pl b2 an bn(f V) f(V) - Vf”(V)
1
= 21 (ry — r)p+1 f”dV”r1
14
Pl Bk + DA
< — o D 2nr
3MAC  pin
- ™ Z(k + 1)(T1A)k ' (rl — r)p+1 < (322)
k=2

e cn

elde edilir. Ayrica f lzerindeki hipotezden > 0 olur. Gergekten, aksini
r

kabul edelim yani gf”(z) derecesi < p — 1 olan bir polinom olsun. Bu durumda f
fonksiyonunun analitikliginden, f derecesi < p olan bir polinom olur ki bu da hipotezle

celigir. Dolayisiyla Es. 3.22 ile n — oo iken Z—“ — 0 oldugu dikkate alinirsa
n

< anbn (fiV) = f(v) == Vf"(V)>

|
ol =2 e
14

olur. O halde her n = n; igin
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bn p! b2 < an, bn(f V) f(V) - Vf”(V)> ] > [%f” i
r_a_n 27'[_[_ (V—Z)p+1 1% _f
14

r

] ()

(»)
3]

olacak bigimde sadece f ve r ye bagl bir n; sayisi vardir. Boylece her n > n; i¢in

b e @)
()] a¢)) _n _1 "
[s&e. =P =5 l15 7]
i
elde edili.  n€{12..,n —1} igin M,p,(f) =2 sflf}bn(f)—f<p>||r>o iken

s b, )= f ® ” > bn Mr,n,p (f) olacag agiktir. Sonug olarak, her n € N i¢in

an n
r}

anb, )= f ®) ”r > Z—Z Cy(f) bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

€1 fu

Cr,p(f):min{ rlp(f) rnl 1p(f)

olmak tizere |
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4. GENELLESTIRILMIS KOMPLEKS GENUINE SZASZ-
DURRMEYER OPERATORLERI iLE YAKLASIM

4.1. Reel Degiskenli Genuine Szasz-Durrmeyer operatorleri

f € C,[0,0) :=={f € C[0,) : |f(t)| < Me*,a > 0,t € [0,0)} i¢gin, reel degiskenli

genuine Szasz-Durrmeyer operatorleri

(nx)’

Pn,j(x) = e_nxj—,,n €N

olmak tizere

Ln(F2) =1 ) g @) [ nja® (Ot + pro@F ), 1> @ (41)
j=1 0

seklinde tanimlanmustir (Phillips, 1954). Bu operatorler ilk olarak Phillips tarafindan
tanimlandigindan literatiirde Phillips operatorleri olarak da bilinmektedir. Szasz-
Durrmeyer operatdrlerinin farkli bir bi¢cimi olan bu operatdrler sabitlerin yani sira lineer
fonksiyonlar1 da korudugundan genuine Szasz-Durrmeyer operatorleri  olarak

adlandirilmistir.

1977 wyilinda May, ilk defa Es. 4.1 ile verilen Phillips operatorlerinin lineer
kombinasyonlarin1 dikkate alarak bu operatorlerin yaklasim 6zelliklerini incelemistir
(May, 1977). Gupta ve Srivastava, Phillips operatorlerinin sinirli salimimli fonksiyonlara
yakinsaklik orani iizerine bir tahmin vermislerdir (Gupta ve Srivastava, 1996). Daha sonra,
Srivastava ve Gupta, 6zel durumu Phillips operatorleri olan toplamsal integral tip
operatorlerin genel bir dizisini tanimlamis ve yaklasim ozelliklerini arastirmiglardir
(Srivastava ve Gupta, 2003). Govil ve Gupta, son kirk yilda reel Phillips operatorleri

tizerine elde edilen sonuglar1 toplayip bir araya getirmislerdir (Govil ve Gupta, 2013).
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4.2. Kompleks Genuine Szasz-Durrmeyer Operatorleri
4.2.1. Tanim

Kompleks genuine Szasz-Durrmeyer operatorleri Gal ve Gupta tarafindan

(nz)

pn,j(Z) = e_"zj—',n EN,zeC

olmak lzere

L) = 1) us@) [ s FOe + oo ©) (42)
Jj=1 0

seklinde tanimlanmigtir. Gal ve Gupta, bu operatorlerin iistel biiyliyen analitik
fonksiyonlara yakinsaklik oran1 ve Voronovskaja tip sonug i¢in nicel tahminler vererek,

esanli yaklagimin tam mertebesini elde etmistir (Gal ve Gupta, 2014).

Bu tezde, Es. 4.2 ile tanimli kompleks genuine Szasz-Durrmeyer operatorleri ile Es. 3.4 ile
taniml1 genellestirilmis kompleks Szdsz operatorleri dikkate alinarak genellestirilmis
kompleks genuine Szasz-Durrmeyer operatorleri asagidaki gibi tanimlanmis ve kompakt

disklerde yaklasim 6zellikleri incelenmistir.
4.2.2. Tanim

Genellestirilmis kompleks genuine Szasz-Durrmeyer operatorlerini; R > 1 olmak {izere
f:Dg U[R, ) = C icin f fonksiyonu [0, o) da integrallenebilir, D U [R, ©) da siirekli,

Dy de analitik ve tistel biiyiimeye sahip ve ayrica (a,,), (b,,) dizileri

b b 1
lim—=0ve —<—
n—o A, a, 2

kosullarini saglayan kesin pozitif sayilarin birer dizisi ve
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_wnz (a,z)’

Pa,b,j(Z) =€ P _n 7
J'by

olmak tiizere

a
L, p,(f;2) = b_nz Pa, b, (Z) f Pa, b, j-1() f(O)dt + pg, b 0(2)f(0) (4.3)

n<

Jj=1 0

olarak tanimliyoruz (Cetin ve Ispir, 2014).

Es. 4.3 ile taniml1 operatorlerde, a,, = n ve b,, = 1 olmasi1 durumunda Es. 4.2 ile verilen
kompleks genuine Szasz-Durrmeyer operatorlerinin elde edilmesi ve Es. 4.3 ile tanimli
operatoriin  yaklagim oraninin (a,) ve (b,) dizilerinin se¢imine gére uygun sekilde

ayarlanabilir olmasi L, operatdriiniin 6nemini daha da artirmaktadir.

4.3. Lq, p, Genellestirilmis Kompleks Genuine Szasz-Durrmeyer Operatorleri ile

Yaklasim

Bu kisimda L, ;. genellestirilmis kompleks genuine Szasz-Durrmeyer operatoriiniin
kompleks bolgelerdeki nicel tahminli yaklasim ozellikleri arastirilacaktir. Bu amagla,
oncelikle kompakt disklerde {istel biiyiiyen analitik fonksiyonlar i¢in esanli yaklasim ile
Voronovskaja tip yaklasim teoremi igin iist nicel tahmin bulunacak, daha sonra da L,

operatdrii ve operatoriin tiirevi ile yaklagimin tam mertebesi elde edilecektir.

Burada belirtmeliyiz ki L, , operatorleri boliinmiis farklarla ifade edilemediginden bu

operatorlerin yaklasim metodlari, standart metodlart kullanarak calisilan kompleks

Bernstein-Durrmeyer tip operatorlerden farklidir.
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4.3.1. Yardimc Sonuclar

4.3.1. Lemma

f(z) fonksiyonu bir polinom olsun. Bu durumda L, , (f;z) de f(z) ile aym dereceden

bir polinomdur (Cetin ve Ispir, 2014).
fspat

Kabul edelim ki belirli bir m € N U {0} igin f(t) = t™ olsun. Es. 4.3 ten her n, m i¢in

ant )] 1
m
Lan,bn(t yZ b zpanbn]( )f )ij 1t dt

[ee]

_ant .
zpanbn]( ) 1)'b‘] 1] e bn t]+m_1 dt (44)

yazilir. Diger taraftan

o8] o

_ant b, V"™ b,
fe bn tJTM=1 gt =fe‘u (—nu) 2 du
0 0 a'n an

j+m %
Je"”u“m Ldu
0
bn j+m
- (—) I +m)
a’n

olup; burada T ifadesi Gama fonksiyonudur. Boylece son esitlik Es. 4.4 te yerine yazilirsa

Gama fonksiyonu yardimiyla

j+m

Lo, b, (t™; 2) =%, Zpanbn,() 1)'b1 1(bn> rG+m)



= ; Pa,,by,j (2) (Z—:)_m %

- i Pa, b, j(2) (2—:)mj(j +1D)..G+m—-1)
j=1

elde edilir. j,m € N ve j # m — 1 olmak {izere

m—1 m-— i
1_[(1 z 1_[ -p); 6,=1vedy, ..., 61 EN
p=0 i=0 p=0

ifadesi Es. 4.5 te kullanilirsa basit diizenlemelerle

NGDE i e‘_Z(“f—bZ,)j(an)m mzl 6JG =1 (= (m—1-0)
=1 i=0
m-—1

R Rt ety

=0 |[j=1

m

an

j—(m-i) m—i ;- _
i=0 |j=1 by bn (m

(m-1i)
m—1 an Z)}

Z (J — (m—10))!

i=0 j=m-i

s i a1, (ayz))" "D (a,2)™! () 1
= i e bn - . —|—] —
U

0)!
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(4.5)



48

olur. Burada d; := d;(a,, b,,) katsayilar1

1 ) i =0ise
d, ’b = b ‘
L(an n) 61‘ (a_n) , I = 1’ e, M — 1ise
n

seklindedir. n — oo iken Z—" — 0 oldugundani =1, ...

n

Lq, b, (t™; z), m. dereceden bir polinom olur.

4.3.2. Lemma

R >1 olmak iizere f:Dg U [R, ) —» C fonksiyonu [0,o) da

,m— 1i¢in d; = 0 bulunur. Béylece

integrallenebilir,

Dg U [R, ) da siirekli, D de analitik yani her z € Dy icin f(z) = Yrro cxz® olsun. Her

k
k=0,1,.. icgin |cx| < M'z—' (bu esitsizlik her z € D icin |f(2)| < MeA?! olmasim

gerektirir) ve her x € [R,) i¢in |f(x)| < CeB* olacak bigimde M,C,B >0 ve

Ae(%,l) sabitlerinin  bulundugunu kabul edelim. Aynmi zamanda Vvn >n, igin

bn

iizere her z € Dy i¢in

o)

Lan,bn(fi z) = Z CkLan,bn(ekiZ)

k=0
saglanir (Cetin ve Ispir, 2014).
fSpat

Herhangi birm € Nve r < R igin

27120 Cjzjﬁ

f(x) , X € (r,+) ise

lz| <r ise

fm(2) = {

Zn _ B > 0 olacak sekilde ny, € N alalim. Bu durumda k = 0,1, ... i¢in e, (z) = z* olmak

(4.6)

olarak tanimlayalim. |z| <7 igin |f,(2)| SZ;’;0|cj|rj = C, ve f fonksiyonu [r,R]
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araliginda siirekli oldugundan, f {izerindeki hipotezden her m € N ve x € [0, ) i¢in
|fin (X)| < C, geB* sartin1 saglayan m den bagimsiz bir C, p > 0 sabiti vardir. Buradan her

m,n €N,z € C vehern >n, iginZ—”—B > (0 olmak iizere
n

an C —a—"z (anz)j r —a—nt (ant)j_l —a—nz
Lnn<f:z)=—zebn —fe— (t)dt + e 7" £, (0)
| an,b m | bn ]'b%’l J O—l)'b;’l 1fm fm

j=1

N
b

j=1

(anl2l)! f i 0<ant>J—1 ol

jib! f—1)!p] 7

|e on” | | £, (0))]
o0 . ® an i—1
Sﬁ “bn? —(aan]DJf e_mt—(anty j-1 CrR Btdt
bn = ]!bn (] 1)!b
+|€ bn” |col
a, | |~ (a,|z])) r
=Cr,Rb_ne i (nljl) Jlfe ]1dt
n = Jthn _1)'b 0
+|e750 1ol (4.7)

elde edilir. Ayrica
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olup, bu ifade Es. 4.7 de yerine yazilirsa

_an, [~ (ay|z]) al™ 1
|La ,b (fm'Z)| = CrR_n bn” i i - — D!
won by, o jip) (- D'h (e _ Y
S G- D ()
+|e_b" lcol
_an, |~ (a,|z]) o 1 _an
=Crrle bn” ( n'IbJD b—’; 7+ |e bn” ol
= J Gn _
=t " n(bn B)
SEICE
Crr l€ e Z + lcol [e n

(4.8)

i[ ||/ )

< (CTR + |Co|) |e bn”

bulunur. Son seri ise oran testinden yakinsaktir. Dolayisiyla Ly, p, (fin; 2) iyi tanimli ve
analitiktir. Ayrica f {istel biiyiiyen bir fonksiyon oldugundan L, _, (f;z) de iyi tamiml ve
z nin bir fonksiyonu olarak analitiktir. f fonksiyonu iizerindeki hipotez dikkate alindiginda
Lq,, b, (f; z) nin analitikligi Gergen vd. (1963) referansli makaleden de goriilebilir.

Herm e Nve k = 0,1, ... icin

crex(z), lz| <r ise
fmr(2) =1 f(x)
m+1

) X € (r,+) ise

ile gosterelim. Burada her f,,, fonksiyonunun [0, ) araliginda ustel biiylimeye sahip
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oldugu ve f,,(z) = Yk fmx (2) olacagi aciktir. Ly, lineer oldugundan, her |z| < 7 igin

m m
La, b, (fm; 2) = Lo, b, (Z Cr€k; Z) = Z Ck Lay,, b, (ex; 2)

k=0 k=0

yazilir. O halde herhangi bir n € N sabiti ve |z| < r i¢in
rllig}o Lan,bn (fm; 2) = Lan,bn (f;2)

oldugunu ispatlamak yeterlidir. Bu amagla; her |z| < r i¢in

m (o]
Tim lify = 1l = lim | cree(2) = ) cpei()
k=0 k=0 T
m (o]
lim Z crer(z) — z crer(z)
m—oo
k=0 k=0

=0

ve | llz[o+w) C[0,+o0) daki diizgiin normu gostermek iizere, x € (r,+) igin
fm(x) = f(x) oldugundan ||f, — fllp[o+00) < lIfin — fll; elde edilir. Ayrica her |z| < 7

i¢in

4, _an, (a,z) [ _an, (apt)i~t
|Lan,bn(fm; z) — Lan,bn(f; Z)l = b_nze bn n_]J e bnt,n—j_lfm(t)dt
n j'b, o (]—1)!bn

a0y e f e

j'b) D!b) T/ (Ddt

—e ()|
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Gy, (a,z)) [ an (@t
= _le _b_Zn— _b_t n
o e “n e bn

bn = jibl J W (fn(@®) = f(©)dt

e (£u(0) - f(O))‘

© oo

a,| - a,|zD) [ —eny (a,t)/7?!
< gl YLl [ e Dy ) - pola
n < b)) (—1)!bl
+|e | 1@ - F)
Gn | i, < (@nlz]) [ e, (apt)™
<—le bn — |, _f”B[O,+00)fe b ———————
by < jip) " J G-Drb)
+|e 70| Wi = Fllsto.0 (4:9)
olup,
¢ _an, (a,t)i-! r w1 b
fe bnt,(”—)j_ldt=fe‘“.—1,—”du
) G—1)b) . (U —-Dlay
by [ .
= — - ]_1d
(i—l)!an] ©ow
0
by
=—" 1@
(i_ 1)!an (])
=
ifadesi Es. 4.9 da yerine yazilirsa
a,| _an,| < (aylz])’ b
|Lan,bn(fm; Z) _Lan,bn(f; Z)l Sb_n e bn” n j ”fm _f”B[O,+oo)_n
n ]!bn ay

j=1



53

_an
+ ’e br”

1fin = fllB1o,+e0)

o (anlzl)
W ||fm - f||B[o,+oo)

an
——Z
= |e bn

j=0

L]
ebn” || frn — f||B[o,+oo)

an
———Z
= ‘ e bn

bulunur. Burada lim ||f,, — fll, = 0 ve |If,, — fllg[o.e) < llfim — fll,- ifadeleri dikkate
m—co
alinirsa lim || f;, — fllpjo,0) =0 oldugu  goriiliir. Bdylece  lim L, p (fim;2) =
m—oo m—oo

Lq, b, (f; z) elde edilir ve ispat tamamlanur.
4.3.2. Ly, p, Operatoriiniin Yakinsama Orani
4.3.3. Teorem

R >1 olmakiizere f:DgU][R,0)— C fonksiyonu [0,0) da integrallenebilir,

Di U [R, ) da siirekli, D de analitik yani her z € Dy icin f(z) = Yrro ckz® olsun. Her
k=0,1,.. icgin |cx| < M';lc—l!c (bu esitsizlik her z € D icin |f(2)| < MeA?! olmasim
gerektirir) ve her x € [R,) ic¢in |f(x)| < CeB* olacak bigimde M,C,B >0 ve

A€ (% 1) sabitlerinin bulundugunu kabul edelim. Ayni1 zamanda her n >n, igin
Zn _ B > 0 olacak sekilde ny € N alalim.

bn

MH1<sr< A% keyfi sabit olsun. Bu durumda n, n, € N olmak tizere her |z| < r ve

n > ng igin

b
Lo (Fi2) = F@D] < 6P

esitsizligi gerceklenir. Burada
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M o0
G == ) (k+ AN < o
k=2

dur.

(i) Genellestirilmis kompleks genuine Szasz-Durrmeyer operatorleri ile esanli yaklagim
icin; eger 1 <r<mn <% keyfi sabitler ise bu durumda her n >n,, |z| <r ve

n,p € N igin

n p! 1Cr1(f)
a, (r, —r)pti

anpn (F32) = fP(2)| <

esitsizligi saglanir. Burada C, (f) ifadesi (i) de tammlandig1 gibidir (Cetin ve Ispir,
2014).

fspat

(i) Her z € Cve k = 1, ... igin e, (2) = z* olmak iizere, Es. 4.3 ten

0, _an_ (a,z)) [ _ant (a,t)i"
Layp, (€15 2) = —"z e an# e bn ,("—)j_ltk dt (4.10)
bn £ jthy G-

yazilabilir. Her z € C i¢in Es. 4.3 yardimiyla

o .
_an, (a,z _ant (g, t)/ 71 _an
Layba(€012) = - Z o (an2)! [ g @) i

; -1
'b’ . G-1!b)
h j-1 ° ant
=% e——Z (anZ]) . a‘l’l j_lj e b:l,l t] 1dt+e E
n 4= j'b;, (G—1!b; .
a, ~gn, (a,z)’ b u I=tp, an

= —du+e bn
bn. ¢ 'b] —1)'b] 1-fe an wre
Jj=1 0



. . 0O
j j-1 J
=In “hn? (@nz)!  an bn e~ =1 du + ¢ bn”
b itp) (j— 1Dt
= J:bn *Un ny
o ; =
a, _an, (a,z)’ al bJ
= — bn - (]) +e bn
by, jtbl (- Db al
j=1 Hon
N (anz)’
_an, (a,z _9n
= z e bnzn—j +e bnz
= j'b,
_an (a,z)’
= j'b,
_an_ an
=e bn ebn
=1,

anbn(el'z) = b Z

(o]
aTl

an

j=1

an

j=1

an

by,

j=1

J < an j-1
~gn, (an2) Je‘b_nt (ant) _tde
jibl G-1D!b)

J j-1 v t
"o (a”Z? I — J e hnt) dt
jiby G —Dtby )

o

_an, (anz) f N b u j by
n - - 1 e u
]! b] - 1)' b] 0 an
(a2 ayt by

. — = e “u/ Tl dy
j'bl G —1)ht a;ﬁlof

j—1 j+1
-gn, (anz)’ al b

jibl (G —1Drpl Mt

G+ 1)

55
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by -1z (anz)j
== . ;
n £ (G —D!b;,
_ ﬁ e—a—ZZ anz (anZ)j_l
an bn & (j—1)1b) "
(00 .
~in, O (anz)’
=Zze bn Z 7
= J'ba
_%n, an
= ze bn’ebn
=z

esitlikleri saglandigindan Lemma 4.3.2 den

(0]

Z CkLa, b, (ex; z) — Z crex(2)
k=0

k=0

|Lanp, (f32) = f(D)] =

= |C0 [Lan,bn(eo;z) - eo(Z)] + ¢ [Lan,bn(el;z) - 31(2)]

£ lLan, (1) — ()]
k=2

Z ck[La,p, (ex; 2) — ex(2)]

k=2

o)

< Z|Ck||Lan,bn(eki 2) — e(2)| (4.11)

k=2

elde edilir. Bu durumda |Lan:bn (ex;z) — ek(z)| i¢in bir {ist sinira ihtiyag vardir. Bu amagla

simdi momentler i¢in bir indirgeme bagintis1 bulalim. Es. 4.10 daki



[ e (aue)t
fe bn Wt dt
n

0

integralini J ile gosterelim. Dolayistyla

~gn, (anZ)J
anbn(ekiz) - b Z 'b]

olur. Son esitlikte z # 0 a gore tiirev alinirsa

, d = (a Z)J
Lan.bn(ek;z) ~dz b_nz o’ lan

_ﬂz_l i{ ‘;_nz( )j}g
b, jibl dz ¢ U2
j=11*Pn
An N 1 e 1
=—z_'—bj{——e bn”(anz)! +e v j(a,z)’ }7
ne=]. n
j=1/7rn

_ _% %Z -z (anz]?j gl al'jn z —Z—Zz (‘llnzj?j [j9]
n nJ=1 ]'bn Z n}=1 ]!bn

. an anz (anz)

= —bn Lanbn(ek;z) +_Z |b] g]

bulunur. Ayrica

£ et (g t)i"?
7=J€ bn.(n—)j_ltkdt
) G-Db)

57

(4.12)
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a7t r _ant
G- Dby

bk+1
— - k 1
bg+1

ile

I'k+j+1)=kl'(k+j)+jT(k+))

ifadeleri Es. 4.12 de kullanilirsa basit diizenlemelerle

L’an,bn(ek; z) = _Z_:Lan,bn(ekfz) + _Z __Z (ClanJ)J blk;l k+1 Tk + )]
= _Z_:Lan,bn(ek; z)
+ZaT’;:1 e bn? (a| ZJ)] - _bf):lgﬂ [C(k +j + 1) — K[(k + )]
= —Z—:Lan,bn(ek; z) + —2 o’ (a, ;;)] blk; —Tk+j+1)

k~ _en, (a,z)) bk
——Zean(n? Tk + )
j'b) (G —Dlay
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an an

=—-——1L ex; z) +
an,bn( k ) an

b La, b, (ex+1;2) — —Lg, b, (ex; 2)
n z

a a k
= iLan,bn(ek+1;Z) —( =

T+ 7 Lot (€1 2)

olup,buiseherze C,n e Nvek = 0,1, ... i¢in

by b
Lo, b, (€xs152) = a_nZLan,bn(ek; z) + (Z + —an k) La, b, (€x; z) (4.13)
n

n

olmasini gerektirir. Es. 4.13 tenherz € C,n € Nve k = 0,1, ... i¢in

b b
Lo, b, (ex;2) — e (z) = a—nz[Lan‘bn(ek_l; z) — ek_l(z)] + a—nz(k —1)zk2
n n

by
+ (Z t (k — 1)) [La, b, (€—1;2) — ex_1(2)]

b
+<Z+a—n(k—1)>zk_1—zk

n

b ' b
= _nZ[Lan,bn(ek—1: z)—e1(2)] + 2—(k—1)zk?
a a,

n
by
+Hz+ k-1 [La, b, (er—1;2) — €x_1(2)] (4.14)
n
indirgeme bagintis1 elde edilir. Es. 4.14 te |z| < r igin modiile geg¢ilirse her k = 2 igin

b / b
Ly, (o1 2) = € (2| < =121 |[Lay , (€15 2) = e (D] | + 2= (ke = D]z
an n
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b
+ <|z| (k- 1)) [Lanbn (k-1 2) = exa (2)
n
by ! by k-1
< =7 Loy, (it ) — ees @] | + 222 (k= D
an an

+ (r + Z—” (k — 1)) |La,, b, (€x—1;2) — €x—1(2)| (4.15)

bulunur. Ayrica Lemma 4.3.1 den L, , (ex—q;z) fonksiyonu k —1. dereceden bir

polinomdur. Dolayisiyla Teorem 2.1.8 Bernstein esitsizliginden her |z| < r igin

|[Lan,bn(ek—1;Z) - ek—1(Z)]’| < ? L5, (€r-1;2) — ek—1(Z)||r

saglanir. Bu ifade Es. 4.15 te kullanilirsa

b b
|Laybn (€15 2) = ()| < = (k = D)||Lay,p, (r-152) — 1 (2| +2—(k — Drk"
a, " n
by,
+ (r * a, (k — D) |Lan'bn(ek—1? z) - ek—l(z)l
n
b, by, k—1
<— (k- 1)”Lan.bn(ek—1i z) - ek—l(Z)” +2—(k—Dr
an " n
by
+ (r i a_ (e — 1)> ||Lan,bn(€k—1; z) = ek_l(z)“r
n

by,
= (T + Za_(k - 1)) ”Lan,bn(ek—l;z) - 9k—1(Z)||r
n

b
+2—(k — Drk1

an
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olur ve

b
|La,,», (er; 2) — ek(z)”T < (r + z_an (k — 1)) \La, b, (x—1;2) — ek_l(z)”r
n

b
+2a—” (k — 1)rk-1 (4.16)

n

elde edilir. Simdi ”Lan.bn (ex-1;2) — ex—1(2) ||r i¢in bir iist sinir bulalim. Es. 4.14 te

k = 2 igin;

Lan,bn(ezi z) —ey(z) = _nZ[Lan,bn(e1FZ) - 91(2)] +2-"7
aTl an

# (24 2) [Layin(i2) — 12

olup, her |z| < r igin

b
|| Ly, (€25 2) — eZ(Z)”r < Za—nr
n

bulunur.
k = 3 ig¢in;
_ b, ' b, 5
Lan,bn(93i z) —e3(z) = _Z[Lan,bn(ez; z) — e, (Z)] +4—z
aTl a?’l

by
+ (z +2 a—n> [Lan,bn(ez; z) — ez(z)]
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b b, 1 b b b
=Ll Z—nz] +4—nzz+<z+2—n)2—nz
a’Tl an an an aTl
2 2

b b
=2(—") z+2—"z2+4(—”> z+ 4272
a’Tl an aTl aTl

. by, _1 S
olur. r = 1 olmak iizere her |z| < r ve a—” <3 oldugu dikkate alinirsa
n

b,\> b
”Lan,bn(e3;z) - 63(2)“7. <6 (a_:) r+ 6a—nT2

n

b b
< 6=r2+6—2r2
n an
b
=12-"r2
an

bulunur. k = 4,5, ... alinarak devam edilirse k ya gore matematiksel indiiksiyon kullanarak

her k >2, n € N igin
b" k-1
|La,», (1 2) — ek(Z)”r < a_(k + D!r (4.17)
n

elde edilir. Es. 4.17 ifadesi Es. 4.16 da kullanilirsa
. b” bn k-2 bn k-1
||Lanb (ek,z)—ek(z)” <|lr+2—(k-1)|—k!r +2—(k—-Dr
o r an an an

b .
yazilir ve a—” < % oldugu dikkate alinirsa
n

b b
L, b, (er; 2) — ek(z)”T <[r+ (k-1)] a—nk!rk‘2 + Za—n(k — Drk-1
n

n
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oldugu goriiliir. Bu durumda geriye her k >2 ve n € N i¢in

b b b
[r + (k — 1)]a—nk!rk‘2 42 (k= Drk 1t < 2 (k + 1)1rkt

n a_n an
ya da basit diizenlemelerle yukaridaki esitsizlige denk olan
[r+k-D]Jk'+ 2(k—Dr<(k+D!'r

ifadesini ispatlamak kalir. Son esitsizligin her k > 2 i¢in saglandig1 Teorem 3.3.4 {in (i)

sikkinin ispatinda verilmistir.

Sonug olarak Es. 4.11, Es. 4.17 ve f nin ¢, Taylor katsayilari iizerindeki hipotezden

> Ak b, )
|La,p, (f32) — F(2)| < E M——"(k+ D!rk1?
o k! a,

b, M~
=—"—Z(k+ 1)(rA)
an r =)

by,
= a_nCr(f)

elde edilir. Buradaher 1 < r < %igin

oo

M
C.(f) = 72(1{ + DAk < o

k=2

dur. Ciinkii f(2)=Y5.,z*"! ve onun tirevi f'(2)=Ys,(k + 1)z® serisi herhangi

1<r< % i¢in |z| < r de mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

(i) 1<7<r << keyfi sabitler ve n,p € N olmak iizere y, 0 merkezli ve 1 >
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yarigapli gemberi gostersin. Her |z| < r vev € y igin |v — z| = r; — r esitsizligi saglanir.
Teorem 2.1.4 ve (i) kullanilirsa, her |z| < r ve % — B > 0 olacak sekildeki her n > n,
igin

) (p) ! anbn [iV) = f (V)
19,50 - (9| = |2 [ P PR g,

14

|dv|

Z|p+1

p_f |Lanbn (f;v) = f(V)]
2
Y

b ()
Pl oy f dv]

2n (r, — r)P*1

p! Z_:Crl(f)

G, (f)

(T )p+1

elde edilir. Yukaridaki C,., (f) ifadesi (i) de verilen zellikleri saglar. Boylece bu teorem ile

yaklagim ve esanli yaklagim i¢in st nicel tahminin Z—" oldugu elde edilmistir.
n

4.3.3. Voronovskaja Tip Sonug¢
4.3.4. Teorem

f fonksiyonu ve ny, R, M, C, B, A sabitleri i¢in Teorem 4.3.3 teki hipotezler saglansin ve

1<r< %keyﬁ sabitini alalim. Bu durumda her n > ny ve |z| < r i¢in

b, b,\>
Lapin (i) = () = 2 2f ()] = () o)
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esitsizligi gerceklenir. Burada

4M ~
K.(f) = r—ZZ(k +2)(k+ 1) (rA)¥k < o
k=2

dur (Cetin ve Ispir, 2014).
fspat

k =0,1,...icin e, (z) = z* olmak iizere Lemma 4.3.2 den,

o)

Lan,bn(fi z) = Z CkLan,bn(ek;Z)

k=0

yazilir. f(z) = Yy, cxz® esitligi kullamlirsa

oo

b b
L 2f"(2) = —nzz ck(k —1)zk2
a, L

b co
= 22N Gek(k = D74
an
k=2

elde edilir. Boylece L, , (eo;z) =eg(z) Ve Lg p (e1;z) = e;(z) esitlikleri dikkate

alindiginda her z € Dg, n € N igin

o)

[ee]
Z ckla, b, (ex;z) — ) crer(2)
k=0

k=0

b
Ly (fi2) = (2) = 221" (2)

b co
- = E ck(k —1)zk1
an
k=2

= |C0 [Lan,bn(eo; z) — eo(Z)]+C1 [Lan,bn(el; Z)—91(Z)]
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[ee)

(o] (o] b
+ Z CxLa, b, (€r; 2) — Z crer(2) — —nz ceke(k — 1)zt
k=2 k=2 n

k=2

(0]

[0/0) b [0/
Z CiLapp,(€r;2) — ) crer(z) — a_nz crk(k — 1)z
k=2 k=2

k=2

N b
. | Lanon (e 2) = () = ke (k= 17471
k=2 "

b
Lay by (€15 2) = €e(2) = —k(k = 1)z (4.18)
n

[00)
< Z|Ck|
k=2

bulunur. Ey o 5. (2) = La, b, (ex; 2) — ex(2) — Z—”k(k — 1)z ile gosterelim. k = 0,1
igin Ey o p,(2) = 0 oldugundan, Es. 4.13 teki indirgeme bagmtis1 kullanilirsa her k > 2,

n € Nve z € Dy icin

b / b
Exa,b,(2) = a_nZ[Lan,bn(ek—1i z) —ex_1(2)] +2 a—n (k — 1)zt
n

n

* (Z * Z_” (ke = 1)> [La, b, (€r=1;2) — ex_1(2)] = Z—nk(k —1)zk1

b b '
= 27 Ly (i ) = eia (@) = 22 G = Dk = 27472
an an

b, (b "
+ 2y, [—“ (k — 1) (k — 2)zk-2] +220 (k — 1)k

+ (z + Z—n (k — 1)) [Lan,bn(ek—1: z) —ep_1(2) — z—n (k — 1) (k — 2)z"?
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+ <Z £ 2 G- 1)>b—"(k — D= 275 = (k- 17+
an an a

n

— bn / bn bn 2, k-3 bn k-1
= 2 2Ef1000,(2) + 2 [a—n (k — D)(k - 2)2z ] +2.0 (k= 1)z

+ <Z L. 1)) Erc10,, (@) + <z + 28 G- 1)>b—" (k = D)k - )24~
a a a

n n n

by,
——k(k—1)zF?
- k( )z

n

b b \? b
= 2B 10,0, (2) + (a—”) (k= 1Dk —2)2z2 422

n n

— (k—1)zk1
an

+ (z + Z—n (k - 1)) Ex—1,a5,b,(2) + Z—n (k = D)k = 2)z**

n n

2

#(22) k= 2= 2242 = k= )

n

n n

b b
= a—anilc—l,an,bn(Z) + <Z + a—n (k — 1)> Ex—1,an,b,(2)

2

+Z—”(k— D1k — 2 + 2 —k]+(2—”> (k= 1)(k — 2)z52[k — 2 + k — 1]

n n

b b
B @)+ ( N 1>) s @)

n n

2

+ <Z_Z) (k—1)(k —2)(2k — 3)z¥2

seklinde yeni bir indirgeme bagintis1 elde edilir. Son esitlikte mutlak degere gecilirse her
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|z| < rig¢in

b b
|Es a0, (@) < — |Z||EJ’<-1,an,bn(Z)| + <|Z| + = (k — 1)) |Ex—1.4,p,(2)|
an an

2

+ (b—”) (k = 1)(k — 2)(2k — 3)|z]*2
an

b b
22 1By O+ (74 206 D I8,
a an

bo\* _2
4 <a_n) (k — 1)(k — 2)(2k — 3)rk (4.19)

bulunur. Diger taraftan Ey,_; 4, (z) polinomu

bn k-2
Ex-1,a,p,(2) = Lq, b, (€x-1;2) — ex_1(2) — Pa (k—1D(k—2)z

n

olarak yazilabildiginden, Lemma 4.3.1 in 1s18inda Ey_; 4 p, (z) in derecesinin < k — 1

oldugu goriiliir. Dolayisiyla Es. 4.19 da Teorem 2.1.8 uygulanirsa basit hesaplamalarla

b b
|Ek,an,bn(z)| <Z(k- 1)||Ek—1,an,bn(z)” + <T +—=(k — 1)) |Ek—1,an,bn(z)|
a, r a,

2

+ (b—"> (k — 1)(k — 2)(2k — 3)rk-2
an

b
< a—n (k — 1)”Ek—1,an,bn(z)”r +7|Ex-1,0,5, ()|
n

2

+Z_:(k = D|Ek-1,0,6, @[+ (Z_) (k = Dk = 2)(2k = 3)r*™

bn,
< Pa (k — 1)||Ek—1,an,bn(z)”r + TlEk—Lan,bn(Z)l
n



b 2
+—(k—1)||Ek vann, (@ +( ) (k —1)(k — 2)(2k — 3)rk=2

b
= 7|Ex-1,0,5,(2)| + Za—n (k — 1)||Ek—1,an,bn(z)”r
n

2

b, L
+ (a—) (k — 1) (k — 2)(2k — 3)rk

n

b 2
= r|Ey 1anbn(z)|+( ) (k — 1)(k — 2)(2k — 3)rk-2

+2 bn (k—1)
an

b
La, b, (ex-1;2) — ex_1(2) — a_n (k — D (k — 2)z*2
n

r

b 2
< r|Ey. 1anbn(z)|+( ) (k — 1)(k — 2)(2k — 3)rk-2

b b
+2—"(k—1) [IlLan,bn(ek_l; z) —ex 1@ + =k — Dk — 2)r’<—2]
an T Qp

olur. Es. 4.17 de elde edilen iist tahmin son esitsizlikte kullanilirsa

b 2
B0 @] = 7B s, ]+ (22) (k= D = 2)(2k = 3)rk?

n
b b b
+2 2 (k- 1) [—” k=2 4 2% (e — 1) (k — 2)rk-2

2

=r|E_ 1anbn(z)|+(b ) (k — 1)k —2)(2k — 3)rk=2

2 2

+2 (Z) (k — Dkl rk- 2+2<Z) (k — 1)2(k — 2)rk-2

69
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b 2
< 7|Ex- 1an,,n(z)|+( )(k—l)(k 2)(2k — 2)rk=2

2 2

42 (Z) (k — 1)kl 2+2(2) (k — 1)2(k — 2)rk-2

2 2

b, b,
= r|E,_ 1an,,n(z)|+4( ) (k — 1)2(k — 2)rk- 2+z<a ) (k — Dk! rk=2
Tl n
b,\> b,\>
< r|E 1anbn(z)|+2( ) (k + 1k 7242 (a ) (k + 1)1 k-2
TL n
sonucuna ulasilir, bu da
bn, : k-2
|Ex.a, 5, (2| < 7|Ek-1,a,6, (2)|+4 (a—) (k+D!r (4.20)

n

olmasi demektir. k = 0,1 i¢in Ey, , (z) =0 oldugu dikkate alnarak, Es. 4.20 de

k = 2,3, ... i¢cin adim adim yazilirsa

b, \> b, \>
|Esa, 5, (@] < 7|Evra, b (z)|+4(—”) 3170 =4(—”) 3170
"“nVn "“ntn an an

b 2
|E3,an,bn(z)| = TlEz,an,bn(Z)|+4 (a—n) 41 r

n

b 2
|E4,an,bn(z)| < T|E3,an,bn(z)|+4 (a—n) 512

n

2 2

b b
< 4(—") (3! + 4D)r2+4 (—”) 512
a'Tl aTl
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b, \*
=4 (—) r2(31+ 4! + 5

an

k+1

b 2
|Ex.a,p,(2)] < 4(_”) k=2 E :j!
an —
]:

<4 (2—")2 k=2 — 1)(k + 1)!

n

2

b
<4 (—”) rk=2(k + 2)!
an

bulunur. Son esitsizlik Es. 4.18 de yerine yazilirsa

b, -
Lawn (i) = £2) = 22" (| < ) 164l [Fiay )|
" k=2

> Ak h\?
< Z M—4(—”) rk=2(k + 2)!
P k! \a,

4M
:r—z

(Z—Z)z Z(k +2) (k + DA

elde edilir. 74 < 1 igin X5_,(k + 2)(k + 1)(rA)* < o olur.
4.3.4. Yaklasimin Tam Mertebesi
4.3.5. Teorem

f fonksiyonu ve ny, R, M, C, B, A sabitleri i¢cin Teorem 4.3.3 teki hipotezler saglansin. Eger
f derecesi en ¢ok 1 olan bir polinom degilse, bu durumda her 1 <r < % ve her n > n,

icin
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b
”Lanrbn(f) - f||r~a_n
n

saglanir. Burada denklikteki sabitler sadece f ve r ye baghdir (Cetin ve Ispir, 2014).
fspat

Her z € Dz ve n € N i¢in

by by
Ly (F52) = F2) = {Layn, (F:2) = F2) = Z2f "D} + 2 2f"(2)

_ 2—{2 £1(2) + 2_ (Z_)Z | a2 = £2) - z—sz"(z)]}

yazilabilir. Bu ifade de
IF + Gl = [IIFll = Gl = IF1l- — NGl

esitsizligi kullanilirsa

by " by (an\?
”Lan'bn(f) - f”r e a_n{||€1f Il — a—n(a>

by,
Lan,bn(f) - f - a_elf”

)

elde edilir. Dy de f derecesi en ¢ok 1 olan bir polinom olmadigindan, ||e; f"||,- > 0 olur.
Aksini kabul edelim. Bu durumda her z € D, igin zf”(z) =0 olup, bu ise her

z € D, \ {0} igin f"(z) =0 olmas1 demektir. f fonksiyonunun analitik oldugu goz
oniinde bulundurulursa Teorem 2.1.7 den her z € Dy i¢in f''(z) = 0 saglanir. Boylece
f'(z) = c (sabit) olup f nin derecesi en ¢ok 1 olan bir polinom oldugu goriiliir. Bu da
hipotezle celisir.

Teorem 4.3.4 ten

G

b, 4AM
Lo = f = 2ef"|| <5 G+ 2 G+ DEAN <00
" r k=2
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elde edilir. Diger taraftan n — oo iken Z—” — 0 oldugundan

b,, (an)z
a’TL bn

sonucuna ulasilir. Sonug olarak, her n = n; i¢in

b
Ly () = f = erf"|| =0
n r

1

1 1
=gl

b
Lagn (D) = f ==,

n

" bn an 2
leaf N = 22 (52)

olacak bi¢imde sadece f ve r ye bagl bir n; > ng indeksi vardir. Béylece her n > n; igin

e = £1l, 2 25 llerf Il

esitsizligi elde edilir. n € {ng+1,..,n; — 1} igin M, ,(f) = ‘;—“ |Zayo, ()= f >0

. bn 5 .
iken ||Lan,bn(f) — fllr > aMr,n(f) olacagi aciktir. Burada eger ||Lan,bn(f) —f”r =0
olursa her |z| < r i¢in L, (f;2z) = f(z) bulunur. Bu da sadece derecesi < 1 olan bir f

fonksiyonu i¢in gecerli oldugundan hipotezle ¢eligki elde edilir. Sonug¢ olarak, her n > n,

i¢in
Cr(f) = min {My o (F), oo My, 2 (F), 3 lea Il }

olmak {izere ”Lan,bn H—-f ||r > Z—: C,(f) esitsizligi gergeklenir. Boylece son esitsizlik ile

b
Teorem 4.3.3 (i) birlikte diisiiniiliirse yaklasimin tam mertebesinin a—n oldugu goriilir.
n

4.3.5. Esanh Yaklasimin Tam Mertebesi
4.3.6. Teorem

f fonksiyonu ve ny, R, M, C, B, A sabitleri i¢in Teorem 4.3.3 teki hipotezler saglansin ve
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ayrica 1 <r<n < % ve p € N sabitlerini alalim. Eger f derecesi < p olan bir polinom

degilse, bu durumda her n > n, icin

L () = |~

an n
saglanir. Burada denklikteki sabitler sadece f,7,7; Ve p ye baghdir (Cetin ve Ispir, 2014).
fspat

Teorem 4.3.3 (ii) de

merkezli r; yarigapli ¢emberi y ile gosterelim. Bu durumda her |z| <r ve v €y igin

Lg;)’bn NH-f ®) ” icin bir iist tahmin bulunmustu. O halde geriye

LP H-f (p)” icin bir alt tahmin elde etmek kalir. ; >r > 1 olmak iizere, 0

an bn

lv—2z| = ||v| — |Z|| > r; — r saglanir. Teorem 2.1.4 ten

L@ i Loy, V) = fO)
T

o (F37) = [P (2) = o— &= (4.21)

14

yazilir. Ayrica her v € y ve n > ng igin

L (i) = ) = {vf"m # 22 (52) [Lapon ) = ) ——vf"(v)]}

elde edilir. Bu ifade Es. 4.21 de yerine yazilirsa

) by ) p! vf"(v)
La wbn 32) = fP@) = a, |2mi) (v—z)rtt dv
%

b, p! f (Z_:) <Lan,bn(f; v)—fv) — Z—:Vf”(v)>
", 2 dv
an 2mi (V — Z)p"'l

’ )
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b
= 2 {lzf"(2)]®
a’Tl
? \
NI C N (R RV ICRT o) |
n n n
+a_n27'[if (v — z)p+t dv
V )
bulunur. Simdi her |z| < r ve n > n, igin || ||, normuna gegilirse
b
® - O >-= mM®)
|62, = £, = ZH{llter 1],
“ an)Z L . b, ; ” \I
by || ! f (3) (Lansn(Fiv) = FO) = Z2vf" () o |
a, ||2m (v — z)p*1 v |
y )
T

oldugu goriiliir. Teorem 4.3.4 ten her |z| < r ve n > n, igin

a 2 b
(b_) (Lan.bn V) —fO) =2y f”(v)>

!
5_7'[] (v — z)p+1 dv
Y
§ (Z—:)Z <Lan,bn(f; V) —f(v) — Z—:vf”(v)>
= Ef (v — z)p+1 dv
14
i} (Z—:)Z | Lo, b, (f;v) — F(V) _Z_:vf”(v)”r
= E}[ (v — 2)P+1]|,, lavlly,

Nansn (39 = £ = 22vp7 ()
< P by (3 v vi—g VW ”TlflldVIIrl
Y

in (ry — )P+t
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pl 77 Tk +2) (k + D ()

= 2n (ry —r)p+t

21Ty

= —Z(k +2)(k + 1)(7’1A)"('—r;p+1 (4.22)

sonucuna ulagilir. Diger taraftan f fonksiyonu iizerindeki hipotezden ||[e,f ”](p)”r >0

olur. Aslinda, aksini kabul edelim yani zf"'(z) derecesi < p — 1 olan bir polinom olsun.

Bu durumda f nin analitikliginden, f nin derecesi < p olan bir polinom olacag: agiktir. Bu
da hipotezle gelisir. Dolayisiyla Es. 4.22 ifadesi ile n — oo iken z—n — 0 oldugu g6z oniinde

bulundurulursa

(Z‘Z)Z( an b (V) = f(v)— vf”(v)>

by, |[ P! j
a, ||12m (v — z)p*1
Y

dvll -0

elde edilir. O halde her n > n, igin

anbn (fiV) —f(V) == Vf"(V)> |lecf"19||
>__ - @ r

(v — z)p+t dvil = 2

4

an 21

e 1], =

T

olacak bi¢imde sadece f ve r ye bagl bir n; > n, indeksi vardir. Béylece her n > n igin

| Ezl:l)bn(f) f(p)” ;”[elfu](p)”r
n
elde edilir. n € {ng + 1, ...,n; — 1} igin M., (f) = gjgbn(f) f(p>|| > 0 iken
1@ ») bn
| b n(f) f ” >— M, »»(f) olacag1 agiktir. Sonug olarak, her n > n, icin
Tl




Cr,p(f) = min {Mr,n0+1,p(f): ey Mr,nl—l,p(f)’% ”[elf”](p)”r}

Lglp)

n

olmak tizere | b, () —f ®) ” ) > Z—Z Crp(f) bulunur. Boylece ispat tamamlanur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde sirasiyla genellestirilmis kompleks Szasz operatorleri ile genellestirilmis
kompleks genuine Szasz-Durrmeyer operatorleri tanimlanarak, bu operatorlerin
yakinsaklik oran1 ve Voronovskaja tip asimptotik formiilii i¢in nicel tahminler verilmis ve

esanli yaklasimin tam mertebesi elde edilmistir.
Sonug olarak,

® Sg,b, genellestirilmis kompleks Szasz operatorlerinin yaklasim ozellikleri [0, o) reel
araligindan kompleks diizlemdeki kompakt disklere nicel tahminlerle genisletilmistir.

® Lg,p, genellestirilmis kompleks genuine Szasz-Durrmeyer operatorlerinin yaklagim
ozellikleri [0,0) reel araligindan kompleks diizlemdeki kompakt disklere nicel
tahminlerle genisletilmistir.

e Ugiincii boliimde tanimladigimiz Sa, b, Operatorleri a, = n ve b, = 1 durumunda Gal
(2008, 2009:103-113) tarafindan incelenen operatorlere indirgenir. Dolayisiyla elde
ettigimiz sonuglar Gal (2008,2009:103-113) tarafindan verilen sonuglar1 kapsar.

e Dordincii bolimde tammladigimiz L, 5 operatorlerinin a, =n ve b, =1 06zel
durumu Gal ve Gupta (2014) tarafindan incelenen operatorleri vermektedir. Boylece
burada elde ettigimiz sonuglar Gal ve Gupta (2014) tarafindan elde edilen sonuglardan
daha geneldir.

e Yeni tanimladigimiz S, , Ve Ly p operatorlerinin yaklagim oraninin a, ve b,

dizilerinin se¢imine gore uygun sekilde ayarlanabilir olmasi, bu operatorlerin yaklasim
oraninin sirastyla Gal (2008,2009:103-113) ile Gal ve Gupta (2014) tarafindan elde

edilen sonuclardan daha iyi oldugunu gostermektedir.
Diger taraftan,

e Kompakt disklerde iistel biiyiimeye sahip olmayan analitik fonksiyonlara iliskin S,
ve Lg, p, operatorlerinin yaklagim ozellikleri ayrica incelenecektir.
e L, p, genellestirilmis kompleks genuine Szasz-Durrmeyer operatdrlerinin Stancu tip

genellestirmesi  tanimlanarak, bu operatorlerin = yaklasim ozellikleri sonraki
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caligmamizda verilecektir.  Ayrica S, ,  genellestirilmis  kompleks Szasz
operatorlerinin Stancu tip genellestirmesi Cetin (2015) tarafindan tanimlanmis ve nicel
tahminli yaklasim 6zellikleri incelenmistir.

Kompleks S, p Ve Lg p, operatorleri igin daha iyi bir yaklasim derecesi elde
edebilmek amaciyla, bu operatorlerin lineer kombinasyonlari tanimlanarak, kompakt
disklerde kompleks degerli fonksiyonlarin yakinsaklik orani i¢in nicel tahminler
arastirilabilir.

Sa,b, V& Lg, p, operatorlerinin tensor ¢arpim tip iki degiskenli operatorleri
tanimlanarak, bu operatorlerin kompakt polidisklerde yaklasim o6zellikleri sonraki

calismalarimizda verilecektir.
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