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ÖZET 

Bu tezde, ilk olarak kompakt disklerde üstel büyüyen analitik fonksiyonlara ilişkin 

genelleştirilmiş kompleks Szász operatörlerinin yaklaşım özellikleri incelendi. Bu 

operatörler için yakınsaklık oranı üzerine bazı tahminler, Voronovskaja tip teorem ve 

yaklaşımın tam mertebesi verildi. Daha sonra, Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlara 

yaklaşmak için, genelleştirilmiş kompleks genuine Szász-Durrmeyer operatörleri 

tanımlandı ve bu operatörlerin nicel tahminli yaklaşım özellikleri araştırıldı. Bu operatörler 

ile üstel büyüyen analitik fonksiyonların yakınsaklık oranı ve Voronovskaja tip asimptotik 

formülü için nicel tahminler verilerek, eşanlı yaklaşımın tam mertebesi elde edildi. 

Böylece bu operatörlerin yaklaşım özellikleri [0,∞) aralığından kompleks düzlemdeki 

kompakt disklere nicel tahminlerle genişletildi. 
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ABSTRACT 

In this thesis, firstly the approximation properties of generalized complex Szász operators 

attached to analytic functions having exponential growth on compact disks were studied. 

Some estimates on the rate of convergence, Voronovskaja type theorem and the exact order 

of approximation for these operators were given. Later, generalized complex genuine 

Szász-Durrmeyer operators to approximate Lebesgue integrable functions were introduced 

and the approximation properties with quantitative estimates of these operators were 

investigated. Giving quantitative estimates for Voronovskaja type asymptotic formula and 

the rate of convergence of analytic functions having exponential growth by these operators, 

the exact order of simultaneous approximation were obtained. Thus, approximation 

properties of these operators were extended with quantitative estimates from the interval 

[0,∞) to compact disks in the complex plane. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur.  

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

𝐷𝑅     {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 𝑅}  
 

𝐷̅𝑅     {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| ≤ 𝑅}  
 

𝐵[0,∞)    [0,∞) da tanımlı sınırlı fonksiyonların uzayı 

 

𝐶[0,∞)    [0,∞) da tanımlı sürekli fonksiyonların uzayı 

 

𝐶(𝐷̅𝑟)     𝐷̅𝑟 diskinde sürekli fonksiyonların uzayı 

 

‖𝑓‖𝑟 𝐶(𝐷̅𝑟) uzayında ‖𝑓‖r = maks {|𝑓(𝑧)|: |𝑧| ≤ 𝑟} ile 

tanımlı norm 

 

[𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑚; 𝑓] 𝑓 nin 𝑥0, … , 𝑥𝑚 noktalarındaki 𝑚-inci bölünmüş farkı 

 

𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) Reel Szász operatörü 

 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥)                                             Reel Genuine Szász-Durrmeyer operatörü 

 

𝑆𝑛(𝑓; 𝑧)                                              Kompleks Szász operatörü 

 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑧)                                              Kompleks genuine Szász-Durrmeyer operatörü 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧)                                        Genelleştirilmiş kompleks Szász operatörü 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧)                                        Genelleştirilmiş kompleks genuine Szász-Durrmeyer                

                                                           operatörü 
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1. GİRİŞ 

 

Matematiksel analizin geniş bir dalı olan Yaklaşım Teorisinin temel amacı, bir fonksiyon 

uzayından alınan karmaşık yapıdaki fonksiyonların bu uzayın bir alt uzayından olan daha 

basit ve daha kolay hesaplanabilen fonksiyonlar (örneğin polinomlar veya rasyonel 

fonksiyonlar) cinsinden bir gösterimini bulmaktır. Polinomlarla sürekli fonksiyonların 

yaklaşımı üzerine yapılan Weierstrass’ın iyi bilinen teoremi ile Chebyshev’in çalışması, 

reel değişkenli fonksiyonların yaklaşım teorisinin merkezini oluşturmaktadır.  

 

Yaklaşım üzerine Chebyshev’in çalışmalarının arka planında “mekanizmaların yapısı” 

konusu yer almaktadır. Özellikle Watt’ın buhar makinesi, Watt’ınkinden daha küçük bir 

farkla dairesel hareketi doğrusal harekete dönüştüren bir mekanizmanın inşası konusunda 

Chebyshev’e öncülük etmiştir. 1853 yılında Chebyshev bu problem üzerinde çalışırken “ 

[𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı sürekli bir 𝑓 fonksiyonu ve 𝑛 pozitif tam sayısı için, 𝑓 fonksiyonu 

maks𝑎≤𝑥≤𝑏|𝑓(𝑥) − 𝑝(𝑥)| hatası minimum olacak şekilde derecesi en çok 𝑛 olan bir 

𝑝(𝑥) = ∑ 𝑎𝑘𝑥
𝑘𝑛

𝑘=0  polinomu ile temsil edilebilir mi?” yaklaşım problemi ortaya çıkmıştır. 

 

1885 yılında da Weierstrass tarafından reel değişkenli fonksiyonların yaklaşım teorisinin 

temelini oluşturan, Weierstrass yaklaşım teoremi olarak bilinen teorem elde edilmiştir. 

Weierstrass yaklaşım teoremi, [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli herhangi bir 𝑓(𝑥) fonksiyonu için, 

𝑓(𝑥) e [𝑎, 𝑏] aralığında düzgün yakınsayan bir polinomlar dizisinin var olduğunu ifade 

etmektedir (Weierstrass, 1885). Dikkat edilirse bu teorem sadece bir varlık teoremi olup 

pratikte verilen bir fonksiyona yaklaşan polinomun nasıl seçileceği hakkında bilgi 

vermemektedir. 

 

Weierstrass’ın ve Chebyshev’in yaklaşımının bir birleşimi ilk defa S. N. Bernstein 

tarafından elde edilmiştir. 1912 yılında Bernstein, Weierstrass yaklaşım teoreminin basit 

bir ispatını vermek amacıyla, [0,1] aralığında sürekli 𝑓 fonksiyonları için 𝑛. dereceden 

 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) = ∑(
𝑛

𝑘
) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘𝑓 (

𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

,   𝑥 ∈ [0,1], 𝑛 ∈ ℕ 
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polinomlarını tanımlayarak, bu 𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) dizisinin [0,1] aralığında düzgün olarak 𝑓 

fonksiyonuna yaklaştığını ispatlamıştır (Bernstein, 1912-1913). Çok basit ve yaklaşım 

özellikleri açısından şık bir yapıya sahip olduğundan Bernstein polinomları en çok 

çalışılan lineer pozitif operatörlerdir. Ayrıca bu operatörlerin bulunma yöntemi birçok 

yeni lineer pozitif operatörlerin tanımlanmasına da yardımcı olmuştur. 

 

1951 yılında Popoviciu, 1952 yılında Bohman, 1953 yılında ise Korovkin, birbirlerinden 

bağımsız olarak, lineer pozitif operatörlerin birim operatöre yaklaşım problemini ele 

alarak literatürde “Bohman-Korovkin Teoremi” olarak bilinen en basit ve en güçlü kriteri 

ispatlamışlardır (Popoviciu, 1950; Bohman 1952; Korovkin,1953). Bu teorem, bir (𝐿𝑛)𝑛∈ℕ 

lineer pozitif operatörler dizisinin [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında sürekli 𝑓 fonksiyonuna düzgün 

yakınsak olabilmesi için gerek ve yeter koşul sadece 𝑓 ∈ {1, 𝑥, 𝑥2} için 𝐿𝑛(𝑓) dizisinin 𝑓 

fonksiyonuna düzgün yakınsak olmasıdır. Sonlu aralıklarda tanımlı lineer pozitif 

operatörlerin yaklaşım özellikleri bu teorem yardımıyla incelenir. Ancak sınırsız 

aralıklarda tanımlı lineer pozitif operatörlerin yaklaşımı için 1974 yılında A. D. Gadjiev 

tarafından ağırlıklı uzaylarda ispatlanan Korovkin-tipi teorem kullanılır (Gadjiev, 1974). 

Lineer pozitif operatörler ile verilen bir 𝑓 fonksiyonuna yaklaşma problemi incelenirken 

aşağıdaki iki problem karşımıza çıkar. Bunlardan ilki nitel bir problem olan, lineer pozitif 

operatörler ile fonksiyona yaklaşım süreci için gerekli koşulların tespit edilmesidir. Diğeri 

ise nicel bir problem olan, fonksiyona yaklaşım sürecinde yapılan hatanın ölçülmesidir. 

 

Durrmeyer, 1967 yılında [0,1] kapalı aralığında Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlara 

yaklaşmak için Bernstein operatörlerinin bir integral modifikasyonunu 

 

𝑛 ∈ ℕ,    𝑥 ∈ [0,1],   𝑝𝑛,𝑘(𝑥) = (
𝑛

𝑘
) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑘  

 

olmak üzere 

 

𝐷𝑛(𝑓; 𝑥) = (𝑛 + 1)∑𝑝𝑛,𝑘(𝑥)∫𝑝𝑛,𝑘(𝑡)𝑓(𝑡)

1

0

𝑛

𝑘=0

𝑑𝑡 

 

şeklinde tanımlamış ve yaklaşım özelliklerini incelemiştir (Altomare ve Campiti, 1994). 

2003 yılında da Srivastava ve Gupta, [0,∞) aralığında Lebesgue integrallenebilir 
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fonksiyonlara yaklaşmak için  toplamsal integral tip operatörlerin genel bir dizisini 

tanımlamıştır (Srivastava ve Gupta, 2003). Bu operatörler dizisi, özel durumları yaklaşım 

teorisinde önemli bir yer tutan Bernstein-Durrmeyer, Szász-Durrmeyer ve Baskakov-

Durrmeyer tip operatörleri içermektedir. Daha sonra bu operatörler dizisinden ilham 

alarak Gupta vd. farklı ağırlık fonksiyonlarına sahip toplamsal integral tip operatörlerin 

bir ailesini tanımlamış ve bu operatörlerin yaklaşım özelliklerine ilişkin sonuçlar elde 

etmiştir (Gupta, Mohapatra ve Finta, 2005). 

 

Reel değişkenli fonksiyonların yaklaşım teorisinin temelini oluşturan Weierstrass 

Teoreminin birçok alanda önemli gelişme, genelleşme ve yansımalarının olması; 

kompleks yaklaşım teorisinde de benzer problemlerin araştırılmasına öncülük etmiştir. 

Runge, 1885 yılında belirli bir bölgede kaldırılabilir singülerliklere veya kutuplara sahip 

herhangi bir 𝑓 fonksiyonuna rasyonel fonksiyonların düzgün yakınsak bir serisiyle 

yaklaşılabileceğini ifade etmiştir ( Runge, 1885). Bu ifade ile reel değerli yaklaşım teorisi 

için verilen Weierstrass teoremine benzer bir sonuç elde edilmeye çalışılmıştır. Daha 

sonra yaklaşılmak istenen 𝑓 fonksiyonunun özelliklerine göre benzer problemler Walsh 

(1926), Hartogs-Rosenthal (1931), Lavrentiev (1936), Keldysh (1945) ve Mergelyan 

(1952) tarafından da incelenmiştir. Weierstrass yaklaşım teoreminin kompleks analitik 

fonksiyonlara en önemli genelleşmesi ise 1952 yılında Mergelyan tarafından 

ispatlanmıştır. Mergelyan teoremi, 𝐾 ⊂ ℂ kompakt ve ℂ ∖ 𝐾 bağlantılı olmak üzere eğer 𝑓 

fonksiyonu 𝐾 üzerinde sürekli ve 𝐾 nın içinde analitik ise, 𝐾 üzerinde 𝑓 ye düzgün 

yakınsayan bir polinom dizisinin var olduğunu ifade eder (Mergelyan, 1952). 

 

ℝ den ℂ kompleks düzlemine yaklaşım problemini genişletme fikri ilk olarak  Bernstein 

polinomları ile başlamıştır. Böylece 𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) ifadesinde 𝑥 ∈ [0,1] değişkeni, 𝑓 nin 

analitik olduğu ve [0,1] aralığını içeren ℂ nin uygun bölgelerindeki 𝑧 kompleks sayısı ile 

değiştirilerek elde edilen kompleks Bernstein polinomlarının yakınsaklık özelliklerinin 

bulunması problemi ortaya çıkmıştır. Bu problem Wright (1930), Kantorovich (1931), 

Bernstein (1943), Lorentz (1986) ve Tonne (1969) tarafından çalışılmıştır. Ayrıca 

Lorentz’in kitabında kompakt diskler, elipsler, ilmikler gibi kompleks düzlemin çeşitli 

bölgelerinde kompleks Bernstein operatörlerinin yakınsaklık özellikleri incelenmiştir 

(Lorentz, 1986). Kompleks Szász operatörlerinin yaklaşım problemi ise ilk olarak 1963 

yılında Gergen vd. tarafından çalışılmıştır (Gergen, Dressel ve Purcell; 1963). Daha sonra, 

Deeba ve Wood kompleks Szász operatörlerinin bazı genelleştirmelerini tanımlamış ve 
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kompleks düzlemin farklı bölgelerinde yakınsaklık sonuçlarını araştırmışlardır (Deeba, 

1982; Wood, 1969). Ancak bu çalışmalarda yakınsaklık oranına ilişkin herhangi bir nicel 

sonuç elde edilmemiştir. 

 

Kompleks Bernstein ve kompleks Szász operatörlerinin, kompakt disklerde analitik 

fonksiyonlara yakınsaklık oranına ilişkin nicel tahminler ilk defa Gal tarafından elde 

edilmiştir (Gal, 2009). Ayrıca Gal kitabında, çok iyi bilinen bazı kompleks operatörlerin 

de kompakt disklerde analitik fonksiyonlara nicel tahminli yaklaşım özelliklerini 

incelemiştir (Gal, 2009). Daha sonra, Anastassiou ve Gal (2010), Gal ve Gupta, (2011), 

Mahmudov (2011a) gibi bazı araştırmacılar kompleks Bernstein-Durrmeyer tip 

operatörlerin kompakt disklerdeki yaklaşım özellikleri ile ilgili nicel tahminler elde 

etmişlerdir. 

 

Son zamanlarda, Bernstein-Durrmeyer operatörlerinin değişik bir biçiminin kompleks 

formu tanımlanmış ve bu operatörlerin yaklaşım özellikleri araştırılmıştır (Gal, 2010). 

Yeni tanımlanan bu operatörlerin yaklaşım özellikleri Bernstein-Durrmeyer 

operatörlerinden farklıdır. Temel fark ise sabit fonksiyonların yanı sıra lineer 

fonksiyonları da koruyan bir özelliğe sahip olmasıdır. Bu özelliğinden dolayı bu 

operatörler genuine Bernstein-Durrmeyer operatörleri olarak isimlendirilir. Bu operatörler 

için elde edilen kompleks yaklaşım teoremleri, kompleks genuine Bernstein-Durrmeyer 

operatörlerinin çeşitli genelleştirmeleri üzerine yapılan çalışmalara ışık tutmuştur. Bu 

yöndeki çalışmalara Gal (2010), Mahmudov (2011b), Mahmudov ve Gupta (2012) gibi 

araştırmalar örnek olarak verilebilir. 

 

Bu tezde, genelleştirilmiş kompleks Szász operatörleri ile genelleştirilmiş kompleks 

genuine Szász-Durrmeyer operatörlerinin yaklaşım özellikleri araştırılacaktır. 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 

 

İkinci bölümde, çalışmamızda kullandığımız temel tanımlar ve kompleks analizdeki 

yardımcı teoremler verilmiştir. 

 

Bu tezin üçüncü ve dördüncü bölümleri tamamen orijinal olup aşağıdaki yönde 

incelemeler yapılmıştır. 
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Üçüncü bölümde, genelleştirilmiş kompleks Szász operatörleri tanımlanarak, kompakt 

disklerde üstel büyüyen analitik fonksiyonlara ilişkin bu operatörlerin nicel tahminli 

yaklaşım özellikleri araştırılmıştır. Bu operatörler ile kompakt disklerde yakınsaklık oranı 

ve Voronovskaja-tip sonuç için üst nicel tahminler verilerek eşanlı yaklaşımın tam 

mertebesi elde edilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde, Bernstein-Durrmeyer operatörlerinin bir genelleşmesi olan 

genelleştirilmiş kompleks genuine Szász-Durrmeyer operatörleri tanımlanmıştır. Kompakt 

disklerdeki analitik fonksiyonlar için, bu operatörlerin yakınsaklık oranı ile Voronovskaja 

tip teorem için üst nicel tahminler bulunarak, yaklaşım ve eşanlı yaklaşımın tam mertebesi 

elde edilmiştir. 

 

Böylece, genelleştirilmiş kompleks Szász operatörleri ile genelleştirilmiş kompleks 

genuine Szász-Durrmeyer operatörlerinin yaklaşım özellikleri [0,∞) aralığından kompleks 

düzlemdeki kompakt disklere nicel tahminlerle genişletilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde, çalışmamız esnasında kullanılan bazı temel tanım ve teoremler verilecektir.   

 

2.1. Temel Tanım ve Teoremler 

   

2.1.1. Tanım 

 

𝑋 ve 𝑌 iki normlu fonksiyon uzayı olsun. 𝑋 den alınan her 𝑓 fonksiyonuna 𝑌 de bir 𝑔 

fonksiyonu karşılık getiren bir 𝐿 kuralı varsa, 𝐿 ye 𝑋 den 𝑌 ye bir operatör denir. 𝑓 ∈ 𝑋, 

𝑔 ∈ 𝑌 ve 𝑥, 𝑔 nin tanım kümesinin elemanı olmak üzere 𝐿(𝑓; 𝑥) = 𝑔(𝑥) ile gösterilir 

(Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995). 

 

2.1.2. Tanım 

  

𝐿: 𝑋 → 𝑌 bir operatör olsun. Eğer her 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝑋 ve her 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℝ için 

 

𝐿(𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2; 𝑥) = 𝑎1𝐿(𝑓1; 𝑥) + 𝑎2𝐿(𝑓2; 𝑥) 

 

koşulu sağlanıyorsa, 𝐿 ye lineer operatör denir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995). 

 

2.1.3. Tanım 

  

𝑚 ∈ ℕ,  𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑚 ∈ ℝ ler de birbirinden farklı noktalar olmak üzere 𝑓 fonksiyonunun 

𝑖 = 0,1, … ,𝑚 için 𝑥𝑖 noktasındaki değerini [𝑥𝑖; 𝑓] ile gösterelim. 

 

[𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑚; 𝑓] =∑
𝑓(𝑥𝑗)

∏ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)
𝑚
𝑖=0,𝑖≠𝑗

𝑚

𝑗=0

 

 

ifadesine 𝑓 fonksiyonunun 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑚 noktalarındaki 𝑚 −inci bölünmüş farkı denir 

(Dzyadyk ve Shevchuk, 2008). 

 

Bu durumda, 𝑓 nin sıfırıncı bölünmüş farkı 
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[𝑥0; 𝑓] =  𝑓(𝑥0), 

 

𝑓 nin birinci bölünmüş farkı 

 

[𝑥0, 𝑥1; 𝑓] =
𝑓(𝑥0)

𝑥0 − 𝑥1
+
𝑓(𝑥1)

𝑥1 − 𝑥0
=
𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥1)

𝑥0 − 𝑥1
=
[𝑥0; 𝑓] − [𝑥1; 𝑓]

𝑥0 − 𝑥1
, 

 

𝑓 nin ikinci bölünmüş farkı 

 

[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2; 𝑓] =
𝑓(𝑥0)

(𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥2)
+

𝑓(𝑥1)

(𝑥1 − 𝑥0)(𝑥1 − 𝑥2)
+

𝑓(𝑥2)

(𝑥2 − 𝑥0)(𝑥2 − 𝑥1)
 

 

                         =
[𝑥0, 𝑥1; 𝑓] − [𝑥1,𝑥2; 𝑓]

𝑥0 − 𝑥2
, 

 

olup bu şekilde devam edilirse 𝑓 nin 𝑚−inci bölünmüş farkı 

 

[𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑚; 𝑓] =
[𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑚−1; 𝑓] − [𝑥1,𝑥2, … , 𝑥𝑚; 𝑓]

𝑥0 − 𝑥𝑚
 

 

şeklinde yazılabilir. 

 

2.1.4. Teorem (Cauchy Türev Formülü) 

 

𝑟 > 0 olmak üzere 𝑓: 𝐷̅𝑟 →  ℂ fonksiyonu 𝐷𝑟 de analitik ve 𝐷̅𝑟 da sürekli olsun. Bu 

durumda herhangi 𝑝 ∈ {0,1, … } ve  her |𝑧| < 𝑟 için Γ = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| = 𝑟} iken 

 

𝑓(𝑝)(𝑧) =
𝑝!

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑢)

(𝑢 − 𝑧)𝑝+1
𝑑𝑢

Γ

 

 

sağlanır (Gal, 2009). 
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2.1.5. Teorem  

 

Bir 𝐺 ⊂ ℂ açık kümesi verilsin. 𝐺 üzerinde analitik fonksiyonların bir (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ dizisi 𝑓 

analitik fonksiyonuna yakınsak ve 𝐺 deki her kompakt kümede düzgün yakınsak ise, bu 

durumda herhangi 𝑝 ∈ ℕ için  𝑝. türev dizisi (𝑓𝑛
(𝑝))

𝑛∈ℕ
de 𝐺 deki kompakt kümeler 

üzerinde 𝑓(𝑝) ye düzgün yakınsaktır (Gal, 2009).  

 

2.1.6. Teorem (Maksimum Modül)  

 

Ω ⊂ ℂ sınırlı bir bölge olsun. Eğer 𝑓: Ω̅ → ℂ fonksiyonu Ω da analitik ve Ω̅ da sürekli ise, 

bu durumda Ω nın sınırı Γ ile gösterilirse 

 

maks {|𝑓(𝑧)|: 𝑧 ∈ Ω̅} =maks {|𝑓(𝑧)|: 𝑧 ∈ Γ} 

 

sağlanır (Gal, 2009). 

 

2.1.7. Teorem (Özdeşlik) 

 

Ω ⊂ ℂ   bir   bölge   ve   𝑓, 𝑔: Ω → ℂ,   Ω   da   analitik   iki   fonksiyon   olsun.   Eğer 

{𝑧 ∈ ℂ: 𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑧)}  kümesi Ω da en az bir yığılma noktasına sahipse, bu durumda Ω 

üzerinde 𝑓 ≡ 𝑔 dir (Gal, 2009). 

 

2.1.8. Teorem (Bernstein Eşitsizliği) 

 

Her  𝑘 ∈ {0,1, … }  için  𝑎𝑘 ∈ ℂ  olmak  üzere  𝑃𝑛(𝑧) = ∑ 𝑎𝑘𝑧
𝑘𝑛

𝑘=0   ve  𝑟 > 0  için 

‖𝑃𝑛‖𝑟 = maks {|𝑃𝑛(𝑧)|: |𝑧| ≤ 𝑟} olsun. Bu durumda 

 

i) Her |𝑧| ≤ 1 için |𝑃𝑛
′(𝑧)| ≤ 𝑛‖𝑃𝑛‖1; 

ii) 𝑟 > 0  ise her |𝑧| ≤ 𝑟 için |𝑃𝑛
′(𝑧)| ≤

𝑛

𝑟
‖𝑃𝑛‖𝑟 

 

eşitsizlikleri gerçeklenir (Gal, 2009). 
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2.1.9. Teorem (Taylor) 

 

𝑓 fonksiyonu bir 𝑧0 noktasında analitikse bu noktanın bir komşuluğundaki 𝑧 ler için geçerli 

olmak üzere 

 

𝑓(𝑧) = ∑𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛 =

∞

𝑛=0

∑
𝑓(𝑛)(𝑧0)

𝑛!
(𝑧 − 𝑧0)

𝑛

∞

𝑛=0

 

 

açılımı vardır. Bu kuvvet serisi bir 𝐷(𝑧0, 𝑟) diski üzerinde mutlak yakınsar ve bu diskin 

kompakt alt kümeleri üzerinde yakınsama düzgündür (Başkan, 2005). 

 

2.1.10. Sonuç 

 

𝐴, ℂ de bir bölge  ve 𝑓: 𝐴 → ℂ tanımlı olsun. 𝑓 nin 𝐴 da analitik olması için gerek ve yeter 

koşul her bir 𝑧0 ∈ 𝐴 noktası için 𝑓 nin, üzerinde yakınsak bir kuvvet serisine eşit 

olabileceği bir 𝐷(𝑧0, 𝑅) = {𝑧: |𝑧 − 𝑧0| < 𝑅} diskinin bulunabilmesidir (Başkan, 2005). 

 

2.1.11. Teorem 

 

i) 𝐴, ℂ de bir bölge ve (𝑓𝑛), 𝐴 üzerinde analitik olan 𝑓𝑛 fonksiyonlarının bir dizisi olsun. 

Eğer 𝐴 da bulunan her kapalı disk üzerinde 𝑓𝑛 → 𝑓 yakınsaması düzgün ise 𝑓, 𝐴 da 

analitiktir. 𝐴 daki kapalı diskler üzerinde 𝑓𝑛
′ → 𝑓′ yakınsaması düzgün, 𝐴 üzerinde ise 

𝑓𝑛
′ → 𝑓′ noktasaldır. 

ii) Eğer 𝑘 ∈ ℕ olmak üzere 𝑔𝑘 fonksiyonları 𝐴 üzerinde analitik ve 𝑔(𝑧) = ∑ 𝑔𝑘(𝑧)
∞
𝑘=1  

    yakınsaklığı 𝐴 içindeki her kapalı disk üzerinde düzgünse 𝑔, 𝐴 da analitiktir. Üstelik     

    𝑔′(𝑧) = ∑ 𝑔𝑘
′ (𝑧)∞

𝑘=1  yakınsaklığı 𝐴 üzerinde noktasal ve 𝐴 daki kapalı diskler üzerinde     

    düzgündür (Başkan, 2005). 
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ KOMPLEKS SZÁSZ OPERATÖRLERİ İLE        

    YAKLAŞIM 

 

3.1. Reel Değişkenli Szász Operatörleri 

 

𝑥 ∈ [0,∞), 𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere reel değişkenli Szász operatörleri 

 

𝑆𝑛(𝑓; 𝑥): = 𝑒−𝑛𝑥∑
(𝑛𝑥)𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

𝑓 (
𝑗

𝑛
)                                                                                              (3.1) 

 

olarak tanımlanmıştır.  

 

Szász, 𝐴 > 0 bir sabit olmak üzere 𝑥 → ∞ iken 𝑓(𝑥) = 𝑂(𝑥𝐴) koşulunu sağlayan sürekli 

𝑓 fonksiyonları için; Favard ise daha genel olan  𝑓(𝑥) = 𝑂(𝑒𝐴𝑥) koşuluna sahip sürekli 

fonksiyonlar için (𝑆𝑛(𝑓; 𝑥))𝑛∈ℕ operatörler dizisinin [0,∞) aralığında 𝑓(𝑥) e 

yakınsadığını ispatlamıştır (Szász, 1950; Favard, 1944). 

 

Ayrıca Totik, 𝑓 üzerinde bazı ek hipotezler altında 𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) operatörleri ile 𝑓(𝑥) e 

yaklaşım için aşağıdaki nicel tahmini elde etmiştir: 

 

|𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤
𝐾

𝑛
;  𝑥 ∈ [0,∞), 𝑛 ∈ ℕ,𝐾 > 0. 

 

(Totik, 1984). 

 

Sonlu bir aralıktaki Bernstein yaklaşım polinomlarının [0,∞) aralığı için bir genelleşmesi 

olan Szász operatörleri, yaklaşım teorisinde merkezi bir rol oynadığından bu operatörler ve 

çeşitli genelleştirmeleri farklı uzaylarda yoğun bir şekilde çalışılmaktadır.  

 

Walczak Eş. 3.1 ile verilen reel değişkenli Szász operatörlerinin önemli bir 

genelleştirmesini, (𝑎𝑛), (𝑏𝑛) dizileri 
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lim
𝑛→∞

1

𝑏𝑛
= 0   ve   

𝑎𝑛
𝑏𝑛
= 1 + 𝑂 (

1

𝑏𝑛
) 

 

koşullarını sağlayan pozitif sayıların artan ve sınırsız dizileri olmak üzere 

 

𝑆𝑛(𝑓; 𝑎𝑛,  𝑏𝑛; 𝑥) = 𝑒−𝑎𝑛𝑥∑
(𝑎𝑛𝑥)

𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

𝑓 (
𝑗

 𝑏𝑛
) , 𝑥 ∈ [0,∞), 𝑛 ∈ ℕ                                        (3.2) 

 

şeklinde tanımlamış ve  polinom ağırlıklı uzaylarda bu operatörlerin yaklaşım özelliklerini 

araştırmıştır (Walczak, 2000). 

 

İspir ve Atakut, Gadjiev (1974) tarafından ispatlanan ağırlıklı Korovkin tip teoremleri 

kullanarak pozitif reel eksen üzerinde tanımlı sürekli ve sınırsız fonksiyonların polinom 

ağırlıklı uzaylarında Eş 3.2 ile verilen operatörlerin tek ve iki değişkenli fonksiyonlara 

yaklaşım özelliklerini incelemişler ve ağırlıklı süreklilik modülü yardımıyla yaklaşım 

derecesini  elde etmişlerdir (İspir ve Atakut, 2002).  

 

Ayrıca reel Szász operatörlerinin farklı genelleştirmeleri, Lesniewicz ve Rempulska 

(1997), Walczak (2002), Mortici (2009), Rempulska ve  Graczyk (2010), çalışmalarında da 

bulunabilir. 

 

3.2. Kompleks Szász Operatörleri 

 

3.2.1. Tanım 

 

Szász operatörlerinin kompleks genelleşmesi Gal tarafından 

 

𝑆𝑛(𝑓; 𝑧) = 𝑒
−𝑛𝑧∑

(𝑛𝑧)𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

𝑓 (
𝑗

𝑛
) , 𝑧 ∈ ℂ                                                                                  (3.3)   

 

şeklinde tanımlanmıştır. Gal, kompleks Szász operatörlerinin analitik fonksiyonlara 

yakınsaklık oranı ve Voronovskaja-tip sonuç için üst nicel tahminler vererek, eşanlı 

yaklaşımın tam mertebesini elde etmiştir (Gal, 2008, 2009). 
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Bu tezde, Eş. 3.2 ile verilen reel Szász operatörlerinin bir genelleştirmesinden ilham alarak, 

genelleştirilmiş kompleks Szász operatörleri aşağıdaki gibi tanımlanmış ve kompakt 

disklerde nicel tahminli yaklaşım özellikleri araştırılmıştır. 

 

3.2.2. Tanım 

 

𝑅 > 1 olmak üzere 𝑓: 𝐷̅𝑅 ∪ [𝑅,∞) →  ℂ için 𝑓 fonksiyonu 𝐷̅𝑅 ∪ [𝑅,∞) da sürekli, 𝐷𝑅 de 

analitik ve üstel büyümeye sahip ve ayrıca (𝑎𝑛), (𝑏𝑛) dizileri 

 

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛
𝑎𝑛
= 0   𝑣𝑒   

𝑏𝑛
𝑎𝑛
≤ 1 

 

koşullarını sağlayan kesin pozitif sayıların birer dizisi olmak üzere genelleştirilmiş 

kompleks Szàsz operatörleri 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧):= 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑𝑓(

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
,   𝑧 ∈ ℂ, 𝑛 ∈ ℕ                                                      (3.4) 

 

şeklinde inşa edilmiştir (Çetin ve İspir, 2013).   

 

Burada 𝑓 fonksiyonunun 𝐷𝑅 üzerindeki analitikliği 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑐𝑘𝑧
𝑘∞

𝑘=0  gösterimini garanti 

eder; bu ise [0,∞) aralığında reel değişkenli durumda iyi bilinen bazı tahminler 

kullanılırken, 1 ≤ 𝑟 < 𝑅 olmak üzere herhangi bir 𝐷̅𝑟 kompakt diskinde nicel tahminlerin 

ispatı için gerekli olur. 

 

Eş. 3.4 ile tanımlı operatörler, 𝑎𝑛 = 𝑛 ve 𝑏𝑛 = 1 durumunda Eş. 3.3 ile verilen kompleks 

Szász operatörlerine dönüşür. Ayrıca yeni tanımlanan operatörün yaklaşım oranı (𝑎𝑛) ve 

(𝑏𝑛) dizilerinin seçimine göre uygun şekilde ayarlanabilir olduğundan, burada elde edilen 

yakınsaklık oranının Gal (2008, 2009) tarafından kompleks Szász operatörleri için verilen 

sonuçlardan daha iyi olduğu görülür. 
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3.3. 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 Genelleştirilmiş Kompleks Szász Operatörleri ile Yaklaşım 

   

Bu bölümde kompakt disklerde üstel büyümeye sahip analitik fonksiyonlara ilişkin 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 

genelleştirilmiş kompleks Szász operatörünün yaklaşım özelikleri incelenecektir. Bu 

bağlamda operatörün fonksiyona yakınsaklık oranı, Voronovskaja tip yaklaşım ve 

yaklaşımın tam mertebesi bulunacaktır. Ayrıca eşanlı yaklaşım içinde benzer sonuçlar 

verilecektir. 

 

3.3.1. Yardımcı sonuçlar 

 

Yakınsaklık oranını vermek için öncelikle 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 nin bazı özelliklerini gösteren aşağıdaki 

yardımcı lemmalara ihtiyaç vardır. 

 

3.3.1. Lemma 

 

 𝑗 = 0,1, …  için 0,
𝑏𝑛
𝑎𝑛
, … ,

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

 noktalarında 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛  operatörünün bölünmüş farklar ile 

ifadesi 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) =∑[0,
𝑏𝑛
𝑎𝑛
, … ,

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

; 𝑓] 𝑧𝑗
∞

𝑗=0

                                                                                   (3.5) 

 

biçimindedir (Çetin ve İspir, 2013). 

 

İspat 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 operatörünü tanımlayan seri düzgün yakınsak olduğundan bu seri terim terim 

türevlenebilirdir. Eş. 3.4  ile verilen formülde 𝑧 ye göre türev alınırsa 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
′ (𝑓; 𝑧) =

𝑑

𝑑𝑧
{𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑𝑓(

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
} 
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                       = ∑𝑓 (
𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)

∞

𝑗=0

1

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑑

𝑑𝑧
{𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
(𝑎𝑛𝑧)

𝑗} 

 

                       = ∑𝑓 (
𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)

∞

𝑗=0

1

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
{−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
(𝑎𝑛𝑧)

𝑗 + 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
𝑗(𝑎𝑛𝑧)

𝑗−1𝑎𝑛} 

 

                       = −
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑𝑓(

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

 

 

                            +
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑𝑓(

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)

∞

𝑗=1

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

 

 

                       = −
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑𝑓(

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

 

 

                            +
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑𝑓(

(𝑗 + 1)𝑏𝑛
𝑎𝑛

)

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

 

 

                       = 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑{

𝑓 (
(𝑗+1)𝑏𝑛

𝑎𝑛
) − 𝑓 (

𝑗𝑏𝑛

𝑎𝑛
)

𝑏𝑛

𝑎𝑛

}

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

 

 

                       = 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑[

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 1)𝑏𝑛

𝑎𝑛
; 𝑓]

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
                                                            (3.6) 

 

elde edilir. Eş. 3.6 da 𝑧 ye göre türev alınırsa 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
′′ (𝑓; 𝑧) =

𝑑

𝑑𝑧
{𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑[

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 1)𝑏𝑛

𝑎𝑛
; 𝑓]

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
} 
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                       = ∑[
𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 1)𝑏𝑛

𝑎𝑛
; 𝑓]

∞

𝑗=0

1

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑑

𝑑𝑧
{𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
(𝑎𝑛𝑧)

𝑗} 

 

                       = ∑[
𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 1)𝑏𝑛

𝑎𝑛
; 𝑓]

∞

𝑗=0

1

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
{−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
(𝑎𝑛𝑧)

𝑗 + 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
𝑗(𝑎𝑛𝑧)

𝑗−1𝑎𝑛} 

 

                       = −
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑[

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 1)𝑏𝑛

𝑎𝑛
; 𝑓]

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

 

 

                            +
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑[

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 1)𝑏𝑛

𝑎𝑛
; 𝑓]

∞

𝑗=1

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

 

 

                       = −
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑[

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 1)𝑏𝑛

𝑎𝑛
; 𝑓]

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

 

 

                            +
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑[

(𝑗 + 1)𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 2)𝑏𝑛

𝑎𝑛
; 𝑓]

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

 

 

                       =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑{[

(𝑗 + 1)𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 2)𝑏𝑛

𝑎𝑛
; 𝑓] − [

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 1)𝑏𝑛

𝑎𝑛
; 𝑓]}

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
  

 

                       =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑(

(𝑗 + 2)𝑏𝑛
𝑎𝑛

−
𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
) [
𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 1)𝑏𝑛

𝑎𝑛
,
(𝑗 + 2)𝑏𝑛

𝑎𝑛
; 𝑓]

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
  

 

                       = 2𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑[

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 1)𝑏𝑛

𝑎𝑛
,
(𝑗 + 2)𝑏𝑛

𝑎𝑛
; 𝑓]

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

 

 

bulunur. Benzer düşünce ile devam edilirse 𝑘 = 0,1, … için 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑘) (𝑓; 𝑧) = 𝑘! 𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑[

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 1)𝑏𝑛

𝑎𝑛
, … ,

(𝑗 + 𝑘)𝑏𝑛
𝑎𝑛

; 𝑓]

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
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olur. Burada seri açılıp ilk terimleri yazılırsa 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑘) (𝑓; 𝑧) =  𝑘! 𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
[0,
𝑏𝑛
𝑎𝑛
, … ,

𝑘𝑏𝑛
𝑎𝑛

; 𝑓] 

 

                                +𝑘! 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑[

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

,
(𝑗 + 1)𝑏𝑛

𝑎𝑛
, … ,

(𝑗 + 𝑘)𝑏𝑛
𝑎𝑛

; 𝑓]

∞

𝑗=1

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

 

 

elde edilir ve 𝑧 = 0 alınırsa 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑘) (𝑓; 0) =  𝑘! [0,

𝑏𝑛
𝑎𝑛
, … ,

𝑘𝑏𝑛
𝑎𝑛

; 𝑓]                                                                                       (3.7) 

 

olduğu görülür. Eş. 3.7 ifadesi 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 operatörünün Maclaurin seri açılımında yerine 

yazılırsa 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) =  ∑
𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑘) (𝑓; 0)

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑧𝑘 = ∑ [0,
𝑏𝑛
𝑎𝑛
, … ,

𝑘𝑏𝑛
𝑎𝑛

; 𝑓]

∞

𝑘=0

𝑧𝑘 

 

ifadesi elde edilir. 

 

3.3.2. Lemma 

 

Eğer 𝑓 fonksiyonu 𝑘. dereceden bir polinomsa, bu durumda 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) de derecesi ≤ 𝑘 

olan bir polinomdur (Çetin ve İspir, 2013). 

 

İspat 

 

𝑓 fonksiyonu 𝑘. dereceden bir polinom olarak alınırsa 𝑗 > 𝑘 olduğunda 𝑓 nin 𝑗-yinci 

bölünmüş farkı sıfır olacağından Eş. 3.5 ten 𝑘. dereceden bir polinomun 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 operatörü 

altındaki görüntüsünün de 𝑘. dereceden bir polinom olduğu açıktır. 
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3.3.3. Lemma 

 

𝑅 > 1 olmak üzere 𝑓: 𝐷̅𝑅 ∪ [𝑅,∞) →  ℂ şeklinde tanımlı 𝑓 fonksiyonu 𝐷̅𝑅 ∪ [𝑅,∞) da 

sürekli, 𝐷𝑅 de analitik yani her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑐𝑘𝑧
𝑘∞

𝑘=0  olsun. Her 𝑘 = 0,1, … için 

|𝑐𝑘| ≤ 𝑀
𝐴𝑘

𝑘!
  (bu eşitsizlik her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀𝑒𝐴|𝑧| olmasını gerektirir) ve her 

𝑥 ∈ [𝑅,∞) için |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝑒𝐵𝑥 olacak biçimde 𝑀,𝐶, 𝐵 > 0 ve 𝐴 ∈ (
1

𝑅
, 1) sabitleri 

bulunsun. Bu durumda her 𝑘 = 0,1, … için 𝑒𝑘(𝑧) = 𝑧𝑘 olmak üzere her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) =  ∑𝑐𝑘𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧)                                                                                           (3.8)

∞

𝑘=0

 

 

eşitliği sağlanır (Çetin ve İspir, 2013). 

 

İspat 

 

Herhangi bir 𝑚 ∈ ℕ için 

 

𝑓𝑚(𝑧) = {
∑ 𝑐𝑗𝑧

𝑗 ,       |𝑧| ≤ 𝑟     ise𝑚
𝑗=0

𝑓(𝑥)         , 𝑥 ∈ (𝑟, +∞) ise 
  

 

olarak tanımlayalım. 𝑓 fonksiyonu kompakt disklerde üstel büyüyen analitik bir fonksiyon 

olduğundan açıktır ki her 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑥 ∈ [0,∞) için |𝑓𝑚(𝑥)| ≤ 𝐶𝑚𝑒
𝐵𝑚𝑥 sağlanır. Böylece 

her 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑧 ∈ ℂ için 

 

|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧)| = |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑𝑓𝑚 (

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
| 

 

                             ≤ |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑|𝑓𝑚 (

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)|

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛|𝑧|)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
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                             ≤ |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑𝐶𝑚𝑒

𝐵𝑚
𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛|𝑧|)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

 

                            = 𝐶𝑚 |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
|𝑧|𝑒

𝐵𝑚
𝑏𝑛
𝑎𝑛)

𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

                                                                   (3.9) 

 

elde edilir. Son seri oran testinden yakınsak olduğundan dolayı 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧) iyi tanımlı ve 

analitiktir. Benzer düşünceyle 𝑓 üstel büyümeye sahip analitik bir fonksiyon olduğundan  

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) nin de iyi tanımlı ve analitik olduğu elde edilir.  

 

Her 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑘 = 0,1, … için 

 

𝑓𝑚,𝑘(𝑧) = {

𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧) , |𝑧| ≤ 𝑟          ise 

𝑓(𝑥)

𝑚 + 1
   ,         𝑥 ∈ (𝑟, +∞) ise 

 

 

ile gösterelim. Açıktır ki her 𝑓𝑚,𝑘 fonksiyonu [0,∞) da üstel büyümeye sahiptir ve 

𝑓𝑚(𝑧) = ∑ 𝑓𝑚,𝑘(𝑧)
𝑚
𝑘=0  tir. 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 nin lineerliğinden her |𝑧| ≤ 𝑟 için 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧) = 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 (∑𝑐𝑘𝑒𝑘; 𝑧

𝑚

𝑘=0

) =∑𝑐𝑘

𝑚

𝑘=0

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) 

                          

sağlanır. O halde her 𝑛 ∈ ℕ ve |𝑧| ≤ 𝑟 için 

 

lim
𝑚→∞

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧) = 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) 

 

olduğunu göstermek yeterlidir. Bunun için ise; 

 

lim
𝑚→∞

‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝑟 = lim
𝑚→∞

‖∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

𝑚

𝑘=0

−∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

∞

𝑘=0

‖

𝑟

, |𝑧| ≤ 𝑟 
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                             = ‖ lim
𝑚→∞

∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

𝑚

𝑘=0

−∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

∞

𝑘=0

‖

𝑟

 

                             = 0 

                              

ve   ‖. ‖𝐵[0,∞),   𝐶[0,+∞)   daki   düzgün   normu   göstermek   üzere,   𝑥 ∈ (𝑟, +∞)   için  

𝑓𝑚(𝑥) = 𝑓(𝑥) olduğundan ‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝐵[0,∞) ≤ ‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝑟 kalır ve diğer taraftan her  

|𝑧| ≤ 𝑟 için 

 

|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧) − 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧)| = |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑𝑓𝑚 (

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
−𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑𝑓(

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
| 

 

                                                       = |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑(𝑓𝑚 − 𝑓) (

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
| 

 

                                                       ≤ |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑|(𝑓𝑚 − 𝑓) (

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)|

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛|𝑧|)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

 

 

                                                       ≤ |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
| ‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝐵[0,∞)∑

(𝑎𝑛|𝑧|)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=0

 

 

bulunur. Son seriye oran testi uygulanırsa bu serinin yakınsak olduğu görülür. Buradan 

lim
𝑚→∞

‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝑟 = 0 ve ‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝐵[0,∞) ≤ ‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝑟 ifadeleri dikkate alınırsa 𝑚 → ∞ için  

‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝐵[0,∞) → 0 olur. Böylece lim
𝑚→∞

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧) = 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) elde edilir ve ispat 

tamamlanır. 

 

3.3.2. 𝑺𝒂𝒏,𝒃𝒏 Operatörünün Yakınsama Oranı 

 

Bu kısımda (𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓)) dizisinin 𝑓 ye yakınsama ve eşanlı yakınsama oranına ilişkin 

sonuçlar verilecektir. 
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3.3.4. Teorem 

 

𝑅 > 1 olmak üzere 𝑓: 𝐷̅𝑅 ∪ [𝑅,∞) →  ℂ fonksiyonu 𝐷̅𝑅 ∪ [𝑅,∞) da sürekli, 𝐷𝑅 de analitik 

yani her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑐𝑘𝑧
𝑘∞

𝑘=0  olsun. Her 𝑘 = 0,1, … için |𝑐𝑘| ≤ 𝑀
𝐴𝑘

𝑘!
  (bu 

eşitsizlik her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀𝑒𝐴|𝑧| olmasını gerektirir) ve her 𝑥 ∈ [𝑅,∞) için 

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝑒𝐵𝑥 olacak biçimde 𝑀, 𝐶, 𝐵 > 0 ve 𝐴 ∈ (
1

𝑅
, 1) sabitlerinin bulunduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 

 

(i) 1 ≤ 𝑟 <
1

𝐴
  keyfi sabit olmak üzere her  |𝑧| ≤ 𝑟 ve  𝑛 ∈ ℕ için 

 

|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧)| ≤
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝐶𝑟(𝑓) 

     

    eşitsizliği sağlanır. Burada 

 

𝐶𝑟(𝑓) =
𝑀

2𝑟
∑(𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘 < ∞

∞

𝑘=2

 

     

    dur. 

 

(ii) 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛operatörü ile eşanlı yaklaşım için, 1 ≤ 𝑟 < 𝑟1 <
1

𝐴
  keyfi sabitler olmak üzere her       

 |𝑧| ≤ 𝑟 ve  𝑛, 𝑝 ∈ ℕ için 

 

|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧)| ≤

𝑏𝑛
𝑎𝑛

𝑝! 𝑟1𝐶𝑟1(𝑓)

(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1
 

      

     eşitsizliği gerçeklenir. Buradaki 𝐶𝑟1(𝑓) ifadesi (i) de tanımlandığı gibidir (Çetin ve 

İspir, 2013).  
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İspat 

 

(i) 𝑓 fonksiyonu üzerindeki hipotez dikkate alındığında 𝑘 = 0,1, … için 𝑒𝑘(𝑧) = 𝑧𝑘 olmak  

     üzere her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için Lemma 3.3.3 ten; 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) =  ∑𝑐𝑘𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧)  

∞

𝑘=0

 

 

olur. Eş. 3.4 formülü yardımıyla 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) = 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑(

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑘∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
                                                                          (3.10) 

 

şeklinde yazılabildiğinden her 𝑧 ∈ ℂ için 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒0; 𝑧) = 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
𝑧)

𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

 

 

                      = 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
𝑒
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
= 1, 

                       

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒1; 𝑧) = 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=0

 

 

                        = 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

𝑗=1

𝑧 

 

                        = 𝑧𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
𝑧)

𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

 

 

                     = 𝑧𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
𝑒
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
= 𝑧 
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     bulunur. Böylece Lemma 3.3.3 ve 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒0; 𝑧) = 1, 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒1; 𝑧) = 𝑧 ifadeleri birlikte 

düşünüldüğünde 

 

|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧)| = |∑𝑐𝑘𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) −∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

∞

𝑘=0

∞

𝑘=0

| 

 

                                        ≤ ∑|𝑐𝑘||𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)|                                                      (3.11)

∞

𝑘=2

 

 

eşitsizliği elde edilir. Şimdi de |𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)| için bir üst sınır bulalım. Eş. 3.10 da 

𝑧 ≠ 0 ye göre türev alınırsa 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
′ (𝑒𝑘; 𝑧) =

𝑑

𝑑𝑧
{𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑(

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑘∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
} 

 

                        = ∑(
𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑘∞

𝑗=0

1

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑑

𝑑𝑧
{𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
(𝑎𝑛𝑧)

𝑗} 

 

                        = ∑(
𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑘∞

𝑗=0

1

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
{−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
(𝑎𝑛𝑧)

𝑗 + 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
𝑗(𝑎𝑛𝑧)

𝑗−1𝑎𝑛} 

 

                        = −
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑(

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑘∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

 

 

                             +𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑(

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑘

𝑗

∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗−1

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗−1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

 

 

                        = −
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧)  +

𝑎𝑛
𝑧𝑏𝑛

𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑(

𝑗𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑘+1∞

𝑗=0

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
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                        = −
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧)  +

𝑎𝑛
𝑧𝑏𝑛

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘+1; 𝑧) 

 

olur. Buradan da her 𝑛 ∈ ℕ, 𝑧 ∈ ℂ ve 𝑘 = 0,1, … için 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘+1; 𝑧) =
𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
′ (𝑒𝑘; 𝑧) + 𝑧𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧)                                                          (3.12) 

 

indirgeme bağıntısı elde edilir. Eş. 3.12 kullanılarak her 𝑛 ∈ ℕ, 𝑧 ∈ ℂ ve 𝑘 = 0,1, … için 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑧
𝑘 =

𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧
𝑘−1]

′
+
𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

(𝑘 − 1)𝑧𝑘−2 

 

                                        +𝑧[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧
𝑘−1] + 𝑧𝑧𝑘−1 − 𝑧𝑘 

 

                                    =
𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧
𝑘−1]

′
+ 𝑧[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧

𝑘−1] 

 

                                        +(𝑘 − 1) 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝑘−1                                                                                (3.13) 

 

şeklinde yeni bir indirgeme bağıntısı bulunur. Son eşitlikte |𝑧| ≤ 𝑟 için modüle geçilirse 

her 𝑘 ≥ 2 için 

 

|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑧
𝑘| = |

𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧
𝑘−1]

′
+ 𝑧[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧

𝑘−1] 

 

                                           +(𝑘 − 1) 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝑘−1| 

 

                                     ≤
|𝑧|𝑏𝑛
𝑎𝑛

|[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧
𝑘−1]

′
| + |𝑧||𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧

𝑘−1| 

 

                                           +(𝑘 − 1) 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
|𝑧|𝑘−1 
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                                     ≤
𝑟𝑏𝑛
𝑎𝑛

|[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧
𝑘−1]

′
| + 𝑟|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧

𝑘−1| 

 

                                           +(𝑘 − 1) 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟𝑘−1 

 

olduğu görülür. Diğer taraftan Lemma 3.3.2 den 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) fonksiyonu 𝑘 − 1. 

dereceden bir polinom olup, Teorem 2.1.8 Bernstein eşitsizliği yardımıyla yazılabilen 

aşağıdaki 

 

|[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧
𝑘−1]

′
| ≤

𝑘 − 1

𝑟
maks {|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧

𝑘−1|: |𝑧| ≤ 𝑟} 

 

eşitsizliği yukarıdaki son eşitsizlikte yerine yazılırsa 

 

|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑧
𝑘| ≤ (𝑘 − 1)

𝑏𝑛
𝑎𝑛
‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧

𝑘−1‖
𝑟
+ 𝑟|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧

𝑘−1| 

 

                                          +(𝑘 − 1) 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟𝑘−1 

 

elde edilir ve 

 

|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑧
𝑘| ≤ (𝑘 − 1)

𝑏𝑛
𝑎𝑛
‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧

𝑘−1‖
𝑟
 

 

                                         +𝑟‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧
𝑘−1‖

𝑟
+ (𝑘 − 1) 

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟𝑘−1 

 

                                 = [(𝑘 − 1)
𝑏𝑛

𝑎𝑛
+ 𝑟] ‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧

𝑘−1‖
𝑟
+ (𝑘 − 1)

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝑟𝑘−1   (3.14) 

 

olur. Şimdi  de  ‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑧
𝑘−1‖

𝑟
 için bir üst sınır bulalım. Bu amaçla Eş. 3.13 

ten 𝑘 = 2 için;  
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𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒2; 𝑧) − 𝑧
2 = 𝑧

𝑏𝑛
𝑎𝑛
[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒1; 𝑧) − 𝑧]

′
+ 𝑧[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒1; 𝑧) − 𝑧] + 

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧 

 

                                  = 𝑧
𝑏𝑛
𝑎𝑛
[𝑧 − 𝑧]′ + 𝑧[𝑧 − 𝑧] + 

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧 

 

                                  =  
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧 

bulunur ve 

 

‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒2; 𝑧) − 𝑧
2‖

𝑟
≤ 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟 

 

elde edilir. 𝑘 = 3 için; 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒3; 𝑧) − 𝑧
3 = 𝑧

𝑏𝑛
𝑎𝑛
[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒2; 𝑧) − 𝑧

2]
′
+ 𝑧[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒2; 𝑧) − 𝑧

2] +  2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧2 

 

                                  = 𝑧
𝑏𝑛
𝑎𝑛
[
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧]
′

+ 𝑧 [
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧] +  2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧2 

 

                                  =  𝑧 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

+ 𝑧2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
+  2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧2 

 

                                  =   (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

𝑧 + 3
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧2 

 

olur ve  

 

‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒3; 𝑧) − 𝑧
3‖

𝑟
≤ (

𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

𝑟 + 3
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟2 

 

yazılır. Burada 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
≤ 1 ve 𝑟 ≥ 1 olduğu göz önünde bulundurulursa 
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‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒3; 𝑧) − 𝑧
3‖

𝑟
≤ 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟2 + 3

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟2 

 

                                        = 4 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟2 

 

elde edilir. Bu şekilde devam edilirse 𝑘 ya göre matematiksel indüksiyonla her 𝑘 ≥2, 

𝑛 ∈ ℕ ve |𝑧| ≤ 𝑟 için 

 

‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)‖𝑟
≤ 
(𝑘 + 1)!

2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟𝑘−1                                                                      (3.15) 

 

eşitsizliği sağlanır. Eş. 3.15,  Eş. 3.14 te kullanılırsa 

 

|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)| ≤ [(𝑘 − 1)
𝑏𝑛
𝑎𝑛
+ 𝑟]

𝑘!

2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟𝑘−2 + (𝑘 − 1)

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟𝑘−1 

 

olur ve 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
≤ 1 olduğundan 

 

|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)| ≤ [(𝑘 − 1) + 𝑟]
𝑘!

2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟𝑘−2 + (𝑘 − 1)

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟𝑘−1 

 

şeklinde yazılabilir. O halde geriye her 𝑘 ≥2 ve 𝑛 ∈ ℕ için 

 

[(𝑘 − 1) + 𝑟]
𝑘!

2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟𝑘−2 + (𝑘 − 1)

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟𝑘−1 ≤

(𝑘 + 1)!

2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟𝑘−1 

 

eşitsizliğini ya da basit bir düzenlemeyle yukarıdaki eşitsizliğe denk olan aşağıdaki 

 

[(𝑘 − 1) + 𝑟]𝑘! +  2(𝑘 − 1)𝑟 ≤ (𝑘 + 1)! 𝑟 

 

eşitsizliği ispatlamak kalır. Yukarıdaki eşitsizliğin sol tarafını 𝐴(𝑘), sağ tarafını ise 𝐵(𝑘) 

ile gösterelim. 𝑘 = 2 için 
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[1 + 𝑟]2! +  2𝑟 ≤ 3! 𝑟 

               2 + 4𝑟 ≤ 6𝑟 

 

elde edilir ve her 𝑟 ≥ 1 için 𝐴(2) ≤  𝐵(2) olur. Kabul edelim ki 𝐴(𝑘) ≤  𝐵(𝑘) ifadesi 

𝑘 = 𝑛 için doğru olsun. Bu durumda, 

 

[(𝑛 − 1) + 𝑟]𝑛! +  2(𝑛 − 1)𝑟 ≤ (𝑛 + 1)! 𝑟                                                                  (3.16) 

 

ifadesi geçerlidir. Şimdi 𝑘 = 𝑛 + 1 için bu eşitsizliğin doğru olduğunu yani 

 

(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 1)! +  2𝑛𝑟 ≤ (𝑛 + 2)! 𝑟                                                                                     (3.17) 

 

eşitsizliğinin gerçeklendiğini gösterelim. Eş. 3.16 nın her iki yanını 𝑛 + 2 ile çarparsak 

 

(𝑛 + 2)! 𝑟 ≥ [(𝑛 − 1) + 𝑟](𝑛 + 2)𝑛! +  2(𝑛 + 2)(𝑛 − 1)𝑟 

                    = [(𝑛 − 1) + 𝑟](𝑛 + 1)! + [(𝑛 − 1) + 𝑟]𝑛! + 2(𝑛 + 2)(𝑛 − 1)𝑟 

                    = (𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 1)! − (𝑛 + 1)! + [(𝑛 − 1) + 𝑟]𝑛! + 2𝑛(𝑛 − 1)𝑟 + 4(𝑛 − 1)𝑟 

                    = (𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 1)! + (−𝑛 − 1 + 𝑛 − 1 + 𝑟)𝑛! + 4𝑛𝑟 + 2𝑛(𝑛 − 1)𝑟 − 4𝑟 

                    = (𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 1)! + 2𝑛𝑟 + (𝑟 − 2)𝑛! + +2𝑛(𝑛 − 1)𝑟 + 2𝑛𝑟 − 4𝑟 

                    = (𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 1)! + 2𝑛𝑟 + (𝑟 − 2)𝑛! + 2𝑟[𝑛(𝑛 − 1) + 𝑛 − 2] 

                    ≥ (𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 1)! + 2𝑛𝑟 

 

elde edilir. Çünkü her 𝑟 ≥ 2 ve 𝑛 ≥ 2 için 

 

(𝑟 − 2)𝑛! + 2𝑟[𝑛(𝑛 − 1) + 𝑛 − 2] ≥ 0 

 

sağlanır. Bu ise her 𝑟 ≥ 2 ve 𝑛 ≥ 2 için 𝐵(𝑛 + 1) ≥ 𝐴(𝑛 + 1) olduğunu gösterir. Diğer 

taraftan Eş. 3.17 ifadesi 𝑟 = 1 için incelenirse 

 

(𝑛 + 1)(𝑛 + 1)! +  2𝑛 ≤ (𝑛 + 2)! 

 

yazılır ve aşağıdaki düzenlemeyle 
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(𝑛 + 1)(𝑛 + 1)! +  2𝑛 ≤ (𝑛 + 2)! 

                                     2𝑛 ≤ [𝑛 + 2 − 𝑛 − 1](𝑛 + 1)!  

                                     2𝑛 ≤ (𝑛 + 1)! 

 

biçiminde elde edilen son eşitsizliğin de her 𝑛 ≥ 2 için sağlandığı görülür. Böylece her 

𝑟 ≥ 1 ve 𝑛 ≥ 2 için 𝐵(𝑛 + 1) ≥ 𝐴(𝑛 + 1) olur. Demek ki 𝐴(𝑘) ≤  𝐵(𝑘) ifadesi her 𝑘 ≥ 2 

için doğrudur.  

 

Dolayısıyla 𝑐𝑘 üzerindeki hipotez ile birlikte Eş. 3.15 ifadesi Eş. 3.11 de yerine yazılırsa 

 

|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧)| ≤ ∑𝑀
𝐴𝑘

𝑘!

(𝑘 + 1)!

2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟𝑘−1 

∞

𝑘=2

 

 

                                        =
𝑏𝑛
𝑎𝑛

𝑀

2𝑟
∑(𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘 

∞

𝑘=2

 

 

                                        =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝐶𝑟(𝑓) 

 

elde edilir. Her 1 ≤ 𝑟 <
1

𝐴
 için  

 

𝐶𝑟(𝑓) =
𝑀

2𝑟
∑(𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘 < ∞

∞

𝑘=2

 

 

dur. Çünkü 𝑓(𝑧)= ∑ 𝑧𝑘+1∞
𝑘=2  ve onun türevi 𝑓′(𝑧)= ∑ (𝑘 + 1)𝑧𝑘∞

𝑘=2  serisi herhangi 

1 ≤ 𝑟 <
1

𝐴
 için |𝑧| ≤ 𝑟 de mutlak ve düzgün yakınsaktır. 

 

(ii) Eşanlı yaklaşım için, 1 ≤ 𝑟 < 𝑟1 <
1

𝐴
  keyfi sabitler ve 𝑛, 𝑝 ∈ ℕ olmak üzere 𝛾, 0  

      merkezli 𝑟1 > 𝑟 yarıçaplı çemberi göstersin. Herhangi |𝑧| ≤ 𝑟 ve  𝜈 ∈ 𝛾 için 

      |𝜈 − 𝑧| ≥ 𝑟1 − 𝑟 olduğundan Teorem 2.1.4 ve (i) den 
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|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧)| = |

𝑝!

2𝜋𝑖
∫
𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈)

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈| 

 

                                             ≤
𝑝!

2𝜋
∫
|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈)|

|𝜈 − 𝑧|𝑝+1
𝛾

|𝑑𝜈| 

 

                                             ≤
𝑝!

2𝜋

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝐶𝑟1(𝑓)

(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1
∫|𝑑𝜈|

𝛾

 

 

                                            =
𝑝!

2𝜋

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝐶𝑟1(𝑓)

(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1
2𝜋𝑟1 

 

                                            =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝐶𝑟1(𝑓)

𝑝! 𝑟1
(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1

 

        

       elde edilir. Burada 𝐶𝑟1(𝑓) ifadesi (i) de verilen özellikleri sağlar. Böylece operatör ve 

operatörün türevi yardımıyla analitik fonksiyonların yaklaşım oranına ilişkin bir üst oranın 

𝑏𝑛

𝑎𝑛
 olduğu sonucuna ulaşılır. 

 

3.3.3. Voronovskaja Tip Sonuç 

 

3.3.5. Teorem 

 

𝑓 fonksiyonu ve 𝑅,𝑀, 𝐶, 𝐵, 𝐴 sabitleri için Teorem 3.3.4 teki hipotezler geçerli olsun ve  

1 ≤ 𝑟 <
1

𝐴
  sabitini alalım. Bu durumda her  |𝑧| ≤ 𝑟 ve  𝑛 ∈ ℕ için aşağıdaki  

Voronovskaja-tip sonuç sağlanır: 

 

|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) −
𝑏𝑛

2𝑎𝑛
𝑧𝑓′′(𝑧)| ≤ (

𝑏𝑛

𝑎𝑛
)
2

𝑀𝑟(𝑓).  

 

Burada 
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𝑀𝑟(𝑓) =
3𝑀𝐴|𝑧|

𝑟2
∑(𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘−1 < ∞

∞

𝑘=2

 

 

dur (Çetin ve İspir, 2013).  

 

İspat 

 

𝑘 = 0,1, … için 𝑒𝑘(𝑧) = 𝑧
𝑘 olmak üzere her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için Lemma 3.3.3 ten 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) =  ∑𝑐𝑘𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧)  

∞

𝑘=0

 

 

yazabiliriz. Buradan,  𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒0; 𝑧) = 1, 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒1; 𝑧) = 𝑧 eşitliklerinin de kullanılmasıyla 

her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅, 𝑛 ∈ ℕ için 

 

|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) −
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑧𝑓′′(𝑧)| = |∑ 𝑐𝑘𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) −∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

∞

𝑘=0

∞

𝑘=0

 

 

                                                                        − 
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑧∑𝑐𝑘𝑘(𝑘 − 1)𝑧
𝑘−2

∞

𝑘=2

| 

 

                                                                   = |𝑐0[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒0; 𝑧) − 𝑒0(𝑧)]+𝑐1[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒1; 𝑧)−𝑒1(𝑧)] 

 

                                                                        +∑𝑐𝑘𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) −

∞

𝑘=2

∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

∞

𝑘=2

  

 

                                                                        − 
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑧∑𝑐𝑘𝑘(𝑘 − 1)𝑧
𝑘−2

∞

𝑘=2

| 

 

                                                                   = |∑𝑐𝑘𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) −

∞

𝑘=2

∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

∞

𝑘=2
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                                                 − 
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

∑𝑐𝑘𝑘(𝑘 − 1)𝑧
𝑘−1

∞

𝑘=2

| 

 

                                            = |∑𝑐𝑘 [𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧) −
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑘(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1]

∞

𝑘=2

| 

 

                                             ≤ ∑|𝑐𝑘| |𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧) −
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑘(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1|

∞

𝑘=2

        (3.18) 

 

olur. Bu durumda |𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧) −
𝑏𝑛

2𝑎𝑛
𝑘(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1| için bir üst sınır bulmalıyız. 

𝐸𝑘,𝑛(𝑧) = 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧) −
𝑏𝑛

2𝑎𝑛
𝑘(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1 ile gösterelim. Eş. 3.13 teki 

indirgeme bağıntısı kullanılırsa her 𝑘 ≥ 2,  𝑛 ∈ ℕ ve 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için 

 

𝐸𝑘,𝑛(𝑧) =
𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)]
′
+ 𝑧[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)] 

 

                     +(𝑘 − 1) 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝑘−1 −

𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑘(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1 

 

              =
𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧) −
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2]
′

 

 

                   +
𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

[
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2]
′

+ 𝑧[𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧) 

 

                   −
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2] + 𝑧
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2 

 

                   +(𝑘 − 1) 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝑘−1 [1 −

𝑘

2
] 

 

              =
𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

𝐸𝑘−1,𝑛
′ (𝑧) +

𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

[
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑧𝑘−3] + 𝑧𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧) 
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                   +
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−1 − (𝑘 − 1)
(𝑘 − 2)

2
 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝑘−1 

 

              =
𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

𝐸𝑘−1,𝑛
′ (𝑧) + 𝑧𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧) +

𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

[
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑧𝑘−3] 

 

              =
𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

𝐸𝑘−1,𝑛
′ (𝑧) + 𝑧𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧) +

𝑏𝑛
2

2𝑎𝑛2
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑧𝑘−2 

 

şeklinde 𝐸𝑘,𝑛(𝑧) için bir indirgeme bağıntısı elde edilir. Son eşitlikte modüle geçilirse 

 

|𝐸𝑘,𝑛(𝑧)| = |
𝑧𝑏𝑛
𝑎𝑛

𝐸𝑘−1,𝑛
′ (𝑧) + 𝑧𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧) +

𝑏𝑛
2

2𝑎𝑛2
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑧𝑘−2| 

 

                 ≤
|𝑧|𝑏𝑛
2𝑎𝑛

2|𝐸𝑘−1,𝑛
′ (𝑧)| + |𝑧||𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧)| +

|𝑧|𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2|𝑧|𝑘−3   (3.19) 

 

bulunur. Yukarıdaki ifade de yer alan 𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧) polinomu 

 

𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧) = 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧) −
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2 

 

olarak yazılabilir. Lemma 3.3.2 den 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) fonksiyonu 𝑘 − 1. dereceden bir 

polinom olduğundan 𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧) in derecesi ≤ 𝑘 − 1 olur. O halde Teorem 2.1.8 kullanılırsa 

Eş. 3.19 ifadesi basit düzenlemelerle 

 

|𝐸𝑘,𝑛(𝑧)| ≤
|𝑧|𝑏𝑛
2𝑎𝑛

2
(𝑘 − 1)

𝑟
‖𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧)‖𝑟 + 𝑟|𝐸𝑘−1,𝑛

(𝑧)| 

 

                       +
|𝑧|𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑟𝑘−3 

 

                  ≤ 𝑟|𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧)| +
|𝑧|𝑏𝑛
2𝑎𝑛

[2
(𝑘 − 1)

𝑟
‖𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧)‖𝑟 +

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑟𝑘−3] 
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                  =  𝑟|𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧)| +
|𝑧|𝑏𝑛
2𝑎𝑛

[2
(𝑘 − 1)

𝑟
‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧) 

 

                      −
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2‖
𝑟

+
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑟𝑘−3 ] 

 

                  ≤  𝑟|𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧)| +
|𝑧|𝑏𝑛
2𝑎𝑛

[2
(𝑘 − 1)

𝑟
‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)‖𝑟

 

 

                      +2
(𝑘 − 1)

𝑟

𝑏𝑛
2𝑎𝑛

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑟𝑘−2 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑟𝑘−3 ] 

                 =  𝑟|𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧)| +
|𝑧|𝑏𝑛
2𝑎𝑛

[2
(𝑘 − 1)

𝑟
‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)‖𝑟

 

 

                       +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)2(𝑘 − 2)𝑟𝑘−3 +

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑟𝑘−3 ] 

 

bulunur. Eş. 3.15 ifadesi yukarıda yerine yazılırsa her |𝑧| ≤ 𝑟 için 

 

|𝐸𝑘,𝑛(𝑧)| ≤  𝑟|𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧)| +
|𝑧|𝑏𝑛
2𝑎𝑛

[2
(𝑘 − 1)

𝑟

𝑘!

2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟𝑘−2 +

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)2(𝑘 − 2)𝑟𝑘−3 

 

                       +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑟𝑘−3]  

 

                  ≤  𝑟|𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧)| +
|𝑧|𝑏𝑛
2𝑎𝑛

[
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑘! 𝑟𝑘−3 +

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑘! 𝑟𝑘−3 

 

                       +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑘! 𝑟𝑘−3] 

 

                  =  𝑟|𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧)| +
3|𝑧|𝑏𝑛

2

2𝑎𝑛2
𝑟𝑘−3(𝑘 − 1)𝑘! 
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                 ≤  𝑟|𝐸𝑘−1,𝑛(𝑧)| +
3|𝑧|𝑏𝑛

2

2𝑎𝑛2
𝑟𝑘−3(𝑘 + 1)!                                                                (3.20) 

 

olduğu görülür. 𝑘 = 0 için 𝐸0,𝑛(𝑧) = 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒0; 𝑧) − 𝑒0(𝑧) = 1 − 1 = 0 ve 𝑘 = 1 için 

𝐸1,𝑛(𝑧) = 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒1; 𝑧) − 𝑒1(𝑧) = 𝑧 − 𝑧 = 0 dır. Eş. 3.20 de 𝑘 = 2,3, … için adım adım 

yazılırsa 

 

|𝐸2,𝑛(𝑧)| ≤  𝑟|𝐸1,𝑛(𝑧)| +
3|𝑧|𝑏𝑛

2

2𝑎𝑛
2
𝑟−1. 3! =

3|𝑧|𝑏𝑛
2

2𝑎𝑛
2
𝑟−1. 3! 

 

|𝐸3,𝑛(𝑧)| ≤  𝑟|𝐸2,𝑛(𝑧)| +
3|𝑧|𝑏𝑛

2

2𝑎𝑛2
𝑟0. 4! 

 

                  ≤  
3|𝑧|𝑏𝑛

2

2𝑎𝑛2
𝑟0. 3! +

3|𝑧|𝑏𝑛
2

2𝑎𝑛2
𝑟0. 4! =

3|𝑧|𝑏𝑛
2

2𝑎𝑛2
𝑟0(3! + 4!) 

 

|𝐸4,𝑛(𝑧)| ≤  𝑟|𝐸3,𝑛(𝑧)| +
3|𝑧|𝑏𝑛

2

2𝑎𝑛2
𝑟1. 5! 

 

                  ≤  
3|𝑧|𝑏𝑛

2

2𝑎𝑛2
𝑟1(3! + 4!) +

3|𝑧|𝑏𝑛
2

2𝑎𝑛2
𝑟1. 5! 

 

                  =
3|𝑧|𝑏𝑛

2

2𝑎𝑛2
𝑟1(3! + 4! + 5!) 

 

                   ⋮ 

|𝐸𝑘,𝑛(𝑧)| ≤  
3|𝑧|𝑏𝑛

2

2𝑎𝑛2
𝑟𝑘−3∑𝑗!

𝑘+1

𝑗=3

 

 

                  ≤  
3|𝑧|𝑏𝑛

2

𝑎𝑛2
𝑟𝑘−3(𝑘 + 1)! 

 

bulunur. Bu ifade Eş. 3.18 de yerine yazılırsa 
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|𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) −
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑧𝑓′′(𝑧)| ≤ ∑|𝑐𝑘|

∞

𝑘=2

|𝐸𝑘,𝑛(𝑧)| 

 

                                                                   ≤ ∑𝑀
𝐴𝑘

𝑘!

∞

𝑘=2

3|𝑧|𝑏𝑛
2

𝑎𝑛2
𝑟𝑘−3(𝑘 + 1)! 

 

                                                                  =
3𝑀|𝑧|𝑏𝑛

2

𝑎𝑛2
∑

𝐴𝑘

𝑘!

∞

𝑘=2

𝑟𝑘−3(𝑘 + 1)! 

 

                                                                  =
𝑏𝑛
2

𝑎𝑛2
3𝑀𝐴|𝑧|

𝑟2
∑(𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘−1
∞

𝑘=2

 

 

olur. 𝑟𝐴 < 1 için ∑ (𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘−1∞
𝑘=2 < ∞ olduğu açıktır.  

 

3.3.4. Yaklaşımın Tam Mertebesi 

 

Aşağıdaki teoremde yukarıda elde edilen nicel tahminli Voronovskaja-tip sonuç 

kullanılarak |𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧)| için bir alt tahmin elde edilecektir. 

 

3.3.6. Teorem 

 

𝑓 fonksiyonu ve 𝑅,𝑀, 𝐶, 𝐵, 𝐴 sabitleri için Teorem 3.3.4 teki hipotezler sağlansın. Eğer 𝑓 

derecesi ≤ 1 olan bir polinom değilse, bu durumda 1 ≤ 𝑟 <
1

𝐴
 ve her  𝑛 ∈ ℕ için 

 

‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟
≥
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝐶𝑟(𝑓) 

 

eşitsizliği gerçeklenir. Burada 𝐶𝑟(𝑓) sabiti sadece 𝑓 ve 𝑟 ye bağlıdır (Çetin ve İspir, 2013).  

 

İspat 

 

Her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 ve 𝑛 ∈ ℕ için 
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𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) = {𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) −
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑧𝑓′′(𝑧)} +
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑧𝑓′′(𝑧) 

 

                                    =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
{
𝑧

2
𝑓′′(𝑧) +

𝑏𝑛
𝑎𝑛
[
𝑎𝑛
2

𝑏𝑛2
(𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) −

𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑧𝑓′′(𝑧))]} 

 

yazılabilir. Bu ifadeye 

 

‖𝐹 + 𝐺‖𝑟 ≥ |‖𝐹‖𝑟 − ‖𝐺‖𝑟| ≥ ‖𝐹‖𝑟 − ‖𝐺‖𝑟 

 

eşitsizliği uygulanırsa 

 

‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟
≥
𝑏𝑛
𝑎𝑛
{‖
𝑒1
2
𝑓′′‖

𝑟
−
𝑏𝑛
𝑎𝑛
[
𝑎𝑛
2

𝑏𝑛2
‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓 −

𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑒1𝑓
′′‖

𝑟

]} 

 

elde edilir. 𝐷𝑅 de 𝑓 derecesi ≤ 1 olan bir polinom olmadığından, ‖
𝑒1

2
𝑓′′‖

𝑟
> 0 eşitsizliği 

sağlanır. Gerçekten, aksi kabul edilirse her 𝑧 ∈ 𝐷̅𝑟 için 
𝑧

2
𝑓′′(𝑧) = 0 dır. Bu ise her 

𝑧 ∈ 𝐷̅𝑟 ∖ {0} için 𝑓′′(𝑧) = 0 olması demektir. 𝑓 fonksiyonu analitik olduğundan Teorem 

2.1.7 den her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için 𝑓′′(𝑧) = 0 olur. Dolayısıyla 𝑓′(𝑧) = 𝑐 (sabit) olup 𝑓 derecesi 

≤ 1 olan bir polinomdur. Bu da hipotezle çelişir. 

Teorem 3.3.5 ten 

 

𝑎𝑛
2

𝑏𝑛2
‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓 −

𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑒1𝑓
′′‖

𝑟

≤
3𝑀𝐴

𝑟
∑(𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘−1
∞

𝑘=2

< ∞ 

 

yazılır. Ayrıca 𝑛 → ∞ iken 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
→ 0 olduğundan 

 

𝑏𝑛
𝑎𝑛
[
𝑎𝑛
2

𝑏𝑛2
‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓 −

𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑒1𝑓
′′‖

𝑟

] → 0 

 

dır. Bu durumda her 𝑛 ≥ 𝑛1 için 
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‖
𝑒1
2
𝑓′′‖

𝑟
−
𝑏𝑛
𝑎𝑛
[
𝑎𝑛
2

𝑏𝑛2
‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓 −

𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝑒1𝑓
′′‖

𝑟

] ≥
1

2
‖
𝑒1
2
𝑓′′‖

𝑟
 

 

olacak biçimde sadece 𝑓 ve 𝑟 ye bağlı bir 𝑛1 sayısı vardır. Böylece her 𝑛 ≥ 𝑛1 için 

 

‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟
≥
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

‖
𝑒1
2
𝑓′′‖

𝑟
 

 

eşitsizliği elde edilir.  𝑛 ∈ {1,2, … , 𝑛1 − 1} için 𝑀𝑟,𝑛(𝑓) =
𝑎𝑛

𝑏𝑛
‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟

> 0 iken 

‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟
≥

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝑀𝑟,𝑛(𝑓) olacağı açıktır. Aslında eğer ‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟

= 0 olursa 

her |𝑧| ≤ 𝑟 için 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) = 𝑓(𝑧) elde edilir. Bu ise sadece derecesi ≤ 1 olan bir 𝑓 

fonksiyonu için geçerli olup hipotezle çelişir. Sonuç olarak, her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝐶𝑟(𝑓) = min {𝑀𝑟,1(𝑓),𝑀𝑟,2(𝑓),… ,𝑀𝑟,𝑛1−1
(𝑓),

1

2
‖
𝑒1

2
𝑓′′‖

𝑟
}  

         

olmak üzere ‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟
≥

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝐶𝑟(𝑓) bulunur. 

 

Teorem 3.3.4 (i) ile Teorem 3.3.6 birlikte düşünüldüğünde yaklaşımın tam mertebesinin 

 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
 olduğunu gösteren aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

3.3.7. Sonuç 

 

𝑓 fonksiyonu ve 𝑅,𝑀, 𝐶, 𝐵, 𝐴 sabitleri için Teorem 3.3.4 teki hipotezler sağlansın. Eğer 𝑓 

derecesi ≤ 1 olan bir polinom değilse, bu durumda 1 ≤ 𝑟 <
1

𝐴
 ve her  𝑛 ∈ ℕ için 

 

‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟
~
𝑏𝑛
𝑎𝑛

 

 

sağlanır. Burada denklikteki sabitler sadece 𝑓 ve 𝑟 ye bağlıdır (Çetin ve İspir, 2013). 
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3.3.5. Eşanlı Yaklaşımın Tam Mertebesi 

 

3.3.8. Teorem 

 

𝑓 fonksiyonu ve 𝑅,𝑀, 𝐶, 𝐵, 𝐴 sabitleri için Teorem 3.3.4 teki hipotezler sağlansın ve 

1 ≤ 𝑟 < 𝑟1 <
1

𝐴
, 𝑝 ∈ ℕ sabitlerini alalım. Eğer 𝑓 derecesi ≤ 𝑝 olan bir polinom değilse, bu 

durumda her  𝑛 ∈ ℕ için 

 

‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
~
𝑏𝑛
𝑎𝑛

 

 

sağlanır. Burada denklikteki sabitler sadece 𝑓, 𝑟, 𝑟1 ve 𝑝 ye bağlıdır (Çetin ve İspir, 2013). 

 

İspat 

 

Teorem 3.3.4 (ii) de ‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
 için üst tahmin elde edilmişti. O halde geriye 

‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
 için bir alt tahmin bulmak kalır. İlk olarak 𝑟1 > 𝑟 ≥ 1 olmak üzere 𝛾, 

0 merkezli 𝑟1 yarıçaplı çemberi göstersin. Bu durumda her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝜈 ∈ 𝛾 için 

|𝜈 − 𝑧| ≥ ||𝜈| − |𝑧|| ≥ 𝑟1 − 𝑟 eşitsizliği sağlanır. Teorem 2.1.4 den 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧) =

𝑝!

2𝜋𝑖
∫
𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈)

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈                                                     (3.21) 

 

yazılır. Diğer taraftan her 𝜈 ∈ 𝛾 ve 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
{
𝜈

2
𝑓′′(𝜈) +

𝑏𝑛
𝑎𝑛
[
𝑎𝑛
2

𝑏𝑛2
(𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −

𝑏𝑛
2𝑎𝑛

𝜈𝑓′′(𝜈))]} 

 

yazılabilir. Bu ifade Eş. 3.21 de yerine yazılırsa 
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𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧) =

𝑏𝑛
𝑎𝑛
{
𝑝!

2𝜋𝑖
∫

𝜈𝑓′′(𝜈)

2(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈 

 

                                               +
𝑏𝑛
𝑎𝑛

𝑝!

2𝜋𝑖
∫

𝑎𝑛
2

𝑏𝑛
2 (𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −

𝑏𝑛

2𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈

}
 
 

 
 

 

 

                                         =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
{[
𝑧

2
𝑓′′(𝑧)]

(𝑝)

 

 

                                               +
𝑏𝑛
𝑎𝑛

𝑝!

2𝜋𝑖
∫

𝑎𝑛
2

𝑏𝑛
2 (𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −

𝑏𝑛

2𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈

}
 
 

 
 

 

olduğu görülür. Her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝑛 ∈ ℕ için ‖. ‖𝑟 normuna geçilirse 

 

‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
≥
𝑏𝑛
𝑎𝑛
{‖[

𝑒1
2
𝑓′′]

(𝑝)

‖
𝑟

 

 

                                              −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
‖
‖𝑝!

2𝜋
∫

𝑎𝑛
2

𝑏𝑛
2 (𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −

𝑏𝑛

2𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈‖
‖

𝑟}
 
 

 
 

 

 

olur. Teorem 3.3.5 ten her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝑛 ∈ ℕ için 

 

‖
‖𝑝!

2𝜋
∫

𝑎𝑛
2

𝑏𝑛
2 (𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −

𝑏𝑛

2𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈‖
‖

𝑟
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                                                      ≤  ‖
‖𝑝!

2𝜋
∫

𝑎𝑛
2

𝑏𝑛
2 (𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −

𝑏𝑛

2𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈‖
‖

𝑟1

 

 

                                                      ≤  
𝑝!

2𝜋
∫

𝑎𝑛
2

𝑏𝑛
2 ‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −

𝑏𝑛

2𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈)‖

𝑟1

‖(𝜈 − 𝑧)𝑝+1‖𝑟1
𝛾

‖𝑑𝜈‖𝑟1 

 

                                                      ≤  
𝑝!

2𝜋

𝑎𝑛
2

𝑏𝑛
2 ‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −

𝑏𝑛

2𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈)‖

𝑟1

(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1
∫‖𝑑𝜈‖𝑟1
𝛾

 

 

                                                      ≤  
𝑝!

2𝜋

3𝑀𝐴

𝑟1
∑ (𝑘 + 1)(𝑟1𝐴)

𝑘−1∞
𝑘=2

(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1
2𝜋𝑟1 

 

                                                      =  
3𝑀𝐴

𝑟1
∑(𝑘 + 1)(𝑟1𝐴)

𝑘−1

∞

𝑘=2

𝑝! 𝑟1
(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1

< ∞              (3.22) 

 

elde edilir.  Ayrıca 𝑓 üzerindeki hipotezden ‖[
𝑒1

2
𝑓′′]

(𝑝)

‖
𝑟
> 0 olur. Gerçekten, aksini 

kabul edelim yani  
𝑧

2
𝑓′′(𝑧) derecesi ≤ 𝑝 − 1 olan bir polinom olsun. Bu durumda 𝑓 

fonksiyonunun analitikliğinden, 𝑓 derecesi ≤ 𝑝 olan bir polinom olur ki bu da hipotezle 

çelişir. Dolayısıyla Eş. 3.22 ile 𝑛 → ∞ iken 
𝑏𝑛

𝑎𝑛
→ 0 olduğu dikkate alınırsa 

 

𝑏𝑛
𝑎𝑛
‖
‖𝑝!

2𝜋
∫

𝑎𝑛
2

𝑏𝑛
2 (𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −

𝑏𝑛

2𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈‖
‖

𝑟

→ 0 

 

olur. O halde her 𝑛 ≥ 𝑛1 için 
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‖[
𝑒1
2
𝑓′′]

(𝑝)

‖
𝑟

−
𝑏𝑛
𝑎𝑛
‖
‖𝑝!

2𝜋
∫

𝑎𝑛
2

𝑏𝑛
2 (𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −

𝑏𝑛

2𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈‖
‖

𝑟

≥

‖[
𝑒1

2
𝑓′′]

(𝑝)

‖
𝑟

2
 

 

olacak biçimde sadece 𝑓 ve 𝑟 ye bağlı bir 𝑛1 sayısı vardır. Böylece her 𝑛 ≥ 𝑛1 için 

 

‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
≥
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

‖[
𝑒1
2
𝑓′′]

(𝑝)

‖
𝑟

 

 

elde edilir.  𝑛 ∈ {1,2, … , 𝑛1 − 1} için 𝑀𝑟,𝑛,𝑝(𝑓) =
𝑎𝑛

𝑏𝑛
‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛

(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖
𝑟
> 0 iken 

‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
≥

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝑀𝑟,𝑛,𝑝(𝑓) olacağı açıktır. Sonuç olarak, her 𝑛 ∈ ℕ için 

  

𝐶𝑟,𝑝(𝑓) = min {𝑀𝑟,1,𝑝(𝑓),… ,𝑀𝑟,𝑛1−1,𝑝
(𝑓),

1

2
‖[
𝑒1

2
𝑓′′]

(𝑝)

‖
𝑟
}  

 

olmak üzere ‖𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
≥

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝐶𝑟,𝑝(𝑓) bulunur. Bu da ispatı tamamlar. 
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ KOMPLEKS GENUINE SZÁSZ- 

    DURRMEYER OPERATÖRLERİ İLE YAKLAŞIM 

 

4.1. Reel Değişkenli Genuine Szász-Durrmeyer operatörleri 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝛼[0,∞) ≔ {𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) ∶ |𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀𝑒𝛼𝑡, 𝛼 > 0, 𝑡 ∈ [0,∞)} için, reel değişkenli 

genuine Szász-Durrmeyer operatörleri 

 

𝑝𝑛,𝑗(𝑥) = 𝑒−𝑛𝑥
(𝑛𝑥)𝑗

𝑗!
, 𝑛 ∈ ℕ 

 

olmak üzere 

 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑛∑𝑝𝑛,𝑗(𝑥)

∞

𝑗=1

∫ 𝑝𝑛,𝑗−1(𝑡)

∞

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑝𝑛,0(𝑥)𝑓(0),   𝑛 > 𝛼                                (4.1) 

 

şeklinde tanımlanmıştır (Phillips, 1954). Bu operatörler ilk olarak Phillips tarafından 

tanımlandığından literatürde Phillips operatörleri olarak da bilinmektedir. Szász-

Durrmeyer operatörlerinin farklı bir biçimi olan bu operatörler sabitlerin yanı sıra lineer 

fonksiyonları da koruduğundan genuine Szász-Durrmeyer operatörleri olarak 

adlandırılmıştır. 

 

1977 yılında May,  ilk defa Eş. 4.1 ile verilen Phillips operatörlerinin lineer 

kombinasyonlarını dikkate alarak bu operatörlerin yaklaşım özelliklerini incelemiştir 

(May, 1977). Gupta ve Srivastava, Phillips operatörlerinin sınırlı salınımlı fonksiyonlara 

yakınsaklık oranı üzerine bir tahmin vermişlerdir (Gupta ve Srivastava, 1996). Daha sonra, 

Srivastava ve Gupta, özel durumu Phillips operatörleri olan toplamsal integral tip 

operatörlerin genel bir dizisini tanımlamış ve yaklaşım özelliklerini araştırmışlardır 

(Srivastava ve Gupta, 2003). Govil ve Gupta, son kırk yılda reel Phillips operatörleri 

üzerine elde edilen sonuçları toplayıp bir araya getirmişlerdir (Govil ve Gupta, 2013). 
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4.2. Kompleks Genuine Szász-Durrmeyer Operatörleri 

 

4.2.1. Tanım 

 

Kompleks genuine Szász-Durrmeyer operatörleri Gal ve Gupta tarafından 

 

𝑝𝑛,𝑗(𝑧) = 𝑒
−𝑛𝑧

(𝑛𝑧)𝑗

𝑗!
, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑧 ∈ ℂ 

 

olmak üzere 

 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑧) = 𝑛∑𝑝𝑛,𝑗(𝑧)

∞

𝑗=1

∫ 𝑝𝑛,𝑗−1(𝑡)

∞

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑝𝑛,0(𝑧)𝑓(0)                                                (4.2) 

 

şeklinde tanımlanmıştır. Gal ve Gupta, bu operatörlerin üstel büyüyen analitik 

fonksiyonlara yakınsaklık oranı ve Voronovskaja tip sonuç için nicel tahminler vererek, 

eşanlı yaklaşımın tam mertebesini elde etmiştir (Gal ve Gupta, 2014). 

 

Bu tezde, Eş. 4.2 ile tanımlı kompleks genuine Szász-Durrmeyer operatörleri ile Eş. 3.4 ile 

tanımlı genelleştirilmiş kompleks Szász operatörleri dikkate alınarak genelleştirilmiş 

kompleks genuine Szász-Durrmeyer operatörleri aşağıdaki gibi tanımlanmış ve kompakt 

disklerde yaklaşım özellikleri incelenmiştir. 

 

4.2.2. Tanım 

 

Genelleştirilmiş kompleks genuine Szász-Durrmeyer operatörlerini; 𝑅 > 1   olmak   üzere  

𝑓: 𝐷̅𝑅 ∪ [𝑅,∞) →  ℂ için 𝑓 fonksiyonu [0,∞) da integrallenebilir, 𝐷̅𝑅 ∪ [𝑅,∞) da sürekli, 

𝐷𝑅 de analitik ve üstel büyümeye sahip ve ayrıca (𝑎𝑛), (𝑏𝑛) dizileri 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑏𝑛
𝑎𝑛
= 0 𝑣𝑒 

𝑏𝑛
𝑎𝑛
≤
1

2
  

 

koşullarını sağlayan kesin pozitif sayıların birer dizisi ve 
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 𝑝𝑎𝑛,𝑏𝑛,𝑗(𝑧) = 𝑒
−
𝑎𝑛𝑧

𝑏𝑛
(𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

 

 

olmak üzere 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑝𝑎𝑛,𝑏𝑛,𝑗(𝑧)

∞

𝑗=1

∫ 𝑝𝑎𝑛,𝑏𝑛,𝑗−1(𝑡)

∞

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑝𝑎𝑛,𝑏𝑛,0(𝑧)𝑓(0)                    (4.3) 

 

olarak tanımlıyoruz (Çetin ve İspir, 2014). 

 

Eş. 4.3 ile tanımlı operatörlerde, 𝑎𝑛 = 𝑛 ve 𝑏𝑛 = 1 olması durumunda Eş. 4.2 ile verilen 

kompleks genuine Szász-Durrmeyer operatörlerinin elde edilmesi ve Eş. 4.3 ile tanımlı 

operatörün yaklaşım oranının (𝑎𝑛) ve (𝑏𝑛) dizilerinin seçimine göre uygun şekilde 

ayarlanabilir olması 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛 operatörünün önemini daha da artırmaktadır. 

 

4.3. 𝑳𝒂𝒏,𝒃𝒏 Genelleştirilmiş Kompleks Genuine Szász-Durrmeyer Operatörleri ile 

       Yaklaşım 

 

Bu kısımda 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛 genelleştirilmiş kompleks genuine Szász-Durrmeyer operatörünün 

kompleks bölgelerdeki nicel tahminli yaklaşım özellikleri araştırılacaktır. Bu amaçla, 

öncelikle kompakt disklerde üstel büyüyen analitik fonksiyonlar için eşanlı yaklaşım ile 

Voronovskaja tip yaklaşım teoremi için üst nicel tahmin bulunacak, daha sonra da 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛 

operatörü ve operatörün türevi ile yaklaşımın tam mertebesi elde edilecektir. 

 

Burada belirtmeliyiz ki 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛 operatörleri bölünmüş farklarla ifade edilemediğinden bu 

operatörlerin yaklaşım metodları, standart metodları kullanarak çalışılan kompleks 

Bernstein-Durrmeyer tip operatörlerden farklıdır. 
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4.3.1. Yardımcı Sonuçlar 

 

4.3.1. Lemma 

 

𝑓(𝑧) fonksiyonu bir polinom olsun. Bu durumda 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) de 𝑓(𝑧) ile aynı dereceden 

bir polinomdur (Çetin ve İspir, 2014). 

 

İspat 

 

Kabul edelim ki belirli bir 𝑚 ∈ ℕ ∪ {0} için 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑚 olsun. Eş. 4.3 ten her 𝑛,𝑚 için 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑡
𝑚; 𝑧) =

𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑝𝑎𝑛,𝑏𝑛,𝑗(𝑧)

∞

𝑗=1

∫ 𝑒
−
𝑎𝑛𝑡

𝑏𝑛
(𝑎𝑛𝑡)

𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

0

𝑡𝑚  𝑑𝑡 

 

                         =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑝𝑎𝑛,𝑏𝑛,𝑗(𝑧)

𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

𝑗=1

∫ 𝑒
−
𝑎𝑛𝑡

𝑏𝑛 𝑡𝑗+𝑚−1
∞

0

 𝑑𝑡                                  (4.4) 

 

yazılır. Diğer taraftan 

 

∫ 𝑒
−
𝑎𝑛𝑡

𝑏𝑛 𝑡𝑗+𝑚−1
∞

0

 𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−𝑢 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑢)

𝑗+𝑚−1 𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑑𝑢

∞

0

 

                                     = (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑗+𝑚

∫ 𝑒−𝑢𝑢𝑗+𝑚−1
∞

0

𝑑𝑢 

                                     = (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑗+𝑚

Γ(𝑗 + 𝑚) 

 

olup; burada Γ ifadesi Gama fonksiyonudur. Böylece son eşitlik Eş. 4.4 te yerine yazılırsa 

Gama fonksiyonu yardımıyla 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑡
𝑚; 𝑧) =

𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑝𝑎𝑛,𝑏𝑛,𝑗(𝑧)

∞

𝑗=1

𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑗+𝑚

Γ(𝑗 + 𝑚) 
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                         = ∑𝑝𝑎𝑛,𝑏𝑛,𝑗(𝑧) (
𝑎𝑛
𝑏𝑛
)
−𝑚 (𝑗 + 𝑚 − 1)!

(𝑗 − 1)!

∞

𝑗=1

 

 

                         = ∑𝑝𝑎𝑛,𝑏𝑛,𝑗(𝑧) (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑚

𝑗(𝑗 + 1)…

∞

𝑗=1

(𝑗 + 𝑚 − 1)                                           (4.5) 

 

elde edilir. 𝑗,𝑚 ∈ ℕ ve 𝑗 ≠ 𝑚 − 1 olmak üzere 

 

∏(𝑗 + 𝑝) = ∑ 𝛿𝑖 ∏ (𝑗 − 𝑝) ;    𝛿0 = 1 𝑣𝑒 𝛿1, … , 𝛿𝑚−1 ∈ ℕ

𝑚−1−𝑖

𝑝=0

𝑚−1

𝑖=0

𝑚−1

𝑝=0

 

 

ifadesi Eş. 4.5 te kullanılırsa basit düzenlemelerle 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑡
𝑚; 𝑧) =∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑚

∑ 𝛿𝑖𝑗(𝑗 − 1)…

𝑚−1

𝑖=0

∞

𝑗=1

(𝑗 − (𝑚 − 1 − 𝑖)) 

 

                          = ∑ 𝛿𝑖 [∑𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧

∞

𝑗=1

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑏𝑛
𝑗

(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑚 1

(𝑗 − (𝑚 − 𝑖))!
]

𝑚−1

𝑖=0

 

 

                          = ∑ 𝛿𝑖 [∑𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧

∞

𝑗=1

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗−(𝑚−𝑖)

𝑏𝑛
𝑗−(𝑚−𝑖)

(𝑎𝑛𝑧)
𝑚−𝑖

𝑏𝑛
𝑚−𝑖

(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)

𝑚
1

(𝑗 − (𝑚 − 𝑖))!
]

𝑚−1

𝑖=0

 

 

                          = ∑ 𝛿𝑖 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑖

𝑧𝑚−𝑖𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑

(
𝑎𝑛𝑧

𝑏𝑛
)
𝑗−(𝑚−𝑖)

(𝑗 − (𝑚 − 𝑖))!

∞

𝑗=𝑚−𝑖

𝑚−1

𝑖=0

 

 

                          = ∑ 𝛿𝑖 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑖

𝑧𝑚−𝑖𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
𝑒
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧

𝑚−1

𝑖=0

 

 

                          = ∑ 𝑑𝑖𝑧
𝑚−𝑖

𝑚−1

𝑖=0
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olur. Burada 𝑑𝑖 ≔ 𝑑𝑖(𝑎𝑛, 𝑏𝑛) katsayıları 

 

𝑑𝑖(𝑎𝑛, 𝑏𝑛) = {

1         ,                        𝑖 = 0 𝑖𝑠𝑒

𝛿𝑖 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
𝑖

   , 𝑖 = 1, … ,𝑚 − 1 𝑖𝑠𝑒
  

 

şeklindedir. 𝑛 → ∞ iken 
𝑏𝑛

𝑎𝑛
→ 0 olduğundan 𝑖 = 1,… ,𝑚 − 1 için 𝑑𝑖 → 0 bulunur. Böylece 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑡
𝑚; 𝑧), 𝑚. dereceden bir polinom olur. 

 

4.3.2. Lemma 

 

𝑅 > 1   olmak   üzere  𝑓: 𝐷̅𝑅 ∪ [𝑅,∞) →  ℂ   fonksiyonu   [0,∞)   da    integrallenebilir, 

𝐷̅𝑅 ∪ [𝑅,∞) da sürekli, 𝐷𝑅 de analitik yani her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑐𝑘𝑧
𝑘∞

𝑘=0  olsun. Her 

𝑘 = 0,1, … için |𝑐𝑘| ≤ 𝑀
𝐴𝑘

𝑘!
  (bu eşitsizlik her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀𝑒𝐴|𝑧| olmasını 

gerektirir)   ve   her   𝑥 ∈ [𝑅,∞)   için   |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝑒𝐵𝑥   olacak   biçimde   𝑀, 𝐶, 𝐵 > 0   ve  

 𝐴 ∈ (
1

𝑅
, 1)   sabitlerinin   bulunduğunu   kabul   edelim.   Aynı  zamanda   ∀𝑛 > 𝑛0   için 

 
𝑎𝑛

𝑏𝑛
− 𝐵 > 0 olacak şekilde 𝑛0 ∈ ℕ alalım. Bu durumda 𝑘 = 0,1, … için 𝑒𝑘(𝑧) = 𝑧

𝑘 olmak 

üzere her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) =  ∑𝑐𝑘𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧)                                                                                           (4.6)

∞

𝑘=0

 

 

sağlanır (Çetin ve İspir, 2014). 

 

İspat 

 

Herhangi bir 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑟 < 𝑅 için 

 

𝑓𝑚(𝑧) = {
∑ 𝑐𝑗𝑧

𝑗 ,       |𝑧| ≤ 𝑟     ise𝑚
𝑗=0

𝑓(𝑥)         , 𝑥 ∈ (𝑟, +∞) ise 
  

 

olarak tanımlayalım. |𝑧| ≤ 𝑟 için |𝑓𝑚(𝑧)| ≤ ∑ |𝑐𝑗|𝑟
𝑗∞

𝑗=0 ≔ 𝐶𝑟 ve 𝑓 fonksiyonu [𝑟, 𝑅] 
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aralığında sürekli olduğundan, 𝑓 üzerindeki hipotezden her 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑥 ∈ [0,∞) için 

|𝑓𝑚(𝑥)| ≤ 𝐶𝑟,𝑅𝑒
𝐵𝑥 şartını sağlayan 𝑚 den bağımsız bir 𝐶𝑟,𝑅 > 0 sabiti vardır. Buradan her 

𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑧 ∈ ℂ  ve her 𝑛 > 𝑛0 için 
𝑎𝑛

𝑏𝑛
− 𝐵 > 0 olmak üzere 

 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧)| = |
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
∫ 𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑡

∞

0

∞

𝑗=1

(𝑎𝑛𝑡)
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

𝑓𝑚(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
𝑓𝑚(0)| 

 

                            ≤
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑|𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|
(𝑎𝑛|𝑧|)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∫ 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑡

∞

0

∞

𝑗=1

(𝑎𝑛𝑡)
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

|𝑓𝑚(𝑡)|𝑑𝑡 

 

                                 + |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
| |𝑓𝑚(0)| 

 

                            ≤
𝑎𝑛
𝑏𝑛
|𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑

(𝑎𝑛|𝑧|)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∫ 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑡

∞

0

∞

𝑗=1

(𝑎𝑛𝑡)
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

𝐶𝑟,𝑅𝑒
𝐵𝑡𝑑𝑡 

 

                                 + |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
| |𝑐0| 

 

                            = 𝐶𝑟,𝑅
𝑎𝑛
𝑏𝑛
|𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑

(𝑎𝑛|𝑧|)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∫ 𝑒
−(

𝑎𝑛
𝑏𝑛
−𝐵)𝑡

∞

0

∞

𝑗=1

𝑡𝑗−1𝑑𝑡 

 

                                 + |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
| |𝑐0|                                                                                                     (4.7)       

 

elde edilir. Ayrıca 

 

∫ 𝑒
−(

𝑎𝑛
𝑏𝑛
−𝐵)𝑡

𝑡𝑗−1
∞

0

 𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−𝑢
𝑢𝑗−1

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
− 𝐵)

𝑗−1

𝑑𝑢

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
− 𝐵)

∞

0

 

                                       =
1

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
− 𝐵)

𝑗
∫ 𝑒−𝑢𝑢𝑗−1
∞

0

𝑑𝑢 
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                                       =
1

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
− 𝐵)

𝑗
Γ(𝑗) 

 

olup, bu ifade Eş. 4.7 de yerine yazılırsa 

 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧)| ≤ 𝐶𝑟,𝑅
𝑎𝑛
𝑏𝑛
|𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑

(𝑎𝑛|𝑧|)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

1

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
− 𝐵)

𝑗
(𝑗 − 1)!

∞

𝑗=1

 

 

                                 + |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
| |𝑐0| 

 

                           = 𝐶𝑟,𝑅 |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑

(𝑎𝑛|𝑧|)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑎𝑛
𝑗

𝑏𝑛
𝑗

1

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
− 𝐵)

𝑗

∞

𝑗=1

+ |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
| |𝑐0| 

 

                           ≤ 𝐶𝑟,𝑅 |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑

[(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
)
2
|𝑧| (

𝑎𝑛

𝑏𝑛
− 𝐵)⁄ ]

𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

+ |𝑐0| |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
| 

 

                          ≤ (𝐶𝑟,𝑅 + |𝑐0|) |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑

[(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
)
2
|𝑧| (

𝑎𝑛

𝑏𝑛
− 𝐵)⁄ ]

𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

                                     (4.8) 

 

bulunur. Son seri ise oran testinden yakınsaktır. Dolayısıyla 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧) iyi tanımlı ve 

analitiktir. Ayrıca 𝑓 üstel büyüyen bir fonksiyon olduğundan 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) de iyi tanımlı ve 

𝑧 nin bir fonksiyonu olarak analitiktir. 𝑓 fonksiyonu üzerindeki hipotez dikkate alındığında 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) nin analitikliği Gergen vd. (1963) referanslı makaleden de görülebilir. 

Her 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑘 = 0,1, … için 

 

𝑓𝑚,𝑘(𝑧) = {

𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧) , |𝑧| ≤ 𝑟          ise 

𝑓(𝑥)

𝑚 + 1
   ,         𝑥 ∈ (𝑟, +∞) ise 

 

 

ile gösterelim. Burada her 𝑓𝑚,𝑘 fonksiyonunun [0,∞) aralığında üstel büyümeye sahip 
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olduğu ve 𝑓𝑚(𝑧) = ∑ 𝑓𝑚,𝑘(𝑧)
𝑚
𝑘=0  olacağı açıktır. 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛 lineer olduğundan,  her |𝑧| ≤ 𝑟 için 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧) = 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛 (∑𝑐𝑘𝑒𝑘; 𝑧

𝑚

𝑘=0

)  = ∑𝑐𝑘

𝑚

𝑘=0

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) 

 

yazılır. O halde herhangi bir 𝑛 ∈ ℕ sabiti ve |𝑧| ≤ 𝑟 için 

 

lim
𝑚→∞

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧) = 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) 

 

olduğunu ispatlamak yeterlidir. Bu amaçla; her |𝑧| ≤ 𝑟 için 

 

lim
𝑚→∞

‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝑟 = lim
𝑚→∞

‖∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

𝑚

𝑘=0

−∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

∞

𝑘=0

‖

𝑟

  

                             = ‖ lim
𝑚→∞

∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

𝑚

𝑘=0

−∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

∞

𝑘=0

‖

𝑟

 

                             = 0 

 

ve   ‖. ‖𝐵[0,+∞),   𝐶[0,+∞)   daki  düzgün  normu  göstermek  üzere,   𝑥 ∈ (𝑟, +∞)   için 

 𝑓𝑚(𝑥) = 𝑓(𝑥) olduğundan ‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝐵[0,+∞) ≤ ‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝑟 elde edilir. Ayrıca her |𝑧| ≤ 𝑟 

için 

 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧) − 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧)| = |
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
∫ 𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑡

∞

0

∞

𝑗=1

(𝑎𝑛𝑡)
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

𝑓𝑚(𝑡)𝑑𝑡 

 

                                            +𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
𝑓𝑚(0) −

𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
∫ 𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑡

∞

0

∞

𝑗=1

(𝑎𝑛𝑡)
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 

 

                                            −𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
𝑓(0)| 
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                                           = |
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗
∫ 𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑡

∞

0

∞

𝑗=1

(𝑎𝑛𝑡)
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

(𝑓𝑚(𝑡) − 𝑓(𝑡))𝑑𝑡 

 

                                                +𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
(𝑓𝑚(0) − 𝑓(0))| 

 

                                           ≤
𝑎𝑛
𝑏𝑛
|𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑

(𝑎𝑛|𝑧|)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∫ 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑡

∞

0

∞

𝑗=1

(𝑎𝑛𝑡)
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

|𝑓𝑚(𝑡) − 𝑓(𝑡)|𝑑𝑡 

 

                                                + |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
| |𝑓𝑚(0) − 𝑓(0)| 

 

                                         ≤
𝑎𝑛
𝑏𝑛
|𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑

(𝑎𝑛|𝑧|)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝐵[0,+∞)∫ 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑡

∞

0

∞

𝑗=1

(𝑎𝑛𝑡)
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

𝑑𝑡 

 

                                               + |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
| ‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝐵[0,+∞)                                                            (4.9) 

 

olup, 

 

∫ 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑡

∞

0

(𝑎𝑛𝑡)
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−𝑢
∞

0

𝑢𝑗−1

(𝑗 − 1)!

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑑𝑢 

                                             =
𝑏𝑛

(𝑗 − 1)! 𝑎𝑛
∫ 𝑒−𝑢
∞

0

𝑢𝑗−1𝑑𝑢 

                                             =
𝑏𝑛

(𝑗 − 1)! 𝑎𝑛
Γ(𝑗) 

                                             =
𝑏𝑛
𝑎𝑛

 

 

ifadesi Eş. 4.9 da yerine yazılırsa 

 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧) − 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧)| ≤
𝑎𝑛
𝑏𝑛
|𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑

(𝑎𝑛|𝑧|)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝐵[0,+∞)
𝑏𝑛
𝑎𝑛

∞

𝑗=1
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                                                            + |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
| ‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝐵[0,+∞) 

 

                                                       = |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
|∑

(𝑎𝑛|𝑧|)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝐵[0,+∞)

∞

𝑗=0

 

 

                                                       = |𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
| 𝑒

𝑎𝑛
𝑏𝑛
|𝑧|
‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝐵[0,+∞) 

 

bulunur. Burada lim
𝑚→∞

‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝑟 = 0 ve ‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝐵[0,∞) ≤ ‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝑟 ifadeleri dikkate 

alınırsa lim
𝑚→∞

‖𝑓𝑚 − 𝑓‖𝐵[0,∞) = 0 olduğu görülür. Böylece lim
𝑚→∞

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓𝑚; 𝑧) =

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

4.3.2. 𝑳𝒂𝒏,𝒃𝒏 Operatörünün Yakınsama Oranı 

 

4.3.3. Teorem 

 

𝑅 > 1    olmak üzere    𝑓: 𝐷̅𝑅 ∪ [𝑅,∞) →  ℂ     fonksiyonu    [0,∞)    da   integrallenebilir, 

𝐷̅𝑅 ∪ [𝑅,∞) da sürekli, 𝐷𝑅 de analitik yani her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑐𝑘𝑧
𝑘∞

𝑘=0  olsun. Her 

𝑘 = 0,1, … için |𝑐𝑘| ≤ 𝑀
𝐴𝑘

𝑘!
  (bu eşitsizlik her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀𝑒𝐴|𝑧| olmasını 

gerektirir)   ve   her   𝑥 ∈ [𝑅,∞)   için   |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝑒𝐵𝑥   olacak   biçimde   𝑀, 𝐶, 𝐵 > 0  ve  

𝐴 ∈ (
1

𝑅
, 1)  sabitlerinin  bulunduğunu  kabul  edelim.  Aynı  zamanda  her   𝑛 > 𝑛0   için 

𝑎𝑛

𝑏𝑛
− 𝐵 > 0 olacak şekilde 𝑛0 ∈ ℕ alalım. 

  

(i) 1 ≤ 𝑟 <
1

𝐴
  keyfi sabit olsun. Bu durumda 𝑛, 𝑛0 ∈ ℕ olmak üzere her  |𝑧| ≤ 𝑟 ve     

𝑛 > 𝑛0 için 

 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧)| ≤
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝐶𝑟(𝑓) 

 

eşitsizliği gerçeklenir. Burada 
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𝐶𝑟(𝑓) =
𝑀

𝑟
∑(𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘 < ∞

∞

𝑘=2

 

     

     dur. 

 

(ii) Genelleştirilmiş kompleks genuine Szász-Durrmeyer operatörleri ile eşanlı yaklaşım 

için; eğer 1 ≤ 𝑟 < 𝑟1 <
1

𝐴
  keyfi sabitler ise bu durumda her 𝑛 > 𝑛0, |𝑧| ≤ 𝑟 ve  

𝑛, 𝑝 ∈ ℕ için 

 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧)| ≤

𝑏𝑛
𝑎𝑛

𝑝! 𝑟1𝐶𝑟1(𝑓)

(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1
 

 

       eşitsizliği sağlanır. Burada 𝐶𝑟1(𝑓) ifadesi (i) de tanımlandığı gibidir (Çetin ve İspir, 

2014).  

 

İspat 

 

(i)  Her 𝑧 ∈ ℂ 𝑣𝑒 𝑘 = 1,… için 𝑒𝑘(𝑧) = 𝑧𝑘 olmak üzere, Eş. 4.3 ten 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

∫ 𝑒
−
𝑎𝑛𝑡

𝑏𝑛
(𝑎𝑛𝑡)

𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

0

𝑡𝑘  𝑑𝑡                        (4.10) 

 

yazılabilir. Her 𝑧 ∈ ℂ için Eş. 4.3 yardımıyla 

 

  𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒0; 𝑧) =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

∫ 𝑒
−
𝑎𝑛𝑡

𝑏𝑛
(𝑎𝑛𝑡)

𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

0

𝑑𝑡 + 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
 

 

                          =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

𝑗=1

∫ 𝑒
−
𝑎𝑛𝑡

𝑏𝑛 𝑡𝑗−1
∞

0

𝑑𝑡 + 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
 

 

                          =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

𝑗=1

∫ 𝑒−𝑢 (
𝑏𝑛𝑢

𝑎𝑛
)
𝑗−1 𝑏𝑛

𝑎𝑛

∞

0

𝑑𝑢 + 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
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                        =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

𝑗=1

𝑏𝑛
𝑗

𝑎𝑛
𝑗
∫ 𝑒−𝑢𝑢𝑗−1
∞

0

𝑑𝑢 + 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
 

 

                        =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

𝑗=1

𝑏𝑛
𝑗

𝑎𝑛
𝑗
Γ(𝑗) + 𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
 

 

                        = ∑𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

+ 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
 

 

                        = 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=0

 

 

                        = 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
𝑒
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
 

 

                        = 1,  

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒1; 𝑧) =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

∫ 𝑒
−
𝑎𝑛𝑡

𝑏𝑛
(𝑎𝑛𝑡)

𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

𝑡

∞

0

𝑑𝑡 

 

                        =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

𝑗=1

∫ 𝑒
−
𝑎𝑛𝑡

𝑏𝑛 𝑡𝑗
∞

0

𝑑𝑡 

 

                        =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

𝑗=1

∫ 𝑒−𝑢 (
𝑏𝑛𝑢

𝑎𝑛
)
𝑗 𝑏𝑛
𝑎𝑛

∞

0

𝑑𝑢 

 

                        =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

𝑗=1

𝑏𝑛
𝑗+1

𝑎𝑛
𝑗+1

∫ 𝑒−𝑢𝑢𝑗+1−1
∞

0

𝑑𝑢 

 

                        =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

𝑗=1

𝑏𝑛
𝑗+1

𝑎𝑛
𝑗+1

Γ(𝑗 + 1) 
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                        =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

 

 

                        =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 𝑎𝑛𝑧

𝑏𝑛
∑

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

𝑗=1

 

 

                        = 𝑧𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
∑

(𝑎𝑛𝑧)
𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=0

 

 

                              = 𝑧𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
𝑒
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
 

 

                              = 𝑧 

 

eşitlikleri sağlandığından Lemma 4.3.2 den 

 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧)| = |∑𝑐𝑘𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) −∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

∞

𝑘=0

∞

𝑘=0

| 

 

                                       = |𝑐0[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒0; 𝑧) − 𝑒0(𝑧)] + 𝑐1[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒1; 𝑧) − 𝑒1(𝑧)] 

 

                                            +∑𝑐𝑘[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)]

∞

𝑘=2

| 

 

                                       = |∑ 𝑐𝑘[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)]

∞

𝑘=2

| 

 

                                        ≤ ∑|𝑐𝑘||𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)|                                                     (4.11)

∞

𝑘=2

 

 

elde edilir. Bu durumda |𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)| için bir üst sınıra ihtiyaç vardır. Bu amaçla 

şimdi momentler için bir indirgeme bağıntısı bulalım. Eş. 4.10 daki 
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∫ 𝑒
−
𝑎𝑛𝑡

𝑏𝑛
(𝑎𝑛𝑡)

𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

𝑡𝑘𝑑𝑡

∞

0

 

 

integralini ℐ ile gösterelim. Dolayısıyla 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

ℐ 

 

olur. Son eşitlikte 𝑧 ≠ 0 a göre türev alınırsa 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
′ (𝑒𝑘; 𝑧) =

𝑑

𝑑𝑧
{
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

ℐ} 

 

                        =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑

1

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

𝑑

𝑑𝑧
{𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
(𝑎𝑛𝑧)

𝑗} ℐ

∞

𝑗=1

 

 

                        =
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑

1

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

{−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
(𝑎𝑛𝑧)

𝑗 + 𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧
𝑗(𝑎𝑛𝑧)

𝑗−1𝑎𝑛} ℐ 

 

                       = −
𝑎𝑛
𝑏𝑛
{
𝑎𝑛
𝑏𝑛
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

ℐ} +
𝑎𝑛
𝑧𝑏𝑛

∑𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

[𝑗ℐ] 

 

                       = −
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧)  +

𝑎𝑛
𝑧𝑏𝑛

∑𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

[𝑗ℐ]                                        (4.12) 

 

bulunur. Ayrıca 

 

ℐ = ∫ 𝑒
−
𝑎𝑛𝑡

𝑏𝑛
(𝑎𝑛𝑡)

𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∞

0

𝑡𝑘  𝑑𝑡 
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   =
𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∫ 𝑒
−
𝑎𝑛𝑡

𝑏𝑛 𝑡𝑘+𝑗−1
∞

0

𝑑𝑡 

 

   =
𝑎𝑛
𝑗−1

(𝑗 − 1)! 𝑏𝑛
𝑗−1

∫ 𝑒−𝑢 (
𝑏𝑛𝑢

𝑎𝑛
)
𝑘+𝑗−1

∞

0

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑑𝑢 

 

   =
𝑏𝑛
𝑘+1

(𝑗 − 1)! 𝑎𝑛
𝑘+1∫ 𝑒−𝑢𝑢𝑘+𝑗−1

∞

0

𝑑𝑢 

 

   =
𝑏𝑛
𝑘+1

(𝑗 − 1)! 𝑎𝑛
𝑘+1 Γ(𝑘 + 𝑗) 

 

ile 

 

Γ(𝑘 + 𝑗 + 1) = 𝑘Γ(𝑘 + 𝑗) + 𝑗Γ(𝑘 + 𝑗) 

 

ifadeleri Eş. 4.12 de kullanılırsa basit düzenlemelerle 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
′ (𝑒𝑘; 𝑧) = −

𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧)  +

𝑎𝑛
𝑧𝑏𝑛

∑𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

𝑏𝑛
𝑘+1

(𝑗 − 1)! 𝑎𝑛
𝑘+1

[jΓ(𝑘 + 𝑗)] 

 

                        = −
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧)  

 

                            +
𝑎𝑛
𝑧𝑏𝑛

∑𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

𝑏𝑛
𝑘+1

(𝑗 − 1)! 𝑎𝑛
𝑘+1

[Γ(𝑘 + 𝑗 + 1) − kΓ(𝑘 + 𝑗)]  

 

                         = −
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) +

𝑎𝑛
𝑧𝑏𝑛

∑𝑒
−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

𝑏𝑛
𝑘+1

(𝑗 − 1)! 𝑎𝑛
𝑘+1 Γ(𝑘 + 𝑗 + 1)  

 

                             −
𝑘

𝑧
∑𝑒

−
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝑧 (𝑎𝑛𝑧)

𝑗

𝑗! 𝑏𝑛
𝑗

∞

𝑗=1

𝑏𝑛
𝑘

(𝑗 − 1)! 𝑎𝑛
𝑘 Γ(𝑘 + 𝑗) 
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                         = −
𝑎𝑛
𝑏𝑛
𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) +

𝑎𝑛
𝑧𝑏𝑛

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘+1; 𝑧)  −
𝑘

𝑧
𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) 

 

                         =
𝑎𝑛
𝑧𝑏𝑛

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘+1; 𝑧)  − (
𝑎𝑛
𝑏𝑛
+
𝑘

𝑧
) 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) 

 

olup, bu ise her 𝑧 ∈ ℂ, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑘 = 0,1, … için 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘+1; 𝑧) =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
′ (𝑒𝑘; 𝑧) + (𝑧 +

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑘) 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧)                                       (4.13) 

 

olmasını gerektirir. Eş. 4.13 ten her 𝑧 ∈ ℂ, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑘 = 0,1, … için 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧) =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)]

′
+
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧(𝑘 − 1)𝑧𝑘−2 

 

                                             +(𝑧 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)) [𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)] 

 

                                              +(𝑧 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)) 𝑧𝑘−1 − 𝑧𝑘 

 

                                       =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)]

′
+ 2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1 

 

                                           +(𝑧 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)) [𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)]                      (4.14) 

 

indirgeme bağıntısı elde edilir. Eş. 4.14 te |𝑧| ≤ 𝑟 için modüle geçilirse her 𝑘 ≥ 2 için 

 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)| ≤
𝑏𝑛
𝑎𝑛
|𝑧| |[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)]

′
| + 2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)|𝑧|𝑘−1 
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                                          +(|𝑧| +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)) |𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)| 

 

                                    ≤
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟 |[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)]

′
| + 2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑟𝑘−1 

 

                                         +(𝑟 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)) |𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)|                        (4.15) 

 

bulunur. Ayrıca Lemma 4.3.1 den 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) fonksiyonu 𝑘 − 1. dereceden bir 

polinomdur. Dolayısıyla Teorem 2.1.8 Bernstein eşitsizliğinden her |𝑧| ≤ 𝑟 için 

 

 |[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)]
′
| ≤

𝑘−1

𝑟
‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)‖𝑟

 

 

sağlanır. Bu ifade Eş. 4.15 te kullanılırsa 

 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)| ≤
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)‖𝑟

+ 2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑟𝑘−1 

 

                                                 +(𝑟 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)) |𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)| 

 

                                            ≤
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)‖𝑟

+ 2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑟𝑘−1 

 

                                                 +(𝑟 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1))‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)‖𝑟

 

 

                                            = (𝑟 + 2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1))‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)‖𝑟

 

 

                                                 +2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑟𝑘−1 
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olur ve 

 

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)‖𝑟
≤ (𝑟 + 2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)) ‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)‖𝑟

 

 

                                                     +2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑟𝑘−1                                                                 (4.16) 

 

elde edilir. Şimdi ‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)‖𝑟
 için bir üst sınır bulalım. Eş. 4.14 te 

𝑘 = 2 için;  

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒2; 𝑧) − 𝑒2(𝑧) =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒1; 𝑧) − 𝑒1(𝑧)]

′
+ 2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧 

 

                                            + (𝑧 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
) [𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒1; 𝑧) − 𝑒1(𝑧)] 

 

                                        = 2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧 

 

olup, her |𝑧| ≤ 𝑟 için 

 

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒2; 𝑧) − 𝑒2(𝑧)‖𝑟
≤  2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟 

 

bulunur. 

𝑘 = 3 için; 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒3; 𝑧) − 𝑒3(𝑧) =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒2; 𝑧) − 𝑒2(𝑧)]

′
+ 4

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧2 

 

                                             + (𝑧 + 2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
) [𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒2; 𝑧) − 𝑒2(𝑧)] 
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                                        =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧 [2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧]
′

+ 4
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧2 + (𝑧 + 2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
) 2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧 

 

                                        = 2 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

𝑧 + 2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧2 + 4(

𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

𝑧 + 4
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧2 

 

                                        = 6 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

𝑧 + 6
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧2 

 

olur. 𝑟 ≥ 1 olmak üzere her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 
𝑏𝑛

𝑎𝑛
≤

1

2
 olduğu dikkate alınırsa 

 

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒3; 𝑧) − 𝑒3(𝑧)‖𝑟
≤  6 (

𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

𝑟 + 6
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟2 

                                               ≤  6
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟2 + 6

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟2 

                                               = 12
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟2 

 

bulunur. 𝑘 = 4,5, … alınarak devam edilirse 𝑘 ya göre matematiksel indüksiyon kullanarak  

her 𝑘 ≥2, 𝑛 ∈ ℕ için 

 

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)‖𝑟
≤ 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 + 1)! 𝑟𝑘−1                                                                      (4.17) 

 

elde edilir. Eş. 4.17 ifadesi Eş. 4.16 da kullanılırsa 

 

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)‖𝑟
≤ (𝑟 + 2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1))

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑘! 𝑟𝑘−2 + 2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑟𝑘−1 

 

yazılır ve 
𝑏𝑛

𝑎𝑛
≤

1

2
 olduğu dikkate alınırsa 

 

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)‖𝑟
≤ [𝑟 + (𝑘 − 1)]

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑘! 𝑟𝑘−2 + 2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑟𝑘−1 
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olduğu görülür. Bu durumda geriye her 𝑘 ≥2 ve 𝑛 ∈ ℕ için 

 

[𝑟 + (𝑘 − 1)]
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑘! 𝑟𝑘−2 + 2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑟𝑘−1 ≤

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 + 1)! 𝑟𝑘−1 

 

ya da basit düzenlemelerle yukarıdaki eşitsizliğe denk olan 

 

[𝑟 + (𝑘 − 1)]𝑘! +  2(𝑘 − 1)𝑟 ≤ (𝑘 + 1)! 𝑟 

 

ifadesini ispatlamak kalır. Son eşitsizliğin her 𝑘 ≥ 2 için sağlandığı Teorem 3.3.4 ün (i) 

şıkkının ispatında verilmiştir. 

  

Sonuç olarak Eş. 4.11, Eş. 4.17 ve 𝑓 nin 𝑐𝑘 Taylor katsayıları üzerindeki hipotezden 

 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧)| ≤ ∑𝑀
𝐴𝑘

𝑘!

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 + 1)! 𝑟𝑘−1 

∞

𝑘=2

 

 

                                        =
𝑏𝑛
𝑎𝑛

𝑀

𝑟
∑(𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘 

∞

𝑘=2

 

 

                                        =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝐶𝑟(𝑓) 

 

elde edilir. Burada her 1 ≤ 𝑟 <
1

𝐴
 için 

 

𝐶𝑟(𝑓) =
𝑀

𝑟
∑(𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘 < ∞

∞

𝑘=2

 

 

dur. Çünkü 𝑓(𝑧)= ∑ 𝑧𝑘+1∞
𝑘=2  ve onun türevi 𝑓′(𝑧)= ∑ (𝑘 + 1)𝑧𝑘∞

𝑘=2  serisi herhangi 

1 ≤ 𝑟 <
1

𝐴
 için |𝑧| ≤ 𝑟 de mutlak ve düzgün yakınsaktır. 

 

(ii) 1 ≤ 𝑟 < 𝑟1 <
1

𝐴
  keyfi sabitler ve 𝑛, 𝑝 ∈ ℕ olmak üzere 𝛾, 0 merkezli ve 𝑟1 > 𝑟 
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yarıçaplı çemberi göstersin. Her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝜈 ∈ 𝛾 için |𝜈 − 𝑧| ≥  𝑟1 − 𝑟 eşitsizliği sağlanır. 

Teorem 2.1.4 ve (i) kullanılırsa, her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 
𝑎𝑛

𝑏𝑛
− 𝐵 > 0 olacak şekildeki her 𝑛 > 𝑛0 

için 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧)| = |

𝑝!

2𝜋𝑖
∫
𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈)

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈| 

 

                                             ≤
𝑝!

2𝜋
∫
|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈)|

|𝜈 − 𝑧|𝑝+1
𝛾

|𝑑𝜈| 

 

                                             ≤
𝑝!

2𝜋

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝐶𝑟1(𝑓)

(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1
∫|𝑑𝜈|

𝛾

 

 

                                            =
𝑝!

2𝜋

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝐶𝑟1(𝑓)

(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1
2𝜋𝑟1 

 

                                            =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝐶𝑟1(𝑓)

𝑝! 𝑟1
(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1

 

 

elde edilir. Yukarıdaki 𝐶𝑟1(𝑓) ifadesi (i) de verilen özellikleri sağlar. Böylece bu teorem ile 

yaklaşım ve eşanlı yaklaşım için üst nicel tahminin 
𝑏𝑛

𝑎𝑛
 olduğu elde edilmiştir. 

 

4.3.3. Voronovskaja Tip Sonuç 

 

4.3.4. Teorem 

 

𝑓 fonksiyonu ve 𝑛0, 𝑅,𝑀, 𝐶, 𝐵, 𝐴 sabitleri için Teorem 4.3.3 teki hipotezler sağlansın ve  

1 ≤ 𝑟 <
1

𝐴
 keyfi sabitini alalım. Bu durumda her 𝑛 > 𝑛0 ve |𝑧| ≤ 𝑟 için 

 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝑓′′(𝑧)| ≤ (

𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

𝐾𝑟(𝑓) 
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eşitsizliği gerçeklenir. Burada 

 

𝐾𝑟(𝑓) =
4𝑀

𝑟2
∑(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘 < ∞

∞

𝑘=2

 

 

dur (Çetin ve İspir, 2014). 

 

İspat 

 

𝑘 = 0,1, … için 𝑒𝑘(𝑧) = 𝑧
𝑘 olmak üzere Lemma 4.3.2 den, 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) = ∑𝑐𝑘𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧)

∞

𝑘=0

 

 

yazılır. 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑐𝑘𝑧
𝑘∞

𝑘=0  eşitliği kullanılırsa 

 

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝑓′′(𝑧) =

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧∑𝑐𝑘𝑘(𝑘 − 1)𝑧

𝑘−2

∞

𝑘=2

 

 

                    =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
∑𝑐𝑘𝑘(𝑘 − 1)𝑧

𝑘−1

∞

𝑘=2

 

 

elde edilir. Böylece 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒0; 𝑧) = 𝑒0(𝑧) ve 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒1; 𝑧) = 𝑒1(𝑧) eşitlikleri dikkate 

alındığında her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅, 𝑛 ∈ ℕ için 

 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝑓′′(𝑧)| = |∑𝑐𝑘𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) −∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

∞

𝑘=0

∞

𝑘=0

 

 

                                                                     − 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
∑𝑐𝑘𝑘(𝑘 − 1)𝑧

𝑘−1

∞

𝑘=2

| 

 

                                                                  = |𝑐0[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒0; 𝑧) − 𝑒0(𝑧)]+𝑐1[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒1; 𝑧)−𝑒1(𝑧)] 
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                                                +∑𝑐𝑘𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) −

∞

𝑘=2

∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

∞

𝑘=2

− 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
∑𝑐𝑘𝑘(𝑘 − 1)𝑧

𝑘−1

∞

𝑘=2

|  

 

                                           = |∑𝑐𝑘𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) −

∞

𝑘=2

∑𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)

∞

𝑘=2

− 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
∑𝑐𝑘𝑘(𝑘 − 1)𝑧

𝑘−1

∞

𝑘=2

| 

 

                                           = |∑𝑐𝑘 [𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧) −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑘(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1]

∞

𝑘=2

| 

 

                                           ≤ ∑|𝑐𝑘| |𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧) −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑘(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1|

∞

𝑘=2

            (4.18) 

 

bulunur. 𝐸𝑘,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧) = 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧) −
𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝑘(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1 ile gösterelim. 𝑘 = 0,1 

için 𝐸𝑘,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧) = 0 olduğundan, Eş. 4.13 teki indirgeme bağıntısı kullanılırsa her 𝑘 ≥ 2,  

𝑛 ∈ ℕ ve 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için  

 

𝐸𝑘,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧) =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)]

′
+ 2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1 

 

                           +(𝑧 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)) [𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)] −

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑘(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1 

 

                      =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧 [𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧) −

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2]

′

 

 

                          +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧 [
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2]

′

+ 2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1 

 

                          +(𝑧 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)) [𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧) −

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2] 

 



 67 

                      + (𝑧 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1))

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2 −

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑘(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1 

 

                   =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛

′ (𝑧) +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧 [
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑧𝑘−3] + 2

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1 

 

                     + (𝑧 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1))𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧) + (𝑧 +

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1))

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2 

 

                      −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑘(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1 

 

                  =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛

′ (𝑧) + (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑧𝑘−2 + 2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1 

 

                     + (𝑧 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1))𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧) +

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−1 

 

                     + (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)2(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2 −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑘(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1 

 

 

                =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛

′ (𝑧) + (𝑧 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1))𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧) 

 

                    +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)𝑧𝑘−1[𝑘 − 2 + 2 − 𝑘]+ (

𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2[𝑘 − 2 + 𝑘 − 1] 

 

 

               =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛

′ (𝑧) + (𝑧 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1))𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧) 

 

                    + (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)𝑧𝑘−2 

 

şeklinde yeni bir indirgeme bağıntısı elde edilir. Son eşitlikte mutlak değere geçilirse her 
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|𝑧| ≤ 𝑟 için 

|𝐸𝑘,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| ≤
𝑏𝑛
𝑎𝑛
|𝑧||𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛

′ (𝑧)| + (|𝑧| +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)) |𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| 

 

                            + (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)|𝑧|𝑘−2 

 

                       ≤
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑟|𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛

′ (𝑧)| + (𝑟 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)) |𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| 

 

                         + (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)𝑟𝑘−2                                                          (4.19) 

 

bulunur. Diğer taraftan 𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧) polinomu 

 

𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧) = 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧) −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2 

 

olarak yazılabildiğinden,  Lemma 4.3.1 in ışığında 𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧) in derecesinin ≤ 𝑘 − 1 

olduğu görülür. Dolayısıyla Eş. 4.19 da Teorem 2.1.8 uygulanırsa basit hesaplamalarla 

 

|𝐸𝑘,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| ≤
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)‖𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)‖𝑟

+ (𝑟 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)) |𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| 

 

                            + (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)𝑟𝑘−2 

 

 

                   ≤
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)‖𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)‖𝑟

+ 𝑟|𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| 

 

                            +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)|𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)|+ (

𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)𝑟𝑘−2 

 

                        ≤
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)‖𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)‖𝑟

+ 𝑟|𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| 
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                          +
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)‖𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)‖𝑟

+(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)𝑟𝑘−2 

 

                   = 𝑟|𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| + 2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)‖𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)‖𝑟

 

 

                          + (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)𝑟𝑘−2 

 

                   = 𝑟|𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)|+(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)𝑟𝑘−2 

 

                          +2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1) ‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧) −

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑧𝑘−2‖

𝑟

 

 

                  ≤ 𝑟|𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)|+(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)𝑟𝑘−2 

 

                        +2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1) [‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑒𝑘−1; 𝑧) − 𝑒𝑘−1(𝑧)‖𝑟

+
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑟𝑘−2] 

 

olur. Eş. 4.17 de elde edilen üst tahmin son eşitsizlikte kullanılırsa 

 

|𝐸𝑘,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| ≤ 𝑟|𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)|+(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)𝑟𝑘−2 

 

                              +2
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1) [

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑘! 𝑟𝑘−2 +

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑟𝑘−2] 

 

                        = 𝑟|𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)|+(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)𝑟𝑘−2 

 

                             +2 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)𝑘! 𝑟𝑘−2+2(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)2(𝑘 − 2)𝑟𝑘−2 
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                        ≤ 𝑟|𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| + (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(2𝑘 − 2)𝑟𝑘−2 

 

                             +2 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)𝑘! 𝑟𝑘−2+2(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)2(𝑘 − 2)𝑟𝑘−2 

 

                       =  𝑟|𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)|+4(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)2(𝑘 − 2)𝑟𝑘−2 + 2(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 − 1)𝑘! 𝑟𝑘−2 

 

                         ≤  𝑟|𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| + 2 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 + 1)𝑘! 𝑟𝑘−2+2(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 + 1)! 𝑟𝑘−2 

 

sonucuna ulaşılır, bu da 

 

|𝐸𝑘,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| ≤ 𝑟|𝐸𝑘−1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)|+4(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(𝑘 + 1)! 𝑟𝑘−2                                                   (4.20) 

 

olması demektir. 𝑘 = 0,1 için 𝐸𝑘,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧) = 0 olduğu dikkate alınarak, Eş. 4.20 de 

𝑘 = 2,3, … için adım adım yazılırsa 

 

|𝐸2,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| ≤  𝑟|𝐸1,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)|+4(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

3! 𝑟0 = 4(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

3! 𝑟0 

 

|𝐸3,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| ≤  𝑟|𝐸2,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)|+4(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

4! 𝑟 

 

                        ≤ 4 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

3! 𝑟+4 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

4! 𝑟 = 4 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

𝑟(3! + 4!) 

 

|𝐸4,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| ≤  𝑟|𝐸3,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)|+4(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

5! 𝑟2 

 

                       ≤  4 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

(3! + 4!)𝑟2+4(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

5! 𝑟2 
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                        = 4 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

𝑟2(3! + 4! + 5!) 

                                ⋮ 

|𝐸𝑘,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| ≤  4 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

𝑟𝑘−2∑𝑗!

𝑘+1

𝑗=3

 

 

                        ≤ 4 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

𝑟𝑘−2(𝑘 − 1)(𝑘 + 1)! 

 

                        ≤ 4 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

𝑟𝑘−2(𝑘 + 2)! 

 

bulunur. Son eşitsizlik Eş. 4.18 de yerine yazılırsa 

 

|𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝑓′′(𝑧)| ≤ ∑|𝑐𝑘|

∞

𝑘=2

|𝐸𝑘,𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑧)| 

 

                                                                 ≤ ∑𝑀
𝐴𝑘

𝑘!

∞

𝑘=2

4 (
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

𝑟𝑘−2(𝑘 + 2)! 

 

                                                                 =
4𝑀

𝑟2
(
𝑏𝑛
𝑎𝑛
)
2

∑(𝑘 + 2)

∞

𝑘=2

(𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘 

 

elde edilir. 𝑟𝐴 < 1 için ∑ (𝑘 + 2)(𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘∞
𝑘=2 < ∞ olur. 

 

4.3.4. Yaklaşımın Tam Mertebesi 

 

4.3.5. Teorem  

 

𝑓 fonksiyonu ve 𝑛0, 𝑅,𝑀, 𝐶, 𝐵, 𝐴 sabitleri için Teorem 4.3.3 teki hipotezler sağlansın. Eğer 

𝑓 derecesi en çok 1 olan bir polinom değilse, bu durumda her 1 ≤ 𝑟 <
1

𝐴
 ve her 𝑛 > 𝑛0 

için 
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‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟
~
𝑏𝑛
𝑎𝑛

 

 

sağlanır. Burada denklikteki sabitler sadece 𝑓 ve 𝑟 ye bağlıdır (Çetin ve İspir, 2014). 

 

İspat 

 

Her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 ve 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) = {𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝑓′′(𝑧)} +

𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝑓′′(𝑧) 

 

                                    =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
{𝑧𝑓′′(𝑧) +

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(
𝑎𝑛
𝑏𝑛
)
2

[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑧𝑓′′(𝑧)]} 

 

yazılabilir. Bu ifade de 

 

‖𝐹 + 𝐺‖𝑟 ≥ |‖𝐹‖𝑟 − ‖𝐺‖𝑟| ≥ ‖𝐹‖𝑟 − ‖𝐺‖𝑟 

 

eşitsizliği kullanılırsa 

 

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟
≥
𝑏𝑛
𝑎𝑛
{‖𝑒1𝑓

′′‖𝑟 −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
(
𝑎𝑛
𝑏𝑛
)
2

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓 −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑒1𝑓

′′‖
𝑟

} 

 

elde edilir. 𝐷𝑅 de 𝑓 derecesi en çok 1 olan bir polinom olmadığından, ‖𝑒1𝑓
′′‖𝑟 > 0 olur. 

Aksini  kabul  edelim.  Bu  durumda  her   𝑧 ∈ 𝐷̅𝑟   için   𝑧𝑓′′(𝑧) = 0   olup,  bu  ise  her 

 𝑧 ∈ 𝐷̅𝑟 ∖ {0} için 𝑓′′(𝑧) = 0 olması demektir. 𝑓 fonksiyonunun analitik olduğu göz 

önünde bulundurulursa Teorem 2.1.7 den her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için 𝑓′′(𝑧) = 0 sağlanır. Böylece 

𝑓′(𝑧) = 𝑐 (sabit) olup 𝑓 nin derecesi en çok 1 olan bir polinom olduğu görülür. Bu da 

hipotezle çelişir. 

Teorem 4.3.4 ten 

 

(
𝑎𝑛
𝑏𝑛
)
2

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓 −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑒1𝑓

′′‖
𝑟

≤
4𝑀

𝑟2
∑(𝑘 + 2)

∞

𝑘=2

(𝑘 + 1)(𝑟𝐴)𝑘 < ∞ 
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elde edilir. Diğer taraftan 𝑛 → ∞ iken 
𝑏𝑛

𝑎𝑛
→ 0 olduğundan 

 

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(
𝑎𝑛
𝑏𝑛
)
2

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓 −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑒1𝑓

′′‖
𝑟

→ 0 

 

sonucuna ulaşılır. Sonuç olarak, her 𝑛 ≥ 𝑛1 için 

 

‖𝑒1𝑓
′′‖𝑟 −

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(
𝑎𝑛
𝑏𝑛
)
2

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓 −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑒1𝑓

′′‖
𝑟

≥
1

2
‖𝑒1𝑓

′′‖𝑟 

 

olacak biçimde sadece 𝑓 ve 𝑟 ye bağlı bir 𝑛1 > 𝑛0 indeksi vardır. Böylece her 𝑛 ≥ 𝑛1 için 

 

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟
≥
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

‖𝑒1𝑓
′′‖𝑟 

 

eşitsizliği elde edilir.  𝑛 ∈ {𝑛0 + 1,… , 𝑛1 − 1} için 𝑀𝑟,𝑛(𝑓) =
𝑎𝑛

𝑏𝑛
‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟

> 0 

iken ‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟
≥

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝑀𝑟,𝑛(𝑓) olacağı açıktır. Burada eğer ‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟

= 0 

olursa her |𝑧| ≤ 𝑟 için 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝑧) = 𝑓(𝑧) bulunur. Bu da sadece derecesi ≤ 1 olan bir 𝑓 

fonksiyonu için geçerli olduğundan hipotezle çelişki elde edilir. Sonuç olarak, her 𝑛 > 𝑛0 

için 

 

 𝐶𝑟(𝑓) = min {𝑀𝑟,𝑛0+1
(𝑓), … ,𝑀𝑟,𝑛1−1

(𝑓),
1

2
‖𝑒1𝑓

′′‖𝑟}  

 

 olmak üzere ‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟
≥

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝐶𝑟(𝑓) eşitsizliği gerçeklenir. Böylece son eşitsizlik ile  

Teorem 4.3.3 (i) birlikte düşünülürse yaklaşımın tam mertebesinin 
𝑏𝑛
𝑎𝑛
 olduğu görülür. 

 
4.3.5. Eşanlı Yaklaşımın Tam Mertebesi 

 

4.3.6. Teorem 

 

𝑓 fonksiyonu ve 𝑛0, 𝑅,𝑀, 𝐶, 𝐵, 𝐴 sabitleri için Teorem 4.3.3 teki hipotezler sağlansın ve  
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ayrıca 1 ≤ 𝑟 < 𝑟1 <
1

𝐴
 ve 𝑝 ∈ ℕ sabitlerini alalım. Eğer 𝑓 derecesi ≤ 𝑝 olan bir polinom 

değilse, bu durumda her  𝑛 > 𝑛0 için 

 

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
~
𝑏𝑛
𝑎𝑛

 

 

sağlanır. Burada denklikteki sabitler sadece 𝑓, 𝑟, 𝑟1 ve 𝑝 ye bağlıdır (Çetin ve İspir, 2014). 

 

İspat 

 

Teorem 4.3.3 (ii) de ‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
 için bir üst tahmin bulunmuştu. O halde geriye 

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
 için bir alt tahmin elde etmek kalır. 𝑟1 > 𝑟 ≥ 1 olmak üzere, 0 

merkezli 𝑟1 yarıçaplı çemberi 𝛾 ile gösterelim. Bu durumda her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝜈 ∈ 𝛾 için 

|𝜈 − 𝑧| ≥ ||𝜈| − |𝑧|| ≥ 𝑟1 − 𝑟 sağlanır. Teorem 2.1.4 ten 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧) =

𝑝!

2𝜋𝑖
∫
𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈)

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈                                                    (4.21) 

 

yazılır. Ayrıca her 𝜈 ∈ 𝛾 ve 𝑛 > 𝑛0 için 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
{𝜈𝑓′′(𝜈) +

𝑏𝑛
𝑎𝑛
(
𝑎𝑛
𝑏𝑛
)
2

[𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈)]} 

 

elde edilir. Bu ifade Eş. 4.21 de yerine yazılırsa 

 

𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧) =

𝑏𝑛
𝑎𝑛
{
𝑝!

2𝜋𝑖
∫

𝜈𝑓′′(𝜈)

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈 

 

                                                 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛

𝑝!

2𝜋𝑖
∫

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
)
2

(𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −
𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈

}
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                                          =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
{[𝑧𝑓′′(𝑧)](𝑝) 

 

                                                 +
𝑏𝑛
𝑎𝑛

𝑝!

2𝜋𝑖
∫

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
)
2

(𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −
𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈

}
 
 

 
 

 

 

bulunur. Şimdi her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝑛 > 𝑛0 için ‖. ‖𝑟 normuna geçilirse 

 

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
≥
𝑏𝑛
𝑎𝑛
{‖[𝑒1𝑓

′′](𝑝)‖
𝑟
 

 

                                         −
𝑏𝑛
𝑎𝑛
‖
‖𝑝!

2𝜋
∫

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
)
2

(𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −
𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈‖
‖

𝑟}
 
 

 
 

 

olduğu görülür. Teorem 4.3.4 ten her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝑛 > 𝑛0 için 

 

‖
‖𝑝!

2𝜋
∫

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
)
2

(𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −
𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈‖
‖

𝑟

 

 

                                                       ≤  ‖
‖𝑝!

2𝜋
∫

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
)
2

(𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −
𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈‖
‖

𝑟1

 

 

                                                     ≤  
𝑝!

2𝜋
∫

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
)
2

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −
𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈)‖

𝑟1

‖(𝜈 − 𝑧)𝑝+1‖𝑟1
𝛾

‖𝑑𝜈‖𝑟1 

 

                                                     ≤  
𝑝!

2𝜋

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
)
2

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −
𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈)‖

𝑟1

(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1
∫‖𝑑𝜈‖𝑟1
𝛾
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                                                      ≤  
𝑝!

2𝜋

4𝑀

𝑟1
2 ∑ (𝑘 + 2)∞

𝑘=2 (𝑘 + 1)(𝑟1𝐴)
𝑘

(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1
2𝜋𝑟1 

 

                                                      =  
4𝑀

𝑟1
2 ∑(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)(𝑟1𝐴)

𝑘

∞

𝑘=2

𝑝! 𝑟1
(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1

                (4.22) 

 

sonucuna ulaşılır. Diğer taraftan 𝑓 fonksiyonu üzerindeki hipotezden ‖[𝑒1𝑓
′′](𝑝)‖

𝑟
> 0 

olur. Aslında, aksini kabul edelim yani  𝑧𝑓′′(𝑧) derecesi ≤ 𝑝 − 1 olan bir polinom olsun. 

Bu durumda 𝑓 nin analitikliğinden, 𝑓 nin derecesi ≤ 𝑝 olan bir polinom olacağı açıktır. Bu 

da hipotezle çelişir. Dolayısıyla Eş. 4.22 ifadesi ile 𝑛 → ∞ iken 
𝑏𝑛

𝑎𝑛
→ 0 olduğu göz önünde 

bulundurulursa 

 

𝑏𝑛
𝑎𝑛
‖
‖𝑝!

2𝜋
∫

(
𝑎𝑛

𝑏𝑛
)
2

(𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −
𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈‖
‖

𝑟

→ 0 

 

elde edilir. O halde her 𝑛 ≥ 𝑛1 için 

 

‖[𝑒1𝑓
′′](𝑝)‖

𝑟
−
𝑏𝑛
𝑎𝑛
‖
‖𝑝!

2𝜋
∫

𝑎𝑛
2

𝑏𝑛
2 (𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛(𝑓; 𝜈) − 𝑓(𝜈) −

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝜈𝑓′′(𝜈))

(𝜈 − 𝑧)𝑝+1
𝛾

𝑑𝜈‖
‖

𝑟

≥
‖[𝑒1𝑓

′′](𝑝)‖
𝑟

2
 

 

olacak biçimde sadece 𝑓 ve 𝑟 ye bağlı bir 𝑛1 > 𝑛0 indeksi vardır. Böylece her 𝑛 ≥ 𝑛1 için 

 

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
≥
𝑏𝑛
2𝑎𝑛

‖[𝑒1𝑓
′′](𝑝)‖

𝑟
 

 

elde edilir.  𝑛 ∈ {𝑛0 + 1,… , 𝑛1 − 1} için 𝑀𝑟,𝑛,𝑝(𝑓) =
𝑎𝑛

𝑏𝑛
‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛

(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖
𝑟
> 0 iken  

‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
≥
𝑏𝑛
𝑎𝑛
𝑀𝑟,𝑛,𝑝(𝑓) olacağı açıktır. Sonuç olarak, her 𝑛 > 𝑛0 için 
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𝐶𝑟,𝑝(𝑓) = min {𝑀𝑟,𝑛0+1,𝑝
(𝑓), … ,𝑀𝑟,𝑛1−1,𝑝

(𝑓),
1

2
‖[𝑒1𝑓

′′](𝑝)‖
𝑟
}          

 

olmak üzere ‖𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛
(𝑝) (𝑓) − 𝑓(𝑝)‖

𝑟
≥

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝐶𝑟,𝑝(𝑓) bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tezde sırasıyla genelleştirilmiş kompleks Szász operatörleri ile genelleştirilmiş 

kompleks genuine Szász-Durrmeyer operatörleri tanımlanarak, bu operatörlerin 

yakınsaklık oranı ve Voronovskaja tip asimptotik formülü için nicel tahminler verilmiş ve 

eşanlı yaklaşımın tam mertebesi elde edilmiştir. 

 

Sonuç olarak, 

 

 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 genelleştirilmiş kompleks Szász operatörlerinin yaklaşım özellikleri [0,∞) reel 

aralığından kompleks düzlemdeki kompakt disklere nicel tahminlerle genişletilmiştir. 

 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛 genelleştirilmiş kompleks genuine Szász-Durrmeyer operatörlerinin yaklaşım 

özellikleri [0,∞) reel aralığından kompleks düzlemdeki kompakt disklere nicel 

tahminlerle genişletilmiştir. 

 Üçüncü bölümde tanımladığımız 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 operatörleri 𝑎𝑛 = 𝑛 ve 𝑏𝑛 = 1 durumunda Gal 

(2008, 2009:103-113) tarafından incelenen operatörlere indirgenir. Dolayısıyla elde 

ettiğimiz sonuçlar Gal (2008,2009:103-113) tarafından verilen sonuçları kapsar. 

 Dördüncü bölümde tanımladığımız 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛 operatörlerinin 𝑎𝑛 = 𝑛 ve 𝑏𝑛 = 1 özel 

durumu Gal ve Gupta (2014) tarafından incelenen operatörleri vermektedir. Böylece 

burada elde ettiğimiz sonuçlar Gal ve Gupta (2014) tarafından elde edilen sonuçlardan 

daha geneldir. 

 Yeni tanımladığımız 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 ve 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛 operatörlerinin yaklaşım oranının 𝑎𝑛 ve 𝑏𝑛 

dizilerinin seçimine göre uygun şekilde ayarlanabilir olması, bu operatörlerin yaklaşım 

oranının sırasıyla Gal (2008,2009:103-113) ile  Gal ve Gupta (2014) tarafından elde 

edilen sonuçlardan daha iyi olduğunu göstermektedir. 

 

Diğer taraftan,  

 

 Kompakt disklerde üstel büyümeye sahip olmayan analitik fonksiyonlara ilişkin 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 

ve  𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛 operatörlerinin yaklaşım özellikleri ayrıca incelenecektir. 

 𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛 genelleştirilmiş kompleks genuine Szász-Durrmeyer operatörlerinin Stancu tip 

genelleştirmesi tanımlanarak, bu operatörlerin yaklaşım özellikleri sonraki 
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çalışmamızda verilecektir. Ayrıca 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 genelleştirilmiş kompleks Szász 

operatörlerinin Stancu tip genelleştirmesi Çetin (2015) tarafından tanımlanmış ve nicel 

tahminli yaklaşım özellikleri incelenmiştir. 

  Kompleks 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 ve  𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛 operatörleri için daha iyi bir yaklaşım derecesi elde 

edebilmek amacıyla, bu operatörlerin lineer kombinasyonları tanımlanarak, kompakt 

disklerde kompleks değerli fonksiyonların yakınsaklık oranı için nicel tahminler 

araştırılabilir. 

 𝑆𝑎𝑛,𝑏𝑛 ve  𝐿𝑎𝑛,𝑏𝑛 operatörlerinin tensör çarpım tip iki değişkenli operatörleri 

tanımlanarak, bu operatörlerin kompakt polidisklerde yaklaşım özellikleri sonraki 

çalışmalarımızda verilecektir. 
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