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ÖZET 
 

 

Bu çalışmada, 9.mertebeden Sol Yaklaşık Cisim düzleminde bir Fano düzlemini 

kapsayan tam arklar incelenmiştir.  

Birinci bölümde, grup teorisindeki ve projektif geometrideki temel kavramlar 

tanıtılmıştır. İkinci bölümde Sol Yaklaşık Cisim üzerinde ikinci mertebeden 

indirgenemez bir polinom seçilerek elde edilen 9. mertebeden bir projektif düzlem 

homogen koordinatlarla verilmiştir. Daha sonra bu düzlemdeki bütün Fano 

düzlemlerinin noktaları ve doğruları belirlenmiştir. Üçüncü bölümde, projektif 

düzlemde bir Fano düzlemi içeren tam arklar tamamlama metoduyla elde edilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Projektif düzlem, Sol yaklaşık cisim düzlemi, Arklar 
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SUMMARY 

 

 

In this thesis, the complete arcs containing the Fano plane in the left nearfield 

plane of order 9 are determined.  In the first chapter, fundamental definitions and 

concepts of group theory, projective geometry and arcs in projective plane are given. In 

the second chapter,  the projective plane whose algebric structure is the left nearfield 

plane of order 9 is constructed by using homogen coordinates. Then, all of points and 

lines of all Fano planes in this projective plane are given. In the last chapter, all  

complete arcs containing the Fano plane are obtained by using  “completion procedure” 

in this projective plane. 
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1. BAZI TEMEL KAVRAMLAR

1.1. G·IR·IŞ

Bu çal¬̧smada, Sol Yaklaş¬k Cisim üzerindeki 9. mertebeden projektif düzlemin

arklar¬incelendi.

Birinci bölümde, tez boyunca kullan¬lan baz¬ temel kavramlara yer verildi.

Öncelikle grup, alt grup, cisim, sol (sa¼g) yaklaş¬k cisim tan¬mland¬. Daha sonra

projektif uzay, projektif düzlem ve ark yap¬lar¬tan¬t¬ld¬.

·Ikinci bölümde, Sol Yaklaş¬k Cisim hakk¬nda baz¬teoremler verilerek başland¬,

sol yaklaş¬k cisim üzerinde � ve � i̧slem tablolar¬verildi. Daha sonra (S;�;�) Sol

Yaklaş¬k Cismi üzerine kurulan projektif düzlemin inşaas¬anlat¬ld¬. Son olarak Fano

düzlemi oluşturan homogen koordinatl¬noktalar ve do¼grular belirlendi.

Üçüncü bölümde ise Fano düzlemi oluşturan özel bir dörtgen seçilerek, bu

dörtgenin köşe noktalar¬n¬kapsayan tam arklar bulundu ve s¬n¬�and¬r¬ld¬.

1.2. CEB·IRSEL VE GEOMETR·IK YAPILAR

1.2.1. Baz¬Cebirsel Kavramlar

Tan¬m 1.2.1. A boş olmayan bir küme olsun. A� A dan A ya tan¬ml¬bir

� : A� A �! A

(x; y) �! (x � y)

fonksiyonuna A içinde ikili işlem denir. Bu tan¬ma göre ikili işlem iki de¼gişkenli

bir fonksiyondur. A� A n¬n herhangi bir (a; b) eleman¬n¬n ikili işlem denilen böyle

bir fonksiyon alt¬ndaki görüntüsü genel olarak a+b; ab; a:b; a�b; a�b; a�b ve benzeri

biçimde gösterilir (Karakaş, 1998).

1
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Tan¬m 1.2.2. G boş olmayan bir küme ve �, G de bir ikili işlem olsun. (G; �)

cebirsel yap¬s¬aşa¼g¬daki aksiyomlar¬sa¼gl¬yorsa bir grup denir.

G1) �, G de bir ikili işlemdir. Yani G kümesi � işlemine göre kapal¬d¬r.

G2) � işleminin G de birleşme özelli¼gi vard¬r. Yani 8x; y; z 2 G için,

x � (y � z) = (x � y) � z dir.

G3) G kümesinin � işlemine göre etkisiz (birim) eleman¬vard¬r. Yani 8x 2 G

için, x � e = e � x = x olacak şekilde 91e 2 G vard¬r.

G4) G nin her eleman¬n¬n � işlemine göre tersi vard¬r. Yani x 2 G için,

x � x�1 = x�1 � x = e olacak şekilde 91x�1 2 G vard¬r (Çall¬alp, 2011).

Tan¬m 1.2.3. (G; �) bir grup olsun, 8x; y;2 G için x�y = y�x özelli¼gi sa¼glan¬yorsa

bu gruba de¼gişmeli grup veya abelyan grup denir (Çall¬alp, 2011).

Not 1.2.4. Grubun işlemi + ise toplamsal grup, � ise çarp¬msal grup denir

(Çall¬alp, 2011).

Tan¬m 1.2.5. (G; �) bir grup olsun, G sonlu bir küme ise (G; �) grubuna bir sonlu

grup denir ve grubun eleman say¬s¬nada grubun mertebesi denir (Çall¬alp, 2011).

Tan¬m 1.2.6. G bir grup ve G nin boş olmayan alt kümesi H olsun. E¼ger H, G

deki işleme göre kendi baş¬na bir grup ise H ye, G nin alt grubu denir ve H < G

ile gösterilir (Çall¬alp, 2011).

Önerme 1.2.7. G grubunun, boş olmayan H alt kümesinin, alt grup olmas¬için

gerek ve yeter şart 8x; y 2 H için xy�1 2 H (veya x�1y 2 H ) olmas¬d¬r (Çall¬alp,

2011).

Tan¬m 1.2.8. F boş olmayan bir küme ve bu kümenin elemanlar¬ aras¬nda

+ : F � F ! F ve � : F � F ! F ile gösterece¼gimiz iki tane ikili işlem

tan¬mlanm¬̧s olsun. (F;+; �) cebirsel yap¬s¬aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa, bu cebirsel

yap¬ya cisim ad¬verilir.

C1) Her a; b 2 F için a+ b = b+ a ve a � b = b � a d¬r.

C2) Her a; b; c 2 F için (a+ b) + c = a+ (b+ c) ve (a � b) � c = a � (b � c) d¬r.
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C3) Her a; b; c 2 F için a � (b+ c) = (a � b) + (b � c) d¬r.

C4) F kümesinde öyle bir 0 eleman¬vard¬r ki, her a 2 F için a+ 0 = a eşitli¼gini

sa¼glar.

C5) F kümesinde öyle bir 1 eleman¬vard¬r ki, 0 dan farkl¬her a 2 F için a �1 = a

eşitli¼gini sa¼glar.

C6) Her a 2 F eleman¬ için, F kümesinde öyle bir �a eleman¬ vard¬r ki,

a+ (�a) = 0 eşitli¼gini sa¼glar.

C7) Her 0 6= a 2 F için, F kümesinde öyle bir a�1 eleman¬vard¬r ki, a � a�1 = 1

eşitli¼gini sa¼glar.

Tan¬m 1.2.9. V boş olmayan bir küme ve F bir cisim olsun. + : V � V ! V ve

� : F �V ! V iki fonksiyon olmak üzere (V; F;+; �) cebirsel yap¬s¬aşa¼g¬daki şartlar¬

sa¼gl¬yorsa, V kümesine F cismi üzerinde bir vektör uzay¬d¬r denir.

V1) Her x; y 2 V için x+ y = y + x dir.

V2) Her x; y; z 2 V için (x+ y) + z = x+ (y + z) dir.

V3) Her x 2 V için x+ � = x olacak şekilde V de bir tek � eleman¬vard¬r.

V4) Her x 2 V eleman¬için, x+ y = � eşitli¼gini sa¼glayan V de bir tek y eleman¬

vard¬r.

V5) Her a; b 2 F ve her x 2 V için a � (b � x) = (a � b) � x dir.

V6) Her a; b 2 F ve her x 2 V için (a+ b) � x = a � x+ b � x dir.

V7) Her a 2 F ve her x; y 2 V için a � (x+ y) = a � x+ a � y dir.

V8) Her x 2 V için 1 � x = x dir. (1 cismin birim eleman¬)

Tan¬m 1.2.10. S; 0 ve 1 ile gösterilem iki eleman¬da içinde bulunduran bir küme

olsun. T de S üzerinde

T1) her a; b; c 2 S için T (0; b; c) = T (a; 0; c) = c;

T2) her a 2 S için T (a; 1; 0) = T (1; a; 0) = a;

T3) verilen a; b; c 2 S için T (a; b; x) = c olacak biçimde bir tek x 2 S vard¬r,

T4) a 6= c olmak üzere verilen a; b; c; d 2 S için T (a; x; b) = T (c; x; d) olacak

biçimde bir tek x 2 S vard¬r,

T5) a 6= c olmak üzere verilen a; b; c; d 2 S için T (x; a; y) = b ve T (x; c; y) = d

olacak biçimde bir tek (x; y) 2 S2 vard¬r,
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koşullar¬n¬gerçekleyen bir üçlü işlemse (S; T ) ikilisine üçlü halka denir ( Kaya,

2005).

Tan¬m 1.2.11. Herhangi bir (S;+; :) sistemi e¼ger bir (S; T ) lineer üçlü halkas¬ndan

T : S � S �! S

(1; a; b) �! a+ b ve

(a; b; 0) �! ab ile elde edilen cebirsel yap¬ysa buna düzlemsel halka denir.

Tan¬m 1.2.12. Çarpma işlemi birleşmeli olan herhangi (S; T ) sol yar¬cismine, yani,

(1) T lineer,

(2) (S; T ) bir de¼gişimli grup ve (S � f0g ; :) bir grup,

(3) Her a; b; c 2 S için a (b+ c) = ab+ac; özelliklerine sahip (S; T ) üçlü halkas¬na

sol yaklaş¬k cisim denir. Benzer olarak çarpma işlemi birleşimli olan herhangi sa¼g

yar¬cisme sa¼g yaklaş¬k cisim denir

1.2.2. Projektif Uzay Kavramlar¬

Tan¬m 1.2.13. V bir vektör uzay¬ D(V ) de V nin alt uzaylar¬n¬n bir

kolleksiyonu ve � da bu alt uzaylar aras¬nda bir üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬

olsun. D(V ) ve D(V ) üzerinde tan¬mlanan üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla

tan¬mlanan PG(V ) = (D(V ); �) geometrik yap¬s¬na projektif uzay denir. U ve U 0

alt uzaylar¬V nin altuzaylar¬olsun. E¼ger U � U 0 veya U 0 � U şartlar¬ndan biri

sa¼glan¬yorsa U ve U 0 birbirinin üzerindedir denir ve U �U 0 ile gösterilir (Kujken vd.

, 1999).

Tan¬m 1.2.14. V bir vektör uzay¬ve V nin bir alt uzay¬U olsun. U alt uzay¬n¬n

boyutu taban¬ndaki vektör say¬s¬na eşittir ve boy(U) ile gösterilir. U alt uzay¬n¬n

projektif boyutu da U nun boyutunun bir eksi¼gidir ve pboy(U) = boy(U) � 1 ile

gösterilir (Kujken vd. , 1999).

V bir vektör uzay¬ve V nin alt uzaylar¬n¬n projektif boyutu i olsun;

i = 0 olan alt uzaylara projektif noktalar,

i = 1 olan alt uzaylara projektif do¼grular,



5

i = 2 olan alt uzaylara projektif düzlemler,

i = 3 olan alt uzaylara projektif uzaylar denilir.

Tan¬m 1.2.15. n-boyutlu projektif uzayda boyutu n � 1 olan alt uzaylar

hiperdüzlem olarak adland¬r¬l¬r (Casse, 2006).

Sonlu boyutlu bir projektif uzayda bütün do¼grular eşit say¬da nokta içerir ve

projektif uzay¬n mertebesi herhangi bir do¼grusu üzerindeki nokta say¬s¬n¬n bir

eksi¼gidir. E¼ger q mertebeli sonlu bir cisim üzerindeki projektif uzaylar üzerinde

çal¬̧s¬rsak, bir do¼gru üzerindeki noktalar¬n say¬s¬ q + 1 e eşittir, böylece projektif

uzay¬n mertebesi q olacakt¬r. q mertebeli bir cisim üzerindeki n-boyutlu projektif

uzay PG(n; q) ile gösterilir.
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1.2.3. Projektif Düzlem Kavramlar¬

Tan¬m 1.2.16. Biri noktalardan di¼geri do¼grulardan oluşan ayr¬k N ve D kümeleri

ile N� D üzerinde bir � ba¼g¬nt¬s¬ndan meydana gelen (N ,D; �) üçlüsüne bir

geometrik yap¬denir. N nin elemanlar¬A;B;C; :::; X; Y; Z; ::: gibi büyük har�erle,

D nin elemanlar¬a; b; c; :::; x; y; z; ::: gibi küçük har�erle gösterilir.

N1; N2, N3; ::: 2 N noktalar¬için Ni � d; i = 1; 2; 3; ::: olacak şekilde bir d 2 D

varsa, yani bu noktalar¬n hepsi ayn¬do¼gru üzerinde ise bunlara do¼grudaş noktalar

denir.

d1; d2; d3; ::: 2 D do¼grular¬ için N � di, i = 1; 2; 3; ::: olacak şekilde bir

N 2 N varsa, yani bu do¼grular¬n hepsi ayn¬noktadan geçerlerse bunlara noktadaş

do¼grular denir.

d1; d2 2 D ve d1 6= d2 olsun. E¼ger N � d1 ve N � d2 olacak şekilde hiçbir N 2 N

noktas¬yoksa d1ve d2 ye paralel do¼grular denir ve d1 k d2 ile gösterilir. Buna

karş¬n d1 k d2 de¼gilse d1 , d2 ile gösterilir (Kaya, 2005).

Tan¬m 1.2.17. ( A�n Düzlem) N ve D elemanlar¬s¬ras¬ile noktalar ve do¼grular

olan ve N \ D = ? özelli¼gine sahip iki küme � da N � D kümesinde tan¬mlanan bir

üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬(yani � � N � D) olmak üzere aşa¼g¬da verilen A1, A2

ve A3 aksiyomlar¬n¬gerçekleyen (N ,D; �) sistemine bir a�n düzlem denir (Kaya,

2005).

A1) Farkl¬iki noktadan bir tek do¼gru geçer.

A2) Bir do¼gruya d¬̧s¬ndaki bir noktadan bir tek paralel do¼gru çizilebilir.

A3) Do¼grudaş olmayan üç nokta vard¬r.

Teorem 1.2.18. Verilen her F cismi için nokta ve do¼grular¬bu cismin elemanlar¬yla

cebirsel olarak belirtilebilen bir a�n düzlem vard¬r (Kaya, 2005). (Bu düzlem A2F

ile gösterilir.)

Örnek 1.2.19. Öklid düzlemi bir a�n düzlemdir. Çünkü "Verilen her F cismi

için nokta ve do¼grular¬bu cismin elemanlar¬yla cebirsel olarak belirtilebilen bir a�n

düzlem vard¬r." teoreminde F cismi yerine gerçel say¬lar cismi R al¬nd¬¼g¬nda Öklid
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düzleminin analitik gösterimi bulunmaktad¬r. Gerçek a�n düzlem ad¬yla da an¬lan

bu düzlem A2R ile gösterilir (Kaya, 2005).

Teorem 1.2.20. Her sonlu A düzlemi için aşa¼g¬daki koşullara uyan n � 2 tamsay¬s¬

vard¬r (Kaya, 2005). Bu tamsay¬ya A n¬n mertebesi denir.

(1) A n¬n her do¼grusu üzerinde tam olarak n tane nokta bulunur.

(2) A n¬n her noktas¬tam olarak n+ 1 tane do¼gru üzerindedir.

(3) A daki noktalar¬n toplam say¬s¬n2 dir.

(4) A daki do¼grular¬n tam say¬s¬n2 + n dir.

Örnek 1.2.21. N = fA;B;C;Dg, D = fAB;AC;AD;BC;BD;CDgve � =2

olmak üzere (N ;D,�) sistemi bir a�n düzlemdir. Bu en küçük a�n düzlemdir

(Kaya, 2005).

A1) A ve D farkl¬iki nokta çiftini ele alal¬m. A ve D noktalar¬ndan geçen bir tek

AD do¼grusu vard¬r. A ve D noktalar¬ndan geçen başka bir do¼gru bulmak mümkün

de¼gildir. Bu durum di¼ger farkl¬nokta çiftleri içinde geçerlidir. O halde bu düzlemde

farkl¬iki noktadan bir tek do¼gru geçer.

A2) D noktas¬ ve BC do¼grusunu ele alal¬m. D noktas¬ndan geçen ve BC

do¼grusuna paralel olan AD do¼grusundan başka bir do¼gru çizilemez. Di¼ger nokta

ve do¼grular içinde bu durum geçerlidir. O halde bu düzlemde bir do¼gruya d¬̧s¬ndaki

bir noktadan tek bir paralel do¼gru çizilir. Di¼ger yandan bu düzlemde AC k BD dir.

A3) B;D ve C noktalar¬do¼grudaş olmayan üç noktad¬r.

Buradan şu sonuçlara var¬l¬r:

Dört noktal¬bir a�n düzlem vard¬r ve bu en küçük a�n düzlemdir. En küçük

a�n düzlemin mertebesi 2 dir. Bir a�n düzlemde bir nokta en az üç do¼gru üzerinde

bulunur.
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Şekil 1.1. A�n düzlem

Teorem 1.2.22. F herhangi bir cisim olsun. Bu F cismi yard¬m¬yla analitik olarak

tan¬mlanan

N =F � F = f(x; y) : x; y 2 Fg

D = f[m; b] : m; b 2 Fg [ f[a] : a 2 Fg

ve üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬

(x; y) � [m; b], y = mx+ b

(x; y) � [a], x = a

ile verilen (N , D,�) sistemi bir a�n düzlemdir (Kaya, 2005).

F = GF (pr) sonlu cisimleri yard¬m¬yla tan¬mlanan sonlu a�n düzlemler vard¬r

(Kaya, 2005).

Örnek 1.2.23. F = GF (3) olmak üzere A2F düzleminin noktalar¬( karş¬lar¬nda

da üzerinde bulunduklar¬do¼grular gösterilmiş biçimde ) şunlard¬r (Kaya, 2005).

(0; 0) : [0; 0]; [1; 0]; [2; 0]; [0]

(0; 1) : [0; 1]; [1; 1]; [2; 1]; [0]

(0; 2) : [0; 2]; [1; 2]; [2; 2]; [0]

(1; 0) : [0; 0]; [1; 2]; [2; 1]; [1]

(1; 1) : [0; 1]; [1; 0]; [2; 2]; [1]

(1; 2) : [0; 2]; [1; 1]; [2; 0]; [1]

(2; 0) : [0; 0]; [1; 1]; [2; 2]; [2]

(2; 1) : [0; 1]; [1; 2]; [2; 0]; [2]

(2; 2) : [0; 2]; [1; 0]; [2; 1]; [2]
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A1) (0; 0) ve (0; 1) farkl¬iki nokta çiftini ele alal¬m. (0; 0) ve (0; 1) noktalar¬ndan

geçen bir tek [0] do¼grusu vard¬r. (0; 0) ve (0; 1) noktalar¬ndan geçen başka bir do¼gru

bulmak mümkün de¼gildir. Bu durum di¼ger farkl¬nokta çiftleri içinde geçerlidir. O

halde bu düzlemde farkl¬iki noktadan bir tek do¼gru geçer.

A2) (0; 0) noktas¬ve [1; 1] do¼grusunu ele alal¬m. (0; 0) noktas¬ndan geçen ve [1; 1]

do¼grusuna paralel olan [1; 2] do¼grusundan başka bir do¼gru çizilemez. Di¼ger nokta

ve do¼grular içinde bu durum geçerlidir. O halde bu düzlemde bir do¼gruya d¬̧s¬ndaki

bir noktadan tek bir paralel do¼gru çizilir.

A3) (0; 0); (0; 1) ve (1; 0) noktalar¬do¼grudaş olmayan üç noktad¬r.

Tan¬m 1.2.24. (Projektif Düzlem) N ve D elemanlar¬ s¬ras¬ ile noktalar ve

do¼grular olan ayr¬k iki küme (yani N \ D = ? özelli¼gine sahip iki küme) ve � da

N � D kümesinde tan¬mlanan bir üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬(yani � � N � D)

olmak üzere aşa¼g¬da verilen P1, P2 ve P3 aksiyomlar¬n¬ gerçekleyen (N ,D; �)

sistemine bir projektif düzlem denir (Kaya, 2005).

P1: Her M; N 2 N , M 6= N için M � d ve N � d olacak şekilde bir tek d 2 D

do¼grusu vard¬r. Yani farkl¬iki nokta bir tek do¼gru belirtir.

P2: Her c; d 2 D, için N � c ve N � d olacak şekilde en az bir N 2 N noktas¬

vard¬r. Yani iki do¼grunun en az bir ortak noktas¬vard¬r.

P3: Herhangi üçü do¼grudaş olmayan dört nokta vard¬r.

Teorem 1.2.25. Bir P = (N ;D; �) projektif düzleminde farkl¬ iki do¼gru tek bir

noktada kesişir (Kaya, 2005).

Teorem 1.2.26. Her sonlu P = (N ;D; �) projektif düzlemi için aşa¼g¬daki koşullara

uyan bir n � 2 pozitif tam say¬s¬vard¬r (Kaya, 2005). Bu tam say¬ya ilgili projektif

düzlemin mertebesi denir.

(1) P nin her do¼grusu üzerinde tam olarak n+ 1 tane nokta bulunur.

(2) P nin her noktas¬tam olarak n+ 1 tane do¼gru üzerindedir.

(3) P deki noktalar¬n toplam say¬s¬n2 + n+ 1 dir.

(4) P deki do¼grular¬n tam say¬s¬n2 + n+ 1 dir.
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Tan¬m 1.2.27. S bir projektif düzleme ilişkin herhangi bir ifade olsun. S de

"nokta" yerine "do¼gru" ve "do¼gru" yerine "nokta" koyarak bulunan yeni ifadeye

S nin dual ifadesi denir ve bu S� ile gösterilir.

Bu tan¬mdan hemen şu ç¬kar: birbirlerinin duali olan nokta ve do¼gru

kavramlar¬ndan başka aşa¼g¬da yanyana yaz¬lan kavramlar birbirlerinin duali olup

dual ifade bulunurken onlar¬nda yer de¼giştirmeleri gerekir (Kaya, 2005).

noktadaş � do¼grudaş

_; birleşme � ^; kesişme

:::üzerinde bulunur � :::dan geçer

Teorem 1.2.28. ( Projektif düzlemlerde duallik ilkesi ) Bir projektif düzleme

ilişkin her teoremin ifadesinin duali de bir başka teoremin ifadesidir (Kaya, 2005).

Sonuç 1.2.29. E¼ger P = (N ;D; �) bir projektif düzlemse P� = (D;N ; ��1) de bir

projektif düzlemdir. P� a, P nin dual projektif düzlemi denir (Kaya, 2005).

Teorem 1.2.30. Verilen her F cismi için nokta ve do¼grular¬bu cismin elemanlar¬yla

cebirsel olarak belirlenebilen bir projektif düzlem vard¬r.

F herhangi bir cisim olsun.

N = f(x1; x2; x3) : x1; x2; x3 2 F; (x1; x2; x3) 6= (0; 0; 0); (x1; x2; x3) � �(x1; x2; x3);

� 2 F; � 6= 0g

D = f[a1; a2; a3] : a1; a2; a3 2 F; (a1; a2; a3) 6= (0; 0; 0); (a1; a2; a3) � �(a1; a2; a3);

� 2 F; � 6= 0g

(x1; x2; x3) � [a1; a2; a3], a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0 olmak üzere

(N ,D; �) sistemi bir projektif düzlemdir. F cismi yard¬m¬yla tan¬mlanan bu

projektif düzlemlere cisim düzlemleri denir ve genel olarak P2F ile gösterilir. Özel

olarak F = R; C ve Q cisimleri için P2R gerçel projektif düzlem, P2C kompleks

projektif düzlem, P2Q rasyonel projektif düzlem olarak adland¬r¬l¬r. Bunlardan

özellikle P2R düzlemi düzlemler teorisinin en önemli ve iyi bilinen örne¼gidir (Kaya,

2005). Yukar¬daki teoremlerden sonlu cisim düzlemlerine ili̧skin şu sonuç hemen

verilebilir.
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Sonuç 1.2.31. r pozitif bir tam say¬ p de bir asal say¬ olmak üzere pr elemanl¬

GF (pr) cismi var oldu¼gu için bu cismin elemanlar¬ndan homogen koordinatlarla

belirtilen düzlemde

(pr)3�1
pr�1 = (pr)2 + pr + 1

nokta vard¬r. Bu da düzlemin mertebesinin pr oldu¼gunu gösterir. Yani her r pozitif

tam say¬s¬ve her p asal say¬s¬için mertebesi n = pr olan sonlu bir projektif düzlem

vard¬r. Buna karş¬n cisimler yard¬m¬yla elde edilen bir çok projektif düzlem vard¬r.

Üstelik cisimler yard¬m¬yla elde edilmemiş olsalar bile bilinen bütün sonlu projektif

düzlemlerin mertebeleri pr biçiminde yaz¬labilen pozitif tam say¬lard¬r (Kaya, 2005).

Tan¬m 1.2.32. A;B;C;D hepsi ayn¬projektif düzlemde bulunan ve herhangi üçü

do¼grudaş olmayan dört nokta olsun. Bu noktalar¬ ikişer ikişer birleştiren

do¼grular¬n çizilmesi ve bulunan do¼grular¬n ikişer ikişer kesiştirilmesiyle elde edilen

alt¬do¼gru ve yedi noktadan oluşan bir kon�gürasyona tamdörtgen denir. Ayr¬ca

A;B;C;D noktalar¬na tamdörtgenin köşeleri, AB ve CD;AC ve BD;BC ve AD

do¼gru ikililerine tamdörtgenin karş¬l¬kl¬ kenarlar¬, karş¬l¬kl¬ kenarlar¬n kesişme

noktalar¬na, yani U = AB \ CD, V = AC \ BD, W = AD \ BC noktalar¬na

tamdörtgenin köşegen noktalar¬denir.

Tan¬m 1.2.33. ·Içindeki bütün tamdörtgenlerin köşegen noktalar¬ do¼grudaş olan

projektif düzleme Fano düzlemi denir.

En küçük projektif düzlemde 7 nokta ve 7 do¼gru vard¬r.

N = f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6g

D = fd1; d2; d3; d4; d5; d6; d7g

ve
d1 = f3; 4; 6g ; d2 = f1; 5; 6g ; d3 = f0; 6; 2g ; d4 = f0; 4; 5g

d5 = f0; 1; 3g ; d6 = f2; 3; 5g ; d7 = f1; 2; 4g

olsun.



12

Şekil 1.2. Fano düzlemi

P1) 4 ve 6 farkl¬iki nokta çiftini ele alal¬m. 4 ve 6 dan geçen bir tek d1 do¼grusu

vard¬r. 4 ve 6 noktalar¬ndan geçen başka bir do¼gru bulmak mümkün de¼gildir. Bu

durum di¼ger farkl¬nokta çiftleri içinde geçerlidir. O halde bu düzlemde farkl¬ iki

noktadan tek bir do¼gru geçer.

P2) d1 ve d2 do¼grular¬n¬ele alal¬m. Bu iki do¼grunun tek bir ortak noktas¬vard¬r.

Bu da 6 d¬r. Di¼ger do¼gru çiftlerinin de benzer şekilde tek bir ortak noktas¬vard¬r.

O halde bu düzlemde farkl¬iki do¼grunun bir tek ortak noktas¬vard¬r.

P3) 1; 2; 3 ve 6 noktalar¬herhangi üçü do¼grudaş olmayan dört noktad¬r.

Fano Aksiyomu: Kapsad¬¼g¬herbir tamdörtgenin köşegen noktalar¬do¼grudaş

olmayan noktalard¬r.

Tan¬m 1.2.34. P= (N ;D ; �) ve P0= (N 0;D0; �0) iki projektif düzlem olsun. E¼ger

N p � N ve her d0 2 D do¼grusu için d0 = d \ N 0 olacak biçimde bir d 2 D do¼grusu

varsa P0 ye P nin projektif altdüzlemi denir. E¼ger P0 6= P ise P0 ye P nin projektif

öz altdüzlemi denir.

Teorem 1.2.35. P, mertebesi n olan sonlu bir projektif düzlem ve P0 de P nin,

mertebesi m olan bir projektif öz altdüzlemi olsun. E¼ger P nin her do¼grusu P0 nün

bir noktas¬n¬kapsarsa n = m2, aksi halde n � m2 +m dir.

Teorem 1.2.36. (P4 Dezarg Teoremi) ·Iki üçgenin karş¬l¬kl¬köşelerini birleştiren

do¼grular noktadaşsa, bunlar¬n karş¬l¬kl¬kenarlar¬n¬n arakesit noktalar¬do¼grudaşt¬r.
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Tan¬m 1.2.37. Bir a�n düzleme bir tak¬m yeni noktalar ve bütün bu yeni

noktalar¬üzerinde bulunduran tek bir do¼gru katarak bir projektif düzlemin nas¬l elde

edildi¼gini görelim. A�n düzleme kat¬lacak do¼gruya ideal do¼gru ya da

sonsuzdaki do¼gru, yeni noktalar¬n her birine de ideal nokta ya da sonsuzdaki

nokta denir. Buradaki sonsuz deyimi biraz sonra anlaş¬laca¼g¬gibi (gerçel düzlem

ve bir kaç hal hariç) uzakl¬kla ilgili de¼gildir. A = (N ;D; �) bir a�n düzlem olsun.

Bu düzlemde birbirine paralel olan bütün do¼grular kümesine bir paralel do¼gru

demeti denir. Düzlemde her bir demet için bu demetin tüm do¼grular¬n¬n üzerinde

bulunan ama N de bulunmayan yeni bir nokta göz önüne alal¬m. Böylece düzleme

her do¼grultuda yeni bir (ideal) nokta kat¬lm¬̧s olur. A�n düzleme ideal noktalar

kat¬l¬rken A n¬n her d do¼grusu bir nokta ile genişletildi. d do¼grusu ve d ye paralel

tüm do¼grular üzerine koyulan bu ideal nokta D1 ile gösterilir. Tüm ideal noktalar¬n

üzerinde bulundu¼gu ideal do¼gruyu da d1 ile göstererek A ya katal¬m. Böylece A

daki � ba¼g¬nt¬s¬da biraz genişletilerek (ki bu şimdilik � ile gösterilir) bir (N p;Dp; �)

sistemi elde edilir. Buna A n¬n tamamlanm¬̧s¬denir (Kaya, 2005).

Teorem 1.2.38. Her a�n düzlemin tamamlanm¬̧s¬bir projektif düzlemdir (Kaya,

2005).

Teorem 1.2.39. Bir projektif düzlemden herhangi bir do¼gru ve üzerinde bulunan

tüm noktalar ç¬kar¬l¬rsa geriye kalan geometrik yap¬bir a�n düzlemdir (Kaya, 2005).

Tan¬m 1.2.40. P ve Pp herhangi iki projektif düzlem olsun. P den Pp ye P nin

noktalar¬n¬ Pp nin noktalar¬na, P nin do¼grular¬n¬ Pp nin do¼grular¬na dönüştüren

ve üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬n¬koruyan bire-bir ve örten bir fonksiyon varsa bu

projektif (a�n) düzlemler izomorftur denir; bu fonksiyona da P den Pp ye giden

bir izomor�zm denir (Kaya, 2005).

Teorem 1.2.41. A2F a�n düzleminin tamamlanm¬̧s¬ P2F projektif düzlemine

izomorftur (Kaya, 2005).

Sonuç 1.2.42. A2F a�n düzlemi P2F projektif düzleminden [0; 0; 1] do¼grusu ve

(x1; x2; 0) noktalar¬n¬n ç¬kar¬lmas¬yla elde edilen yap¬ya izomorftur (Kaya, 2005).
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Özel olarak P2R den x3 = 0 özelli¼gine sahip noktalar ve [0; 0; 1] do¼grusu at¬larak

A2R Öklid düzlemi (gerçel a�n düzlem ) bulunur veya A2R a�n düzlemine ideal

do¼gru ve noktalar¬n¬n kat¬lmas¬yla P2R gerçel projektif düzlemi elde edilir. Dolay¬s¬yla

Öklid düzlemin noktalar¬ x1; x2 2 R olmak üzere (x1; x2; 1) biçiminde homogen

koordinatlarla belirtilebilir. Öklid düzlemin do¼grular¬da ai 2 R; i = 1; 2; 3 olmak

üzere a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0 denklemiyle belirtilebilir.

P2R projektif düzlemi, Öklid düzleminin geni̧sletilmesidir (Kaya, 2005).

1.2.4. Ark ·Ile ·Ilgili Kavramlar

Tan¬m 1.2.43. PG(2; q) da herhangi üçü do¼grudaş olmayan k noktal¬küme k�ark

olarak adland¬r¬l¬r (Casse, 2006).

Tan¬m 1.2.44. Projektif düzlemin her do¼grusu k�ark¬ en çok n tane noktada

kesiyorsa bu ark fk;ng�ark denir (Hoadley, 2003).

Örnek 1.2.45. 2:mertebeden en küçük projektif düzlem olan Fano düzleminin

herhangi üçü do¼grudaş olmayan en çok 4 noktas¬vard¬r. Bu yüzden Fano düzlemi

4�ark içerir. Şekil.1.3. te Fano düzleminin noktalar¬n¬n f0; 1; 2; 5g kümesi bir 4�ark

belirtir.

Şekil 1.3. Fano düzleminde 4-ark

Tan¬m 1.2.46. PG(2; q) da bir fk;ng�ark ile m noktada kesişen do¼gru m�sekant

olarak adland¬r¬l¬r (Hoadley,2003).
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Teorem 1.2.47. (Tallini Scafati) PG(2; q) bir projektif düzlemdeK bir fk;ng�ark

ise k � (q + 1)(n� 1) + 1 eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Hoadley,2003).

·Ispat: P , K n¬n herhangi bir noktas¬ olsun. Bu durumda P noktas¬ndan

geçen projektif düzlemin (q + 1) tane do¼grusu geçer. Bu do¼grular K y¬en çok P

hariç (n� 1) noktada keserler. Dolay¬s¬yla (q + 1) do¼grunun herbirinin üzerinde

K ya ait P noktas¬ hariç en çok (n� 1) nokta vard¬r. P noktas¬ da kat¬l¬rsa

k � (q + 1)(n� 1) + 1 elde edilir.

Örnek 1.2.48. Fano düzlemi 2: mertebeden bir projektif düzlem oldu¼gundan q = 2

dir. Örnek 1.2.44. de 4�ark örne¼gi verildi. Şekil 1.3. de görüldü¼gü gibi Fano

düzleminde herhangi bir noktadan 3 do¼gru geçer ve herhangi üçü do¼grudaş olmayan

k noktal¬kümeyi en çok 2 noktada keser. Bu durumda Fano düzleminden n = 2

dir. k � (q + 1)(n� 1) + 1 eşitsizli¼ginde yerine konulursa k � 3 � 1 + 1 = 4 sa¼glan¬r.

Böylece Fano düzlemi bir f4; 2g�ark içerir. Yani Fano düzleminde bir ark en çok 4

noktaya sahiptir.

Tan¬m 1.2.49. K, q:mertebeden bir projektif düzlemde bir fk;ng�ark olsun. E¼ger

K, k = (q + 1) (n� 1) + 1 eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa K maksimal ark olarak isimlendirilir

(Hoadley,2003).

Örnek 1.2.50. Fano düzlemindeki f4; 2g�arklar maksimal arklard¬r. Şekil 1.3.

Fano düzleminin noktalar¬n¬n f0; 1; 2; 5g kümesi bir maksimal arkt¬r.

Teorem 1.2.51. K, q: mertebeden bir projektif düzlemde fk;ng bir maksimal ark

ise, her do¼gru K y¬ya hiç kesmez yada n tane noktada keser (Hoadley,2003).

·Ispat: K, q: mertebeden bir projektif düzlemde bir maksimal ark fk;ng ark

olsun. Herhangi bir l do¼grusunun K y¬m nin 1 � m � n aral¬¼g¬nda m noktada

kesti¼gini farzedelim. P , K ark¬nda ve l do¼grusu üzerinde olan bir nokta olsun. P den

geçen q+1 do¼grusu oldu¼gundan P noktas¬l nin d¬̧s¬nda q tane do¼gru üzerindedir. Bu

q tane do¼gru K n¬n P hariç n�1 tane noktas¬n¬içerir. Böylece K n¬n içerdi¼gi nokta

say¬s¬için k � m+ q (n� 1) < n+ q (n� 1) eşitsizli¼gi geçerlidir ve K bir maksimal
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ark de¼gildir. K, q:mertebeden bir projektif düzlemde maksimal fk;ng ark¬n¬n bütün

do¼grular¬K ile ya hiç kesi̧smez ya da n tane noktas¬nda kesi̧sir, 2 � n � q eşitsizli¼gi

sa¼glan¬r ve k = q (n� 1) + n d¬r (Hoadley,2003).

Tan¬m 1.2.52. K , q: mertebeden bir projektif düzlemde fk;ng-ark olsun.

Projektif düzlemin bir do¼grusu bir k-ark¬bir noktada kesiyorsa tanjant do¼gru, iki

noktada kesiyorsa sekant do¼gru, hiç kesişmiyorsa harici (d¬̧ssal) do¼gru olarak

isimlendirilir. n ye fk;ng-ark¬n derecesi denir (Hoadley,2003).

Teorem 1.2.53. K, q: mertebeden projektif düzlemde n < q için bir maksimal

fq (n� 1) + n;ng�ark olsun.

O zaman K n¬n harici do¼grular kümesi KD bir maksimal fq( q�n+1
n
); q
n
g�arkt¬r

(Maes,2011).

Tan¬m 1.2.54. q: mertebeden projektif düzlemde bir k�ark, (k + 1)�ark

taraf¬ndan oluşmuyorsa bu arka bütün(tam) bir ark denir. Bir k�ark¬n¬n sahip

olabilece¼gi nokta e¼ger; q çiftse (q + 2); e¼ger q tekse(q + 1)�dir. (q + 1)�arka oval ve

(q + 2)�arka da hiperoval denir (Marshall,2010). q: mertebeden projektif düzlemin

bütün do¼grular¬ hiperovaller ile ya hiç kesişmez yada iki noktada kesişir. Sonuç

olarak, hiperovaller maksimal fq + 2; 2g�arklard¬r.

Teorem 1.2.55. (Barlotti) E¼ger K, q: mertebeden bir � projektif düzlemde bir

fq (n� 1) + n� 1;ng ark ise tam(bütün) bir ark de¼gildir ve bir maksimal

fq (n� 1) + n� 1;ng-arka bir tek yolla tamamlanabilir (Maes,2011).

Teorem 1.2.56. q: mertebeden bir projektif düzlemde K1 ve K2, n: dereceden iki

maksimal ark olsun. K1 ve K2 deki nokta say¬s¬k = q (n� 1) + n iken

jK1 \K2j > k � (q � q
n
+ 1) ise K1 = K2 dir.

Teorem 1.2.57. (Tallini Scafati) K; q: mertebeden � projektif düzlemindeki k

noktal¬küme olsun. 0 � i � q+1 aral¬¼g¬ndaki her i için, � nin K y¬i tane noktada

kesen do¼grular¬n say¬s¬ti olsun.
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O zaman

P
ti

0<i<q+1

= q2 + q + 1P
iti

1<i<q+1

= k(q + 1)P
i(i� 1)ti
2�i�q+1

= k(k � 1)

dir (Hirschfeld, 1998).

1.3. Projektif Düzlemin Koordinatlanmas¬

Her projektif düzlem, uygun bir S kümesinin elemanlar¬yla koordinatlanabilir.

Tan¬m 1.3.1. P, mertebesi n olan sonlu bir projektif düzlem, S de 0 ve 1 ile

gösterilen iki özel eleman¬bulunan ve kardinalitesi n � 2 olan bir küme olsun. P de

herhangi üçü do¼grudaş olmayanO;E;U; V noktalar¬ndan oluşan, seçimli fO;E;U; V g

koordinatlama dörtgeni ve S kümesini kullanarak P nin noktalar¬n¬, do¼grular¬n¬ve

üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬n¬belirleyelim.

1.3.1. Noktalar¬n Koordinatlanmas¬

Şekil 1.4. Noktalar¬n Koordinatlanmas¬
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OE do¼grusu üzerinde OE \ UV den başka herbir noktaya S2 nin (a; a)

biçiminde birtek eleman¬n¬eşleyelim. Özel olarak O = (0; 0) ; E = (1; 1) olsun.

UV do¼grusu üzerinde bulunmayan seçimli herbir N noktas¬ için e¼ger,

NU \ OE = (b; b) ve NV \ OE = (a; a) ise N = (a; b) diyelim.

Özel olarak, OU do¼grusu üzerindeki noktalar (a; 0) ve OV do¼grusu üzerindeki

noktalar (0; b) biçiminde koordinatlara sahip olur. UV nin [(0; 0) [ (1;m)] \ UV

noktas¬na (m) koordinat¬n¬ verelim. Buna göre U = [(0; 0) [ (1; 0)] \ UV

oldu¼gundan U = (0) d¬r.

OE \UV = [(0; 0) [ (1; 1)]\UV olup, OE \UV = (1) dir. 1 =2 S olmak üzere

UV nin V noktas¬için V = (1) olsun. (bkz. Şekil 1.4.)

1.3.2. Do¼grular¬n Koordinatlanmas¬

V = (1) noktas¬ndan geçmeyen ve dolay¬s¬yla UV ile bir (m) ortak noktas¬na ve

OV ile bir (0; k) ortak noktas¬na sahip olan do¼gruya [m; k] koordinat¬n¬; V = (1)

dan geçen ve OU = [0; 0] do¼grusuyla bir (k; 0) ortak noktas¬na sahip olan do¼gruya

[k] koordinat¬n¬ve UV do¼grusuna da [1] koordinat¬n¬tayin edelim.

Şekil 1.5. Do¼grular¬n Koordinatlanmas¬
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Burada dikkat edilmesi gereken önemli bir husus,bu koordinatlaman¬n seçilen

fO;E;U; V g dörtgenine ba¼gl¬olmas¬d¬r.

1.3.3. Üzerinde Bulunma Ba¼g¬nt¬s¬

Her m; k; x; y 2 S için,

(1) � [1] ; (1) � [k] ; (1)ø[m; k]

(x) � [1] ; (x)ø[k] ; (x)ø[m; k] () x = m

(x; y)ø[1] ; (x; y) � [k] () x = k; (x; y) � [m; k] () y = T (m;x; k)

S kümesi ve �T : S3 ! S 3 T (m;x; k) = y () (x; y) � [m; k]�olacak biçimde

T üçlü i̧sleminin birlikte düşünülmesiyle baz¬kavramlar tan¬mlanabilir.

Buraya kadar kullan¬lan tan¬m ve kavramlar (Kaya, 2005) den al¬nm¬̧st¬r.

1.4. Dokuzuncu Mertebeden 4 Farkl¬Projektif Düzlem

Dokuzuncu mertebeden dört farkl¬profektif düzlem bilinmektedir. Bunlar Dezarg

düzlemi, Sol yaklaş¬k cisim düzlemi, Sa¼g yaklaş¬k cisim düzlemi ve Hughes

düzlemidir. Aşa¼g¬da bu düzlemlerin cebirsel yap¬lar¬üzerinde k¬saca durulacakt¬r.

S = f0; 1; 2; a; b; c; d; e; fg olsun ve S üzerindeki � i̧slemi F = GF (9)

cisminin toplama i̧slemi olarak al¬ns¬n. Burada b = a + 1; c = a + 2; d = a + a;

e = d+ 1; f = d+ 2 ve 1 + 2 = a+ d = 0 d¬r. S üzerindeki 
 i̧slemi aşa¼g¬da verilen

Çizelge 1.1. deki gibi tan¬mlans¬n.
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Çizelge 1.1. GF (9) cisminde
 ·I̧slemi


 0 1 2 a b c d e f

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 a b c d e f

2 0 2 1 d f e a c b

a 0 a d 2 e b 1 f c

b 0 b f c 2 d e a 1

c 0 c e f a 2 b 1 d

d 0 d a 1 c f 2 b e

e 0 e c b d 1 f 2 a

f 0 f b e 1 a c d 2

(S;�;
) bir sa¼g yaklaş¬k cisimdir. Bu yaklaş¬k cisim S (9) ile gösterilir.

1.4.1. Sa¼g Yaklaş¬k Cisim Düzlemi

Cebirsel yap¬s¬9. mertebeden bir sa¼g yaklaş¬k cisim olan projektif düzlem aşa¼g¬daki

gibi inşa edilir:

N = f(x; y; 1) : x; y 2 Sg [ f(1; x; 0) : x 2 Sg [ f(0; 1; 0)g noktalar kümesi,

D = f[m; 1; k] : m; k 2 Sg [ f[1; 0; k] : k 2 Sg [ f[0; 0; 1]g do¼grular kümesi ve

� : (x; y; z) � [m;n; k] () xm + yn + zk = 0 üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬

olmak üzere P= (N ;D ; �) düzleminin bir projektif düzlem oldu¼gu bilinmektedir

(Stevensen, 1972).

S (9) yard¬m¬yla kurulan 9. mertebeden projektif düzlem �s (9) ile gösterilir.

1.4.2. Sol Yaklaş¬k Cisim Düzlemi

Her x; y 2 S (9) için � i̧slemi x � y = y 
 x olarak tan¬mlan¬rsa (S;�; �) bir sol

yaklaş¬k cisimdir. Bu sol yaklaş¬k cisim üzerine kurulan �s (9) un duali olup farkl¬

bir projektif düzlemdir (Stevensen, 1972). Bu projektif düzlem �ds (9) ile gösterilir.



21

1.4.3. Hughes Düzlemi

9. mertebeden di¼ger bir düzlem ise düzlemsel halkas¬ lineer olmayan, bu yüzden

�S (9) ve �dS (9) projektif düzlemlerinden farkl¬ olan �H (9) ile gösterilen Hughes

düzlemidir.

p tek asal say¬ve h pozitif tamsay¬olmak üzere q = ph olsun. q2 mertebeli bir sa¼g

yaklaş¬k cismin varl¬¼g¬ve bu yaklaş¬k cisim üzerine kurulan Hughes düzlemlerinin

elde edili̧si için (Hughes, Piper 1973) ye bak¬labilir.

1.4.4. Dezarg Düzlemi

P4 Dezarg aksiyomunu gerçekleyen bir projektif düzleme Dezarg düzlemi ya da

Dezargsel düzlem denir.

Bu şekilde kurulan P2F cisim düzlemi �s (9) ; �
d
s (9) ve �H (9) düzlemleri 9.

mertebeden bilinen projektif düzlemlerin tamam¬n¬teşkil etmektedir. Bu farkl¬4

projektif düzlem ile ilgili ayr¬nt¬l¬bilgi (Room, K¬rkpatick 1971) de verilmi̧stir.



2. 9. MERTEBEDEN SOL YAKLAŞIK

C·IS·IMDEN ELDE ED·ILEN

PROJEKT·IF DÜZLEM

Bu bölümde bir sol yaklaş¬k cisim üzerinde 9: mertebeden projektif düzlem homogen

koordinatlarla kurulmaktad¬r.

Her projektif düzlem bir kümenin elemanlar¬yla nas¬l koordinatlanabildi¼gi ve

her projektif düzlemin geometrik yap¬s¬na ilaveten bir cebirsel yap¬s¬n¬n var oldu¼gu

bilinmektedir (Kaya,2005).

Bölüm 1 de çarpma i̧slemi birleşimli olan sol yar¬cisim sol yaklaş¬k cisim ve ayn¬

özellikte bir sa¼g yar¬cisim bir sa¼g yaklaş¬k cisim olarak tan¬mlanm¬̧st¬. Hall sistemi

olarak elde edilen birtek sol yaklaş¬k cisim vard¬r. Aşa¼g¬daki teorem bu sol yaklaş¬k

cismi belirtir.

Teorem 2.0.1. Herhangi bir F cisminden elde edilen sol Hall sisteminin çarpma

işleminin birleşimli olmas¬(yani yaklaş¬k cisim olmas¬) için gerek ve yeter şart ya

F = GF (2) yada F = GF (3) ve f (t) = t2 + 1 olmas¬d¬r (Kaya, 2005).

Örnek 2.0.2. Seçkin sol yaklaş¬k cisim: Yukar¬daki teorem gere¼gi F = GF (3)

ve f (t) = t2 + 1 olmak üzere üretilen Hall sistemi ayn¬ zamanda bir

sol yaklaş¬k cisimdir. Bu sol yaklaş¬k cisim bilinen bütün di¼ger sol yaklaş¬k

cisimlerden farkl¬d¬r. Bu farkl¬l¬¼g¬n en ilginci (S � f0g ;�) çarp¬m grubunun iç

yap¬s¬ndan ortaya ç¬kmaktad¬r. Şöyle ki, her x 2 S , x 6= 0; 1;�1 için x2 = �1 dir ve

bu sol yaklaş¬k cisimden başka hiçbir sol yaklaş¬k cisim bu özelli¼gi

sa¼glamaz. x2 = �x biçimindede ifade edilebilecek olan özellik baz¬ geometrik

sonuçlar do¼gurmaktad¬r. Şöyle ki bu yaklaş¬k cismin belirtti¼gi düzlemde öyle bir

22
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f involusyonu vard¬r ki bu involusyon [1] do¼grusunu de¼gişmez b¬rak¬r ama bu

do¼grunun hiçbir noktas¬n¬ de¼gişmez b¬rakmaz. Üstelik bu düzlem her X � [1]

ve f(X) � x geçişkendir. Sa¼g yar¬cisimlerin elde edilişine benzer olarak aşa¼g¬daki

teoremleri hemen verebiliriz (Kaya, 2005).

Teorem 2.0.3. Herhangi bir (S;�;�) sisteminin T (a; b; c) = a:b+ c üçlü işlemiyle

birleştirilmesinden elde edilen (S; T ) ikilisinin bir sa¼g yaklaş¬k cisim olmas¬için gerek

ve yeter koşullar

i:(S; T ) n¬n (birim eleman¬0 olan) bir grup olmas¬,

ii:(S � f0g ;�) n¬n (birim eleman¬1 olan) bir grup olmas¬,

iii:8 x 2 S için x:0 = 0 olmas¬,

iv:8 x; y; z 2 S için (x+ y):z = x:z + y:z olmas¬,

v:a 6= b olmak üzere verilen 8 a; b; c 2 S için xa � xb = c denkleminin bir tek

x 2 S çözümünün bulunmas¬d¬r (Kaya, 2005).

2.1. Dokuz Elemanl¬Bir Sol Yaklaş¬k Cisim

F = f0; 1; 2g ve

Çizelge 2.1. GF (3) cisminde + ve � ·I̧slemleri

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

� 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

olmak üzere (F ;+; :) = GF (3) bir Galois cismidir. Bu cisim yard¬m¬yla oluşturulan

sol yaklaş¬k cisim:

S = fa+ �b j a; b 2 F ; � =2 Fg



24

yani,

S = f0; �; 2�; 1; 1 + 1�; 1 + 2�; 2; 2 + 1�; 2 + 2�g

= f00; 01; 02; 10; 11; 12; 20; 21; 22g

dir. S kümesi üzerinde � ve � i̧slemleri aşa¼g¬daki biçimde tan¬mlans¬n:

(a+ �b)� (c+ �d) = (a+ c) + � (b+ d)

(a+ �b)� (c+ �d) =

8<: ca+ � (da) ; b = 0 iken

ca� db(a2 + 1) + � (cb� da) ; b 6= 0 iken

f (t) = t2 + 1

de F üzerinde indirgenemez bir polinom olsun. Yani, F cismi üzerinde dereceleri 2

den küçük herhangi b (t) ve k (t) polinomlar¬ için daima f (t) 6= b (t) :k (t)

olsun. (Aşikar olarak bu, f (t) = 0 denkleminin F içinde çözümünün bulunmamas¬n¬

gerektirir.) Bu i̧slemler kullan¬larak, S kümesi üzerinde � ve � i̧slem tablolar¬şu

şekilde elde edilir.

2.1.1. S kümesi üzerinde � ve � i̧slem çizelgeleri:

Bu çal¬̧smada k¬sal¬k sa¼glamak amac¬yla, her x + �y 2 S eleman¬ için xy

gösterimi kullan¬lacakt¬r. Örne¼gin i: sat¬r¬n baş¬ndaki a+�b ve j:sütunun baş¬ndaki

c + �d elemanlar¬yerine s¬ras¬yla ab ve cd gösterimini kullanaca¼g¬z. � ve � i̧slem

tablolar¬nda ab eleman¬i:sat¬r ve cd eleman¬da j: sütunda iken i̧slem sonucu i:sat¬r

ve j:sütunun kesi̧siminde yer al¬r. Örne¼gin � tablosunda 02�22 = 21, � tablosunda

11� 20 = 22 bulunur.
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Çizelge 2.2. S kümesi üzerinde � ·I̧slemi

� 00 01 02 10 11 12 20 21 22

00 00 01 02 10 11 12 20 21 22

01 01 02 00 11 12 10 21 22 20

02 02 00 01 12 10 11 22 20 21

10 10 11 12 20 21 22 00 01 02

11 11 12 10 21 22 20 01 02 00

12 12 10 11 22 20 21 02 00 01

20 20 21 22 00 01 02 10 11 12

21 21 22 20 01 02 00 11 12 10

22 22 20 21 02 00 01 12 10 11

Çizelge 2.3. S kümesi üzerinde � ·I̧slemi

� 00 01 02 10 11 12 20 21 22

00 00 00 00 00 00 00 00 00 00

01 00 20 10 01 21 11 02 22 12

02 00 10 20 02 12 22 01 11 21

10 00 01 02 10 11 12 20 21 22

11 00 12 21 11 20 02 22 01 10

12 00 22 11 12 01 20 21 10 02

20 00 02 01 20 22 21 10 12 11

21 00 11 22 21 02 10 12 20 01

22 00 21 12 22 10 01 11 02 20

Böyle oluşturulan (S;�;�) sistemi bir sol yar¬cisim aksiyomlar¬n¬sa¼glar (Taş, 2015).
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Burada iki girdi ile belirtilen S kümesinin elemanlar¬n¬aşa¼g¬da tan¬mlanan dönüşüm

yard¬m¬yla tek bileşenli hale getirebiliriz.

00 ! 0

10 ! 1

20 ! 2

01 ! 3

11 ! 4

21 ! 5

02 ! 6

12 ! 7

22 ! 8

Bu durumda S = f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8g kümesi üzerindeki � ve � i̧slem tablolar¬

aşa¼g¬daki şekilde verilebilir.

Çizelge 2.4. S kümesi üzerinde� ve � ·I̧slemleri

� 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 2 0 4 5 3 7 8 6

2 2 0 1 5 3 4 8 6 7

3 3 4 5 6 7 8 0 1 2

4 4 5 3 7 8 6 1 2 0

5 5 3 4 8 6 7 2 0 1

6 6 7 8 0 1 2 3 4 5

7 7 8 6 1 2 0 4 5 3

8 8 6 7 2 0 1 5 3 4

� 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

2 0 2 1 6 8 7 3 5 4

3 0 3 6 2 5 8 1 4 7

4 0 4 8 7 2 3 5 6 1

5 0 5 7 4 6 2 8 1 3

6 0 6 3 1 7 4 2 8 5

7 0 7 5 8 3 1 4 2 6

8 0 8 4 5 1 6 7 3 2
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2.2. (S;�;�) Sol Yaklaş¬k Cismi Üzerine Kurulan

9. Mertebeden Projektif Düzlemin ·Inşaas¬

9. mertebeden projektif düzlemde 91 nokta ve 91 do¼gru vard¬r. (S;�;�) yap¬s¬ile

9. mertebeden projektif düzlemi aşa¼g¬daki gibi kurulmuştur (Taş,2015).

Düzlemin noktalar kümesi:

N = f(x; y) : x; y 2 Sg [ f(m) : m 2 Sg [ f(1) :1 =2 Sg biçiminde

tan¬mlanm¬̧st¬r.

Buradan görülüyor ki noktalar kümesinde x; y;m 2 S ve 1 =2 S olmak üzere

81 tane (x; y) biçiminde a�n nokta, 9 tane (m) biçiminde ideal nokta ve 1 tane

de (1) ideal nokta vard¬r.

Düzlemin do¼grular kümesi D :

D = f[m; k] : m; k 2 Sg[f[a] : a 2 Sg[f[1] :1 =2 Sgbiçiminde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Buradan görülüyor ki do¼grular kümesinde m; k; a 2 S ve 1 =2 S olmak üzere

81 tane [m; k] biçiminde a�n do¼gru, 9 tane x = [a] biçiminde a�n do¼gru ve 1

tane [1] biçiminde ideal do¼gru vard¬r.

Üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬:

Noktalar ve do¼grular aras¬ndaki üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬ �; aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlan¬r:

(x; y) � [m; k], y = m� x� k;8m; k 2 S

(x; y) � [a], x = a

(m) � [1]

(1) � [1]

(x; y) a�n noktalar¬[1] do¼grusu üzerinde de¼gildir.

(S;�;�) sol yaklaş¬k cismi ile elde etti¼gimiz (N;D; �) geometrik yap¬s¬9:mertebeden

bir projektif düzlemdir ve P2S ile gösterilir.
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2.2.1. Noktalar¬n ve Do¼grular¬n Homogen Koordinatlanmas¬

Bölüm.2 de P = (N ;D; �) 9. mertebeden projektif düzleminin noktalar kümesi

N = f(x; y) : x; y 2 Sg [ f(m) : m 2 Sg [ f(1) :1 =2 Sg ;

do¼grular kümesi

D = f[m; k] : m; k 2 Sg [ f[a] : a 2 Sg [ f[1] :1 =2 Sg

ve üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬

(x; y) � [m; k] () y = m� x� k

(x; y) � [�] () x = �

şeklinde verilmi̧sti. Bu bölümde 9. mertebeden projektif düzlemin bütün nokta ve

do¼grular¬homogen koordinatlarla koordinatlan¬r.

(x; y) ikili noktas¬na kaŗs¬l¬k � 2 S ve � 6= 0 olmak üzere

�� (x; y;1) = (�� x; �� y; �� 1) biçiminde koordinatlanan bütün noktalar kaŗs¬l¬k

getirilir. Tersine x3 6= 0 olmak üzere her (x1; x2;x3) üçlüsü x�13 �x1 = x; x�13 �x2 = y

olmak üzere birtek (x; y) noktas¬ belirtir. m;� 2 S , m 6= 0 ve � 6= 0 olmak

üzere (m) tipindeki ideal noktalara � � (x; 1; 0) = (�� x; �� 1; �� 0) biçiminde

koordinatlanan bütün noktalar kaŗs¬l¬k getirilir. (1) noktas¬na (�; 0; 0) homogen

koordinatl¬noktalar kaŗs¬l¬k gelir.

[m; k] biçimindeki do¼grulara da [m;�1; k] � 2 S ve � 6= 0 olmak üzere

� � [m;�1; k] = [��m;�� (�1) ; �� k] biçiminde koordinatlanan bütün

do¼grular kaŗs¬l¬k getirilir. Burada [m;�1; k] ifadesini öncelikle 1 in toplamaya göre

tersi 2 oldu¼gundan dolay¬ [m; 2; k] şeklinde yaz¬labilir. E¼ger k n¬n tersi ile soldan

çarpma i̧slemi uygularsak do¼grular¬n ifadesi [k�1 �m; k�1 � 2; 1] biçimini al¬r. [a]

tipindeki do¼grulara � � [x; 0; 1] = [�� x; �� 0; �� 1] biçiminde koordinatlanan

bütün do¼grular kaŗs¬l¬k getirilir. [1] do¼grusuna [0; 0; �], � 2 S; � 6= 0 homogen

koordinatl¬bütün do¼grular kaŗs¬l¬k gelir.
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Homogen koordinatlarda (x1; x2;x3) noktas¬n¬n [a1; a2; a3] homogen koordinatl¬

do¼gru üzerinde olmas¬için gerek ve yeter koşul

a1 � x1 � a2 � x2 � a3 � x3 = 0

olmas¬d¬r.

P2S projektif düzlemin bütün noktalar¬ ve bu noktalardan geçen do¼grular

homogen koordinatlarda aşa¼g¬daki gibi verilebilir:

(0; 1; 0) f[1; 0; 0]; [3; 0; 1]; [6; 0; 1]; [2; 0; 1]; [4; 0; 1]; [7; 0; 1]; [1; 0; 1]; [5; 0; 1]; [8; 0; 1]; [0; 0; 1]g

(1; 0; 0) f[0; 1; 0]; [0; 3; 1]; [0; 6; 1]; [0; 2; 1]; [0; 4; 1]; [0; 7; 1]; [0; 1; 1]; [0; 5; 1]; [0; 8; 1]; [0; 0; 1]g

(6; 1; 0) f[6; 1; 0]; [1; 3; 1]; [2; 6; 1]; [3; 2; 1]; [5; 4; 1]; [4; 7; 1]; [6; 1; 1]; [8; 5; 1]; [7; 8; 1]; [0; 0; 1]g

(3; 1; 0) f[3; 1; 0]; [2; 3; 1]; [1; 6; 1]; [6; 2; 1]; [7; 4; 1]; [8; 7; 1]; [3; 1; 1]; [4; 5; 1]; [5; 8; 1]; [0; 0; 1]g

(1; 1; 0) f[2; 1; 0]; [6; 3; 1]; [3; 6; 1]; [1; 2; 1]; [8; 4; 1]; [5; 7; 1]; [2; 1; 1]; [7; 5; 1]; [4; 8; 1]; [0; 0; 1]g

(8; 1; 0) f[8; 1; 0]; [7; 3; 1]; [5; 6; 1]; [4; 2; 1]; [1; 4; 1]; [6; 7; 1]; [8; 1; 1]; [3; 5; 1]; [2; 8; 1]; [0; 0; 1]g

(5; 1; 0) f[5; 1; 0]; [8; 3; 1]; [4; 6; 1]; [7; 2; 1]; [3; 4; 1]; [1; 7; 1]; [5; 1; 1]; [2; 5; 1]; [6; 8; 1]; [0; 0; 1]g

(2; 1; 0) f[1; 1; 0]; [3; 3; 1]; [6; 6; 1]; [2; 2; 1]; [4; 4; 1]; [7; 7; 1]; [1; 1; 1]; [5; 5; 1]; [8; 8; 1]; [0; 0; 1]g

(7; 1; 0) f[7; 1; 0]; [4; 3; 1]; [8; 6; 1]; [5; 2; 1]; [6; 4; 1]; [2; 7; 1]; [7; 1; 1]; [1; 5; 1]; [3; 8; 1]; [0; 0; 1]g

(4; 1; 0) f[4; 1; 0]; [5; 3; 1]; [7; 6; 1]; [8; 2; 1]; [2; 4; 1]; [3; 7; 1]; [4; 1; 1]; [6; 5; 1]; [1; 8; 1]; [0; 0; 1]g

(0; 0; 1) f[0; 1; 0]; [6; 1; 0]; [3; 1; 0]; [2; 1; 0]; [8; 1; 0]; [5; 1; 0]; [1; 1; 0]; [7; 1; 0]; [4; 1; 0]; [1; 0; 0]g

(0; 3; 1) f[0; 3; 1]; [1; 3; 1]; [2; 3; 1]; [6; 3; 1]; [7; 3; 1]; [8; 3; 1]; [3; 3; 1]; [4; 3; 1]; [5; 3; 1]; [1; 0; 0]g

(0; 6; 1) f[0; 6; 1]; [2; 6; 1]; [1; 6; 1]; [3; 6; 1]; [5; 6; 1]; [4; 6; 1]; [6; 6; 1]; [8; 6; 1]; [7; 6; 1]; [1; 0; 0]g

(0; 1; 1) f[0; 2; 1]; [3; 2; 1]; [6; 2; 1]; [1; 2; 1]; [4; 2; 1]; [7; 2; 1]; [2; 2; 1]; [5; 2; 1]; [8; 2; 1]; [1; 0; 0]g

(0; 4; 1) f[0; 4; 1]; [5; 4; 1]; [7; 4; 1]; [8; 4; 1]; [1; 4; 1]; [3; 4; 1]; [4; 4; 1]; [6; 4; 1]; [2; 4; 1]; [1; 0; 0]g
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(0; 7; 1) f[0; 7; 1]; [4; 7; 1]; [8; 7; 1]; [5; 7; 1]; [6; 7; 1]; [1; 7; 1]; [7; 7; 1]; [2; 7; 1]; [3; 7; 1]; [1; 0; 0]g

(0; 2; 1) f[0; 1; 1]; [6; 1; 1]; [3; 1; 1]; [2; 1; 1]; [8; 1; 1]; [5; 1; 1]; [1; 1; 1]; [7; 1; 1]; [4; 1; 1]; [1; 0; 0]g

(0; 5; 1) f[0; 5; 1]; [8; 5; 1]; [4; 5; 1]; [7; 5; 1]; [3; 5; 1]; [2; 5; 1]; [5; 5; 1]; [1; 5; 1]; [6; 5; 1]; [1; 0; 0]g

(0; 8; 1) f[0; 8; 1]; [7; 8; 1]; [5; 8; 1]; [4; 8; 1]; [2; 8; 1]; [6; 8; 1]; [8; 8; 1]; [3; 8; 1]; [1; 8; 1]; [1; 0; 0]g

(3; 0; 1) f[0; 1; 0]; [3; 2; 1]; [3; 1; 1]; [3; 6; 1]; [3; 5; 1]; [3; 4; 1]; [3; 3; 1]; [3; 8; 1]; [3; 7; 1]; [3; 0; 1]g

(3; 3; 1) f[0; 3; 1]; [5; 4; 1]; [4; 5; 1]; [2; 1; 0]; [2; 8; 1]; [1; 7; 1]; [6; 6; 1]; [7; 1; 1]; [8; 2; 1]; [3; 0; 1]g

(3; 6; 1) f[0; 6; 1]; [4; 7; 1]; [5; 8; 1]; [6; 3; 1]; [8; 1; 1]; [7; 2; 1]; [1; 1; 0]; [1; 5; 1]; [2; 4; 1]; [3; 0; 1]g

(3; 1; 1) f[0; 2; 1]; [6; 1; 1]; [3; 1; 0]; [5; 7; 1]; [7; 3; 1]; [2; 5; 1]; [4; 4; 1]; [8; 6; 1]; [1; 8; 1]; [3; 0; 1]g

(3; 4; 1) f[0; 4; 1]; [8; 5; 1]; [2; 3; 1]; [1; 2; 1]; [5; 6; 1]; [6; 8; 1]; [7; 7; 1]; [7; 1; 0]; [4; 1; 1]; [3; 0; 1]g

(3; 7; 1) f[0; 7; 1]; [7; 8; 1]; [1; 6; 1]; [8; 4; 1]; [8; 1; 0]; [5; 1; 1]; [2; 2; 1]; [4; 3; 1]; [6; 5; 1]; [3; 0; 1]g

(3; 2; 1) f[0; 1; 1]; [6; 1; 0]; [6; 2; 1]; [4; 8; 1]; [1; 4; 1]; [8; 3; 1]; [5; 5; 1]; [2; 7; 1]; [7; 6; 1]; [3; 0; 1]g

(3; 5; 1) f[0; 5; 1]; [1; 3; 1]; [7; 4; 1]; [2; 1; 1]; [6; 7; 1]; [4; 6; 1]; [8; 8; 1]; [5; 2; 1]; [4; 1; 0]; [3; 0; 1]g

(3; 8; 1) f[0; 8; 1]; [2; 6; 1]; [8; 7; 1]; [7; 5; 1]; [4; 2; 1]; [5; 1; 0]; [1; 1; 1]; [6; 4; 1]; [5; 3; 1]; [3; 0; 1]g

(6; 0; 1) f[0; 1; 0]; [6; 1; 1]; [6; 2; 1]; [6; 3; 1]; [6; 7; 1]; [6; 8; 1]; [6; 6; 1]; [6; 4; 1]; [6; 5; 1]; [6; 0; 1]g

(6; 3; 1) f[0; 3; 1]; [8; 5; 1]; [7; 4; 1]; [3; 6; 1]; [4; 2; 1]; [5; 1; 1]; [1; 1; 0]; [2; 7; 1]; [1; 8; 1]; [6; 0; 1]g

(6; 6; 1) f[0; 6; 1]; [7; 8; 1]; [8; 7; 1]; [2; 1; 0]; [1; 4; 1]; [2; 5; 1]; [3; 3; 1]; [5; 2; 1]; [4; 1; 1]; [6; 0; 1]g

(6; 1; 1) f[0; 2; 1]; [6; 1; 0]; [3; 1; 1]; [8; 4; 1]; [2; 8; 1]; [4; 6; 1]; [7; 7; 1]; [1; 5; 1]; [5; 3; 1]; [6; 0; 1]g

(6; 4; 1) f[0; 4; 1]; [1; 3; 1]; [4; 5; 1]; [5; 7; 1]; [8; 1; 1]; [5; 1; 0]; [2; 2; 1]; [3; 8; 1]; [7; 6; 1]; [6; 0; 1]g

(6; 7; 1) f[0; 7; 1]; [2; 6; 1]; [5; 8; 1]; [1; 2; 1]; [3; 5; 1]; [8; 3; 1]; [4; 4; 1]; [7; 1; 1]; [4; 1; 0]; [6; 0; 1]g
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(6; 2; 1) f[0; 1; 1]; [3; 2; 1]; [3; 1; 0]; [7; 5; 1]; [5; 6; 1]; [1; 7; 1]; [8; 8; 1]; [4; 3; 1]; [2; 4; 1]; [6; 0; 1]g

(6; 5; 1) f[0; 5; 1]; [5; 4; 1]; [2; 3; 1]; [4; 8; 1]; [8; 1; 0]; [7; 2; 1]; [1; 1; 1]; [8; 6; 1]; [3; 7; 1]; [6; 0; 1]g

(6; 8; 1) f[0; 8; 1]; [4; 7; 1]; [1; 6; 1]; [2; 1; 1]; [7; 3; 1]; [3; 4; 1]; [5; 5; 1]; [7; 1; 0]; [8; 2; 1]; [6; 0; 1]g

(1; 0; 1) f[0; 1; 0]; [2; 6; 1]; [2; 3; 1]; [2; 1; 1]; [2; 8; 1]; [2; 5; 1]; [2; 2; 1]; [2; 7; 1]; [2; 4; 1]; [2; 0; 1]g

(1; 3; 1) f[0; 3; 1]; [6; 1; 0]; [1; 6; 1]; [7; 5; 1]; [8; 1; 1]; [6; 8; 1]; [4; 4; 1]; [5; 2; 1]; [3; 7; 1]; [2; 0; 1]g

(1; 6; 1) f[0; 6; 1]; [1; 3; 1]; [3; 1; 0]; [4; 8; 1]; [3; 5; 1]; [5; 1; 1]; [7; 7; 1]; [6; 4; 1]; [8; 2; 1]; [2; 0; 1]g

(1; 1; 1) f[0; 2; 1]; [4; 7; 1]; [7; 4; 1]; [2; 1; 0]; [5; 6; 1]; [8; 3; 1]; [1; 1; 1]; [3; 8; 1]; [6; 5; 1]; [2; 0; 1]g

(1; 4; 1) f[0; 4; 1]; [3; 2; 1]; [8; 7; 1]; [6; 3; 1]; [8; 1; 0]; [4; 6; 1]; [5; 5; 1]; [7; 1; 1]; [1; 8; 1]; [2; 0; 1]g

(1; 7; 1) f[0; 7; 1]; [5; 4; 1]; [6; 2; 1]; [3; 6; 1]; [7; 3; 1]; [5; 1; 0]; [8; 8; 1]; [1; 5; 1]; [4; 1; 1]; [2; 0; 1]g

(1; 2; 1) f[0; 1; 1]; [7; 8; 1]; [4; 5; 1]; [1; 2; 1]; [6; 7; 1]; [3; 4; 1]; [1; 1; 0]; [8; 6; 1]; [5; 3; 1]; [2; 0; 1]g

(1; 5; 1) f[0; 5; 1]; [6; 1; 1]; [5; 8; 1]; [8; 4; 1]; [4; 2; 1]; [1; 7; 1]; [3; 3; 1]; [7; 1; 0]; [7; 6; 1]; [2; 0; 1]g

(1; 8; 1) f[0; 8; 1]; [8; 5; 1]; [3; 1; 1]; [5; 7; 1]; [1; 4; 1]; [7; 2; 1]; [6; 6; 1]; [4; 3; 1]; [4; 1; 0]; [2; 0; 1]g

(4; 0; 1) f[0; 1; 0]; [4; 7; 1]; [4; 5; 1]; [4; 8; 1]; [4; 2; 1]; [4; 6; 1]; [4; 4; 1]; [4; 3; 1]; [4; 1; 1]; [4; 0; 1]g

(4; 3; 1) f[0; 3; 1]; [3; 2; 1]; [5; 8; 1]; [2; 1; 1]; [1; 4; 1]; [5; 1; 0]; [7; 7; 1]; [8; 6; 1]; [6; 5; 1]; [4; 0; 1]g

(4; 6; 1) f[0; 6; 1]; [5; 4; 1]; [3; 1; 1]; [7; 5; 1]; [6; 7; 1]; [8; 3; 1]; [2; 2; 1]; [7; 1; 0]; [1; 8; 1]; [4; 0; 1]g

(4; 1; 1) f[0; 2; 1]; [7; 8; 1]; [2; 3; 1]; [3; 6; 1]; [8; 1; 1]; [1; 7; 1]; [5; 5; 1]; [6; 4; 1]; [4; 1; 0]; [4; 0; 1]g

(4; 4; 1) f[0; 4; 1]; [6; 1; 1]; [1; 6; 1]; [2; 1; 0]; [3; 5; 1]; [7; 2; 1]; [8; 8; 1]; [2; 7; 1]; [5; 3; 1]; [4; 0; 1]g

(4; 7; 1) f[0; 7; 1]; [8; 5; 1]; [3; 1; 0]; [6; 3; 1]; [2; 8; 1]; [3; 4; 1]; [1; 1; 1]; [5; 2; 1]; [7; 6; 1]; [4; 0; 1]g

(4; 2; 1) f[0; 1; 1]; [2; 6; 1]; [7; 4; 1]; [5; 7; 1]; [8; 1; 0]; [6; 8; 1]; [3; 3; 1]; [1; 5; 1]; [8; 2; 1]; [4; 0; 1]g
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(4; 5; 1) f[0; 5; 1]; [6; 1; 0]; [8; 7; 1]; [1; 2; 1]; [7; 3; 1]; [5; 1; 1]; [6; 6; 1]; [3; 8; 1]; [2; 4; 1]; [4; 0; 1]g

(4; 8; 1) f[0; 8; 1]; [1; 3; 1]; [6; 2; 1]; [8; 4; 1]; [5; 6; 1]; [2; 5; 1]; [1; 1; 0]; [7; 1; 1]; [3; 7; 1]; [4; 0; 1]g

(7; 0; 1) f[0; 1; 0]; [7; 8; 1]; [7; 4; 1]; [7; 5; 1]; [7; 3; 1]; [7; 2; 1]; [7; 7; 1]; [7; 1; 1]; [7; 6; 1]; [7; 0; 1]g

(7; 3; 1) f[0; 3; 1]; [6; 1; 1]; [8; 7; 1]; [4; 8; 1]; [5; 6; 1]; [3; 4; 1]; [2; 2; 1]; [1; 5; 1]; [4; 1; 0]; [7; 0; 1]g

(7; 6; 1) f[0; 6; 1]; [8; 5; 1]; [6; 2; 1]; [2; 1; 1]; [8; 1; 0]; [1; 7; 1]; [4; 4; 1]; [3; 8; 1]; [5; 3; 1]; [7; 0; 1]g

(7; 1; 1) f[0; 2; 1]; [2; 6; 1]; [4; 5; 1]; [6; 3; 1]; [1; 4; 1]; [5; 1; 1]; [8; 8; 1]; [7; 1; 0]; [3; 7; 1]; [7; 0; 1]g

(7; 4; 1) f[0; 4; 1]; [6; 1; 0]; [5; 8; 1]; [3; 6; 1]; [6; 7; 1]; [2; 5; 1]; [1; 1; 1]; [4; 3; 1]; [8; 2; 1]; [7; 0; 1]g

(7; 7; 1) f[0; 7; 1]; [1; 3; 1]; [3; 1; 1]; [2; 1; 0]; [4; 2; 1]; [6; 8; 1]; [5; 5; 1]; [8; 6; 1]; [2; 4; 1]; [7; 0; 1]g

(7; 2; 1) f[0; 1; 1]; [4; 7; 1]; [2; 3; 1]; [8; 4; 1]; [3; 5; 1]; [5; 1; 0]; [6; 6; 1]; [5; 2; 1]; [1; 8; 1]; [7; 0; 1]g

(7; 5; 1) f[0; 5; 1]; [3; 2; 1]; [1; 6; 1]; [5; 7; 1]; [2; 8; 1]; [8; 3; 1]; [1; 1; 0]; [6; 4; 1]; [4; 1; 1]; [7; 0; 1]g

(7; 8; 1) f[0; 8; 1]; [5; 4; 1]; [3; 1; 0]; [1; 2; 1]; [8; 1; 1]; [4; 6; 1]; [3; 3; 1]; [2; 7; 1]; [6; 5; 1]; [7; 0; 1]g

(2; 0; 1) f[0; 1; 0]; [1; 3; 1]; [1; 6; 1]; [1; 2; 1]; [1; 4; 1]; [1; 7; 1]; [1; 1; 1]; [1; 5; 1]; [1; 8; 1]; [1; 0; 1]g

(2; 3; 1) f[0; 3; 1]; [2; 6; 1]; [3; 1; 0]; [8; 4; 1]; [6; 7; 1]; [7; 2; 1]; [5; 5; 1]; [3; 8; 1]; [4; 1; 1]; [1; 0; 1]g

(2; 6; 1) f[0; 6; 1]; [6; 1; 0]; [2; 3; 1]; [5; 7; 1]; [4; 2; 1]; [3; 4; 1]; [8; 8; 1]; [7; 1; 1]; [6; 5; 1]; [1; 0; 1]g

(2; 1; 1) f[0; 2; 1]; [5; 4; 1]; [8; 7; 1]; [2; 1; 1]; [3; 5; 1]; [6; 8; 1]; [1; 1; 0]; [4; 3; 1]; [7; 6; 1]; [1; 0; 1]g

(2; 4; 1) f[0; 4; 1]; [4; 7; 1]; [6; 2; 1]; [7; 5; 1]; [2; 8; 1]; [5; 1; 1]; [3; 3; 1]; [8; 6; 1]; [4; 1; 0]; [1; 0; 1]g

(2; 7; 1) f[0; 7; 1]; [3; 2; 1]; [7; 4; 1]; [4; 8; 1]; [8; 1; 1]; [2; 5; 1]; [6; 6; 1]; [7; 1; 0]; [5; 3; 1]; [1; 0; 1]g

(2; 2; 1) f[0; 1; 1]; [8; 5; 1]; [5; 8; 1]; [2; 1; 0]; [7; 3; 1]; [4; 6; 1]; [2; 2; 1]; [6; 4; 1]; [3; 7; 1]; [1; 0; 1]g

(2; 5; 1) f[0; 5; 1]; [7; 8; 1]; [3; 1; 1]; [6; 3; 1]; [5; 6; 1]; [5; 1; 0]; [4; 4; 1]; [2; 7; 1]; [8; 2; 1]; [1; 0; 1]g



33

(2; 8; 1) f[0; 8; 1]; [6; 1; 1]; [4; 5; 1]; [3; 6; 1]; [8; 1; 0]; [8; 3; 1]; [7; 7; 1]; [5; 2; 1]; [2; 4; 1]; [1; 0; 1]g

(5; 0; 1) f[[0; 1; 0]; [5; 4; 1]; [5; 8; 1]; [5; 7; 1]; [5; 6; 1]; [5; 1; 1]; [5; 5; 1]; [5; 2; 1]; [5; 3; 1]; [5; 0; 1]g

(5; 3; 1) f[0; 3; 1]; [4; 7; 1]; [3; 1; 1]; [1; 2; 1]; [8; 1; 0]; [2; 5; 1]; [8; 8; 1]; [6; 4; 1]; [7; 6; 1]; [5; 0; 1]g

(5; 6; 1) f[0; 6; 1]; [3; 2; 1]; [4; 5; 1]; [8; 4; 1]; [7; 3; 1]; [6; 8; 1]; [1; 1; 1]; [2; 7; 1]; [4; 1; 0]; [5; 0; 1]g

(5; 1; 1) f[0; 2; 1]; [8; 5; 1]; [1; 6; 1]; [4; 8; 1]; [6; 7; 1]; [5; 1; 0]; [3; 3; 1]; [7; 1; 1]; [2; 4; 1]; [5; 0; 1]g

(5; 4; 1) f[0; 4; 1]; [7; 8; 1]; [3; 1; 0]; [2; 1; 1]; [4; 2; 1]; [8; 3; 1]; [6; 6; 1]; [1; 5; 1]; [3; 7; 1]; [5; 0; 1]g

(5; 7; 1) f[0; 7; 1]; [6; 1; 1]; [2; 3; 1]; [7; 5; 1]; [1; 4; 1]; [4; 6; 1]; [1; 1; 0]; [3; 8; 1]; [8; 2; 1]; [5; 0; 1]g

(5; 2; 1) f[0; 1; 1]; [1; 3; 1]; [8; 7; 1]; [3; 6; 1]; [2; 8; 1]; [7; 2; 1]; [4; 4; 1]; [7; 1; 0]; [6; 5; 1]; [5; 0; 1]g

(5; 5; 1) f[0; 5; 1]; [2; 6; 1]; [6; 2; 1]; [2; 1; 0]; [8; 1; 1]; [3; 4; 1]; [7; 7; 1]; [4; 3; 1]; [1; 8; 1]; [5; 0; 1]g

(5; 8; 1) f[0; 8; 1]; [6; 1; 0]; [7; 4; 1]; [6; 3; 1]; [3; 5; 1]; [1; 7; 1]; [2; 2; 1]; [8; 6; 1]; [4; 1; 1]; [5; 0; 1]g

(8; 0; 1) f[0; 1; 0]; [8; 5; 1]; [8; 7; 1]; [8; 4; 1]; [8; 1; 1]; [8; 3; 1]; [8; 8; 1]; [8; 6; 1]; [8; 2; 1]; [8; 0; 1]g

(8; 3; 1) f[0; 3; 1]; [7; 8; 1]; [6; 2; 1]; [5; 7; 1]; [3; 5; 1]; [4; 6; 1]; [1; 1; 1]; [7; 1; 0]; [2; 4; 1]; [8; 0; 1]g

(8; 6; 1) f[0; 6; 1]; [6; 1; 1]; [7; 4; 1]; [1; 2; 1]; [2; 8; 1]; [5; 1; 0]; [5; 5; 1]; [4; 3; 1]; [3; 7; 1]; [8; 0; 1]g

(8; 1; 1) f[0; 2; 1]; [1; 3; 1]; [5; 8; 1]; [7; 5; 1]; [8; 1; 0]; [3; 4; 1]; [6; 6; 1]; [2; 7; 1]; [4; 1; 1]; [8; 0; 1]g

(8; 4; 1) f[0; 4; 1]; [2; 6; 1]; [3; 1; 1]; [4; 8; 1]; [7; 3; 1]; [1; 7; 1]; [1; 1; 0]; [5; 2; 1]; [6; 5; 1]; [8; 0; 1]g

(8; 7; 1) f[0; 7; 1]; [6; 1; 0]; [4; 5; 1]; [2; 1; 1]; [5; 6; 1]; [7; 2; 1]; [3; 3; 1]; [6; 4; 1]; [1; 8; 1]; [8; 0; 1]g

(8; 2; 1) f[0; 1; 1]; [5; 4; 1]; [1; 6; 1]; [6; 3; 1]; [4; 2; 1]; [2; 5; 1]; [7; 7; 1]; [3; 8; 1]; [4; 1; 0]; [8; 0; 1]g

(8; 5; 1) f[0; 5; 1]; [4; 7; 1]; [3; 1; 0]; [3; 6; 1]; [1; 4; 1]; [6; 8; 1]; [2; 2; 1]; [7; 1; 1]; [5; 3; 1]; [8; 0; 1]g

(8; 8; 1) f[0; 8; 1]; [3; 2; 1]; [2; 3; 1]; [2; 1; 0]; [6; 7; 1]; [5; 1; 1]; [4; 4; 1]; [1; 5; 1]; [7; 6; 1]; [8; 0; 1]g
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2.2.2. P2S nin noktalar¬ve do¼grular¬

P2S nin üzerinde bulunma çizelgeleri aşa¼g¬daki gibidir:

Çizelge 2.5. Noktadan geçen do¼grular
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Çizelge 2.6. Do¼grudan geçen noktalar
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Önerme 2.2.1. P2S de I = (1; 1; 1) ; X = (1; 0; 0) ; O = (0; 0; 1) ve herhangi bir

sonlu a�n nokta P = (x0;x1;1) olsun. O zaman O; I;X; P noktalar¬n¬n dörtgen

oluşturursa x1 62 f0; 1g ve x0 6= x1 şartlar¬sa¼glan¬r. Ayr¬ca dörtgen oluşturacak P

noktalar¬n¬n say¬s¬56 d¬r.

·Ispat: P2S de I = (1; 1; 1) ; X = (1; 0; 0) ; O = (0; 0; 1) ve P = (x0;x1;1)

herhangi üçü do¼grudaş olmayan dört nokta olsun.

Şekil 2.1 P2S de bir dörtgen

O; I;X ve P noktalar¬ndan dörtgen elde etmek için P noktas¬IXO üçgeninin

kenar do¼grular¬ üzerinde olamaz. O noktas¬ ile I noktas¬n¬ birleştiren do¼gruya

[a1;a2;1] dersek O ve I bu do¼gru üzerinde oldu¼gundan a1 = 0 ve a1 � a2 � a3 = 0

ba¼g¬nt¬lar¬elde edilir. Buradan OI = [2; 1; 0] dir. Benzer biçimde I ileX i birleştiren

do¼gru IX = [0; 2; 1] ve O ile X i birleştiren do¼gru OX = [0; 1; 0] elde edilir. P /�IX

oldu¼gundan x1 6= 1, P /�OI oldu¼gundan x0 6= x1 ve P /�OX oldu¼gundan x1 6= 0 elde

edilir.

P = (x0;x1;1) noktas¬nda x1 62 f0; 1g şart¬n¬n sa¼glanmas¬için x1 yerine 0 ve 1

de¼gerleri haricinde 7 de¼ger, x0 6= x1 şart¬ndan da x0 yerine de 8 de¼ger seçilebilir.

Böylece 7 � 8 = 56 farkl¬P noktas¬elde edilir.
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Önerme 2.2.2. P2S de I = (1; 1; 1) ; X = (1; 0; 0) ; O = (0; 0; 1) ve P = (x0;x1;0)

herhangi bir ideal nokta olsun. O zaman O; I;X; P noktalar¬n¬n dörtgen oluşturursa

x0 6= x1 6= 1 ve x1 6= 0 şartlar¬ sa¼glan¬r. Ayr¬ca dörtgen oluşturacak P ideal

noktalar¬n¬n say¬s¬8 dir.

·Ispat: P2S de I = (1; 1; 1) ; X = (1; 0; 0) ; O = (0; 0; 1) ve P = (x0;x1;0)

herhangi üçü do¼grudaş olmayan dört nokta olsun. O; I;X ve P noktalar¬ndan

dörtgen elde etmek için P noktas¬IXO üçgeninin kenar do¼grular¬üzerinde olamaz.

P = (x0;x1;0) noktas¬OI = [2; 1; 0] ve IX = [0; 2; 1] do¼grusu üzerinde olmad¬¼g¬ndan

x0 6= x1 6= 1 ve x1 6= 0 olur. Böylece bu şartlar¬sa¼glayan 8 ideal nokta vard¬r.

Şimdi OIXP dörtgenlerinin tamamlanm¬̧s¬ olan tam dörtgenlerin U; V;W

köşegen noktalar¬ P ye ba¼gl¬ olarak bulunabilir. U köşegen noktas¬ PX ve OI

do¼grular¬n¬n arakesiti oldu¼gundan dolay¬ U = [(x0;x1;1) _ (1; 0; 0)] ^ [2; 1; 0] dir.

Üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬larak U , P ye ba¼gl¬olarak U = (2� (�x1) ; x1;1)

olarak elde edilir. Benzer biçimde

V = OP ^ IX = [(0; 0; 1) _ (x0;x1;1)] ^ [0; 2; 1] =
�
x0 � x�11 ; 1; 1

�
ve

W = PI ^OX = [(x0;x1;1) _ (1; 1; 1)] ^ [0; 1; 0]
köşegen noktas¬n¬n koordinatlar¬ k = 2�

�
(1� x0)� (x0 � x1)�1 � 1

�
olmak üzere

son köşegen nokta W = (k�1 � 2; 0; 1) olarak bulunur.

E¼ger OIXP dörtgeninin tamamlanm¬̧s¬ olan kon�gürasyonda U , V , W

noktalar¬do¼grudaş ise bir Fano düzlemi oluşturur. Fano düzlemini oluşturan OIXP

tamdörtgenlerinin tamam¬ M. Taş� ¬n yüksek lisans tezinde belirlenmi̧stir (Taş,

2015). Bu tezde belirlenen Fano kon�gürasyonlar¬ndaki P noktalar¬n¬n ve

köşegen noktalar¬n¬n homogen koordinatlardaki kaŗs¬l¬klar¬n¬ Önerme 2.2.1 ,

Önerme 2.2.2 ve yukar¬da hesaplanan homogen koordinat kaŗs¬l¬klar¬ndan aşa¼g¬daki

gibi hesaplayabiliriz :

P1 = 38 = (0; 3; 1) için,

k = 2�
�
(1� x0)� (x0 � x1)�1 � 1

�
=

= 2� [(1� 0)� (0� 3)�1 � 1)] = 2� [3� 1] = 2� 4 = 8
oldu¼gundan, köşegen noktalar¬
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U1 = (2� (�3) ; 3; 1) = (3; 3; 1) = 41;

V1 = (0� 3�1; 1; 1) = (0; 1; 1) = 20;

W1 = (8
�1 � 2; 0; 1) = (4� 2; 0; 1) = (8; 0; 1) = 19

olarak bulunur. Ayr¬ca 8 � 8 � 2 � 0 � 1 � 1 = 0 oldu¼gundan W1 = 19 = (8; 0; 1)

noktas¬d1 = UV = 37 = [8; 2; 1] do¼grusu üzerindedir. Böylece köşegen noktalar¬

do¼grudaş olur ve OIXP dörtgeni bir Fano düzlemi oluşturur.

Fano düzlemi oluşturan bütün Pi noktalar¬ ve bunlara kaŗs¬l¬k gelen Fano

kon�gürasyonunun köşegen noktalar¬ Ui; Vi;Wi ler ile köşegen do¼grular¬

di, i = 1; 2; :::; 18 ler aşa¼g¬daki gibi homogen koordinatlarda hesaplanm¬̧st¬r:

Çizelge 2.7. Fano oluşturan P noktalar¬, köşegen noktalar¬ve do¼grular¬

P1 = (0; 3; 1) U1 = (3; 3; 1) V1 = (0; 1; 1) W1 = (8; 0; 1) d1 = [8; 2; 1]

P2 = (0; 6; 1) U2 = (6; 6; 1) V2 = (0; 1; 1) W2 = (5; 0; 1) d2 = [5; 2; 1]

P3 = (0; 4; 1) U3 = (4; 4; 1) V3 = (0; 1; 1) W3 = (7; 0; 1) d3 = [7; 2; 1]

P4 = (0; 7; 1) U4 = (7; 7; 1) V4 = (0; 1; 1) W4 = (4; 0; 1) d4 = [4; 2; 1]

P5 = (0; 5; 1) U5 = (5; 5; 1) V5 = (0; 1; 1) W5 = (6; 0; 1) d5 = [6; 2; 1]

P6 = (0; 8; 1) U6 = (8; 8; 1) V6 = (0; 1; 1) W6 = (3; 0; 1) d6 = [3; 2; 1]

P7 = (1; 3; 1) U7 = (3; 3; 1) V7 = (6; 1; 1) W7 = (1; 0; 1) d7 = [2; 8; 1]

P8 = (1; 6; 1) U8 = (6; 6; 1) V8 = (3; 1; 1) W8 = (1; 0; 1) d8 = [2; 5; 1]

P9 = (1; 4; 1) U9 = (4; 4; 1) V9 = (8; 1; 1) W9 = (1; 0; 1) d9 = [2; 7; 1]

P10 = (1; 7; 1) U10 = (7; 7; 1) V10 = (5; 1; 1) W10 = (1; 0; 1) d10 = [2; 4; 1]

P11 = (1; 5; 1) U11 = (5; 5; 1) V11 = (7; 1; 1) W11 = (1; 0; 1) d11 = [2; 6; 1]

P12 = (1; 8; 1) U12 = (8; 8; 1) V12 = (4; 1; 1) W12 = (1; 0; 1) d12 = [2; 3; 1]

P13 = (2; 3; 1) U13 = (3; 3; 1) V13 = (3; 1; 1) W13 = (3; 0; 1) d13 = [3; 0; 1]

P14 = (2; 6; 1) U14 = (6; 6; 1) V14 = (6; 1; 1) W14 = (6; 0; 1) d14 = [6; 0; 1]

P15 = (2; 4; 1) U15 = (4; 4; 1) V15 = (4; 1; 1) W15 = (4; 0; 1) d15 = [4; 0; 1]

P16 = (2; 7; 1) U16 = (7; 7; 1) V16 = (7; 1; 1) W16 = (7; 0; 1) d16 = [7; 0; 1]

P17 = (2; 5; 1) U17 = (5; 5; 1) V17 = (5; 1; 1) W17 = (5; 0; 1) d17 = [5; 0; 1]

P18 = (2; 8; 1) U18 = (8; 8; 1) V18 = (8; 1; 1) W18 = (8; 0; 1) d18 = [8; 0; 1]
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Çizelge 2.7. den Fano düzlemi oluşturan P noktalar¬, bunlara ba¼gl¬ köşegen

noktalar¬ve köşegen do¼grular¬ t � 3, t 2 S olmak üzere aşa¼g¬daki gibi üç grupta

toplanabilir:

1.Grup :P = (0; t; 1), U = (t; t; 1), V = (0; 1; 1) veW = (2�t�2; 0; 1) ve köşegen

do¼grusu d = [2� t� 2; 2; 1] dir.

2.Grup : P = (1; t; 1), U = (t; t; 1), V = (2� t; 1; 1) ve W = (1; 0; 1) ve köşegen

do¼grusu d = [2; 2� t� 2; 1] dir.

3.Grup : P = (2; t; 1), U = (t; t; 1), V = (t; 1; 1) ve W = (t; 0; 1) ve köşegen

do¼grusu d = [t; 0; 1] dir.



3. SOL YAKLAŞIK C·IS·IMÜZER·INDE ELDE

ED·ILEN DOKUZUNCUMERTEBEDEN

PROJEKT·IF DÜZLEM·IN ARKLARI

Bu bölümde, P2S projektif düzleminde Bölüm.2 nin sonunda verilen Fano düzlemi

oluşturan 2.Grup P noktalar¬ndan özel bir nokta seçilerek OIXP tamdörtgeninin

tamamlanm¬̧s¬olan Fano düzlemini içeren maksimal 2�arklar, bu Fano düzleminin

gerdi¼gi kümede olmayan uygun noktalar fO; I;X; Pg kümesine kat¬larak belirlendi.

P2S projektif düzleminde

O = 11 = (0; 0; 1) ; X = 1 = (1; 0; 0) ; I = 21 = (1; 1; 1) olmak üzere ikinci

gruptan seçilen özel nokta P = 75 = (1; 7; 1) göz al¬nd¬¼g¬nda oluşan Fano düzleminin

köşegen noktalar¬U = 81 = (7; 7; 1) ; V = 25 = (5; 1; 1) ve W = 12 = (1; 0; 1) dir.

fO; I;X; Pg kümesinin elemanlar¬n¬n herhangi üçü do¼grudaş de¼gildir. Bu kümeyi

kapsayan 2-arklar¬oluşturmak için aşa¼g¬daki ad¬mlar izlenir:

1.Ad¬m: P2S de fO; I;X; Pg kümesinin gerdi¼gi kümede olmayan bir P
0
noktas¬

seçilir ve bu kümeye kat¬l¬r.

2.Ad¬m:
�
O; I;X; P; P

0	
kümesinin gerdi¼gi kümede olmayan bir P

00
noktas¬

seçilir ve bu kümeye kat¬l¬r.

3.Ad¬m:
�
O; I;X; P; P

0
; P

00	
kümesinin gerdi¼gi kümede olmayan bir P

000
noktas¬

seçilir ve bu kümeye kat¬l¬r.

.

.

.

Bu algoritmadaki ad¬mlar P2S deki seçilecek başka nokta kalmayana kadar

devam eder.
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Şekil 3.1. Fano düzleminde at¬lan noktalar

OIXP dörtgenin gerdi¼gi Fano düzleminde P2S ye ait toplam 49 nokta vard¬r.

P2S de toplam nokta say¬s¬91 oldu¼gundan P 0 noktas¬Fano düzleminde olmayan

geriye kalan 42 noktadan biri olabilir.

Bu çal¬̧smada P
0
= (5; 2; 1) = 34 homogen koordinatl¬noktas¬seçilmi̧stir. P

0

noktas¬ndan 10 do¼gru geçer ve farkl¬iki nokta bir do¼gru belirti¼ginden bu 10 do¼grunun

dördü Fano düzlemini köşe noktalar¬nda keser, üçü köşegen noktalar¬nda ve di¼ger

üç do¼gru da Fano düzleminde olmayan ama P2S nin Fano düzleminin do¼grular¬na

ait köşegen ve köşe noktalar¬ndan farkl¬noktalarda keser. P
0
den geçen do¼grular

aşa¼g¬daki biçimde s¬n¬�and¬rabiliriz:

1.tip : Köşe noktalar¬ndan geçen do¼grular

2.tip : Köşegen noktalar¬ndan geçen do¼grular

3.tip : Fano düzleminin at¬lm¬̧s noktalar¬ndan geçen do¼grular

Projektif düzlemin bütün noktalar¬bir noktadan geçen do¼gru demeti üzerinde

oldu¼gundan arka dahil edilecek olan P
00
noktas¬, P

0
= (5; 2; 1) = 34 noktas¬ndan

geçen 10 tane do¼grunun üzerinde aranmal¬d¬r. Ancak bu do¼grulardan 4 tanesi

1.tip do¼grulard¬r ve bu do¼grular köşe noktalar¬ile birleşti¼ginden üzerinde arka dahil

edilecek yeni P
00
noktas¬yoktur. Bu durumda P

00
noktas¬2.tip yada 3.tip do¼grular

üzerinde aranmal¬d¬r.
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34 ile köşegen noktalar¬ndan geçen do¼grular 2.tip do¼grular 3 tanedir ve bu

do¼grular¬n her biri Fano düzleminin üç do¼grusu ile köşegen noktas¬nda di¼ger dört

do¼grusu ile farkl¬ noktalarda kesi̧sir. Dolay¬s¬yla 2.tip do¼grular üzerinde arka

kat¬labilecek P
00
için dört farkl¬nokta kal¬r. 3.tip do¼grular, köşegen do¼grusu hariç

Fano düzleminin her do¼grusu ile farkl¬ noktalarda kesi̧sir. Sonuç olarak arka

kat¬labilecek nokta için bu tip do¼grular¬n her biri üzerinde 34 hariç üçer nokta kal¬r.

Böylece P
00
için 2.tip ve 3. tip do¼grular üzerinde arka kat¬labilmesi için göz önüne

al¬nacak nokta say¬s¬21 dir. Bu 21 noktan¬n oluşturdu¼gu kümeye S
0
diyelim.

S
0

= f4; 5; 8; 10; 38; 40; 43; 45; 47; 49; 52; 59; 60; 62; 63; 68; 70; 72; 83; 87; 88g

ile gösterelim.

Bu noktalar¬n konumlar¬Çizelge 2.6. dan yararlan¬larak aşa¼g¬daki gibi verilebilir:

Şekil 3.2 P2S de S
0
kümesindeki nokta ve do¼grular¬n konumlar¬
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S
0
kümesinin do¼grudaş noktalar¬ndan oluşan alt kümeleri aşa¼g¬daki gibi

s¬n¬�and¬r¬labilir:

Aşa¼g¬daki çizelgede S
0
kümesine ait dörder nokta içeren do¼grular verilmi̧stir.

Çizelge 3.1 de S
0
nün noktalar¬beyaz renkli noktalard¬r, k¬rm¬z¬renkli olan noktalar

köşe noktalar¬, turuncu renkli olan noktalar sonradan arka dahil edilen noktalar ve

mavi renkli olan noktalar da S
0
de olmayan köşe noktalar¬ndan ve 34 ten farkl¬olan

noktalard¬r.

Çizelge 3.1. S
0
kümesine ait dörder nokta içeren do¼grular

Tan¬m 3.0.3. S 0
; P2S de herhangi bir nokta kümesi olsun. Bu kümeye ait herhangi

bir noktadan geçen ve S
0
nün noktalar¬ndan oluşan P2S ye ait do¼grular¬n say¬s¬na

o noktan¬n do¼gru a¼g¬rl¬¼g¬denir.

Çizelge 3.1. e göre 59 ve 43 noktalar¬ndan geçen beş do¼gru oldu¼gundan bu

noktalar¬n a¼g¬rl¬klar¬beştir. Benzer biçimde 10; 49; 70 ve 87 noktalar¬n¬n a¼g¬rl¬klar¬

dört, 4; 5; 8; 38; 40; 60; 63; 72 ve 83 noktalar¬n¬n a¼g¬rl¬klar¬ üç, 45; 47; 62; 68 ve 88

noktalar¬n¬n a¼g¬rl¬klar¬iki ve 52 noktas¬n¬n a¼g¬rl¬¼g¬birdir.
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3.1. (7; 2)- ark�¬n Elde Edilmesi:

P
0
= 34 noktas¬ndan sonra arka dahil edebilecek 21 nokta içerisinden 2.tip do¼gru

üzerindeki dört a¼g¬rl¬kl¬ olan P
00
= 70 noktas¬ arka dahil edildi¼ginde 70 noktas¬

ile
�
O;X; I; P; P

0	
kümesinin elemanlar¬ ile oluşan 1 _ 70 do¼grusu üzerindeki S 0

ye ait 68,72 noktalar¬n¬ P
000
olarak seçemeyiz. Benzer biçimde 11 _ 70 do¼grusu

üzerindeki 45,49,59 noktalar¬, 21 _ 70 do¼grusu üzerindeki 4,62 noktalar¬, 70 _ 75

do¼grusu üzerindeki 10,38,60 noktalar¬ ve 34 _ 70 do¼grusu üzerindeki 43,52,88

noktalar¬S
0
den at¬l¬rsa arka ilave edilecek P

000
noktas¬

S
00
= S

0 n f4; 10; 38; 43; 45; 49; 52; 59; 60; 62; 68; 72; 88g = f5; 8; 40; 47; 63; 83; 87g

kümesinden seçilmelidir. Üzerinde bulunma yap¬s¬na göre kalan noktalar¬n durumu

aşa¼g¬daki çizelgede görülmektedir.

Çizelge 3.2. P 00
= 70 den sonra kalan noktalar¬n durumu
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Sonuç olarak

Şekil 3.3. P
00
= 70 arka dahil edikten sonra oluşan yap¬

yap¬s¬kal¬r. Kalan S
00
noktalar kümesinden 2:tip do¼gru üzerindeki dört a¼g¬rl¬kl¬

P
000
= 87 noktas¬arka dahil edildi¼ginde 87 noktas¬ile

�
O;X; I; P; P

0
; P

00	
kümesinin

elemanlar¬ile oluşan 1_87 do¼grusu üzerindeki S
00
ye ait 83 noktas¬, 11_87 do¼grusu

üzerindeki 63 noktas¬, 87 _ 75 do¼grusu üzerindeki 5 noktas¬ ve 34 _ 87 do¼grusu

üzerindeki 8 noktas¬ve 70 _ 87 do¼grusu üzerindeki 40; 47 noktalar¬S
00
den at¬l¬rsa

geriye kalan noktalardan oluşan S
000
= S

00
n f5; 8; 40; 47; 63; 83g = ? kümesi elde

edilir.
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Çizelge 3.3 (7,2)-ark üzerinde bulunma yap¬s¬
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Sonuç olarak Çizelge 3.3 den de görüldü¼gü gibi arka ilave edilebilecek yeni bir

nokta S
000
kümesinde kalmad¬¼g¬ndan elde edilen f1; 11; 21; 75; 34; 70; 87g (7; 2)- ark

tam arkt¬r.

Şekil 3.4. Elde edilen (7,2)-ark

Elde edilen (7; 2)- arklar :


1 = f1; 11; 21; 75; 34; 70; 87g


2 = f1; 11; 21; 75; 34; 52; 4g


3 = f1; 11; 21; 75; 34; 45; 4g


4 = f1; 11; 21; 75; 34; 60; 68g


5 = f1; 11; 21; 75; 34; 40; 59g


6 = f1; 11; 21; 75; 34; 40; 87g


7 = f1; 11; 21; 75; 34; 62; 87g


8 = f1; 11; 21; 75; 34; 68; 83g


9 = f1; 11; 21; 75; 34; 72; 59g
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3.2. (8; 2)- ark�¬n Elde Edilmesi:

P
0
= 34 noktas¬ndan sonra arka dahil edebilecek 21 nokta içerisinden 2.tip do¼gru

üzerindeki üç a¼g¬rl¬kl¬olan P
00
= 38 noktas¬arka dahil edildi¼ginde 38 noktas¬ ile�

O;X; I; P; P
0	
kümesinin elemanlar¬ile oluşan 1_ 38 do¼grusu üzerindeki S 0

ye ait

40; 43,45 noktalar¬n¬P
000
olarak seçemeyiz. Benzer biçimde 11_38 do¼grusu üzerindeki

47; 83 noktalar¬, 21_38 do¼grusu üzerindeki 52; 63, 34_38 do¼grusu üzerindeki 8; 59; 87

noktalar¬ve 75_ 38 do¼grusu üzerindeki 10; 60; 70 noktalar¬S 0
den at¬l¬rsa arka ilave

edilecek P
000
noktas¬

S
00
= S

0 n f8; 10; 40; 43; 45; 47; 52; 59; 60; 63; 70; 83; 87g = f4; 5; 49; 62; 68; 72; 88g

kümesinden seçilmelidir. Üzerinde bulunma yap¬s¬na göre kalan noktalar¬n durumu

aşa¼g¬daki çizelgede görülmektedir.

Çizelge 3.4. P 00
= 38 den sonra kalan noktalar¬n durumu
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Sonuç olarak

Şekil 3.5. P
00
= 38 arka dahil edikten sonra oluşan yap¬

yap¬s¬ kal¬r. Kalan S
00
noktalar kümesinden 3:tip do¼gru üzerindeki üç a¼g¬rl¬kl¬

P
000
= 5 noktas¬arka dahil edildi¼ginde 5 noktas¬ile

�
O;X; I; P; P

0
; P

00	
kümesinin

elemanlar¬ile oluşan 1 _ 5 do¼grusu üzerindeki S
00
ye ait 4 noktas¬, 21 _ 5 do¼grusu

üzerindeki 88 noktas¬, 75 _ 5 do¼grusu üzerindeki 49; 72 noktalar¬ve 38 _ 5 do¼grusu

üzerindeki 62 noktas¬ S
00
den at¬l¬rsa geriye kalan noktalardan oluşan

S
000
= S

00
n f4; 49; 62; 72; 88g = f68g kümesi elde edilir. Sonuç olarak S

000
e ait

P 0000 olarak arka dahil edilebilecek bir tek 68 noktas¬kal¬r. Bu noktada arka dahil

edildi¼ginde arka dahil edilebilecek başka nokta kalmaz ve f1; 11; 21; 75; 34; 38; 5; 68g

(8; 2)� tam ark elde edilir. Aşa¼g¬daki Çizelge 3.5. ve Şekil 3.6.bulunan (8; 2)� ark

sonucunda oluşan üzerinde bulunma yap¬s¬n¬göstermektedir.



55

Çizelge 3.5. (8,2)-ark üzerinde bulunma yap¬s¬
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Şekil 3.6. Elde edilen (8,2)-ark

Elde edilen (8; 2)� arklar :


1 = f1; 11; 21; 75; 34; 38; 5; 68g


2 = f1; 11; 21; 75; 34; 10; 59; 68g


3 = f1; 11; 21; 75; 34; 10; 52; 59g


4 = f1; 11; 21; 75; 34; 10; 40; 47g


5 = f1; 11; 21; 75; 34; 10; 47; 68g


6 = f1; 11; 21; 75; 34; 10; 68; 88g


7 = f1; 11; 21; 75; 34; 5; 62; 83g


8 = f1; 11; 21; 75; 34; 5; 70; 63g


9 = f1; 11; 21; 75; 34; 5; 43; 63g


10 = f1; 11; 21; 75; 34; 5; 83; 70g


11 = f1; 11; 21; 75; 34; 52; 60; 87g


12 = f1; 11; 21; 75; 34; 52; 62; 83g


13 = f1; 11; 21; 75; 34; 52; 72; 8g
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14 = f1; 11; 21; 75; 34; 45; 62; 88g


15 = f1; 11; 21; 75; 34; 45; 47; 63g


16 = f1; 11; 21; 75; 34; 45; 72; 8g


17 = f1; 11; 21; 75; 34; 45; 88; 72g


18 = f1; 11; 21; 75; 34; 45; 63; 8g


19 = f1; 11; 21; 75; 34; 45; 83; 8g


20 = f1; 11; 21; 75; 34; 45; 63; 4g


21 = f1; 11; 21; 75; 34; 47; 70; 63g


22 = f1; 11; 21; 75; 34; 60; 4; 49g


23 = f1; 11; 21; 75; 34; 40; 4; 49g


24 = f1; 11; 21; 75; 34; 40; 70; 8g


25 = f1; 11; 21; 75; 34; 62; 88; 38g


26 = f1; 11; 21; 75; 34; 62; 49; 38g


27 = f1; 11; 21; 75; 34; 4; 88; 38g


28 = f1; 11; 21; 75; 34; 4; 49; 88g


29 = f1; 11; 21; 75; 34; 72; 88; 38g


30 = f1; 11; 21; 75; 34; 72; 63; 8g


31 = f1; 11; 21; 75; 34; 88; 49; 38g


32 = f1; 11; 21; 75; 34; 70; 83; 8g

3.3. (9; 2)- ark�¬n Elde Edilmesi:

P
0
= 34 noktas¬ndan sonra arka dahil edebilecek 21 nokta içerisinden 2.tip do¼gru

üzerindeki dört a¼g¬rl¬kl¬ olan P
00
= 87 noktas¬ arka dahil edildi¼ginde 87 noktas¬

ile
�
O;X; I; P; P

0	
kümesinin elemanlar¬ ile oluşan 1 _ 87 do¼grusu üzerindeki S 0

ye ait 83,88 noktalar¬n¬ P
000
olarak seçemeyiz. Benzer biçimde 11 _ 87 do¼grusu

üzerindeki 4,63,68 noktalar¬, 21 _ 87 do¼grusu üzerindeki 10,45 noktalar¬, 75 _ 87

do¼grusu üzerindeki 5; 49; 72 noktalar¬ve 34_87 do¼grusu üzerindeki 8; 38; 59 noktalar¬

S
0
den at¬l¬rsa arka ilave edilecek P

000
noktas¬

S
00
= S

0 n f4; 5; 8; 10; 38; 45; 49; 59; 63; 68; 72; 83; 88g = f40; 43; 47; 52; 60; 62; 70g
kümesinden seçilmelidir.
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Üzerinde bulunma yap¬s¬na göre kalan noktalar¬n durumu aşa¼g¬daki çizelgede

görülmektedir.

Çizelge 3.6. P 00
= 87 den sonra kalan noktalar¬n durumu



60
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Sonuç olarak

Şekil 3.7. P
00
= 87 arka dahil edildikten sonra oluşan yap¬

yap¬s¬ kal¬r. Kalan S
00
noktalar kümesinden 3:tip do¼gru üzerindeki iki a¼g¬rl¬kl¬

P
000
= 47 noktas¬arka dahil edildi¼ginde 47 noktas¬ile

�
O;X; I; P; P

0
; P

00	
kümesinin

elemanlar¬ile oluşan 1_47 do¼grusu üzerindeki S
00
ye ait 52 noktas¬, 47_75 do¼grusu

üzerindeki 62 noktas¬ve 47 _ 87 do¼grusu üzerindeki 40; 70 noktalar¬S
00
den at¬l¬rsa

geriye kalan noktalardan oluşan S
000
= S

00
n f40; 52; 62; 70g =f43; 60g kümesi elde

edilir. Kalan S
000
kümesinden P

0000
ve P

00000
noktalar¬olarak 43 ve 63 noktalar¬arka

dahil edilir.
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Çizelge 3.7. (9,2)-ark üzerinde bulunma yap¬s¬
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Sonuç olarak başka nokta kalmaz ve

Şekil 3.8. Elde edilen (9,2)-ark

f1; 11; 21; 75; 34; 87; 47; 43; 60g olmak üzere sadece bir tek (9; 2)- tam ark elde

edilir.
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4. SONUÇ

Bu çal¬̧smada, Sol Yaklaş¬k Cisim üzerinde ikinci mertebeden bir indirgenemez

polinom seçilerek 9. mertebeden bir projektif düzlem elde edildi ve bu düzlemin

homogen koordinatlarda tüm do¼grular¬, bu do¼grular üzerindeki noktalar¬ ve

üzerinde bulunma yap¬s¬ verildi. O; I;X; P noktalar¬n¬ içeren Fano düzlemleri

homogen koordinatlarda verildi.

Fano düzlemi oluşturan dörtgenlerden özel bir tanesi seçilerek bu dörtgenin

köşe noktalar¬n¬kapsayan tam arklar¬n bulunmas¬için bir algoritma verildi ve bu

algoritma yard¬m¬yla elde edilen arklar s¬n¬�and¬r¬ld¬.

Sonuç olarak O, I, X, P ve P
0
seçiminden sonra 9 tane (7; 2)�ark, 32 tane

(8; 2)�ark ve 1 tane (9; 2)�ark bulunmuştur.

Anahtar Kelimeler: Projektif düzlem, Sol yaklaş¬k cisim, Arklar
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Karakaş, H. ·Ibrahim, 1998, Soyut Cebire Giri̧s, Matemaik Vakf¬Yay¬nlar¬, 1-6,

140-143 s.

Kaya R., 2005, Projektif Geometri, Osmangazi Üniversitesi Yay¬nlar¬,104-330.

Kujken, L., Maldeghem, H.V. , Kerre, E., 1999, Fuzzy projektive geometries

from Fuzzy groups, Tatra Mountains Mathematical Publication, 16, 95-108.

Maes T., 2011, A Geometric Approach to Mathon Maximal Arcs, Universiteit

Gent, 11-12 p.

Marshall D., 2010, Conics, Unitals and Net Replacement, The University of

Adelaide 13-21 p.

Rey Casse, 2006, Projective Geometry, Oxford University, 138-143 p.

Room, T.G., Kirkpatrick, P.B., 1971,Miniquaternion Geometry,

London Cambridge University Press, 177.

Stevensen, F.W., 1992, Projective Planes, W.H Freeman and Company,

San Fransisco, 416.

Taş, M., 2015, Sol Hall Sisteminin Fano Kon�gürasyonlar¬Üzerine 64 s.


