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OZET

Bu calismada, 9.mertebeden Sol Yaklasik Cisim diizleminde bir Fano diizlemini
kapsayan tam arklar incelenmistir.

Birinci bdliimde, grup teorisindeki ve projektif geometrideki temel kavramlar
tamtilmistir.  Ikinci boliimde Sol Yaklasik Cisim iizerinde ikinci mertebeden
indirgenemez bir polinom segilerek elde edilen 9. mertebeden bir projektif diizlem
homogen koordinatlarla verilmistir. Daha sonra bu diizlemdeki biitiin Fano
diizlemlerinin noktalar1 ve dogrulart belirlenmistir. Ugiincii béliimde, projektif

diizlemde bir Fano diizlemi igeren tam arklar tamamlama metoduyla elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Projektif diizlem, Sol yaklasik cisim diizlemi, Arklar
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SUMMARY

In this thesis, the complete arcs containing the Fano plane in the left nearfield
plane of order 9 are determined. In the first chapter, fundamental definitions and
concepts of group theory, projective geometry and arcs in projective plane are given. In
the second chapter, the projective plane whose algebric structure is the left nearfield
plane of order 9 is constructed by using homogen coordinates. Then, all of points and
lines of all Fano planes in this projective plane are given. In the last chapter, all
complete arcs containing the Fano plane are obtained by using “completion procedure”

in this projective plane.

Keywords: Projective plane, Left nearfield plane , Arcs.
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1. BAZI TEMEL KAVRAMLAR

1.1. GIRIS

Bu calismada, Sol Yaklagik Cisim iizerindeki 9. mertebeden projektif diizlemin
arklar: incelendi.

Birinci boliimde, tez boyunca kullanilan bazi temel kavramlara yer verildi.
Oncelikle grup, alt grup, cisim, sol (sag) yaklagik cisim tanimlandi. Daha sonra
projektif uzay, projektif diizlem ve ark yapilar1 tanitildi.

Ikinci boliimde, Sol Yaklasik Cisim hakkinda bazi teoremler verilerek baslandi,
sol yaklagik cisim iizerinde @ ve ® iglem tablolar1 verildi. Daha sonra (.S, &, ®) Sol
Yaklagik Cismi iizerine kurulan projektif diizlemin ingaasi anlatildi. Son olarak Fano
diizlemi olugturan homogen koordinatli noktalar ve dogrular belirlendi.

Uciincii boliimde ise Fano diizlemi olusturan 6zel bir dortgen secilerek, bu

dortgenin koge noktalarii kapsayan tam arklar bulundu ve siniflandirildi.

1.2. CEBIRSEL VE GEOMETRIK YAPILAR

1.2.1. Baz1 Cebirsel Kavramlar
Tanim 1.2.1. A bos olmayan bir kiime olsun. A x A dan A ya tanimli bir

x: AxA — A
(z,y) — (zxy)
fonksiyonuna A i¢inde ikili islem denir. Bu tamima gore ikili islem iki degiskenli
bir fonksiyondur. A x A min herhangi bir (a,b) elemaninin ikili iglem denilen bdyle

bir fonksiyon altindaki goriintiisii genel olarak a+b, ab, a.b, aob, a®b,a®b ve benzeri

bigimde gosterilir (Karakag, 1998).



Tamim 1.2.2. G bos olmayan bir kiime ve %, G de bir ikili iglem olsun. (G, x)
cebirsel yapisi asagidaki aksiyomlari sagliyorsa bir grup denir.

G1) *, G de bir ikili iglemdir. Yani G kiimesi  iglemine gore kapalidir.

G2) x igleminin G de birlesme 6zelligi vardir.  Yani Vx,y,z € G igin,
rx(yxz)=(rxy)*z dir

G3) G kiimesinin * iglemine gore etkisiz (birim) elemani vardir. Yani Vz € G
icin, x x e = e x x = x olacak sekilde 3,e € G vardir.

G4) G nin her elemanmnin * iglemine gore tersi vardir. Yani x € G igin,

rxx~ ! =z71 %z = e olacak sekilde 3,27 € G vardir (Callialp, 2011).

Tanim 1.2.3. (G, ) bir grup olsun, Yz, y, € G igin xxy = y*x 0zelligi saglaniyorsa

bu gruba degigsmeli grup veya abelyan grup denir (Callialp, 2011).

Not 1.2.4. Grubun islemi + ise toplamsal grup, - ise ¢arpimsal grup denir
(Calhalp, 2011).

Tanim 1.2.5. (G, ) bir grup olsun, G sonlu bir kiime ise (G, *) grubuna bir sonlu

grup denir ve grubun eleman sayisinada grubun mertebesi denir (Callialp, 2011).

Tanim 1.2.6. G bir grup ve G nin bos olmayan alt kiimesi H olsun. Eger H, GG
deki igleme gore kendi bagina bir grup ise H ye, G nin alt grubu denir ve H < G
ile gosterilir (Callialp, 2011).

Onerme 1.2.7. G grubunun, bos olmayan H alt kiimesinin, alt grup olmasi icin
gerek ve yeter sart Vao,y € H icin zy~' € H (veya v~ 'y € H ) olmasidir (Callialp,
2011).

Tanim 1.2.8. F' bos olmayan bir kiime ve bu kiimenin elemanlar1 arasinda
+: FXxXF — Fve-: FxF — F ile gosterecegimiz iki tane ikili igslem
tanimlanmig olsun. (F,+,-) cebirsel yapisi asagidaki sartlar1 sagliyorsa, bu cebirsel
yapiya cisim adi verilir.

Cl) Hera,b€ F igina+b=b+avea-b=">b-a du.

C2) Her a,b,c € F i¢in (a+b)+c=a+ (b+c) ve(a-b)-c=a-(b-c) dir.



C3) Her a,b,c € F igina-(b+c¢) = (a-b)+ (b-c) dir.

C4) F kiimesinde dyle bir 0 elemani vardir ki, her a € F i¢in a4+ 0 = a egitligini
saglar.

C5) F kiimesinde 6yle bir 1 elemani vardir ki, 0 dan farkli her a € F i¢gina-1 = a
esitligini saglar.

C6) Her a € F elemani igin, I kiimesinde &yle bir —a elemani vardir ki,
a+ (—a) = 0 esitligini saglar.

C7) Her 0 # a € F i¢in, F kiimesinde éyle bir a™! elemani vardir ki, a-a™' =1

egitligini saglar.

Tamim 1.2.9. V bosg olmayan bir kiime ve F' bir cisim olsun. + : V xV — V ve
-+ FxV — V iki fonksiyon olmak iizere (V, F,+, ) cebirsel yapisi agsagidaki sartlari
sagliyorsa, V' kiimesine F' cismi tizerinde bir vektor uzayidir denir.

V1) Her x,y € V i¢gin x +y = y + x dir.

V2) Her x,y,z € V igin (x+y) +z =z + (y + 2) dir.

V3) Her x € V i¢in x + 0 = x olacak sekilde V' de bir tek 0 elemani vardir.

V4) Her x € V elemani i¢in, x +y = 0 esitligini saglayan V' de bir tek y elemani
vardir.

V5) Her a,b € F ve herx € V igina-(b-xz) = (a-b) -z dir.

V6) Her a,b € F ve herx € V i¢in (a+b) -z =a-z+b-z dir.

V7)Hera € F ve herz,y € Vi¢cina- (x+y)=a-z+a-y dir.

V8) Her x € V i¢in 1 - & = « dir. (1 cismin birim elemani)

Tanim 1.2.10. S, 0 ve 1 ile gosterilem iki elemanida i¢inde bulunduran bir kiime
olsun. T de S iizerinde

T1) her a,b,c € S i¢in T(0,b,¢) = T(a,0,c) = ¢,

T2) her a € S i¢in T(a,1,0) = T(1,a,0) = a,

T3) verilen a,b,c € S i¢in T(a, b, z) = ¢ olacak bicimde bir tek x € S vardir,

T4) a # ¢ olmak iizere verilen a,b,c,d € S i¢in T(a,x,b) = T(c,x,d) olacak
bi¢cimde bir tek x € S vardir,

T5) a # ¢ olmak iizere verilen a,b,c,d € S i¢in T(x,a,y) = b ve T(z,c,y) = d
olacak bigimde bir tek (z,y) € S? vardur,



kogullarimi gercgekleyen bir iiglii iglemse (S, T)) ikilisine ti¢lii halka denir ( Kaya,
2005).

Tanim 1.2.11. Herhangi bir (S, +, .) sistemi eger bir (S, T') lineer ii¢lii halkasindan
T7:5%x858— §
(1,a,b) — a+b ve

(a,b,0) — ab ile elde edilen cebirsel yapiysa buna diizlemsel halka denir.

Tanim 1.2.12. Carpma iglemi birlegsmeli olan herhangi (S, T') sol yaricismine, yani,
(1) T lineer,
(2) (S,T) bir degisimli grup ve (S — {0},.) bir grup,
(3) Hera,b,c € S igina (b+ ¢) = ab+ac, ozelliklerine sahip (S, T') ii¢lii halkasina
sol yaklasik cisim denir. Benzer olarak carpma islemi birlesimli olan herhangi sag

varicisme sag yaklasik cisim denir

1.2.2. Projektif Uzay Kavramlari

Tanim 1.2.13. V' bir vektér uzayr D(V) de V nin alt uzaylarim bir
kolleksiyonu ve o da bu alt uzaylar arasinda bir iizerinde bulunma bagintisi
olsun. D(V') ve D(V) tizerinde tanmimlanan tizerinde bulunma bagintisi yardimiyla
tanimlanan PG(V') = (D(V'), o) geometrik yapisma projektif uzay denir. U ve U’
alt uzaylar1 V nin altuzaylar: olsun. Eger U C U’ veya U’ C U sartlarindan biri
saglaniyorsa U ve U’ birbirinin iizerindedir denir ve U o U’ ile gosterilir (Kujken vd.

, 1999).

Tamim 1.2.14. V bir vektor uzayr ve V' nin bir alt uzay1 U olsun. U alt uzayinin
boyutu tabamndaki vektor sayisina egittir ve boy(U) ile gosterilir. U alt uzaymin
projektif boyutu da U nun boyutunun bir eksigidir ve pboy(U) = boy(U) — 1 ile
gosterilir (Kujken vd. , 1999).

V' bir vektor uzayr ve V' nin alt uzaylarinin projektif boyutu ¢ olsun;
i = 0 olan alt uzaylara projektif noktalar,

t = 1 olan alt uzaylara projektif dogrular,



t = 2 olan alt uzaylara projektif diizlemler,

© = 3 olan alt uzaylara projektif uzaylar denilir.

Tanmim 1.2.15. n-boyutlu projektif uzayda boyutu n — 1 olan alt uzaylar
hiperdiizlem olarak adlandirilir (Casse, 2006).

Sonlu boyutlu bir projektif uzayda biitiin dogrular esit sayida nokta icerir ve
projektif uzaym mertebesi herhangi bir dogrusu iizerindeki nokta sayisinin bir
eksigidir. Eger g mertebeli sonlu bir cisim iizerindeki projektif uzaylar iizerinde
calisirsak, bir dogru iizerindeki noktalarin sayisi ¢ + 1 e egittir, boylece projektif
uzayin mertebesi g olacaktir. ¢ mertebeli bir cisim itizerindeki n-boyutlu projektif

uzay PG(n,q) ile gosterilir.



1.2.3. Projektif Diizlem Kavramlari

Tanim 1.2.16. Biri noktalardan digeri dogrulardan olusan ayrik N ve D kiimeleri
ile Nx D iizerinde bir o bagmtisindan meydana gelen (N,D,o) iigliisiine bir
geometrik yapi denir. N nin elemanlar1 A, B,C, ..., X,Y, Z, ... gibi biiyiik harflerle,
D nin elemanlar1 a, b, ¢, ..., z, vy, z, ... gibi kii¢iik harflerle gosterilir.

Ni, Nao, Ns, ... € N noktalar icin N;od, i = 1,2,3, ... olacak sekilde bir d € D
varsa, yani bu noktalarin hepsi ayni dogru tizerinde ise bunlara dogrudas noktalar
denir.

dy,dy,ds,... € D dogrular1 icin N o d;, i = 1,2,3,... olacak sekilde bir
N € N varsa, yani bu dogrularin hepsi ayni noktadan gecerlerse bunlara noktadas
dogrular denir.

dy,dy € D ve dy # dy olsun. Eger N od; ve N o dy olacak sekilde hichir N € N
noktasi yoksa dijve dy ye paralel dogrular denir ve d; || dy ile gosterilir. Buna

karsin dy || do degilse dy }f ds ile gosterilir (Kaya, 2005).

Tamm 1.2.17. ( Afin Diizlem) N ve D elemanlari sirasi ile noktalar ve dogrular
olan ve N' N D = & ozelligine sahip iki kiime o da N' x D kiimesinde tanimlanan bir
iizerinde bulunma bagintisi (yani o C N x D) olmak tizere asagida verilen A1, A2
ve A3 aksiyomlarim gercekleyen (N',D, o) sistemine bir afin diizlem denir (Kaya,
2005).

A1) Farkl iki noktadan bir tek dogru geger.

A2) Bir dogruya digindaki bir noktadan bir tek paralel dogru ¢izilebilir.

A3) Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

Teorem 1.2.18. Verilen her F' cismi i¢in nokta ve dogrular1 bu cismin elemanlariyla
cebirsel olarak belirtilebilen bir afin diizlem vardir (Kaya, 2005). (Bu diizlem Ay F

ile gosterilir.)

Ornek 1.2.19. Oklid diizlemi bir afin diizlemdir. Ciinkii "Verilen her F cismi
icin nokta ve dogrular1 bu cismin elemanlariyla cebirsel olarak belirtilebilen bir afin

diizlem vardir." teoreminde F cismi yerine gercel sayilar cismi R alindiginda Oklid



diizleminin analitik gosterimi bulunmaktadir. Gergek afin diizlem adiyla da anilan

bu diizlem AR ile gosterilir (Kaya, 2005).

Teorem 1.2.20. Her sonlu A diizlemi i¢in asagidaki kosullara uyann > 2 tamsayisi
vardir (Kaya, 2005). Bu tamsayiya A nin mertebesi denir.

(1) A nin her dogrusu tizerinde tam olarak n tane nokta bulunur.

(2) A nin her noktasi tam olarak n + 1 tane dogru tizerindedir.

(3) A daki noktalarin toplam sayisi n? dir.

(4) A daki dogrularin tam sayisi n® + n dir.

Ornek 1.2.21. N ={A,B,C,D}, D= {AB,AC,AD,BC,BD,CD}ve o =c
olmak iizere (N ,D,o0) sistemi bir afin diizlemdir. Bu en kii¢iik afin diizlemdir
(Kaya, 2005).

A1) A ve D farkl iki nokta ¢iftini ele alalim. A ve D noktalarindan gegen bir tek
AD dogrusu vardir. A ve D noktalarindan gecen baska bir dogru bulmak miimkiin
degildir. Bu durum diger farkli nokta ¢iftleri i¢inde gegerlidir. O halde bu diizlemde
farkl iki noktadan bir tek dogru gecer.

A2) D noktast ve BC dogrusunu ele alalim. D noktasindan gegen ve BC
dogrusuna paralel olan AD dogrusundan baska bir dogru c¢izilemez. Diger nokta
ve dogrular i¢inde bu durum gegerlidir. O halde bu diizlemde bir dogruya digindaki
bir noktadan tek bir paralel dogru ¢izilir. Diger yandan bu diizlemde AC' || BD dir.

A3) B, D ve C noktalar: dogrudas olmayan ti¢ noktadir.

Buradan su sonuglara varilir:

Dort noktali bir afin diizlem vardir ve bu en kiiciik afin diizlemdir. En kii¢iik
afin diizlemin mertebesi 2 dir. Bir afin diizlemde bir nokta en az ti¢ dogru tizerinde

bulunur.
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Sekil 1.1. Afin diizlem
Teorem 1.2.22. F' herhangi bir cisim olsun. Bu F' cismi yardimiyla analitik olarak

tanimlanan

N =FxF={(z,y): 2,y € F}
D ={[m,b] :m,be F} U{la] :a € F}
ve tlizerinde bulunma bagintisi
(z,y)o[m,b] & y=mzx+b
(,y)ola] & x=a
ile verilen (N, D,0) sistemi bir afin diizlemdir (Kaya, 2005).

F = GF(p") sonlu cisimleri yardimiyla tanimlanan sonlu afin diizlemler vardir

(Kaya, 2005).

Ornek 1.2.23. F = GF(3) olmak tizere AyF diizleminin noktalar1 ( karsilarinda

da iizerinde bulunduklar1 dogrular gosterilmis bi¢cimde ) sunlardir (Kaya, 2005).

(0,0) : [0,0],[1,0],[2,0], [0]
(0,1) = [0,1,1,1],[2,1], [0]
(0,2) = [0,2],(1,2],[2,2],[0]
(1,0) = [0,0],[1,2],[2,1], [1]
(1,1 = [0,1,[1,0],[2,2], [1]
(1,2) = [0,2],1,1],[2,0], 1]
(2,0) = [0,0,1,1],[2,2], [2]
(2,1) = [0,1,[1,2],[2,0], [2]
(2,2) : [0,2],1,0],[2,1], [2]



A1) (0,0) ve (0,1) farkh iki nokta ¢iftini ele alahm. (0,0) ve (0, 1) noktalarindan
gecen bir tek [0] dogrusu vardir. (0,0) ve (0, 1) noktalarmdan gegen bagka bir dogru
bulmak miimkiin degildir. Bu durum diger farkl nokta ¢iftleri iginde gegerlidir. O
halde bu diizlemde farkli iki noktadan bir tek dogru gecer.

A2) (0,0) noktast ve [1, 1] dogrusunu ele alahm. (0, 0) noktasindan gegen ve [1, 1]
dogrusuna paralel olan [1,2] dogrusundan bagka bir dogru ¢izilemez. Diger nokta
ve dogrular i¢inde bu durum gegerlidir. O halde bu diizlemde bir dogruya digindaki
bir noktadan tek bir paralel dogru cizilir.

A3) (0,0),(0,1) ve (1,0) noktalar1 dogrudas olmayan {ig noktadir.

Tamm 1.2.24. (Projektif Diizlem) N ve D elemanlar: sirasi ile noktalar ve
dogrular olan ayrik iki kiime (yani N' N D = & ozelligine sahip iki kiime) ve o da
N X D kiimesinde tamimlanan bir tizerinde bulunma bagintisi (yani o C N x D)
olmak iizere asagida verilen P1, P2 ve P3 aksiyomlarim gercekleyen (N ,D,o)
sistemine bir projektif diizlem denir (Kaya, 2005).

P1: Her M, N e N, M # N i¢cin M od ve N o d olacak sekilde bir tek d € D
dogrusu vardir. Yani farkl iki nokta bir tek dogru belirtir.

P2: Her ¢, d € D, i¢cin N o c ve N o d olacak sekilde en az bir N € N noktasi
vardir. Yani iki dogrunun en az bir ortak noktasi vardir.

P3: Herhangi iicii dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Teorem 1.2.25. Bir P = (N, D, o) projektif diizleminde farkh iki dogru tek bir
noktada kesisir (Kaya, 2005).

Teorem 1.2.26. Her sonlu P = (N, D, o) projektif diizlemi i¢in agagidaki kogullara
uyan bir n > 2 pozitif tam sayist vardir (Kaya, 2005). Bu tam sayiya ilgili projektif
diizlemin mertebesi denir.

(1) P nin her dogrusu iizerinde tam olarak n + 1 tane nokta bulunur.

(2) P nin her noktasi tam olarak n + 1 tane dogru tizerindedir.

(3) P deki noktalarin toplam sayisi n? +n + 1 dir.

(4) P deki dogrularin tam sayist n® +n + 1 dir.
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Tanmim 1.2.27. S bir projektif diizleme iligkin herhangi bir ifade olsun. S de
"nokta" yerine "dogru" ve "dogru" yerine "nokta" koyarak bulunan yeni ifadeye
S nin dual ifadesi denir ve bu S* ile gosterilir.

Bu tanimdan hemen su c¢ikar: birbirlerinin duali olan nokta ve dogru
kavramlarindan bagka asagida yanyana yazilan kavramlar birbirlerinin duali olup

dual ifade bulunurken onlarinda yer degistirmeleri gerekir (Kaya, 2005).

noktadag —  dogrudas
V, birlesme — A, kesisme
...lizerinde bulunur — ...dan geger

Teorem 1.2.28. ( Projektif diizlemlerde duallik ilkesi ) Bir projektif diizleme

iligkin her teoremin ifadesinin duali de bir baska teoremin ifadesidir (Kaya, 2005).

Sonug 1.2.29. Eger P = (N, D, o) bir projektif diizlemse P* = (D,N,0~1) de bir
projektif diizlemdir. P* a, P nin dual projektif diizlemi denir (Kaya, 2005).

Teorem 1.2.30. Verilen her F' cismi i¢in nokta ve dogrular1 bu cismin elemanlariyla

cebirsel olarak belirlenebilen bir projektif diizlem vardir.

F' herhangi bir cisim olsun.

N = {(x1, 29, 23) : X1, 29,23 € F, (21,22, 23) # (0,0,0), (x1, X9, x3) = N1, T2, 73),

A€ F,\#0}

D = {[a1, a2, a3] : a1,aq,a3 € F,(ay,aq,a3) # (0,0,0), (a1, as, az) = N aq, az, az),

A€ F,\N#0}

(21, T2, x3) © a1, az, as] < a1x1 + asxs + agrs = 0 olmak tizere

(N,D, o) sistemi bir projektif diizlemdir. F cismi yardimiyla tamimlanan bu
projektif diizlemlere cisim diizlemleri denir ve genel olarak Py F ile gosterilir. Ozel
olarak F' = R, C ve Q cisimleri i¢in P;R gercel projektif diizlem, P,C kompleks
projektif diizlem, PoQ rasyonel projektif diizlem olarak adlandirilir. Bunlardan
ozellikle PoRR diizlemi diizlemler teorisinin en énemli ve iyi bilinen 6rnegidir (Kaya,
2005). Yukaridaki teoremlerden sonlu cisim diizlemlerine iligkin su sonug hemen

verilebilir.
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Sonug 1.2.31. r pozitif bir tam say1 p de bir asal say1 olmak iizere p” elemanli
GF(p") cismi var oldugu i¢in bu cismin elemanlarimdan homogen koordinatlarla

belirtilen diizlemde

(Z;TT):l = ()P+p +1
nokta vardir. Bu da diizlemin mertebesinin p” oldugunu gosterir. Yani her r pozitif
tam sayisi ve her p asal sayisi icin mertebesi n = p” olan sonlu bir projektif diizlem
vardir. Buna karsin cisimler yardimiyla elde edilen bir ¢ok projektif diizlem vardir.

Ustelik cisimler yardimiyla elde edilmemis olsalar bile bilinen biitiin sonlu projektif

diizlemlerin mertebeleri p" bi¢iminde yazilabilen pozitif tam sayilardir (Kaya, 2005).

Tanmim 1.2.32. A, B,C, D hepsi ayni projektif diizlemde bulunan ve herhangi ticti
dogrudas olmayan dort nokta olsun.  Bu noktalar1 ikiser ikiser birlestiren
dogrularin ¢izilmesi ve bulunan dogrularin ikiger ikiser kesistirilmesiyle elde edilen
alt1 dogru ve yedi noktadan olusan bir konfigiirasyona tamdértgen denir. Ayrica
A, B,C, D noktalarina tamdortgenin koseleri, AB ve CD, AC ve BD, BC ve AD
dogru ikililerine tamdortgenin karsilikli kenarlari, karsilikli kenarlarin kesisme
noktalarina, yani U = ABNCD,V = ACNBD, W = AD N BC noktalarina

tamdortgenin kégegen noktalari denir.

Tamm 1.2.33. Icindeki biitiin tamdortgenlerin késegen noktalari dogrudas olan

projektif diizleme Fano diizlemi denir.

En kiiciik projektif diizlemde 7 nokta ve 7 dogru vardir.
N =1{0,1,2,3,4,5,6}

D = {d17d27d3ad4ad57d67d7}
ve
dy ={3,4,6} , dy={1,5,6} , d3=1{0,6,2} , dy={0,4,5}
d5 - {0,1,3} y d6 - {2,3,5} 5 d7 - {1,2,4}

olsun.
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Sekil 1.2. Fano diizlemi

P1) 4 ve 6 farkli iki nokta ¢iftini ele alahm. 4 ve 6 dan gegen bir tek d; dogrusu
vardir. 4 ve 6 noktalarindan gecen baska bir dogru bulmak miimkiin degildir. Bu
durum diger farkli nokta ciftleri i¢cinde gegerlidir. O halde bu diizlemde farkh iki
noktadan tek bir dogru geger.

P2) d; ve dy dogrularin ele alalim. Bu iki dogrunun tek bir ortak noktas: vardir.
Bu da 6 dir. Diger dogru ciftlerinin de benzer sekilde tek bir ortak noktasi vardir.
O halde bu diizlemde farkl iki dogrunun bir tek ortak noktasi vardir.

P3) 1,2,3 ve 6 noktalar1 herhangi ii¢ii dogrudag olmayan dort noktadur.

Fano Aksiyomu: Kapsadigi herbir tamdortgenin kosegen noktalari dogrudas

olmayan noktalardir.

Tamim 1.2.34. P= (N ,D ,0) ve P'= (N', D', o) iki projektif diizlem olsun. Eger
N' C N ve her d € D dogrusu icin d = d N N olacak bi¢imde bir d € D dogrusu
varsa P’ ye P nin projektif altdiizlemi denir. Eger ' # P ise P’ ye P nin projektif

0z altdiizlemi denir.

Teorem 1.2.35. P, mertebesi n olan sonlu bir projektif diizlem ve P’ de P nin,
mertebesi m olan bir projektif 6z altdiizlemi olsun. Eger P nin her dogrusu P’ niin

bir noktasini kapsarsa n = m?, aksi halde n > m? + m dir.

Teorem 1.2.36. (P4 Dezarg Teoremi) Iki iicgenin karsilikh koselerini birlestiren

dogrular noktadagsa, bunlarin karsilikli kenarlarinin arakesit noktalar: dogrudagtir.
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Tanim 1.2.37. Bir afin diizleme bir takim yeni noktalar ve biitiin bu yeni
noktalari iizerinde bulunduran tek bir dogru katarak bir projektif diizlemin nasil elde
edildigini gorelim. Afin diizleme katilacak dogruya ideal dogru ya da
sonsuzdaki dogru, yeni noktalarin her birine de ideal nokta ya da sonsuzdaki
nokta denir. Buradaki sonsuz deyimi biraz sonra anlagilacagi gibi (gercel diizlem
ve bir ka¢ hal harig) uzaklkla ilgili degildir. A = (N, D, o) bir afin diizlem olsun.
Bu diizlemde birbirine paralel olan biitiin dogrular kiimesine bir paralel dogru
demeti denir. Diizlemde her bir demet i¢cin bu demetin tiim dogrularinin iizerinde
bulunan ama N de bulunmayan yeni bir nokta géz éniine alalim. Béylece diizleme
her dogrultuda yeni bir (ideal) nokta katilmig olur. Afin diizleme ideal noktalar
katilirken A nin her d dogrusu bir nokta ile genisletildi. d dogrusu ve d ye paralel
tiim dogrular tizerine koyulan bu ideal nokta D, ile gosterilir. Tiim ideal noktalarin
iizerinde bulundugu ideal dogruyu da d., ile gostererek A ya katalim. Boylece A
daki o bagmtisida biraz genigletilerek (ki bu gimdilik o ile gosterilir) bir (N, D', 0)

sistemi elde edilir. Buna A nin tamamlanmisi denir (Kaya, 2005).

Teorem 1.2.38. Her afin diizlemin tamamlanmigi bir projektif diizlemdir (Kaya,

2005).

Teorem 1.2.39. Bir projektif diizlemden herhangi bir dogru ve iizerinde bulunan

tiim noktalar ¢ikarilirsa geriye kalan geometrik yapi bir afin diizlemdir (Kaya, 2005).

Tanim 1.2.40. P ve P' herhangi iki projektif diizlem olsun. P den P' ye P nin
noktalarini P' nin noktalarina, P nin dogrularmi P' nin dogrularina déniigtiiren
ve iizerinde bulunma bagintisini koruyan bire-bir ve érten bir fonksiyon varsa bu
projektif (afin) diizlemler izomorftur denir; bu fonksiyona da P den P ye giden
bir izomorfizm denir (Kaya, 2005).

Teorem 1.2.41. A,F afin diizleminin tamamlanmigi PoF projektif diizlemine

izomorftur (Kaya, 2005).

Sonug 1.2.42. AsF' afin diizlemi PoF projektif diizleminden [0,0,1] dogrusu ve
(1, x9,0) noktalarmin ¢ikarilmasiyla elde edilen yapiya izomorftur (Kaya, 2005).
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Ozel olarak P;R den z3 = 0 ozelligine sahip noktalar ve [0,0, 1] dogrusu atilarak
A,R Oklid diizlemi (gercel afin diizlem ) bulunur veya A;R afin diizlemine ideal
dogru ve noktalarinin katilmasiyla PR gercel projektif diizlemi elde edilir. Dolayisiyla
Oklid diizlemin noktalar1 z;,7, € R olmak iizere (zy,x3,1) biciminde homogen
koordinatlarla belirtilebilir. Oklid diizlemin dogrular da a; € R, i = 1,2,3 olmak
tizere a1, + asrs 4+ azrs = 0 denklemiyle belirtilebilir.

P,R projektif diizlemi, Oklid diizleminin genisletilmesidir (Kaya, 2005).

1.2.4. Ark ile Ilgili Kavramlar

Tamim 1.2.43. PG(2,q) da herhangi ii¢ii dogrudas olmayan k noktali kiime k—ark
olarak adlandirilir (Casse, 2006).

Tanmim 1.2.44. Projektif diizlemin her dogrusu k—arki en ¢ok n tane noktada

kesiyorsa bu ark {k;n}—ark denir (Hoadley, 2003).

Ornek 1.2.45. 2.mertebeden en kiiciik projektif diizlem olan Fano diizleminin
herhangi ti¢ti dogrudag olmayan en ¢ok 4 noktasi vardir. Bu yiizden Fano diizlemi
4—ark igerir. Sekil.1.3. te Fano diizleminin noktalarmim {0, 1,2, 5} kiimesi bir 4—ark

belirtir.
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Sekil 1.3. Fano diizleminde 4-ark

Tanmim 1.2.46. PG(2,q) da bir {k;n}—ark ile m noktada kesigen dogru m—sekant
olarak adlandirilir (Hoadley,2003).
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Teorem 1.2.47. (Tallini Scafati) PG(2, q) bir projektif diizlemde K bir {k;n}—ark
isek < (q+1)(n—1)+1 esitsizligi saglanir (Hoadley,2003).

Ispat: P, K mmn herhangi bir noktas: olsun. Bu durumda P noktasindan
gecen projektif diizlemin (¢ + 1) tane dogrusu geger. Bu dogrular K y1 en ¢ok P
hari¢ (n — 1) noktada keserler. Dolayisiyla (¢ + 1) dogrunun herbirinin iizerinde
K ya ait P noktasi harig en ¢ok (n — 1) nokta vardir. P noktasi da katilirsa
kE<(qg+1)(n—1)+1 elde edilir.

Ornek 1.2.48. Fano diizlemi 2. mertebeden bir projektif diizlem oldugundan q = 2
dir. Ornek 1.2.44. de 4—ark oérnegi verildi. Sekil 1.3. de goriildiigii gibi Fano
diizleminde herhangi bir noktadan 3 dogru gecer ve herhangi icti dogrudag olmayan
k noktali kiimeyi en ¢ok 2 noktada keser. Bu durumda Fano diizleminden n = 2
dir. k < (q¢+1)(n—1)+ 1 esitsizliginde yerine konulursa k < 3 -1+ 1 = 4 saglanir.
Boylece Fano diizlemi bir {4;2} —ark icerir. Yani Fano diizleminde bir ark en ¢ok 4

noktaya sahiptir.

Tanim 1.2.49. K, q. mertebeden bir projektif diizlemde bir {k; n}—ark olsun. Eger
K, k=(q+1)(n—1)+1 esitligini saghyorsa K maksimal ark olarak isimlendirilir
(Hoadley,2003).

Ornek 1.2.50. Fano diizlemindeki {4;2} —arklar maksimal arklardir. Sekil 1.3.

Fano diizleminin noktalarimn {0, 1,2,5} kiimesi bir maksimal arktir.

Teorem 1.2.51. K, q. mertebeden bir projektif diizlemde {k;n} bir maksimal ark
ise, her dogru K yi1 ya hi¢ kesmez yada n tane noktada keser (Hoadley,2003).

Ispat: K, q. mertebeden bir projektif diizlemde bir maksimal ark {k;n} ark
olsun. Herhangi bir | dogrusunun K y1 m nin 1 < m < n araliginda m noktada
kestigini farzedelim. P, K arkinda ve [ dogrusu iizerinde olan bir nokta olsun. P den
gecen g+ 1 dogrusu oldugundan P noktasi [ nin diginda ¢ tane dogru {izerindedir. Bu
q tane dogru K nin P hari¢c n — 1 tane noktasini icerir. Boylece K nin icerdigi nokta

sayist igin K <m+q(n—1) <n+q(n— 1) esitsizligi gegerlidir ve K bir maksimal
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ark degildir. K, q. mertebeden bir projektif diizlemde maksimal {k; n} arkinin biitiin
dogrular1 K ile ya hig kesismez ya da n tane noktasinda kesisir, 2 < n < g esitsizligi

saglanir ve k = ¢ (n — 1) +n dir (Hoadley,2003).

Tanim 1.2.52. K , ¢. mertebeden bir projektif diizlemde {k;n}-ark olsun.
Projektif diizlemin bir dogrusu bir k-arki bir noktada kesiyorsa tanjant dogru, iki
noktada kesiyorsa sekant dogru, hi¢ kesismiyorsa harici (digsal) dogru olarak

isimlendirilir. n ye {k;n}-arkin derecesi denir (Hoadley,2003).

Teorem 1.2.53. K, q. mertebeden projektif diizlemde n < ¢ i¢in bir maksimal
{¢(n —1) +n;n} —ark olsun.
O zaman K nin harici dogrular kiimesi K bir maksimal {q(q_Z—H); 4} —arktir

(Maes,2011).

Tamim 1.2.54. ¢q. mertebeden projektif diizlemde bir k—ark, (k-+1)—ark
tarafindan olugmuyorsa bu arka biitiin(tam) bir ark denir. Bir k—arkimmmn sahip
olabilecegi nokta eger; q ¢iftse (q + 2); eger q tekse(q + 1)’dir. (¢ + 1)—arka oval ve
(q + 2)—arka da hiperoval denir (Marshall,2010). q. mertebeden projektif diizlemin
biitiin dogrular: hiperovaller ile ya hi¢ kesismez yada iki noktada kesisir. Sonug

olarak, hiperovaller maksimal {q + 2;2}—arklardir.

Teorem 1.2.55. (Barlotti) Eger K, q. mertebeden bir m projektif diizlemde bir
{qg(n—1)+n —1;n} ark ise tam(biitiin) bir ark degildir ve bir maksimal
{¢(n —1) +n — 1;n}-arka bir tek yolla tamamlanabilir (Maes,2011).

Teorem 1.2.56. q. mertebeden bir projektif diizlemde K, ve Ky, n. dereceden iki
maksimal ark olsun. K ve K, deki nokta sayisi k = q(n — 1) + n iken

|IKiNKy| >k—(¢g—2+1) ise K; = K dir.

n

Teorem 1.2.57. (Tallini Scafati) K, q. mertebeden 7 projektif diizlemindeki k
noktali kiime olsun. 0 <1 < g+ 1 araligindaki her ¢ i¢in, m nin K y1 i tane noktada

kesen dogrularin sayisi t; olsun.
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O zaman

Yti = ¢ +q+l
0<i<g+1
1<i<g+1
i —Dt; =  k(k—1)
2<i<q+1

dir (Hirschfeld, 1998).

1.3. Projektif Diizlemin Koordinatlanmasi
Her projektif diizlem, uygun bir S kiimesinin elemanlariyla koordinatlanabilir.

Tanim 1.3.1. P, mertebesi n olan sonlu bir projektif diizlem, S de 0 ve 1 ile
gosterilen iki 6zel elemani bulunan ve kardinalitesi n > 2 olan bir kiime olsun. P de
herhangi ii¢ii dogrudas olmayan O, E, U, V noktalarindan olusan, se¢imli {O, E, U, V'}
koordinatlama dortgeni ve S kiimesini kullanarak P nin noktalarini, dogrularini ve

tizerinde bulunma bagintisini belirleyelim.

1.3.1. Noktalarin Koordinatlanmasi

0=(0.0) (1,0) (a.0) (b,0) (m.0) U=(0)

Sekil 1.4. Noktalarin Koordinatlanmasi
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OE dogrusu iizerinde OF N UV den bagka herbir noktaya S? nin (a,a)
biciminde birtek elemamm egleyelim. Ozel olarak O = (0,0), E = (1,1) olsun.
UV  dogrusu iizerinde bulunmayan sec¢imli herbir N noktasi icin eger,
NU N OE = (bb) ve NV N OE = (a,a) ise N = (a,b) diyelim.
Ozel olarak, OU dogrusu iizerindeki noktalar (a,0) ve OV dogrusu iizerindeki
noktalar (0,b) bi¢iminde koordinatlara sahip olur. UV nin [(0,0) U (1,m)] N UV
noktasina (m) koordinatmi verelim. Buna gore U = [(0,0)U (1,0)] N UV
oldugundan U = (0) dur.

OENUV =[(0,0)U(1,1)]nUV olup, OENUV = (1) dir. oo ¢ S olmak iizere
UV nin V noktasi i¢gin V' = (00) olsun. (bkz. Sekil 1.4.)

1.3.2. Dogrularin Koordinatlanmasi

V' = (00) noktasindan gegmeyen ve dolayisiyla UV ile bir (m) ortak noktasina ve
OV ile bir (0, k) ortak noktasina sahip olan dogruya [m, k| koordinatini; V = (00)
dan gegen ve OU = [0, 0] dogrusuyla bir (k,0) ortak noktasina sahip olan dogruya

[k] koordinatini ve UV dogrusuna da [oo] koordinatini tayin edelim.

[0.0]
o

0—(0.0) (1,0) (k,n:-'\[\ I U=(0)
h.

Sekil 1.5. Dogrularin Koordinatlanmasi
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Burada dikkat edilmesi gereken ¢nemli bir husus,bu koordinatlamanin secilen

{0, E,U,V} dortgenine bagh olmasidir.

1.3.3. Uzerinde Bulunma Bagintis:

Her m,k,x,y € S igin,

(00)ofoc],  (c0)o[k], (c00)g[m, k]
(x) o [oo], (x)olk], (x)olm, k] <= z=m
(:c,y)@[oo], (SL’,y)OU{?] <~ ZC:]C, (m,y)o[m,k] <~ y:T(m,x,k')

S kiimesi ve “T': S% — S > T (m,z,k) =y < (x,y)o[m,k]” olacak bigimde
T 1iclii igleminin birlikte diistiniilmesiyle bazi kavramlar tanimlanabilir.

Buraya kadar kullamlan tanim ve kavramlar (Kaya, 2005) den alinmigtar.

1.4. Dokuzuncu Mertebeden 4 Farkli Projektif Diizlem

Dokuzuncu mertebeden dort farkli profektif diizlem bilinmektedir. Bunlar Dezarg
diizlemi, Sol yaklagik cisim diizlemi, Sag yaklagik cisim diizlemi ve Hughes
diizlemidir. Asagida bu diizlemlerin cebirsel yapilar: iizerinde kisaca durulacaktir.

S = {0,1,2,a,b,c,d,e, f} olsun ve S iizerindeki @ iglemi F = GF(9)
cisminin toplama islemi olarak alinsin. Burada b =a+ 1, c =a+ 2, d = a + a,
e=d+1, f=d+2vel+2=a+d=0dur. S iizerindeki ® iglemi agagida verilen
(izelge 1.1. deki gibi tanimlansin.
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Cizelge 1.1. GF (9) cisminde ® Islemi

®|0l1|2]a|blc|d|e]|f
0/0[{0|0[0O]|O|O]O|O]O
1101 |2]a|blc|d|e]|f
210|2|1|d|f|e|a|c|b
a|0jla|d|2|e|b|1]|f]c
b|O|b|f|lc|2]|d|e|a]|l
c|Of|cle|fla|2|b|1l]|d
d|O0jd|la|l|c|f|2]|b|e
e|0Olejc|bld|1|f]|2]a
f10]f|ble|l|alc|d|2

(S, B, ®) bir sag yaklagik cisimdir. Bu yaklagik cisim S (9) ile gosterilir.

1.4.1. Sag Yaklasik Cisim Diizlemi

Cebirsel yapis1 9. mertebeden bir sag yaklagik cisim olan projektif diizlem agagidaki
gibi inga edilir:
N ={(z,y,1) :z,y € S} U{(1,2,0) : x € S} U{(0,1,0)} noktalar kiimesi,
D={m,1,k] :m,keS}U{[1,0,k] : k€ S} U{[0,0,1]} dogrular kiimesi ve
o: (x,y,2) o [m,n,k] <= xm+ yn+ zk = 0 iizerinde bulunma bagmtis:
olmak tizere P= (N ,D ,o) diizleminin bir projektif diizlem oldugu bilinmektedir
(Stevensen, 1972).

S (9) yardimiyla kurulan 9. mertebeden projektif diizlem 7, (9) ile gosterilir.

1.4.2. Sol Yaklasik Cisim Diizlemi

Her z,y € S(9) igin * iglemi z *y = y ®  olarak tammlanirsa (S, ®, *) bir sol
yaklagik cisimdir. Bu sol yaklagik cisim iizerine kurulan 74 (9) un duali olup farklh

bir projektif diizlemdir (Stevensen, 1972). Bu projektif diizlem 7 (9) ile gosterilir.
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1.4.3. Hughes Diizlemi

9. mertebeden diger bir diizlem ise diizlemsel halkasi lineer olmayan, bu yiizden
75 (9) ve ¢ (9) projektif diizlemlerinden farkli olan 7z (9) ile gosterilen Hughes
diizlemidir.

p tek asal say1 ve h pozitif tamsay1 olmak tizere ¢ = p” olsun. ¢ mertebeli bir sag
yaklagik cismin varhigl ve bu yaklagik cisim tizerine kurulan Hughes diizlemlerinin

elde edilisi igin (Hughes, Piper 1973) ye bakilabilir.

1.4.4. Dezarg Diizlemi

P4 Dezarg aksiyomunu gercekleyen bir projektif diizleme Dezarg diizlemi ya da
Dezargsel diizlem denir.
Bu sekilde kurulan PoF cisim diizlemi 7, (9),7%(9) ve 7y (9) diizlemleri 9.

mertebeden bilinen projektif diizlemlerin tamamini teskil etmektedir. Bu farkh 4

projektif diizlem ile ilgili ayrintili bilgi (Room, Kurkpatick 1971) de verilmigtir.



2. 9. MERTEBEDEN SOL YAKLASIK
CiSIMDEN ELDE EDILEN
PROJEKTIF DUZLEM

Bu boliimde bir sol yaklagik cisim tizerinde 9. mertebeden projektif diizlem homogen
koordinatlarla kurulmaktadir.

Her projektif diizlem bir kiimenin elemanlariyla nasil koordinatlanabildigi ve
her projektif diizlemin geometrik yapisina ilaveten bir cebirsel yapisinin var oldugu
bilinmektedir (Kaya,2005).

Boliim 1 de carpma islemi birlesimli olan sol yaricisim sol yaklagik cisim ve ayni
ozellikte bir sag yaricisim bir sag yaklagik cisim olarak tanimlanmisti. Hall sistemi
olarak elde edilen birtek sol yaklagik cisim vardir. Asagidaki teorem bu sol yaklagik

cismi belirtir.

Teorem 2.0.1. Herhangi bir F' cisminden elde edilen sol Hall sisteminin ¢arpma
igsleminin birlesimli olmasi (yani yaklasik cisim olmasi) i¢in gerek ve yeter sart ya

F =GF (2) yada F = GF (3) ve f (t) = t* + 1 olmasidir (Kaya, 2005).

Ornek 2.0.2. Seckin sol yaklasik cisim: Yukaridaki teorem geregi F = GF (3)

ve f(t) = t* + 1 olmak iizere tiiretilen Hall sistemi aym zamanda bir

sol yaklasik cisimdir. = Bu sol yaklasik cisim bilinen biitiin diger sol yaklasik

cisimlerden farkhdir. Bu farkhligin en ilginci (S —{0},®) c¢arpim grubunun ig

yapisindan ortaya ¢ikmaktadir. Soyle ki, herx € S, x # 0,1, —1 i¢in 2? = —1 dir ve

bu sol yaklasik cisimden baska hicbir sol yaklagik cisim bu ozelligi
2

saglamaz. x° = —x bi¢cimindede ifade edilebilecek olan ¢zellik bazi geometrik

sonuc¢lar dogurmaktadir. Soyle ki bu yaklasik cismin belirttigi diizlemde oyle bir
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f involusyonu vardir ki bu involusyon [co] dogrusunu degismez birakir ama bu
dogrunun hicbir noktasm degismez birakmaz. Ustelik bu diizlem her X o [o0]
ve f(X) oz geciskendir. Sag yaricisimlerin elde ediligine benzer olarak asagidaki

teoremleri hemen verebiliriz (Kaya, 2005).

Teorem 2.0.3. Herhangi bir (S,®,®) sisteminin T'(a, b, c) = a.b+ c iiglii iglemiyle
birlestirilmesinden elde edilen (S, T') ikilisinin bir sag yaklasik cisim olmasi i¢in gerek
ve yeter kogullar

i.(S,T) mn (birim elemam 0 olan) bir grup olmasi,

i1.(S — {0} ,®) mn (birim eleman: 1 olan) bir grup olmasi,

191.Y x € S i¢in x.0 = 0 olmasi,

vy x,y,z € Si¢in (r+y).z2 = x.z + y.z olmasi,

v.a # b olmak tizere verilen ¥V a,b,c € S i¢in xa — b = ¢ denkleminin bir tek

x € S ¢oziimiiniin bulunmasidir (Kaya, 2005).

2.1. Dokuz Elemanli Bir Sol Yaklasik Cisim
F ={0,1,2} ve

Cizelge 2.1. GF (3) cisminde + ve - Islemleri

+10]1)2 011]2
0 (01]2 00|00
11112]0 1{011]2
2 12|01 210121

olmak iizere (F, +,.) = GF (3) bir Galois cismidir. Bu cisim yardimiyla olugturulan

sol yaklagik cisim:

S= {a+b|abeF \¢F}
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yani,

S o= {0,020 1,14+ 1A 1+2X,2,2+1\,2+2)\}

= {00,01,02,10,11,12,20, 21,22}

dir. S kiimesi tizerinde ¢ ve © iglemleri agagidaki bigimde tanimlansin:

(a+Xb)® (c+Ad) =(a+c)+A(b+d)

ca+ A(da) ,b =0 iken

(a4+Mb) © (c+Ad) =
ca —db(a®> +1) + X(cb —da) ,b# 0 iken

ft) =t2+1
de F iizerinde indirgenemez bir polinom olsun. Yani, F cismi iizerinde dereceleri 2
den kiigiik herhangi b(t) ve k(t) polinomlar1 igin daima f(t) # 0b(t).k(t)
olsun. (Asikar olarak bu, f (t) = 0 denkleminin F i¢inde ¢oziimiiniin bulunmamasini

gerektirir.) Bu iglemler kullamlarak, S kiimesi iizerinde @ ve © iglem tablolar1 su

sekilde elde edilir.

2.1.1. S kiimesi iizerinde ¢ ve © islem cizelgeleri:

Bu caligmada kisalik saglamak amaciyla, her x + Ay € S elemam icin zxy
gosterimi kullamlacaktir. Ornegin 4. satirm bagindaki a + \b ve j.siitunun bagindaki
¢ + Ad elemanlar: yerine sirasiyla ab ve cd gosterimini kullanacagiz. @& ve ©® islem
tablolarinda ab elemani 7.satir ve cd elemani da j. siitunda iken islem sonucu 7.satir
ve j.siitunun kesisiminde yer alir. Ornegin @ tablosunda 02@22 = 21, ® tablosunda
11 ® 20 = 22 bulunur.
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Cizelge 2.2. S kiimesi iizerinde @ Islemi

@© [00]01(02|10 11 12| 20|21 |22
00100 ]01|02 1011|1220 |21 |22
011010200 1112|1021 22|20
02102]00|01 1210|111 22|20 |21
1010 | 11 |12 20|21 |22|00| 01 |02
1111 12 10| 21|22 |20 | 01| 02|00
12112 |10 [ 11 | 22|20 | 21 | 02| 00 | O1
20120212200 |01]02|10| 11|12
2112112212001 |02]00 |11 12|10
221221202102 (00|01 12|10 |11

Cizelge 2.3. S kiimesi iizerinde ® Islemi

® | 00[01]02]|10 11 12|20 21|22
00| 00|00 |00 |00(00(O00}O00] 00/ 00
01 /00]20|10 01|21 |11 02| 22|12
02 100]10|20 0212|2201 11|21
100001 02]10| 11 12|20 |21 |22
11100 (1221 11|20|02|22|01]10
12100 (2211 12| 01|20 |21 |10 |02
20[00{02]01]20 (2221|1012 |11
21|00 |11}22]21 (02|10 12|20 |01
22100(21(12]2210(01 |11 |02 |20

Boyle olusturulan (S, @, ®) sistemi bir sol yaricisim aksiyomlarini saglar (Tag, 2015).
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Burada iki girdi ile belirtilen S kiimesinin elemanlarini agagida tanimlanan déniigtim

yardimiyla tek bilegenli hale getirebiliriz.

00 —
10 —
20 —
01 —

21 —
02 —

0
1
2
3
11 — 4
5
6
12 — 7
8

22 —

Bu durumda S = {0,1,2,3,4,5,6,7,8} kiimesi iizerindeki & ve ® iglem tablolar1

agsagidaki sekilde verilebilir.

Cizelge 2.4. S kiimesi iizerinde & ve © Islemleri

D
S
—_
—_

e}
e}

N O | N

—_

9|k |l |o | w

ol |l |w|lo |

—_

o |l |~ |w|o | |~

—_

N | = | O |00 | N | |0 | WwW|Ww

= O IN || 00 | &~ | W || ot

LU | = WD = |O |00 ||| O

=W Ot = O NN | O 00|

CU | OO0 | FH | = || N O | W | O | w

= W | N [Nt 00O |-

S| | &N W |0 | |0 | O | o

o || |on x| w |
o || |o x| w |

ol |lwN|lw|lo|lkx|lo|lw |~
S |lo|lo|lkc|lw|la|l~r|lolw |
wlao|le|lolvw|~ ol ||
o |l v|lo|lo |k |w|
oclo|lo|lo|lo|lo|lo|lo|lo|o
o |lv|lolo|lx~|lw|lvw|~|lo
Aot | w | 1| | o

gl |lv|lolalRr|lwlololo

W | N | O
N O | O W
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2.2. (5,®,®) Sol  Yaklagitk Cismi Uzerine Kurulan

9. Mertebeden Projektif Diizlemin Ingaasi

9. mertebeden projektif diizlemde 91 nokta ve 91 dogru vardir. (S,®,®) yapisi ile
9. mertebeden projektif diizlemi agagidaki gibi kurulmustur (Tasg,2015).

Diizlemin noktalar kiimesi:

N = A,y :z,yeS} U {(m):meS} U {(c0):00¢ S} bicgiminde
tanimlanmigtar.

Buradan goriiliiyor ki noktalar kiimesinde z,y, m € S ve co ¢ S olmak iizere

81 tane (z,y) biciminde afin nokta, 9 tane (m) bigiminde ideal nokta ve 1 tane
de (00) ideal nokta vardir.

Diizlemin dogrular kiimesi D :

D = {[m,k|:m,k € StU{[a] : a € S}U{[o0] : 00 ¢ S}biciminde tanimlanmigtir.

Buradan goriiliiyor ki dogrular kiimesinde m, k,a € S ve co ¢ S olmak {izere

81 tane [m, k| bigiminde afin dogru, 9 tane x = [a] bigiminde afin dogru ve 1
tane [co] bigiminde ideal dogru vardir.

Uzerinde bulunma bagintisi :

Noktalar ve dogrular arasindaki {izerinde bulunma bagintisi o, asagidaki gibi

tammlanir:

r,y)o[m k]l y=moxrdk,YmkeS

(z,y)

(x,y)olal & x=a
(m) o [oc]

(

00) o [o0]

(x,y) afin noktalar1 [co] dogrusu iizerinde degildir.

(5,8, ®) sol yaklagik cismi ile elde ettigimiz (N, D, o) geometrik yapisi 9.mertebeden

bir projektif diizlemdir ve PyS ile gosterilir.
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2.2.1. Noktalarin ve Dogrularin Homogen Koordinatlanmasi

Boliim.2 de P = (N, D, o) 9. mertebeden projektif diizleminin noktalar kiimesi
N ={(z,y) 2,y € S}U{(m) : m € S} U{(o0) : 00 ¢ 5},
dogrular kiimesi
D = {[m, k] :m,k € S} U{[a] :a € 5} U{[oc] : 00 ¢ S}
ve tizerinde bulunma bagintisi

(z,y)o[m,k] = y=moOrdk
(J},y)o[/\] = r=A

seklinde verilmisti. Bu boliimde 9. mertebeden projektif diizlemin biitiin nokta ve
dogrular1 homogen koordinatlarla koordinatlanir.

(r,y) ikili noktasma karsgihk A € S ve A # 0 olmak iizere
AO (z,y1) = (AOz,A\®y,A® 1) biciminde koordinatlanan biitiin noktalar karsilik
getirilir. Tersine x3 # 0 olmak tizere her (71, 74 x3) licliisii 3 ' ©Ox; = , 13 Ox9 = ¥
olmak {izere birtek (x,y) noktasi belirtir. m, A\ € S, m # 0 ve A # 0 olmak
tizere (m) tipindeki ideal noktalara A ® (z,1,0) = (A® 2, A ® 1, A ® 0) bigiminde
koordinatlanan biitiin noktalar kargilik getirilir. (co) noktasina (A, 0,0) homogen
koordinath noktalar kargilik gelir.

[m, k] bigimindeki dogrulara da [m,—1,k] p € S ve pu # 0 olmak iizere
p© my—1k = [pgOmue®(—1),p®k| biciminde koordinatlanan biitiin
dogrular kargihik getirilir. Burada [m, —1, k] ifadesini oncelikle 1 in toplamaya gore
tersi 2 oldugundan dolay1 [m, 2, k] seklinde yazlabilir. Eger k& nin tersi ile soldan
carpma islemi uygularsak dogrularmm ifadesi [k~ ©® m, k™! ® 2,1] bi¢imini alir. [a]
tipindeki dogrulara u ® [z,0,1] = [p® z,p ® 0, u ® 1] bigiminde koordinatlanan
biitiin dogrular kargihk getirilir. [oo] dogrusuna [0,0,u], p € S,u # 0 homogen
koordinath biitiin dogrular karsilik gelir.
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Homogen koordinatlarda (x;, s z3) noktasmim [a;, as, as] homogen koordinath

dogru tizerinde olmasi icin gerek ve yeter kosul

olmasidir.

a1 OT1PayOraDaz®x3 =0

PoS projektif diizlemin biitiin noktalar1 ve bu noktalardan gegen dogrular

homogen koordinatlarda agagidaki gibi verilebilir:

(0,1,0)

{[1,0,0],[3,0,1],[6,0,1], 2,0, 1], [4,0, 1], [7,0,1],[1,0, 1], [5,0, 1], 8,0, 1], [0,0, 1]}

(1,0,0)

{lo, 1,0],[0,3,1],[0,6,1],]0,2,1},0,4,1],[0,7,1],[0, 1, 1], [0, 5, 1], [0, 8, 1], [0, 0, 1]}

(6,1,0)

{[6,1,0],[1,3,1],[2,6,1],[3,2,1],[5,4,1], [4,7,1],[6,1,1], 8,5, 1], [7, 8, 1], [0,0, 1]}

(3,1,0)

{13,1,0],[2,3,1],[1,6,1],[6,2,1],[7,4,1],[8,7,1],[3, 1,1], [4,5, 1], [5,8,1],]0,0, 1]}

(1,1,0)

{[2,1,0],[6,3,1],[3,6,1],[1,2,1],[8,4,1],[5,7,1],[2,1,1],[7,5,1], [4,8,1],]0,0, 1]}

(8,1,0)

{I8,1,0],[7,3,1],[5,6,1],[4,2,1],[1,4,1],[6,7,1],[8,1, 1], [3,5,1],[2,8,1],[0,0, 1]}

(5,1,0)

{5,1,0],[8,3,1], [4,6,1],[7,2,1],[3,4,1],[1,7,1],[5,1,1], [2, 5, 1], [6, 8, 1], [0,0, 1]}

(2,1,0)

{[1,1,0],[3,3,1],6,6,1], [2,2,1],[4,4,1],[7,7,1],[1,1,1],[5,5,1],[8,8,1],[0,0, 1]}

(7,1,0)

{[7,1,0],[4,3,1],[8,6,1],[5,2,1], 6,4, 1],[2,7,1],[7,1,1], [1,5,1],[3,8,1],[0,0, 1]}

(4,1,0)

{]4,1,0],[5,3,1],[7,6,1],[8,2,1],[2,4,1],[3,7,1],[4,1,1], 6,5, 1], [1,8,1], [0, 0, 1]}

(0,0,1)

{[0,1,0],[6,1,0],[3,1,0], [2,1,0],[8,1,0], [5,1,0], [1,1,0], 7, 1,0], 4, 1,0], [1,0,0]}

(0,3,1)

{[0,3,1),[1,3,1],[2,3,1],[6,3,1],[7,3,1],[8,3,1],[3,3,1], [4, 3, 1], [5, 3, 1], [1,0, 0] }

(0,6,1)

{[0,6,1],[2,6,1],[1,6,1],[3,6,1],[5,6,1], [4,6,1], 6,6, 1], [8,6,1],[7,6,1],[1,0,0]}

(0,1,1)

{00,2,1],[3,2,1],[6,2,1],[1,2,1],[4,2,1],[7,2,1],[2,2,1], 5,2, 1], [8, 2, 1], [1,0, 0]}

(0,4,1)

{[0,4,1],[5,4,1],[7,4,1],[8,4,1],[1,4,1], 3,4, 1], [4,4,1],[6,4, 1], [2,4, 1], [1,0,0]}
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(0,7,1)

([0,7,1],[4,7,1],18,7, 1, 5,7, 11, 6,7, 1], [1, 7,11, [7, 7, 1], [2, 7, 1], [3, 7, 1], [1, 0, 0]}

(0,2,1)

{0,1,1],[6,1,1],[3,1,1],2,1,1],[8,1,1], 5, 1,1], 1, 1,1],[7, 1, 1], [4, 1, 1], [1,0, 0]}

(0,5,1)

{[0,5,1],18,5,1],[4,5,1],[7,5,1],[3,5,1], [2,5,1], [5, 5, 1], [1, 5, 1],[6,5, 1], [1,0,0]}

(0,8,1)

{[0,8,1],[7.8,1], [5, 8, 1], [4,8, 1], [2,8, 1], [6, 8, 1], [8, 8, 1], [3. 8, 1], [1,8, 1], [1, 0, 0]}

(3,0,1)

{[0,1,0],[3,2,1],[3,1,1],[3,6,1], 3,5, 1], [3,4,1], [3,3,1], [3,8, 1], 3,7, 1], [3,0, 1]}

(3,3,1)

{[0,3,1],[5,4,1],[4,5,1],[2,1,0],[2,8,1],[1,7,1],[6,6,1], [7,1,1], 8,2, 1], [3,0, 1]}

(3,6,1)

{[0,6,1],[4,7,1],[5,8,1],[6,3,1],[8,1,1],[7,2,1], [1,1,0], 1,5, 1], 2,4, 1], [3,0, 1]}

(3,1,1)

{[0,2,1],[6,1,1],[3,1,0], [5,7,1],[7,3,1],[2,5,1], [4,4, 1],[8,6, 1], [1,8,1],[3,0, 1]}

(3,4,1)

{[0,4,1],[8,5,1],[2,3,1],[1,2,1],]5,6,1],[6,8,1],[7,7,1],[7,1,0], [4, 1, 1], [3,0, 1]}

(3,7,1)

{[0,7,1],[7,8,1],[1,6,1],[8,4,1],[8, 1,0, [5,1,1], [2,2, 1], [4, 3, 1], [6, 5, 1], [3,0, 1]}

(3,2,1)

{lo,1,1],[6,1,0],[6,2,1], [4,8,1],[1,4,1],[8,3,1],[5,5,1], 2,7, 1], [7,6,1],[3,0, 1]}

(3,5,1)

{[0,5,1],[1,3,1],[7,4,1],[2,1,1],[6,7, 1], [4,6,1],[8,8,1], [5,2, 1], [4,1,0], [3,0, 1]}

(3,8,1)

{[0,8,1],[2,6,1],[8,7,1],[7,5,1],[4,2,1],[5,1,0], [1,1,1], 6,4, 1], [5,3, 1], [3,0, 1]}

(6,0,1)

{[0,1,0],[6,1,1],]6,2,1], [6, 3, 1], [6,7, 1], 6,8, 1], [6,6, 1], [6,4, 1],[6,5,1],[6,0, 1]}

(6,3,1)

{[0,3,1],[8,5,1],[7,4,1],[3,6,1],[4,2,1],[5,1,1],[1,1,0], [2, 7, 1], [1,8,1], 6,0, 1]}

(6,6,1)

{[0,6,1],[7,8,1],[8,7,1],[2,1,0],[1,4,1],2,5,1],[3,3,1], 5,2, 1], [4, 1, 1], 6,0, 1]}

(6,1,1)

{[0,2,1],[6,1,0],[3,1,1],[8,4,1],[2,8,1], [4,6,1],[7,7,1],[1,5,1],[5,3,1],[6,0, 1]}

(6,4,1)

{l0,4,1],[1,3,1],[4,5,1],[5,7,1},[8,1,1],[5,1,0],[2,2,1], [3,8,1],[7,6,1],[6,0,1]}

(6,7,1)

{0,7,1],[2,6,1],[5,8,1],[1,2,1],[3,5,1], 8,3, 1], [4,4,1], [7, 1, 1], [4,1,0], [6,0, 1]}
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{[0,1,1},3,2,1],[3,1,0],[7,5,1], [5,6,1],[1,7,1],[8,8, 1], [4, 3, 1], [2, 4, 1], 6,0, 1]}

{[0,5,1],[5,4,1],(2,3,1],[4,8,1],[8,1,0],[7,2,1],[1,1,1],[8,6,1],[3,7,1],[6,0, 1]}

{[0,8,1],[4,7,1],[1,6,1],[2,1,1],[7,3,1],[3,4,1], [5,5,1],[7,1,0],[8,2,1],[6,0, 1]}

{[0,1,0],[2,6,1],[2,3,1],[2,1,1],[2,8,1],[2,5,1],[2,2,1], [2,7,1],[2,4, 1], [2,0, 1]}

{[0,3,1],[6,1,0],[1,6,1],[7,5,1],[8,1,1],[6,8,1], [4,4,1], [5,2,1],[3,7, 1], [2,0, 1]}

{[0,6,1],[1,3,1],[3,1,0],[4,8,1],[3,5,1],[5,1,1],[7,7,1], 6,4, 1], [8,2, 1], [2,0, 1]}

{(0,2,1],[4,7,1],[7,4,1],[2,1,0], [5,6,1],[8,3,1], [1,1,1],3,8,1],[6,5, 1], [2,0, 1]}

{[0,4,1},3,2,1],[8,7,1],[6,3,1],[8,1,0], 4,6, 1], [5,5,1],[7, 1,1}, [1, 8,1], 2,0, 1]}

{[0,7,1],[5,4,1],[6,2,1],[3,6,1],[7,3,1],[5, 1,0, 8,8, 1], [1,5, 1], [4, 1, 1], [2,0, 1]}

{10,1,1],[7,8,1],[4,5,1],[1,2,1],[6,7,1],[3,4, 1], [1,1,0], 8,6, 1], [5,3,1], 2,0, 1]}

{[0,5,1],[6,1, 1], [5,8,1],[8,4, 1], [4,2,1], [1, 7, 1], [3.3,1],[7, 1,0}, [7. 6, 1], [2,0, 1]}

{[0,8,1],[8,5,1],[3,1,1],[5,7,1], [1,4,1],[7,2,1],[6,6,1], [4,3,1],[4,1,0], [2,0, 1]}

{[0,1,0],[4,7,1],[4,5,1],[4,8,1], [4,2,1],[4,6,1],[4,4,1], [4,3,1],[4,1,1],[4,0, 1]}

{00,3,1],[3,2,1], [5,8,1],[2,1,1],[1,4,1],5,1,0],[7,7,1],[8,6,1],[6,5, 1], [4,0, 1]}

{[0,6,1],5,4,1],[3,1,1],[7,5,1],[6,7,1],[8,3,1],[2,2,1],[7,1,0], [1,8, 1], [4,0, 1]}

{[0,2,1],[7,8,1],[2,3,1],[3,6,1],[8,1,1], 1,7, 1], 5,5, 1], [6,4, 1], [4, 1,0], [4, 0, 1]}

{]0,4,1],[6,1,1],[1,6,1],[2,1,0],[3,5,1],[7, 2, 1], [8,8,1],[2, 7, 1], [5, 3, 1], [4,0, 1]}

{[0,7,1],[8,5,1],[3,1,0],[6,3,1],[2,8,1],[3,4,1], [1,1, 1], [5,2,1],[7.6,1],[4,0, 1]}

{[0,1,1],[2,6,1],[7,4,1],[5,7,1],[8,1,0],[6,8,1],[3,3,1], [1,5,1],[8, 2, 1], [4,0, 1]}




32

(4,5,1)

{[0,5,1],16,1,0],[8,7,1],[1,2,1],[7,3,1],[5,1,1],[6,6, 1], [3,8,1], [2,4, 1], [4,0, 1]}

(4,8,1)

{[0,8,1],[1,3,1],[6,2,1],[8,4,1],[5,6,1],2,5,1],[1, 1,0, [7,1,1], 3,7, 1], [4,0, 1]}

(7,0,1)

{[0,1,0],[7,8,1],[7,4,1],[7.5,1],[7,3, 1], [7.2,1], 7,7, 1], [7, 1,1], [7, 6, 1], [7, 0, 1]}

(7,3,1)

{[0,3,1],[6,1,1],]8,7,1], [4,8,1],[5,6,1],[3,4,1],[2,2,1], 1,5, 1], [4,1,0], [7,0, 1]}

(7,6,1)

{[0,6,1],[8,5,1],[6,2,1],[2,1,1],[8,1,0],[1,7,1], [4,4,1],[3,8,1],[5,3, 1], [7,0, 1]}

(7,1,1)

{l0,2,1],[2,6,1],[4,5,1], 16, 3,1}, [1,4,1],[5,1,1],[8,8,1],[7,1,0],[3,7,1],[7,0, 1]}

(7,4,1)

{[0,4,1],[6,1,0], [5,8,1],[3,6,1],[6,7,1],[2,5,1], [1,1,1], [4, 3, 1],[8, 2, 1], [7,0, 1]}

(7,7,1)

{0,7,1],11,3,1],[3,1,1],[2,1,0],[4,2,1],[6,8,1], [5,5,1], [8,6, 1], [2,4,1], [7,0, 1]}

(7,2,1)

{[0,1,1],[4,7,1],[2,3,1],[8,4,1],[3,5,1], 5, 1,0, 6,6, 1], [5,2, 1], [1,8, 1], [7,0, 1]}

(7,5,1)

{10,5,1],[3,2,1],[1,6,1],[5,7,1],[2,8,1],[8,3,1], [1,1,0], 6,4, 1], [4,1,1],[7,0, 1]}

(7,8,1)

{[0,8,1],[5,4,1],[3,1,0], 1,2, 1], [8,1,1], [4,6, 1], 3.3, 1], (2, 7, 1], 6.5, 1], 7,0, 1]}

(2,0,1)

{[0,1,0],[1,3,1],[1,6,1],[1,2,1],[1,4,1],[1,7,1],[1,1,1],[1,5,1],[1,8,1], [1,0, 1]}

(2,3,1)

{(0,3,1],[2,6,1],[3,1,0],[8,4,1],[6,7,1],[7,2,1], [5,5,1], 3,8, 1], [4, 1, 1], [1,0, 1]}

(2,6,1)

{[0,6,1],[6,1,0],[2,3,1],[5,7,1],[4,2,1],[3,4,1],[8,8,1],[7, 1,1],[6,5, 1], [1,0, 1]}

(2,1,1)

{[0,2,1],[5,4,1],[8,7,1],[2,1,1],[3,5,1], 6, 8,1], [1,1,0], [4,3,1],[7,6,1],[1,0,1]}

(2,4,1)

{[0,4,1],[4,7,1],[6,2,1],[7,5,1],2,8,1], 5, 1,1],3,3,1], 8,6, 1], [4, 1,0], [1,0, 1]}

(2,7,1)

{10,7,1],[3,2,1],[7,4,1],[4,8,1],[8,1,1],[2,5,1],[6,6,1],[7,1,0], [5,3,1], 1,0, 1]}

(2,2,1)

{lo,1,1],[8,5,1],[5,8,1],[2,1,0],[7, 3,1], [4,6,1],[2,2,1], 6,4, 1],[3,7,1],[1,0, 1]}

(2,5,1)

{[0,5,1],[7,8,1],[3,1,1],[6,3,1],[5,6,1], [5,1,0], [4,4,1], [2,7,1],[8,2,1], [1,0, 1]}
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(2,8,1)

{[0,8,1],16,1,1], [4,5,1],[3,6,1],[8,1,0],[8,3,1],[7,7,1], [5,2,1], [2,4, 1], [1,0, 1]}

(5,0,1)

{[j0,1,0],[5,4,1],[5,8,1],[5,7,1], 5,6, 1], 5, 1,1], 5,5, 1], [, 2, 1], [, 3, 1], [5, 0, 1]}

(5,3,1)

{10,3,1],[4,7,1],13,1,1],[1,2,1],[8,1,0],[2,5,1], [8,8,1], 6,4, 1], [7.6, 1], [5,0, 1]}

(5,6,1)

{[0,6,1],[3,2, 1], [4,5,1],[8,4, 1], [7.3,1],[6,8, 1], [1,1,1], 2, 7, 1], [4,1,0], 5,0, 1]}

(5,1,1)

{[0,2,1],[8,5,1],[1,6,1],[4,8,1],[6,7,1],[5,1,0],[3,3,1],[7, 1,1],[2,4, 1], [5,0, 1]}

(5,4,1)

{l0,4,1],[7,8,1],[3,1,0],[2, 1,1}, [4,2,1],[8,3,1],[6,6,1],[1,5,1],[3,7,1],[5,0, 1]}

(5,7,1)

{[0,7,1],[6,1,1],[2,3,1],[7,5,1], [1,4,1],[4,6,1],[1,1,0], 3,8,1],[8,2,1], 5,0, 1]}

(5,2,1)

{[0,1,1},[1,3,1],[8,7,1],[3,6,1],[2,8,1],[7, 2,1], [4,4, 1],]7,1,0], [6, 5, 1], [5,0, 1]}

(5,5,1)

{[0,5,1],[2,6,1],[6,2,1],[2,1,0], [8,1,1],[3,4,1],[7,7,1], [4,3,1],[1,8,1], [5,0, 1]}

(5,8,1)

{[0,8,1],[6,1,0],[7,4,1],[6,3,1],[3,5,1],[1,7,1], 2,2, 1], 8,6, 1], [4, 1,1], [5,0, 1]}

(8,0,1)

{l0,1,0],[8,5,1],[8,7,1],[8,4,1},[8,1,1],[8,3,1],[8,8,1], [8,6,1],[8,2,1],[8,0, 1]}

(8,3,1)

{[0,3,1],[7,8,1],[6,2,1],[5,7,1],[3,5,1],[4,6,1], [1,1,1],[7, 1,0, [2, 4, 1], [8,0, 1]}

(8,6,1)

{[0,6,1],16,1,1],[7,4,1],[1,2,1],[2,8,1],[5,1,0], [5,5,1], [4, 3,1], 3, 7, 1], [8,0, 1]}

(8,1,1)

{[0,2,1],[1,3,1],[5,8,1],[7,5,1],[8,1,0], [3,4, 1], [6,6,1], 2,7, 1], [4,1,1],[8,0, 1]}

(8,4,1)

{[0,4,1],[2,6,1],[3,1,1], [4,8,1],[7,3,1],[1,7,1],[1,1,0], [5, 2,1], [6, 5, 1], [8,0, 1]}

(8,7,1)

{[0,7,1],[6,1,0],[4,5,1],[2,1,1],[5,6,1],[7,2,1],[3,3,1], 6,4, 1], [1,8, 1], [8,0, 1]}

(8,2,1)

{0,1,1],[5,4,1],[1,6,1],[6,3,1], [4,2,1],[2,5,1],[7,7,1],[3,8, 1], [4,1,0], 8,0, 1]}

(8,5,1)

{[0,5,1],[4,7,1],[3,1,0],[3,6, 1], [1,4,1],[6,8, 1], [2.2,1],[7, 1, 1], [5,3, 1], [8,0, 1]}

(8,8,1)

{(0,8,1],[3,2,1],[2,3,1],[2,1,0],[6,7,1], 5,1, 1], [4,4,1], [1,5,1],[7,6,1],[8,0, 1]}
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Onerme 2.2.1. P,S de I = (1,1,1), X = (1,0,0),0 = (0,0,1) ve herhangi bir
sonlu afin nokta P = (z9x1 1) olsun. O zaman O, I, X, P noktalarmin dértgen
olugturursa 1 ¢ {0,1} ve xy # w1 sartlar1 saglanir. Ayrica dortgen olugturacak P

noktalarinin sayisi 56 dir.
Ispat: P,S de I = (1,1,1), X = (1,0,0),0 = (0,0,1) ve P = (zox1,1)

herhangi iicii dogrudas olmayan dort nokta olsun.

[0,1,0]

[0,2,1]

Sekil 2.1 P,S de bir dortgen

O, 1, X ve P noktalarindan dortgen elde etmek i¢in P noktast /X O ii¢ggeninin
kenar dogrular1 iizerinde olamaz. O noktasi ile I noktasini birlegtiren dogruya
la1,a2. 1] dersek O ve I bu dogru iizerinde oldugundan a; = 0 ve a; G as ® az = 0
bagntilar elde edilir. Buradan O = [2, 1, 0] dir. Benzer bigimde I ile X i birlegtiren
dogru IX = [0,2,1] ve O ile X i birlegtiren dogru OX = [0,1,0] elde edilir. PgTX
oldugundan z; # 1, PJOI oldugundan zy # 7 ve PJOX oldugundan z; # 0 elde
edilir.

P = (zo,71,1) noktasinda z; ¢ {0,1} sartinin saglanmasi igin 2 yerine 0 ve 1
degerleri haricinde 7 deger, xg # x; sartindan da x, yerine de 8 deger segilebilir.

Boylece 7 -8 = 56 farkli P noktasi elde edilir.
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Onerme 2.2.2. P,S de I = (1,1,1), X = (1,0,0),0 = (0,0,1) ve P = (x0.1,0)
herhangi bir ideal nokta olsun. O zaman O, I, X, P noktalarinin dértgen olusturursa
ro # 11 # 1 ve x1 # 0 sartlar1 saglanir. Ayrica dortgen olusturacak P ideal

noktalarinin sayisi 8 dir.
Ispat: P,S de I = (1,1,1), X = (1,0,0),0 = (0,0,1) ve P = (x921,0)

herhangi ti¢ii dogrudas olmayan dort nokta olsun. O,1, X ve P noktalarindan
dortgen elde etmek icin P noktas1 I X O ii¢ggeninin kenar dogrular {izerinde olamaz.
P = (z9.21,0) noktas1 OI = [2,1,0] ve IX = [0,2,1] dogrusu iizerinde olmadigindan
o # x1 # 1 ve x1 # 0 olur. Boylece bu sartlar1 saglayan 8 ideal nokta vardir.

Simdi OIXP dortgenlerinin tamamlanmigi olan tam dortgenlerin U, V, W
kogegen noktalar1 P ye bagh olarak bulunabilir. U kosegen noktast PX ve Of
dogrularimin arakesiti oldugundan dolayr U = [(zox1,1) V (1,0,0)] A [2,1,0] dir.
Uzerinde bulunma bagitilar1 kullanilarak U, P ye bagh olarak U = (2 ® (—x1) ,71,1)
olarak elde edilir. Benzer bigimde

V=0PAIX =[(0,0,1)V (zz,1)]A[0,2,1] = (zo ® 1", 1,1) ve

W =PINOX = [(zoz1,1) vV (1,1,1)] A [0,1,0]
kosegen noktasinin koordinatlart k=2 @ [(1 —20) O (zg — 1)—1 @ 1} olmak tizere
son kogegen nokta W = (k= © 2,0, 1) olarak bulunur.

Eger OIXP dortgeninin tamamlanmigi olan konfigiirasyonda U, V, W
noktalar1 dogrudag ise bir Fano diizlemi olugturur. Fano diizlemini olugturan OI X P
tamdortgenlerinin tamami M. Tag’ in yiiksek lisans tezinde belirlenmistir (Tas,
2015).  Bu tezde belirlenen Fano konfigiirasyonlarindaki P noktalarimin ve
kosegen noktalarinin homogen koordinatlardaki kargiiklarini Onerme 2.2.1
Onerme 2.2.2 ve yukarida hesaplanan homogen koordinat kargiliklarindan asagidaki
gibi hesaplayabiliriz :

P, =38=(0,3,1) icin,

k=20 [(1—x0)®(x0—x1)_1691} =

=20[(1-00600-3)"t'dl)]=203d1]=204=328
oldugundan, kosegen noktalari
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Ul = (2® (_3>7371) = (37371) = 417
Vi= (0@3_1,1,1) =(0,1,1) = 20,

W= (810201 =46201)=(801) =19
olarak bulunur. Ayrica 8 8 ®2®0® 1 ® 1 = 0 oldugundan W; = 19 = (8,0, 1)

noktas1 d; = UV = 37 = [8,2,1] dogrusu iizerindedir. Boylece kigegen noktalari
dogrudas olur ve OI X P dortgeni bir Fano diizlemi olusturur.

Fano diizlemi olugturan biitiin P, noktalar1 ve bunlara karsilik gelen Fano
konfigiirasyonunun  kogegen noktalar1 U, V;, W, ler ile kosegen dogrular

di, 1 =1,2,...,18 ler asagidaki gibi homogen koordinatlarda hesaplanmigtir:

Cizelge 2.7. Fano olugturan P noktalari, kosegen noktalar: ve dogrular:

Pr=(0,31) | Uy =(3,31) |Vi=(0,1,1) | Wy =(8,0,1) |dy=][8,2,1]
Py=(0,6,1) | Us=(6,6,1) | Vo=(0,1,1) | Wa=(5,0,1) | dy=[5,2,1]
Py=(0,4,1) | Us=(4,4,1) | V5=(0,1,1) | W3 =(7,0,1) |ds=[7,2,1]
Pi=(0,7,1) | U= (7,7,1) | Va=(0,1,1) | Wa=(4,0,1) | dy = [4,2,1]
Ps=(0,51) | Us=(551) | Vs=(0,1,1) | Ws=(6,0,1) |ds=1[6,2,1]
Ps=(0,8,1) | Us=(8,81) | Ve=(0,1,1) | Wg=(3,0,1) |dg=[3,2,1]
P, =(1,3,1) |U;=(3,3,1) | Vz=(6,1,1) | W;=(1,0,1) |d;=1[2,8,1]
Ps=(1,6,1) | Us=(6,6,1) | Va=(3,1,1) | Wy =(1,0,1) |ds=[2,5,1]
Po=(1,41) |Ug=(4,41) | Vo=(8,1,1) | Wo=(1,0,1) |dy=1[2,7,1]
Pio=(1,7,1) | U= (7,7,1) | Vig = (5,1,1) | Wip = (1,0,1) | dyo = [2,4, 1
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(izelge 2.7. den Fano diizlemi olusturan P noktalari, bunlara bagh kosegen
noktalar1 ve kogegen dogrular1 ¢ > 3, t € S olmak iizere asagidaki gibi ii¢ grupta
toplanabilir:

1.Grup :P = (0,t,1), U = (t,£,1), V. = (0,1,1) ve W = (20t$2,0, 1) ve kosegen
dogrusu d =[2©t® 2,2, 1] dir.

2.Grup: P=(1,t,1),U = (t,t,1), V=(20t,1,1) ve W = (1,0,1) ve kogegen
dogrusu d = [2,2 ® ¢t & 2, 1] dir.

3.Grup : P = (2,t,1), U = (t,t,1), V = (t,1,1) ve W = (¢,0,1) ve kdsegen
dogrusu d = [t,0, 1] dir.



3. SOL YAKLASIK CISIM UZERINDE ELDE
EDILEN DOKUZUNCU MERTEBEDEN
PROJEKTIF DUZLEMIN ARKLARI

Bu boliimde, PsS projektif diizleminde Boliim.2 nin sonunda verilen Fano diizlemi
olugturan 2.Grup P noktalarindan 6zel bir nokta secilerek OI X P tamdortgeninin
tamamlanmisi olan Fano diizlemini igeren maksimal 2—arklar, bu Fano diizleminin
gerdigi kiimede olmayan uygun noktalar {O, I, X, P} kiimesine katilarak belirlendi.

PsS projektif diizleminde

O=11=(0,0,1), X=1=(1,0,0), I=21=(1,1,1) olmak iizere ikinci
gruptan secilen 6zel nokta P = 75 = (1,7, 1) goz alindiginda olusan Fano diizleminin
kosegen noktalarn U = 81 = (7,7,1), V =25 = (5,1,1) ve W = 12 = (1,0, 1) dir.
{0, 1, X, P} kiimesinin elemanlarimin herhangi iigii dogrudag degildir. Bu kiimeyi
kapsayan 2-arklari olugturmak i¢in agsagidaki adimlar izlenir:

1.Adim: P,S de {O, I, X, P} kiimesinin gerdigi kiimede olmayan bir P noktasi
secilir ve bu kiimeye katilir.

2.Adim: {O,] , X, P, P'} kiimesinin gerdigi kiimede olmayan bir P"noktas
secilir ve bu kiimeye katilir.

3.Adim: {O, I,X,P P, P"} kiimesinin gerdigi kiimede olmayan bir P" noktasi

secilir ve bu kiimeye katilir.

Bu algoritmadaki adimlar P,S deki secilecek bagka nokta kalmayana kadar

devam eder.



43

3 nokta "
/ \\—, 7 nokta buradan atihir
Fi bt

TN
P=75 I=21

T = 3 nokta

| > ] (LY

o +# 7 nokta
;J"'r | ;"';:_ I_\—;.\‘ 7 nokta
! L "\-\.\_\_\H |

,

/ Vo™ i 3 nokta
e / H>é/_>huradan
/ — % atilir

—=

0=11 , X=1

Sekil 3.1. Fano diizleminde atilan noktalar

OIX P dortgenin gerdigi Fano diizleminde P>S ye ait toplam 49 nokta vardir.
P5S de toplam nokta sayist 91 oldugundan P’ noktasi Fano diizleminde olmayan
geriye kalan 42 noktadan biri olabilir.

Bu calismada P = (5,2,1) = 34 homogen koordinath noktasi secilmistir. P’
noktasindan 10 dogru geger ve farkl iki nokta bir dogru belirtiginden bu 10 dogrunun
dordii Fano diizlemini koge noktalarinda keser, {icii kdsegen noktalarinda ve diger
ti¢ dogru da Fano diizleminde olmayan ama P>S nin Fano diizleminin dogrularina
ait kogegen ve kose noktalarindan farkll noktalarda keser. P’ den gecen dogrular
asagidaki bicimde simiflandirabiliriz:

1.tip : Kose noktalarindan gecen dogrular

2.tip : Kosegen noktalarindan gecen dogrular

3.tip : Fano diizleminin atilmig noktalarindan gegen dogrular

Projektif diizlemin biitiin noktalar1 bir noktadan gecen dogru demeti iizerinde
oldugundan arka dahil edilecek olan P"noktasi, P = (5,2,1) = 34 noktasindan
gegen 10 tane dogrunun iizerinde aranmalidir. Ancak bu dogrulardan 4 tanesi
1.tip dogrulardir ve bu dogrular kose noktalari ile birlegtiginden iizerinde arka dahil
edilecek yeni P"noktasi yoktur. Bu durumda P"noktasi 2.tip yada 3.tip dogrular

tizerinde aranmalidir.
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34 ile kosegen noktalarindan gecen dogrular 2.tip dogrular 3 tanedir ve bu
dogrularmm her biri Fano diizleminin ti¢ dogrusu ile kosegen noktasinda diger dort
dogrusu ile farkli noktalarda kesigir. Dolayisiyla 2.tip dogrular iizerinde arka
katilabilecek P"icin dort farkli nokta kalir. 3.tip dogrular, kosegen dogrusu haric
Fano diizleminin her dogrusu ile farkli noktalarda kesigir. Sonu¢ olarak arka
katilabilecek nokta icin bu tip dogrularin her biri {izerinde 34 harig iiger nokta kalir.
Boylece Picin 2.tip ve 3. tip dogrular iizerinde arka katilabilmesi icin goz éniine

alimacak nokta saysi 21 dir. Bu 21 noktanin olusturdugu kiimeye S diyelim.

/

S = {4,5,8,10,38,40,43,45,47,49,52, 59, 60, 62, 63, 68, 70, 72, 83, 87, 88}
ile gosterelim.

Bu noktalarin konumlari Cizelge 2.6. dan yararlanilarak asagidaki gibi verilebilir:

P'=34

V=25

p=75/ 62

—

0=11 w=12 X=1

Sekil 3.2 P,S de S kiimesindeki nokta ve dogrularm konumlar:
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S kiimesinin dogrudas noktalarmdan olusan alt kiimeleri asagidaki gibi
siniflandirilabilir:

Asagidaki cizelgede S’ kiimesine ait dérder nokta iceren dogrular verilmistir.
Cizelge 3.1 de S’ niin noktalar1 beyaz renkli noktalardir, kirnuz renkli olan noktalar
kose noktalari, turuncu renkli olan noktalar sonradan arka dahil edilen noktalar ve
mavi renkli olan noktalar da S* de olmayan kise noktalarmdan ve 34 ten farkli olan

noktalardir.

Cizelge 3.1. S kiimesine ait doérder nokta igeren dogrular

55 63 68 79 87
49 59 70 80 84

8 62 72 771 85

6§ 7 8 9 10

520 61 70 79 88

29 6 |l s

42 43 44 45 46

53 59 66 81 87

a5 10 18 23 31 38 55 60 7o 89
44 47 59 73 76 88

a0 47, 57 70 77 87

59 60 61 62 63 64

43 49 64 68 74 89

21 29 63 73 78 83
40 53 60 7279 82
91 4 19 27 35 43 51 59 o7l 3

Tamim 3.0.3. S, P,S de herhangi bir nokta kiimesi olsun. Bu kiimeye ait herhangi
bir noktadan gecen ve S’ niin noktalarindan olusan P»S ye ait dogrularm sayisina

o noktanin dogru agirligi denir.

Cizelge 3.1. e gore 59 ve 43 noktalarindan gegen beg dogru oldugundan bu
noktalarin agirliklar: begtir. Benzer bigimde 10,49, 70 ve 87 noktalarinin agirliklar
dort, 4,5,8,38,40,60,63,72 ve 83 noktalarimin agirliklar: tig, 45,47,62,68 ve 88

noktalarinin agirhiklar: iki ve 52 noktasinin agirligr birdir.
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3.1. (7,2)- ark’in Elde Edilmesi:

P' = 34 noktasindan sonra arka dahil edebilecek 21 nokta icerisinden 2.tip dogru
tizerindeki dort agirhikli olan P” = 70 noktasi arka dahil edildiginde 70 noktas
ile {O,X I, P, Pl} kiimesinin elemanlar1 ile olusan 1V 70 dogrusu tizerindeki S’
ye ait 68,72 noktalarmi P olarak secemeyiz. Benzer bicimde 11 V 70 dogrusu
tizerindeki 45,49,59 noktalari, 21 V 70 dogrusu tizerindeki 4,62 noktalari, 70 V 75
dogrusu iizerindeki 10,38,60 noktalar1 ve 34 V 70 dogrusu iizerindeki 43,52,88
noktalar1 S’ den atilirsa arka ilave edilecek P noktasi

S" = 5"\ {4,10,38,43,45,49, 52,59, 60, 62, 68, 72,88} = {5,8,40,47,63,83,87}

kiimesinden secilmelidir. Uzerinde bulunma yapisina gére kalan noktalarm durumu

asagidaki gizelgede goriilmektedir.

Cizelge 3.2. P" = 70 den sonra kalan noktalarm durumu

1 29 38 47 56 65 74 83

2 13 14 15 16 17 18 19

2 30 44 55 63 68 79 87

4 31 41 51 61 71 81 91

5 35 40 52 64 66 78 90

6 37 45 49 59 80 84

7 36 42 53 58 73 86

8 322 39 54 60 67 82 88

9 2788 45 50 s7 69 76 29
1010 28 33 43 48 62 72 77 85
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12 2 13 22 31 40 49 58 67 76 85
13 2 B 0 339 3 57 el =
14 2 14 23 32 4 50 59 68 77 86
15 2 15 24 33 4 51 60 6 78 87
16 2 16 25008 43 52 e1f7@ 79 ss
17 2 17 26 35 4 53 6 71 8 8
18 2 18 27 36 45 54 6 72 81 90
15 2 19 28 37 4 55 64 73 8 91
Wl 2 30 n1 32 a3 35 36 37
21 a4 w » 15 1 e 78 86
2 3 12 2 2 4 52 59 72 8 8
23 5 14 26 29 43 55 58 69 81 84
24 6 15 28 29 40 50 63 71 ss
25 7 16 27 29 4 49 60 66 77 91
2% 8 17 23 29 45 51 57 73 79 8
27 9 18 25 29 41 48 64 67 80 87
28 10 19 24 29 39 53 61 68 76 90
o o 2 2 22 s 2 27 22
30 3 13 20 30 43 50 60 73 80 90
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Sonug olarak

p'=34

O=11 W=12 =1
Sekil 3.3. P" =70 arka dahil edikten sonra olusan yapi

yapisi kalir. Kalan S” noktalar kiimesinden 2.tip dogru iizerindeki dort agirlikl
P" = 87 noktas: arka dahil edildiginde 87 noktasi ile {O, X,I,P, P, P”} kiimesinin
elemanlari ile olusan 1V 87 dogrusu tizerindeki s ye ait 83 noktasi, 11V 87 dogrusu
tizerindeki 63 noktasi, 87 V 75 dogrusu iizerindeki 5 noktasi ve 34 V 87 dogrusu
iizerindeki 8 noktas1 ve 70 V 87 dogrusu iizerindeki 40, 47 noktalar S den atilirsa
geriye kalan noktalardan olusan S = s \ {5,8,40,47,63,83} = @ kiimesi elde

edilir.



Cizelge 3.3 (7,2)-ark iizerinde bulunma yapisi

36 42 53 58 73
32 39 54 60 67 82
27008 46 s0 57 69 76

1i P

1 29 38 47 56 65 74 83
2 13 14 15 16 17 18

3 30 4 55 63 68 79-
a 31 41 s1 61 71 81

5 35 40 52 64 66 78

6 37 45 49 59 80

7

8

3

= T S

10, 10 2 33 43 48 6 T2 77
1 3 4 5 6 7 8 9

12 2 13 22 31 40 49 58 67 76

13 2 v 0 39 4 57 =

14 2 14 23 32 41 50 59 68 77 86
15 2 15 24 33 42 51 60 69 7384
15 2 16 25088 a3 52 a7 79 ss
17 2 17 26 35 4 53 62 71 80 89
18 2 18 27 36 45 54 63 72 81 90
19 2 19 28 37 4 55 64 73 82 91
o 2 330 a1 2 33-35 36 37
2 a4 il » % 12 @ 78 86
2 3 12 2 29 42 5 59 72 82 89
23 5 14 26 29 43 55 58 69 84
24 6 15 28 29 40 50 63 ?1- 88
25 7 16 27 29 M 49 60 66 91
% 8 17 23 29 45 51 57 73 79 85
27 9 18 25 29 41 48 64 67 Ssoed
2 10 19 24 29 39 53 61 68 76 90
o o 2 2 2 35 3 27 2
30 3 13 20 30 43 50 60 73 80 90
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Sonug olarak Cizelge 3.3 den de goriildiigii gibi arka ilave edilebilecek yeni bir

nokta S kiimesinde kalmadigindan elde edilen {1,11,21,75,34,70,87} (7,2)- ark

tam arktir.

P'=34

0=11 wW=12 X=1

Sekil 3.4. Elde edilen (7,2)-ark

Elde edilen (7,2)- arklar :
v, = {1,11,21,75,34,70,87}
vy = {1,11,21, 75, 34, 52, 4}
vy = {1,11,21, 75,34, 45,4}
v, = {1,11,21,75, 34,60, 68}
e = {1,11,21, 75, 34, 40, 59}
e = {1,11,21, 75,34, 40,87}
s = {1,11,21,75, 34, 62, 87}
ve = {1,11,21,75, 34, 68,83}
e = {1,11,21, 75, 34,72, 59}



3.2. (8,2)- ark’in Elde Edilmesi:

P’ = 34 noktasindan sonra arka dahil edebilecek 21 nokta icerisinden 2.tip dogru
tizerindeki ii¢ agirlikli olan P” = 38 noktas: arka dahil edildiginde 38 noktas: ile
{O, X, I, P, P'} kiimesinin elemanlar ile olusan 1V 38 dogrusu iizerindeki S’ ye ait
40, 43,45 noktalarin1 P olarak secemeyiz. Benzer bicimde 11V38 dogrusu tizerindeki
47, 83 noktalari, 21V 38 dogrusu iizerindeki 52, 63, 34V 38 dogrusu iizerindeki 8, 59, 87

noktalar1 ve 75V 38 dogrusu tizerindeki 10, 60, 70 noktalar1 S* den atilirsa arka ilave

edilecek P noktas

S" = 8"\ {8,10,40,43, 45,47,52, 59, 60, 63, 70, 83,87} = {4, 5,49, 62, 68, 72, 88}

kiimesinden secilmelidir. Uzerinde bulunma yapisina gére kalan noktalarmn durumu

agsagidaki cizelgede goriilmektedir.

Cizelge 3.4. P" = 38 den sonra kalan noktalarin durumu
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Sonug olarak

P'=34

V=25

p=75/ 62

| 68

o=11 w=12 =1

Sekil 3.5. P’ = 38 arka dahil edikten sonra olusan yapi

yapist kalir. Kalan S noktalar kiimesinden 3.tip dogru iizerindeki ti¢ agirlikl
P" =5 noktas: arka dahil edildiginde 5 noktas: ile {O, X, I, P, P', P"} kiimesinin
elemanlar ile olugsan 1V 5 dogrusu iizerindeki s ye ait 4 noktasi, 21 V 5 dogrusu
tizerindeki 88 noktasi, 75 V 5 dogrusu iizerindeki 49, 72 noktalar1 ve 38 V 5 dogrusu
fizerindeki 62 noktast S den atilisa geriye kalan noktalardan olusan
s =5 \ {4,49,62,72,88} = {68} kiimesi elde edilir. Sonug olarak S” e ait
P"" olarak arka dahil edilebilecek bir tek 68 noktasi kalir. Bu noktada arka dahil
edildiginde arka dahil edilebilecek baska nokta kalmaz ve {1,11,21,75, 34,38, 5,68}
(8,2) — tam ark elde edilir. Asagidaki Cizelge 3.5. ve Sekil 3.6.bulunan (8,2) — ark

1

sonucunda olusan iizerinde bulunma yapisini gostermektedir.



Cizelge 3.5. (8,2)-ark iizerinde bulunma yapisi
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0=11 w=12 =1
Sekil 3.6. Elde edilen (8,2)-ark

Elde edilen (8,2) — arklar :

vy = {1,11,21, 75, 34, 38, 5, 68}
vy = {1,11,21,75, 34, 10, 59, 68}
~vs = {1,11,21, 75, 34, 10, 52, 59}
va = {1,11,21, 75,34, 10, 40, 47}
v = {1,11,21,75, 34, 10, 47, 68}
ve = {1,11,21,75, 34, 10, 68, 88}
e = {1,11,21,75, 34, 5, 62, 83}
ve = {1,11,21,75, 34,5, 70,63}
ve = {1,11,21,75, 34, 5, 43, 63}
10 = {1,11,21,75,34, 5,83, 70}
v = {1,11,21,75, 34,52, 60,87}
s = {1,11,21,75, 34,52, 62, 83}
s = {1,11,21,75, 34,52, 72, 8}

o7

P'=34



o8

v = {1,11,21,75, 34, 45, 62, 88}
vys = {1,11,21, 75,34, 45,47, 63}
Y16 = {1,11,21, 75,34, 45, 72, 8}
vyr = {1,11,21, 75, 34, 45, 88, 72}
v = {1,11,21,75,34, 45, 63, 8}
Y10 = {1,11,21, 75,34, 45, 83,8}
Yoo = {1,11,21,75, 34, 45,63, 4}
vy, = {1,11,21,75, 34, 47,70, 63}
vy = {1,11,21, 75,34, 60, 4, 49}
Y3 = {1,11,21, 75,34, 40, 4, 49}
vy, = {1,11,21,75,34, 40, 70, 8}
Vo5 = {1,11,21, 75, 34, 62, 88, 38}
vos = {1,11,21, 75,34, 62, 49, 38}
vyr = {1,11,21,75, 34, 4, 83, 38}
vos = {1,11,21,75,34, 4, 49, 88}
Yoo = {1,11,21, 75,34, 72, 88, 38}
Va0 = {1,11,21, 75,34, 72, 63, 8}
V4, = {1,11,21,75, 34, 88, 49, 38}
V4 = {1,11,21,75,34, 70, 83, 8}

3.3. (9,2)- ark’in Elde Edilmesi:

P’ = 34 noktasindan sonra arka dahil edebilecek 21 nokta icerisinden 2.tip dogru
tizerindeki dort agirlikli olan P = 87 noktasi arka dahil edildiginde 87 noktas:
ile {O,X P, P'} kiimesinin elemanlar1 ile olusan 1V 87 dogrusu iizerindeki S’
ye ait 83,88 noktalarmi P olarak secemeyiz. Benzer bicimde 11 V 87 dogrusu
iizerindeki 4,63,68 noktalari, 21 V 87 dogrusu iizerindeki 10,45 noktalari, 75 V 87
dogrusu tizerindeki 5, 49, 72 noktalar1 ve 34V 87 dogrusu iizerindeki 8, 38, 59 noktalar1
S den atilirsa arka ilave edilecek P noktasi
S" = 5"\ {4,5,8,10,38,45,49, 59, 63,68, 72,83,88} = {40,43,47, 52, 60,62, 70}

kiimesinden secilmelidir.
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Uzerinde bulunma yapisina gore kalan noktalarin durumu asagidaki cizelgede

goriilmektedir.

Cizelge 3.6. P”
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21 91
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Sonug olarak

p'=34

0=11 w=12 X=1

Sekil 3.7. P" = 87 arka dahil edildikten sonra olusan yapi

yapist kalir. Kalan S” noktalar kiimesinden 3.tip dogru tizerindeki iki agirlikl
P" = 47 noktas: arka dahil edildiginde 47 noktasi ile {O, X,I,P, P, P”} kiimesinin
elemanlari ile olusan 1V 47 dogrusu tizerindeki S ye ait 52 noktasi, 47V 75 dogrusu
tizerindeki 62 noktas1 ve 47 V 87 dogrusu tizerindeki 40, 70 noktalari S" den atilirsa
geriye kalan noktalardan olusan S = S \ {40,52,62,70} ={43,60} kiimesi elde
edilir. Kalan S kiimesinden P"" ve P

dahil edilir.

noktalar olarak 43 ve 63 noktalar: arka



Cizelge 3.7. (9,2)-ark iizerinde bulunma yapisi
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Sonug olarak baska nokta kalmaz ve

P'=34

o=11 w=12 X=
Sekil 3.8. Elde edilen (9,2)-ark

{1,11,21,75,34,87,47,43,60} olmak iizere sadece bir tek (9,2)- tam ark elde

edilir.
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4. SONUCQ

Bu caligmada, Sol Yaklagik Cisim iizerinde ikinci mertebeden bir indirgenemez
polinom segilerek 9. mertebeden bir projektif diizlem elde edildi ve bu diizlemin
homogen koordinatlarda tiim dogrulari, bu dogrular iizerindeki noktalar1 ve
tizerinde bulunma yapisi verildi. O, I, X, P noktalarim igeren Fano diizlemleri
homogen koordinatlarda verildi.

Fano diizlemi olusturan dortgenlerden 6zel bir tanesi secilerek bu dortgenin
kose noktalarini kapsayan tam arklarin bulunmasi i¢in bir algoritma verildi ve bu
algoritma yardimiyla elde edilen arklar siniflandirildi.

Sonug olarak O, I, X, P ve P’ seciminden sonra 9 tane (7,2)—ark, 32 tane
(8,2) —ark ve 1 tane (9,2) —ark bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Projektif diizlem, Sol yaklagik cisim, Arklar
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