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ONSOZ

Riemann ve Weyl uzaylarinda egri sebekeleri, bilhassa bazz Sovyet ve
Bulgar matematikgileri tarafindan yogun bir sekilde incelenmigtir. Weyl
uzaylarinda gebekelerin incelenmesinde Norden ve Shulikovskii tarafindan
geligtirilen tensorel yontemler, genellestiriimiy kovaryant tiirev kavrami yardimiyla
genigletilmigtir. Bir Weyl uzayinin metrik tensérii bir ¢arpan farkiyla belli
oldugundan, boyle bir uzayda bazi 6zel egri sebekelerinin incelenmesi agirhikh
tensérlere uygulanan genellestirilmig kovaryant tiirev yardimiyla miimkiin
olabilmektedir.

Bu caligmada, Weyl hiperyiizeylerine ait n-boyutlu bazi 6zel egri
sebekeleri genellestirilmis kovaryant tiirev yontemleri yardimiyla incelenmigtir.

Yiiksek Lisans tezimin hazirlanmasinda bana biyik destek veren ve
degerli yardimlarini esirgemeyen Sayin Hocam Prof. Dr. Abdiilkadir OZDEGER’e;
ayrica tezimin yazim asamasinda basta, Dog¢. Dr. Selmin NURCAN, Aras. Gor.
Cem ALTUNSOY ve Izzet SUCU olmak iizere, bana yardimci olan tiim galisma
arkadaglarima tegekkirlerimi sunarim.

FUSUN NURCAN
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OZET

Bilindigi gibi, konform bir g, metrik tensoriine ve bu tensorle
V.8; =21.g; seklinde bir uygunluk kosulunu gergekleyen simetrik bir
konneksiyona sahip n-boyutlu bir #, manifolduna Weyl uzay: denir. Burada 7,
kovaryant bir vektori, V,g, ise aliglmis kovaryant tirevi gostermektedir. W,

Weyl uzayinda bagmsiz v' (r =1,2,...,n) vektor alanlan n-boyutlu bir ,v,...,v)

sebekesi belirler.

Bu ¢aligmanin birinci bolimiinde, bir Weyl uzaymin metrik tensoriine ait
uydulann genellestirilmis tiirevleri ve genellestirilmis kovaryant tiirevleri
tamimlanarak, n-li bir sebekeye ait vektér alanlarina ve bunlarin karsitlarina ait
tirev formiillen verilmigtir.

Caliymanin ikinci béliminde, Weyl uzaylarinda birinci ve ikinci cins
Chebyshev sebekesi tammlan verilerek bu tiir gebekelerin, kendilerine karsi gelen
egrilikler yardimiyla karakterizasyonlan iizerinde durulmugtur. Bu béliimde,
aynca, bu cins gebekelere sahip Weyl hiperyiizeyleri ile ilgili olarak, bilinen g
teoremin ispatlarina yer verilmigtir.

W,.. Weyl uzaymin W, hiperyiizeyine ait genellestirilmis metriksel

Chebyshev, kuvvetli-metriksel Chebyshev ve genellestirilmis esit-uzakhkh
sebekelerin ele alindif1 iglincti bolimde, bu gesit sebekelerle ilgili ii¢ yeni teorem
ispatlanmugtur.
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CHEBYSHEV NETS IN WEYL HYPERSURFACES

SUMMARY

An n-dimensional manifold W, is said to be a Weyl space, if it has a
conformal metric tensor g, and a symmetric connection satisfying the
compatibility condition given by the equation V, g, =2T.g,,
where 7, denotes a covariant vector and V,g, denotes usual covariant

derivative. In n-dimensional Weyl space W,, the independent vector fields

v (r=1,2,...,n) determine an n-dimensional net (v,v,...,v).
r 1 2 n

Let A be a satellite of g, with weight {k}. J A4, given by the
equation

0A=3 A-kT A,
is said to be the prolonged derivative of A and V_ A4, given by the equation

V., A=V _A-kTA,
is called the prolonged covariant derivative of A.

The prolonged covariant derivatives of the vector fields v/ and their

reciprocals v, are, respectively, given by

o o o a a o
i _ i _ ; —
V,‘\: =T, v, V.ov=-T v, (i,k,a,0=12,..,n).
a -4

From these formulas, it follows that



Ly =0

-4

Vily+T.
where R ’, and P are respectively, the curvature tensor of W, and the angle

between the directions determined by v and v.

If any one of the vector fields of the net (\]),12?,...,1)) is parallelly

translated along the lines determined by the remaining fields of the net, such a
net i1s called a Chebyshev net of the first kind.

A net is said to be a Chebyshev net of the second kind, if any of its
(n-1)-dimensional area elements determined by the fields of the net is parallelly
translated along the lines determined by the remaining field of the net.

Corresponding to these two kinds of Chebyshev nets, the Chebyshev
curvatures of the first and second kind are, respectively, defined by

i T, 11;'“ (a,b,c,k=12,...,n; a#b)
ab

and

« @,
p=L Vv (a,bk=12,.,n; a#b)
b @

The Chebyshev nets of the first and second kind, are also characterized
by the corresponding Chebyshev vectors as follows: The vectors defined by

. ro; s sr
'
a=r¢v b=pv
sk s]fr > e'

are, respectively, called the first and second Chebyshev vectors of the net

®,7,....9).

On the other hand, the net (1]), g,...,v) whose Chebyshev vectors of the
second kind satisfy the condition

25 =0

s=1



is said to be a. b-net.

The net (\;,X,...,v) will be called a c-net if its geodesic vectors satisfy
n

the condition

INgE}

= )
{
o

Y
It
-

In [6], Tsareva and Zlatanov studied the Chebyshev nets of the first and
second kind. They also gave some characterizations of b-nets and c-nets. In

the same paper, they studied the subnet (v,v) of the net (Y,\zz,...,v) by using the
tensors and the affinor defined, respectively, by

rs r s r s

— ik _ L0,k k i
a,=v,v,+v,v, , a =vvi+v'y
rs r F 4 r s
and
AR A
ai=viv+viv,.
rs s r

The following results concernings such subnets are obtained in [6]:
r S e @ .
(a) b;+b; =-Vi(a; a*)
®
(b) If the area element (\1:,\;,..., v, vl,...,v) is parallelly translated along the lines

(v), then

s

o @ ]
b;= -Vk(a,;,'é"‘ )
(c) If the subnet (v,v) is geodesic, then
I;i+3; = —Vk(a { a I;)
(d) If the subnet (v,v) is geodesic and area element (\(,\21,..., V,V,..,V) Is

r=1 r+l

parallelly translated along the lines (v), then

b =-V.(ala?’).



By means of these results, the following two corollaries are easily
obtained:

If the net (111,12:,...,v) contains a Chebyshev subnet (v,v) and area
n r s
elements (\]z,v,..., v, Vv,...,v) and (\11,1;,..., v, v,..,v) are parallelly translated
n n

2 r-~1 r+l s=1 s+

along the lines (v) and (v), respectively, then the tensors of the subnet (v,v)
satisfy the condition

-] @ )
V,,(a;,-éz"‘) =0.

If the net (Y,\zz,...,v) contains # Chebyshev and geodesic subnet (v,v)

and area elements (v,v,..., v, v,..,v) and (v,v,..., v, v,...,v) are parallelly
12 r-1 r+l n 1 2 =1 s+l n

translated along the lines (v) and (v), respectively, then the affinor of the

subnet (v,v) satisfies the condition
r s

V.(@la%)=0.

In [9], n-dimensional nets in the hypersurface W, of the Weyl space 7,
are considered and the following results and corollaries are obtained:

1)-If @ and a' are, respectively, the components of the Chebyshev
e 4 74
vector fields of the first kind of the net (Y,\zz,...,v) with respect to W,,, and
W, , then the relation

X

‘at=d
r s 4

holds.

From this it follows that, if the net (Y,\Z),..‘,v) in W, is a Chebyshev net

of the first kind with respect to W,,,, it is also a Chebyshev net of the first

-viii-



kind with respect to W, . Furthermore, if the net is a Chebyshev net of the first
kind relative to #, , then the Chebyshev vector fields of the first kind relative

to W,

n+l

are normal to W, .

w3 r
2)-If b, and b, are, respectively, the components of the Chebyshev
vector fields of the second kind of the net (\l:,\zz,...,v) with respect to W,,, and

W, , then the relations

x°
J

r

=b, z ba=—§Qj q,,+;b,. x!

Nl

hold.

As a consequence of this theorem we conclude that, if the net

(\’1, \;,...,v) in W, is a Chebyshev net of the second kind with respect to W,,, ,

it is also a Chebyshev net of the second kind with respect to W,. Furthermore,
if the net is a Chebyshev net of the second kind relative to W, , then the

Chebyshev vector fields of the second kind relative to W,,, are normal to W,

If the net (Y,\Z?,...,V) in W, is a b-net with respect to W, ,, it is also a
n

b-net with respect to W, with ZQ: =0. Furthermore, if the net (‘,""2’"""’) is a

b-net with respect to W, , then the vector field ¥ Ii is normal to W, .

3)-If ¢* and ¢ are, respectively, the components of the geodezic vector

fields of the net (Y,g,...,v) with respect to W,,, and W,, then they are related

by the equations

-ixe



According to this theorem, if the net (\]:,g,...,v) in W, is a c-net with

respect to W,,,, it is also a c-net with respect to W, with ¥ x=0. Moreover,
y

if the net (Y,g,...,v) is a c-net with respect to W, , then the vector field Y c*

is normal to W, .

Let W,(g;,T.) be a hypersurface of (n+1)-dimensional Weyl space
W,..(8s,T) and let (Y"z’""’v) be a net belonging to W,(g,,7,). If for a fixed

o (a=1,2,...,n), the condition

o
-4

Visvi1=0
holds, the net (111, \2),...,v) is said to be a generalized metrically a-Chebyshev net.

If the above condition holds for each a (o =1,2,...,n), the net (\ll,v,...,v) is said

2
to be strongly-metrically Chebyshev .

If a net (\;,12),...,v) belonging to the hypersurface W, satisfies the condition
S 2 n
V. (v, +v,+..4+v,)=0 [ik],
it is said to be a generalized equidistant Chebyshev net.

In this work, the following three theorems concerning these special nets
are obtained:

If the net (Y,g,...,v) belonging to the hypersurface W, of W,,, is

generalized metrically o-Chebyshev with respect to W,,,, it is also generalized
metrically o -Chebyshev with respect to the hypersurface W, .

A strongly-metrically net (Y,xz:,...,v) belonging to the Weyl space W, is a
generalized equidistant net.

-X-



If the net (y,g,...,v) belonging to the hypersurface W, of W, ., is

generalized equidistant with respect to W, ,, it is also generalized equidistant
with respect to the hypersurface W, .



BOLUM I

WEYL UZAYLARI

1.1. Weyl Uzaylan ile Ilgili Bazs Temel Tanim ve Teoremler

TANIM 1.1.1 Simetrik (burulmasiz) bir konneksiyona, konform bir g,
metrik tensoriine sahip 72- boyutlu bir #, manifoldunda g, metrik tensorii ile

konneksiyon arasindaki uygunluk kosulu
V.8;—28;1, =0 (1.1.1)
seklinde ise, /¥, manifolduna bir Weyl uzay: denir ve W, (g;,7, ) seklinde gosterilir.

Burada 7, kovaryant bir vektor olup, Weyl uzayinin komplemanter vektori adini alir

[1].

I ile gosterilen konneksiyonun katsayilar ve metrik tensér yardimiyla
Ly =8aTh (1.1.2)
fonksiyonlan tanimlanmug olsun [2].

Riemann Geometrisindekine benzer sekilde, Weyl uzaymin g, metrik

tensoruniin kovaryant tirevi

ngij = akgij — 8 ri};c = &in r?'k (1- 1-3)
seklinde tanimlanir. (1.1.1) den, (1.1.2) ve (1.1.3) yardimyla

rx‘lg’ +rﬂd = O 8 -zgij]; (1.1.4)
bulunur. i,j,k min devri olarak degistirilmesiyle, (1.1.4) bagntisina ilave olarak,

T+l =08,-28,T (1.1.4)

]"kﬁ +1"ﬁk=0"jgﬁ—2gﬁ];. (1.1.4)"
bagntilan elde edilir. (1.1.4)' ve (1.1.4)" niin taraf tarafa toplammndan (1.1.4) ¢ikarilirsa

Ty =[i.k]- (8T, +8: T -8 L) (1.1.5)

bulunur. Burada [ij,k], g; tensorine bagh ikinci cins Christoffel sembollert olup,



1
[ij’k] = ;(ajgilz + 518,1: - akgij)
seklinde tanimlanmugtir.

(1.1.5) in her iki tarafi g karsit tensorii ile garpilir ve % indisi lizerinden
toplam alinirsa
Ti=8"T, =g"[i.k]-8" (8.7, +£,T - 8,T.),
veya
ri={r}-@'n+6"1-g,1, gT=1" (1.16)

bulunur. Burada g*[ij,h]= {;‘} konmustur.

Buna gore, (1.1.1) bagintisin1 saglayan 7, kovaryant vektori ve g, metrik
tensorii varsa, (1.1.6) bagintis1 simetrik bir konneksiyon tanimlar. Buna karsilik, verilen
herhangi bir simetrik konneksiyon i¢in (1.1.1) bagintisim saglayan g, tenséri ve I,

kovaryant vekt6ri, genel olarak, mevcut degildir.

A bir nokta fonksiyonu olmak lizere #,(g,, 7, ) uzayinda, metrik tensoriin

\

g =A’g, (1.1.7)
seklindeki bir donigimii altinda, 7, kovaryant vektorii

I,=T,+5,InA (1.1.8)
bagintisina gore degismektedir [1].

TEOREM 1.1.1 (1.1.1) bagintisim saglayan bir simetrik konneksiyon igin g

metrik tensori ve 7, kovaryant vektori tek tirli olarak belirli degildir.

ISPAT: g,=A’g, ve I, =T,+5,InA seklinde tanimlanan g, tensori ve

v

T, kovaryant vektdri igin
V.8-281,=V.(4 zgﬁ)-z'l ‘g, (T, +4,Ind)

A7

=1°V, g, +2A(8,A)g, —2A"g,T, -2 g, e

= ;"Z(ngij - ngj];:)
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bulunur. Buna gore, g, tensorii ve 7, kovaryant vektorii (1.1.1) kosulunu saglarsa,

(g,.T,) ikilisi de bu bagntyr salar

SONUC Her Weyl uzayina, birbirlerine (1.1.7) ve (1.1.8) ile bagh olan

sonsuz sayida (g;,7,) , (g,.j,YV;) , ... tensor ¢ifti karg: gelir.

TANIM 1.1.2 g, tensoriiniin qu = A’g, seklindeki bir normlanmasina kargilik
bir A bayukliuga
A=i*4 (1.1.9)
seklinde degisiyorsa, 4 ya g; tensdriniin {k} agirhkh bir uydusu denir [3].

1.2 . Genellestirilmis Tiirev ve Genellestiriimig Kovaryant Turev

TANIM 1.2.1 A, g, nin {#} agulkli bir uydusu olmak izere

3 A=38 A-kT A (1.2.1)

-]

seklinde tanimlanan &, A ifadesine A nin genellestirilmis tiirevi denir [4].

TANIM 1.22 A, g, nin {4} afrlkh bir uydusu olmak uzere,

V,4=V,A-kT A (12.2)

o

seklinde tanimlanan Vs 4 buyikligiine, A nin genellestirilmiy kovaryant tiirevi denir.
Burada V 4 alisilmis kovaryant tiirevdir [3].

TEOREM 1.2.1  Genellestirilmis tiirev ve genellestirilmig kovaryant tlirev
asagidaki 6zelliklere sahiptir:
(a) Genellestirilmi tiirev ve genellegtirilmis kovaryant tiirev uydulann agirhikianm
korur.

(®) KZ(AB)=(52 A)B+A(0'":B)
ve

v, (4B)= (e, A)B+A(esB)



dir.

ISPAT: (a) {x} agrlikh bir A uydusunu gézoniine alahm. (1.1.9) a gore

A =A*4 oldugundan, genellestirilmiy tirev alir ve (1.2.1), (1.1.8) kullanilirsa

6 A=0 A-kT A =3 )-k(T+3Ini)A' 4)
=(FA YA +A5 (3 A)y-kTA* A-kA*A(OIn A)

= kA*(GA) A+ AN (O AT A* A —kl"A%ﬂi
=434~ kT, )
=1*3 4

elde edilir.

Benzer iglemleri genellestirilmis kovaryant tiirev igin uygulanirsa:

V. A=V A—kT 4=V (A*4)=k(T+3,In1)(A*4)
= (V%) A+ A (V. A) kT A* A~ kA* A(3,In A)

=kA* N (OA)A+ A5 (V, A)-kT A A- kll"A%Li

=A*(V,A- kT A)
=A¥vy, A
elde edilir.

(b) A veB, sirasiyla, {k} ve {l} agirlikli uydular olsunlar. (1.1.9) a gore
A=1*4 ve B=1'B oldugundan A B=A*" 4B bulunur ki, buradan AB nin,
agirhg {k+1} olan bir uydu oldugu anlagir. 4B nin genellestirilmis tiirevi alimirsa

5(AB) = 3(AB) - (k +T(AB)= (8 4)B+ A(OB) - kT, AB - IT,AB

= (8 A-kT A)B+ A(3B-ITB)

= (8 HB+A(8 B)

bulunur.

Benzer iglemler genellestirilmis kovaryant tirev igin uygulanirsa:
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V.(4B)=V (AB)-(k+)TAB=(V,A)B+ A(V B)-kI,AB-IT AB
=(V,A-kT A)B+ A(V.B-ITB)
=(V,A)B+A( V,B)
elde edilir.

TEOREM 1.22 g  metrik tensori ile bunun g* kargit tensdriiniin
genellestirilmis kovaryant tiirevleri sifirdir.

ISPAT :  (1.1.7) geregince g, tensdrinin agirhg {2} dir. g, nin
genellestirilmis kovaryant tiirevi alinirsa, (1.1.1) geregince
V. 8,=V.8,-21,8,=0
elde edilir. g_ tensoriinin g“ ile gosterilen karsit tensori
8.8"=5]
seklinde tanimlandigindan, son bagintidan genellestirilmig kovaryant tiirev alinir ve

o

V. g. =0 oldugu hatirlanirsa
V. (8,8")=V.(6))=0,

=(V,8,)8" +2,(V.8")=g,( v.g”")
=0
bulunur. Esitligin her iki yam g” ile garpilir ve i indisi iizerinden toplam alinirsa

8'g,(V,8")=6.V,g*=V,g" =0

elde edilir.

1.3. Weyl Uzayinda Tirev Formiiller

W.(g,,T.) Weyl uzayinda lineer bagimsiz v(a=1,2,...,n) vektor alanlannin
kontravaryant bilesenleri

g, vV v=1 (13.1)

kosulunu saglasinlar- g tensoriiniin agirh {2} oldugu i¢in, v' kontravaryant vektor

alanlarin agirhig {-1} dir.



v(a=12,...,n) vektor alanlan n- boyutlu (\11, \21,...,v) sebekesini belirler.

VY =57, vy =5t (132)
bagmtilart yardimi ile V' vektor alanlarinin kargitlan olan, {1} agirlikl :, kovaryant
vektér alanlan tanimlanmug olur [5].

vV ove ;" dogrultulan arasindaki ag1 A ile gosterildigine gore

v v =cos
g“a 8 r%

dir.

V' kontravaryant vektor alanlaninin genellestirilmis kovaryant tiirevi

°

V.V =TV (i,k,a,0=12,...,n) (1.3.3)

seklinde yazlabilir. \: kargit vektor alanlarimin genellestirilmis kovaryant tiirevi ise

o

y (1.3.3)

o
a
Vkv,=—

Q
a—ﬂﬂ

-

seklindedir. Gergekten, 1: v =§ 7 esitliginin her iki yaninin genellestirilmis kovaryant
tirevi alinirsa
V.0, V)=V v) vV +v(V, V)=V, 5 =0

veya

Vv v+, =0

o

bulunur. Son esitligin her iki yam :J ile garpilip, o indisi tizerinden toplam alinirsa

' a o a o
4 =
Viv)vv,=-T, v,
b -4



elde edilir.

-4

TEOREM 1.3.1 Bir Weyl uzayinda 7, cos@ =0 bagintis1 mevcuttur.

a

ISPAT : (1.3.1) bagintistmin her iki yaminin genellestirilmig kovaryant tiirevi
alinirsa, (1.3.3) yardimyla

° L

&V, V) +g, v (V,¥)=0,

bulunur [3].
TEOREM 1.3.2 R, , W uzaymmn egrilik tensori olmak izere:

1 .,
(a) > R +nV1,,=0

@ g 4
® Ve T+ ;=0

dir.

ISPAT: Norden’e gore [1]

2V, V.V =V Ry s Ru=O, T~ 0, T+ e~ Tl (1.3.4)
olup, ikinci bagintida k¥ =i konulursa

R =8, T%~ 0, Ts+Tn 5Tl (13.5)



bulunur. (1.1.6) kullanilirsa
ari=o{(L}-it+a1-a.1)=a({L}-@+nz-1)),
oTi=a{\}-naT,
elde edilir. Buradan
o, r=0{L}-noT,
bulunur. Diger taraftan
r.ra=[lL }-@r+8 7 -2 {2} - T+ a7 -2,m)
e kersan-a -k r a1, -2.7)
HE T +8 T, 2, TN T+ 57T, - 8,T™)
e - n+{n Y-} -n{z}+ s, {2}
+ 8T ST+ 5T 6" T, ~ T8, T" + I T +TT, -8, I,T" g, IT ~TT,+IT,
= o ln-{z ez

dir.

r ve s indislerini kendi aralarinda degistirerek
rri={0 o} -l hr-{zln 2
bulunur. Bu ifadeler (1.3.5) de yerine konulursa
Ru=0lt }-nog-o{, enor+{, Ha}-{L Jr-{z 11+ 12
S SR R g
elde edilir.
{i}=a108yz

oldugu hatirlanirsa
(.} =206,108Vz = 2.8.108g =5’ }

elde edilir. Ote yandan
{o Hat={n o)

dir. Bu degerler R, nin ifadesinde yerine konulursa
Ra=-n(8I-4T) (1.3.6)
bulunur.
V-V, =3~ LT~ (T - L) =L -4T) - LT5-T%)
V.I-V,[=4T-4T



oldugundan (1.3.6) w1 kullanarak

Ra= —2nV[, T !
veya

1y V. T,=0

ERm VL=
bulunur [3].

(b) v nin agrhy {-1} oldugundan, (1.2.2) bagmntisina gore

L]
V V=V V+TV
4 a a

o

dir. V, V' yerine (1.3.3) deki degeri konulursa

i
V, v =
24

|
n:ﬂq

vV -T v (1.3.7)

elde edilir. V, v' nin kovaryant tiirevini alalim:

V.V, V)=V (V. V)-T(V, V)

]
<] o
7Y
Rf\
n-'\]Q
A<,

|
=3
R <
A4

}
w3
QA
wﬂq
A<

i
=
R <
N’

=vivsi'{'ivsvl_vxvsn—]llvsv’—]:];v'+7;7;:z
o c B B o
=V V, L+ T [y -y VL -LLY-T L V+IL (1.3.8)
i a a o a a a ¢

Buradan, k ve s indislerinin yerleri degistirilerek

q

" V+TT v (1.3.9)

. , B
V-V VI -LLv-T,
I ey

bulunur. (1.3.8) ve (1.3.9) bagntilan taraf tarafa ¢ikanlirsa

V,(V,v)=VV, T +T

TN
Qta’\]q
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) g o B .
Z:VESZ;]'F}’ {ik‘]j]-{-rivpj;]—vbvklr =0

elde edilir. Esitligin her iki yam v, ile garpilip, i indisi iizerinden toplam alinirsa
Vi T+ o Ty 4nVy Ty~ VY, v =0 (13.10)
bulunur.  (1.3.4)de verilen 2V.V,V'= v R, bagntisi r’ icin  yazlirsa

2v svklz‘ = z’ R’y elde edilir. Bu bagntinn her iki tarafi v, ile garpiir ve & indisi

[
lizerinden toplam ahnirsa
0V, V0 =V Ry = R
VYl =% R‘m-EEH
bulunur. Son baginti kullambrsa (1.3.10) bagmntst

a o a I )
V[s 7;]+ ZEI‘ 7:-] +nV[k];]"‘i'R:.b=0 (]3.11)

sekline girer. Teoremin (a) gyikki geregince (1.3.11) den

Vily+ I T3 =0

o

elde edilir {3].



BOLUM II

CHEBYSHEV SEBEKELERI

2.1.Weyl Uzaylaninda Chebyshev Sebekeleri

TANIM 2.1.1 W, Weyl uzayinda n- boyutlu bir sebekenin herhangi bir
vektor alani, jebekenin dier vektor alanlanmin integral egrilerinden herhangi bin
boyunca paralel kayarsa, boyle bir sebekeye birinci cins Chebyshev sebekesi denir

[6].

TANIM 2.1.2 W, de n-boyutlu bir sebekeye ait (7—1)-boyutlu bir alan
elemani, sebekenin geriye kalan vektoér alaminin integral egrilerinden herhangi bin
boyunca paralel kayarsa, boyle bir sebekeye ikinci cins Chebyshev sebekesi

denir.

TEOREM 2.1.1 Birinci cins bir Chebyshev gsebekesinin vektor alanlarinin

s

tirev formillerindeki 7, katsayilan birer gradiyenttir.

r

ISPAT:

Birinci cins Chebyshev gebekesi tamimina gore

v iy, v =0 (r,l,i=12,..,n)

1

veya ( 1.3.3) geregince

(72 vEyv =0

elde edilir. V' (I=1,2,..,n) vektorleri lineer bagimsiz olduklarindan

T v =0 @.1.1)
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bulunur.
(2.1.1) bagintisinin genellegtirilmis kovaryant tiirevi alimirsa
o d o d d o
V(T ¥)=(V, 1)y + T, (V,9)=0
veya (1.3.3) geregince
d d c
L)Y+ 1, (T, v*)=0 (a=b) 212
a a b ¢
elde edilir.

(2.1.2) bagintisinin sol yanindaki ikinci terim, ¢ nin ¢=a ve c¢#a olmasi
halleri dikkate alinarak

d c d a
L, (Lv) =T, (T, v*) (2.13)
a b ¢ a b 4

seklinde yazlabilir. Boylece, (2.1.3 ) bagintimn (2.1.2) de kullanilirsa

¢ c (@
V. )yt (2 =0 (214)
@ » @

b
bulunur. (2.1.4) esitliginin her iki tarafi v, ile garpiip, b indisi tzerinden toplam
alinirsa

b
V. =

1

V.T+T v 0 2.1.5)

a ® @

T.NE®

elde edilir. (2.1.5) esitliginde i ve s indislerinin yerleri degistirilerek elde edilen

¢ c @b
VT +T, v* Tv =0 (2.1.6)
i ‘s @k@ b, s
esitligi ile
V[ST]+ T v T[SV]—O (217)

bulunur. Bu egitlik daha agik bir ifade ile

,Hu

c 1 @ n
s,.T']+@ "(?sv,]+...+"z‘[sv,.])=0 (2.1.3)
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. P s @
seklinde yazilabilir. 7, = 5 v, (#s) oldugu ([51,[7]) gbzoniine alinirsa

(2.1.8) esitligi

¢ ¢ @1 ! @n n
V[‘a ;]+@§;é’k(vasvi]+...+an[‘vi])=0 2.1.9
sekline girer. Bu egitlikte ;[s;,-]=0 (e=1,2,...,n) oldugu i¢in (2.1.9) esithg
Vi T)=0 (2.1.10)

a

c

sekline doniigir. Buradan 7 nin gradiyent oldugu anlagilir [6].

1
a

TANIM 2.1.3 §=f;ly" @bck=12,.n;a%b) @2.1.11)
ab

a

seklinde tanimlanan ; biiyiikliiklerine sebeke egrilerinin birinci cins Chebyshev
ab

egrilikleri denir[6].

a @
TANIM 2.1.4 p:T,,é»" (@bk=12,.1n;a#b) (2.1.12)
b b

seklinde tanimlanan pa biiytikliklerine sebeke egrilerinin ikinci cins Chebyshev
b

egrilikleri denir.

b b
TANIM215 ¢=T v (abk=12.n) (2.1.13)

a a a

b
seklinde tammlanan ¢ bityiikliiklerine gebeke egrilerinin geodezik egrilikleri adi
verilir.
Chebyshev egrilikleri ile geodezik egriliklerin agirhig {-1} dir.

Bu egrilikler yardim ile bir sebekenin birinci Chebyshev, ikinci Chebyshev
ve geodezik vektorleri, sirasiyla :
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a = trv' , b= p \2 , =¢V (2.1.14)
sk sk r s s T
seklinde tanimlanmgtir.
TANIM 2.1.6 Ikinci Chebyshev vektorleri
T b=0 (2.1.15)
s=1
kosulunu saglayan bir (\1:,12:,...,v) sebekesine b-gebekesi denir.
TANIM 2.1.7 Geodezik vektorleri
¥ ¢ =0 (2.1.16)
s=1 3
kosulunu saglayan (Y,xzi,...,v) sebekesine c-gebekesi adi venlir.
b-sebekesi ve c-gebekesinin tanimini kullanarak agagidaki sonucu
soyleyebiliriz:
SONUC 2.1.1
(a) Bir sebekenin b-gebekesi olmasi igin gerek ve yeter kosul
T p=0 (k=12,.n) (2.1.17)
s=1 k
olmasidir.
(b) Bir sebekenin c-gebekesi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
. Kk
Y ¢=0 (k=12,..n) (2.1.18)

s=1 K3

olmasidir.

ISPAT: (a) Sebeke b-gebekesi olsun. Bu durumda (2.1.14) ve (2.1.15)e
gore

L]

n

2 b=

s=1

M=

.

pv, =0

i

t
i}

veya, her iki taraf |/ ile garpilir ve i izerinden toplam alimirsa
k

£ pvy=% psi=

s=1 » k s=1

M=

p=0
k

1

™
1}
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bulunur.

Tersine olarak, sebekenin Y ps= 0 kosulunu gergekledigini kabul edelim.

LI 4

k
Bu esitligin her iki tarafi v, ile garpiir ve k indisi izerinden toplam alinirsa,
(2.1.14) geregince

zp
s=1 k

bulunur ki, bu da gebekenin b-sebekesi olmasi demektir.
(b) Sebeke c-gebekesi olsun. (2.1.14) ve Tamim 2.1.7 ye gore

b =0

M=

T ow

s=1

Ms

> =

s=1 ¥ s

¢ vV =0

s

1l
—_

k
bulunur. Bu esitligin her iki yami v, ile garpilip, / indisi tizerinden toplam

alinirsa

t
[)
—

M=
N

LT
S
N——
=
a“
i M=
“ Uy
(o)
o
il
M=
hu\k‘
It
(o]

elde edilir.

n k
Tersine olarak, sebekenin ¥ ¢ =0 kosulunu sagladifim kabul edelim. Bu

s=1
esitligin her iki tarafi kv‘ ile carpilir ve £ indisi lizerinden toplam alinirsa,

(2.1.14) geregince

n £ n .
Y ¢ vV =3 c =0
s=1 g k s=1 ¢

elde edilir. Buise, Tanim 2.1.7 ye gore, sebekenin c-gebekesi olmasi demektir.

YARDIMCI TEOREM 2.1.1  (n~1)- boyutlu (3,,..., ¥, ¥ ,...,») alan

a-1" a+l

elemaninin, (1‘2,12),..., v ) sebekesinin ( v ) egrileri boyunca paralel kaymasi igin

gerek ve yeter kosul, p =% @v" =0 (k,c=12,..,n; c#a) olmasidir[6].

c
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ISPAT: .(1.2.2) bagintisi kullanilarak,
c @ @
Vive=Vv,-Tv,
bulunur. Esitliin her iki tarafi éf ile garpilip, i indisi iizerinden toplam

alinirsa,

@ N C) @
@v’ V,v,,:(g‘ Vov.-T g v, (2.1.19)
elde edilirr = Buradan, (1.3.3)' kullamlarak
. @ @ @ <«
vV, v, -1 é’, Vi ="0Ti Vi é” (c#a)
veya
. @ ) @ @ -
(:):’ V. v, =@v' (Tv,-T;v) (2.1.20)
bulunur.

(n—1)- boyutlu (Y,zv,..., v,v,.,v) alan elemaninin ( v ) egrilert

a-1 a+l

boyunca paralel kaymas: igin gerek ve yeter kosul

2V . 4 2.1.21)

dir [7].

(Y,zv,..., v, v‘,...,v) alan elemaminin ( v ) egrileri boyunca paralel

kayabilmesi igin gerek ve yeter kosulun, (2.1.20) ve (2.1.21) yardimiyla,

Ww-1g) % =g T

oldugu goruliir. ;k vektorlerinin lineer bagimsiz olmalan nedeniyle son esitlikten
@
Iy
e @

"'=0 , c#a

bulunur,

r s

rs r s .
TANIM2.18 aq, =v,v,+v, v, , a* =V vV +V v
re r

r 3 s
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seklinde tanimlanan tensorlere (\:,1;,..., v ) sebekesinin (v, v ) alt gebekesinin

tensorleri denir [8].

a, a* tensorleri, metrik tensorin {2} ve {-2} agrlikhi uydulandir.

rs

’ r s
TANIM2.1.9 af =v, v* + v* v, tensoriine afinér ad: verilir.
r

rs s

Afinor, metrik tensérin {0} agrlikl bir uydusudur.

TEOREM 2.1.2 (v, v) alt gsebekesi bir Chebyshev sebekesi olmak iizere

ikinci cins Chebyshev vektorleri asagidaki ozelliklere sahiptir:

o
s

@ brb=-vi@a, g )

(b) Eger (n-1)- boyutlu (y,v,... v, v,..,v) alan elemant ( v ) egrilen

2777
boyunca paralel kayarsa

s ° e |
b=- V(@ a*)
@

dir.

() (v, v ) alt sebekesi geodezik ise

b+b=-V,(a] aj)
dir.
(d (v, v) alt sebekesi geodezik ve (n-1)-boyutlu (}”2"""’," , V ,...,y) alan

=1 " r+l

elemam ( v ) egrileri boyunca paralel kayyorsa

&
- J k
b=-V.(a;j a;

seklindedir.
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@ . :
(3 g @a”‘ carptminin  genellestirilmis kovaryant tiirevi alinirsa,

e . C® . ® >
Vv, (a, @a"‘ )=(, g, )@a”‘ + a; (Vk@a"‘ )
C R0 606 ; o0 0 [’ .
= V s +V.V. i k+ k i +(V.V.+Vv.V, V i k+ k i
{ e Y, V,v,)}((g@g < @3’) v, v, V,V,){ AV A G )}

RO e 00 0° 0], |, ,.
={(V,‘ vi)vj+vi (Vk vj)+(vk vj)vi+vj(vk vx)}(®v é’k +G3’k®v )

+(9.9+9%) (é v‘)v"+v‘(€7 v")+(V°7 v v+ v (Y°7 V)
M e e o fe ‘@@ @ "o

bulunur. Buradan, (1.3.3) ve(2.1.14) yardimyla

e QO @06 s ® @

V.(a, @ )==T,v, V-1, v, V' -b-b-T v —% v v (2.1.22)
® © © @ © ® © @ ©

elde edilir.

(v, v ) bir Chebyshev altsebekesi oldugu igin v  vektor alam (v)
egrileri boyunca ve v vektor alant da ( v ) egrileri boyunca paralel kaymaktadir.

Bu nedenle

o
k i k i
¢ V,‘rv =0 , viv, v =0

r §

olacagindan (1.3.3) bagintist yardimiyla
v f’k Vv =(§"kv") vV =0 ve V¥ ;’k Vv =(;‘kv") vV =0
s r 4 r s P r s P s r 4
bulunur. Buradan elde edilen
Pk Pk
T,V =0 , T,V =0 (2.1.23)
bagintilann (2.1.22) de kullanilirsa

r § ¢ @ .
b,+b, =-—V,‘(ai].®a"‘ )

J J

bulunur.
(b) (a) sikkina gore
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r 8 ° @ .
b+b,=-V,(a, él"‘ ) (2.1.29)
ve (}', Yss V5 Y, ..,v) alan elemaminin ( v ) egrileri boyunca paralel
kaymasindan dolay1
rQ
p=1,v =0, (r#p)
P 14 ®

olup, (2.1.14) bagintisina goére

r

b,=0
elde edilir. Buna gore (2.1.24) den

s ® "
bj=_ Vk(ax'j (g )

bulunur.

(¢) (v, v) sebekesi hem Chebyshev, hem de geodezik olsun. a/ a
¢arpiminin kovaryant tiirevi alimrsa
Vk(ma / a f )=Vk(ma;j g f )=(an_a xl )ma f v / (Vkma f )

veya Tanim 2.1.9 kullamlarak

rs

V.(a I at )={Vk(1;,. svj +v’ v,.)}(vj sv" +rv" vj)+(\:,. svf +rvj v,.){Vk(vj sv" +rv" vj)}
{(V,, v,) v +v (V v’ )+(V, v’ )v+v’ (V )}(v v+ v v, )

v,V v v,.){(v,, v VE 0, (V, V) +(V, V) v, + v (Y, v, )}
bulunur. (1.3.3) ve (2.1.14) yardimiyla

] r s ss rr @ @ ® ®
Vi(a] a $)=-b- b+gv+gv+G§;®v v,.+®7,"®v" v, (2.1.25)

elde edilir.
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(rv , v ) sebekesi Chebyshev oldugu igin (2.1.23) e gore

Cf)' V= % v* =0 ve bu sebeke aym zamanda geodezik oldugu igin g"= S0
0 O g

dir. Bu bagmntilar (2.1.25) de kullanilirsa

b+b=-V,(a! a¥) (2.1.26)
bulunur.

(d) (v, v) alt gebekesi geodezik ise (2.1.26) esitligi gegerlidir. Ote yandan,

(}:,v,..., v, v,.,v) alan elemam ( v ) egrileri boyunca paralel kayarsa Yardimci

r-1 r+l
Teorem 2.1.1 e gore
r

@ k
p=1y =0, (r#p)
14

~

dir. (2.1.14) e gore b, =0 olup, (2.1.26) dan

b, =—Vk(maij ma l; )

bulunur.

SONUC 2.1.2 Bir ( v, v ) Chebyshev altgebekesi ihtiva eden bir

sebekede (}), vy YV, VL V) VE (y,;,..., v, v,..,v) alan elemanlan, sirastyla,
r—= n n

2 1 r+l s=1 s +1

(v ) ve (v) egrileri boyunca paralel kayiyorsa,

dir.

ISPAT: Teorem 2.1.2 nin (b) sikkindan dolayr

s

o @ ] r (-] @ )
b= - V,(a %;") ve b =-V,(a %"‘)
dir. Aymi teoremin (a) sikki kullaniarak

rs 2@ ° @
b,+b,=-V,(a, éz"‘ )=-2V.( g (g"‘ )

veya
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v, ((2, é’ik )=0

bulunur.

SONUC 2.1.3 Hem Chebyshev, hem de geodezik olan bir (v , v )

altsebekesini ihtiva eden bir sebekede (}1, Vi ¥y ¥ e V) VE

r-1 " r+1
(Y,zv,..., v, 1:1,...,v) alan elemanlan, sirasiyla, ( v ) ve (v) egnleri boyunca
paralel kaytyorsa
Vi(al a ¥)=0

drr.
ISPAT: Teorem 2.1.2 nin (d) sikkindan dolayr

b, =-Vk(ma : - f ), b =_Vk(”afj 2 l; )
dir. Bu egitlikler (2.1.26) da kullanilirsa
b+b=-V,(a! at)=-29,(al a})
veya
Vk(ma{ maf )=0

elde edilir.

2.2.Weyl Hiperyiizeylerinde Chebyshev Sebekeleri

Koordinatlan x*(a=12,...,n+1) olan W, (g.,,7.) Weyl uzaymn,
koordinatlan #' (i =1,2,...,n) olan W, (g,,T,) hiperyizeyini gozoniine alalim.
Aynca, W, ve W, ., in metriklerinin, swasyyla, g, du'du’ve g,, dx®dx’®

n +1

(a,b=12,...,n+1; i,j=1,2,..,n) ve bunlann eliptik olduklarimi kabul edelim.
g; le g, arasinda
8; = 8., dx’dx’ 2.2.1)

baginusi mevcuttur.
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Bir A uydusunun W, ve W, e gore genellestirilmis kovaryant tiirevleri
arasinda

V., A=x{V_ A (k=12,..,n;c=12,..,n+1) (2.2.2)
bagintis1 mevcuttur.

W, in T, komplemanter vektoriiile #,,,'in T, komplemanter vektorii
birbirlerine
Li=x; I, (2.2.3)
baginus: ile baghdirlar.

n’, W, e ait ve W, e dik olan bir vektoriin kontravaryant bilesenleri
olsun ve g®n"1f =1 olacak sekilde normlanmis olsun. W, de taniml {x?' s 'f}
hareketli gatistnin {x';, . } karsit hareketli gatist
ni=1,n,x'=0, 7 x,=0, xixi=6] (2.2.4)

bagintilan ile tanimlanmugtir [1].

(2.2.4), unher iki yammn #' degiskenine gore genellestiriimis kovaryant

tirevi alimir ve x; nin aguhgnm {0} oldugu goézoéniine alinirsa

V(' xl)=V,(xix})=V,(6])=0

Vi(e! x2)=(Vex! )xh +xf (Vex! )=(V, 5 )x) +xi(V, x] )=0 (2.2.5)
bulunur.
Vexi =@, 1
oldugu hatirlanirsa [1], (2.2.5) ve (2.2.4), bagintilarindan
o, x +x{V,x!=xV,x!=0 (2.2.6)

elde edilir. Buradan, x° koordinatlanmin bir fonksiyonu olarak diigiiniilen ve W, e
ait olan V,x’ mn W, e dik bir vektor oldugu anlasihr. Bu durumda V,x ]

V.x'=Qln, (2.2.7)
seklinde ifade edilebilir [9].
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W, uzayina ait lineer bagimsiz v (r=12,...,n) vektor alanlarinin,
r

sirastyla, W, ,, ve W, e gore kontravaryant bilegsenleri v* ve V' olsun. v,

r

r

ve v, ise, v  vektor alanlartnin kargitlannin W, ., ve W, e gore kovaryant

bilesenlerini goéstersinler. Bu takdirde

vio=x] v (2.2.8)

dir.

TEOREM 2.2.1 a’ ve 4 (CR S v ) sebekesinin birinci cins
p n

L4

Chebyshev vektorlerinin, sirastyla, W,,, ve W, e gore bilesenleri olmak iizere

x! a = a
4 p

dir [9].

ISPAT: (2.2.8) bagntilannin birincisinden #' koordinatina gore

o

genellestirilmis kovaryant tiirev alinir, (1.3.3) bafintist ve V, x/=V, x oldugu

hatirlanirsa

Vo v o= Vel V)= (Vex)) Vorx] (Y V)
= (V,x) Y +xf (Y, V=@, Vo+x] (Ve V)

V., v =, VvV +x] T, v (2.2.9)

s

elde edilir. Bu bagntinin her iki tarafi v* ile arpilir ve k& indisi tzerinden
: b 4

toplam alinirsa
VeV, v =(w, VOV )X T ’y" v (2.2.10)
r r P r s

bulunur.
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(2.22) nin her iki yam v* ile garpilir ve % indisi {izerinden toplam
»
alinirsa

o [-] (-]
vk V]; va =x: vlt Vc va — vc V,_- va ,
¥4 r P r » r

elde edilir. Bu sonug¢ (2.2.10) da yerine konur ve (2.1.11) e gore

r= ]s,: vE
b r P
oldugu hatirlanirsa
VOV, v =(@, V' V) fxt £V (r#p) (2.2.11)
14 r r P m S

elde edilir, Burada ¢ | (11),12),..., v ) sebekesinin egrilerinin W, e gore
e n

birinci cins Chebyshev egrilikleridir.

(\])\21 v ) sebekesinin birinci cins Chebyshev vektorlerinin W, ., ve W, e

gore kontravaryant bilesenleri, sirasiyla, & ve a ile gosterilir ve
Led w»

‘; v = g° , ; vV = 4

S p p S p

oldugu go6zoéniine alimirsa (2.2.11) den
a =(w, v V' )n'+x! & (2.2.12)
/4 r 4 P

bulunur.
(2.2.12) nin her iki tarafi x/ ile garpilir ve @ indisi iizerinden toplam
alinirsa
rat =xlx! d = o (2.2.13)
w g

elde edilir.

SONUC 2.2.1 (\11,\2:,..., v ) sebekesi W, ,, e gore birinci cins Chebyshev

sebekesi i1se, W, e gore de birinci cins Chebyshev gebekesidir. Ayrica, sebeke W, e
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gore birinci cins Chebyshev gebekesi ise, , ., e gore birinci cins Chebyshev

vektorleri W, e diktir.

TEOREM 222 b, ve b, , (v.V,..., v) sebekesinin ikinci cins

H

Chebyshev vektorlerinin, sirasiyla, W,,, ve W, e gore bilegenlert olsun. Bu
durumda

r

x} b=b, ve Th,=-3Q!7+Tb x,

bagintilan mevcuttur[9].

ISPAT: (2.2.8) bagmtilanindan ikincisinin her iki tarafinn #* koordinatina
gore, genellestirilmig tiirevi aliir ve (2.2.7), (1.3.3)’ bagmntilarindan yararlanilirsa

o -]
° r r

V, v, = (kai )Vi'*‘xf, Ve v )= (ka: ) v, +x; V. v)

o

r ° r r r
i i i i
=Q.n,v, +x (V, v, )=Q,n, v, -x, T,
s
veya

-]
r

Vv, =Q,mv, -x, T, v, (2.2.14)

bulunur. Bu bagintimn her iki tarafi v* ile carpiir ve & indisi lizerinden toplam

alinirsa

r kS
I, v v,

1
r

°
r r
k ; ki
ViV, y,=Q. v v -x,
r r

s

bagintist bulunur.

o , o r r @
v¥ V,v,=v* V_v, (r uzerinden toplam yok) ve p = E@v"

olduguna dikkat edilirse

L]
r s

V' Vv, =Q, v, v -x. p v (2.2.15)

r s
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elde edilir. Burada p (r,s=12,..n), (\1:',\24',..., v ) sebekesinin egrilerinin W, e

goére ikinci cins Chebyshev egrilikleridir. Diger taraftan

r s 3 r
vVoVy=-v" T v,=— p v,=-b,

buyiklikleri ise, aymt gebeke egrilerinin W, ,, e gore ikinci cins Chebyshev
vektorleridir. Buna gore, (2.2.15) bagintisi
b,=-Q,m,v, V' +x.,b (2.2.16)

seklini alir. Bu bagntiun her iki tarafi x§ ile carpilir ve a indisi tizerinden

toplam alinirsa

£ b =b, 2.2.17)

j j
elde edilir. (2.2.16) bagintis1 r=1,2,...,n igin yaziir ve elde edilen esitlikler taraf
tarafa toplanirsa

sh=-3Q!7 +5 b x' (2.2.18)

bulunur.

SONUC 2.2.2 (11:12:, v ) sebekesi W, e gore ikinci cins Chebyshev

ise, W, e gore de ikinci cins Chebyshevdir. Ayrica, sebeke W, e gore ikinci cins
Chebyshev ise, W, ,, e gore ikinci cins Chebyshev vektorleri W, e diktir.

SONUC 223 (1]),121,..., v ) sebekesi W, e gore b-sebekesi ise, W, e
n +1 .
gore de bir b-gebekesi olup X Q=0 dir. Ayrca, sebeke W, e gore b-gebekesi
i=l

ise Th vektora W, e diktir.

TEOREM 223 ¢ ve ¢ , (11:,v,..., v ) sebekesinin geodezik

r r 2

vektorlerinin, sirastyla, W, ,, ve W, e gore bilesenleri olsun. Bu durumda
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bagintilan mevcuttur[9].

ISPAT: (2.2.9) bagintisiin her iki yam1 v* ile garpilir ve & indisi

lizerinden toplam alinirsa

Vv, v =(e, VvV V)R +x] TS,; vV (2.2.19)

bagintis1 elde edilir.
k Qo o s s
viV, vi= v V , ¢=T v
p r P r ’ , r

oldugu gozoénine alnirsa (2.2.19) bagintist

s

v\ V, v =kni+x] ¢ V (2.2.20)

sekline girer. Burada x, W, in v* dogrultusundaki normal egriligi, ¢ ise

sebeke egrilerinin geodezik egrilikleridir.

ve v, v =(° i)v“= ¢ vi=2¢"
oldugu gozonine alinirsa (2.2.20) bagintisi
¢ =xn+x? ¢ (2.2.21)

sekline girer. Bu bagintinin her iki tarafi x/ ile garpilarak, a indisi {izerinden
toplam alinirsa

xlct=¢ (2.2.22)
bulunur.

(2.2.21) bagintist r=1,2,...,n igin yazilir ve elde edilen esitlikler taraf
tarafa toplanirsa

& =Ykn'+X ’c‘ x? (2.2.23)

r

elde edilir.
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SONUC 2.2.4 (112\2), v ) sebekesi W, e gore c-gebekesi ise, W, e

gore de c-gebekest olup Y, x=0dir. Aynca, gebeke W, e gore c-gebekesi ise

Y &° vektori W, e diktir.



BOLUM II

WEYL HIPERYUZEYLERINDE GENELLESTIRILMIS METRIKSEL VE
GENELLESTIRILMIS§ ESIT-UZAKLIKLI CHEBYSHEV SEBEKELERI

H,n+l(gab’74") weyl uzaymin bll' h1peryuzey1 W,n (gquI'c ) ve n,n (gg’];: )
hiperyiizeyine ait n-boyutlu bir egri gebekesi (Y,g,...,v) olsun. Eger belirli bir a

(@=1,2,...,n) degeri igin

o
a

V[s v,.] =0 (311)

ise, (1]2, 12),‘..,v) sebekesine genellestirilmis metriksel a-Chebyshev sebekesi denir.

Burada kogseli parantez s ve i indislerine gore antisimetriyi gostermektedir [3].

Eger (3.1.1) kosulu a=1,2,...,n i¢in gergekleniyorsa, (\]{,g,...,v) sebekesine
kuvvetli metriksel Chebyshev gebekesi denir.

Iki boyutlu ¥, Riemann uzayinda metriksel 1-Chebyshev ve metriksel 2-
Chebyshev sebekeleri Shulikovskii tarafindan genis dlgiide incelenmistir[8]. Iki
boyutlu Weyl uzaylarinda metriksel Chebyshev sebekeleri ise Tsareva tarafindan
[10] da incelenmigtir.

Iki ve li¢ boyutlu Riemann uzaylarinda kuvvetli-metriksel Chebyshev
sebekeleri bilhassa Shulikovskii[8] ile Dupnov ve Fuchs[11] tarafindan ele
alinmugtir,

W, hiperylizeyine ait bir (Y,g,...,v) sebekesi

°
1 2

V, 49, +.+v)=0  [ik] (.1.2)
kosulunu gergeklerse, béyle bir sebekeye genellestirilmis esit-uzaklikls
Chebyshev sebekesi denir. Burada [ik}, i ve k indislerine gore antisimetri
alinacagim gostermektedir.

Iki ve ii¢ boyutlu Riemann uzaylarinda egit-uzaklikli sebekeler Shulikovskii[8]
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ile Khachatryan ve Shulikovskii[12] tarafindan incelenmigtir.

Iki ve i¢ boyutlu Riemann uzay: ile iki boyutlu Weyl uzaylan igin elde
edilen sonuglann bir kismu bu ¢aligmada W, ,, Weyl uzaymm W, hiperyiizeyine
genellestirilmig ve bununla ilgili olarak asafidaki teoremler ispatlanmugtir:

TEOREM 3.1.1 W, ,(g,,T. ) Weyl uzaymm W, (g,,7, ) hiperyizeyine
ait bir (1]1, 121,...,v) sebekesi, W, ., uzayina gore genellestirilmiy metriksel o-

Chebyshev ise, W, hiperyiizeyine gore de genellestiriimis metriksel a-Chebyshevdir.

ISPAT: W, hiperyiizeyinde bir v, \21,...,v) sebekesini gozoniine alalim.
v (a=1,2,...,n) vektor alanlarmin karsitlan olan lal vektor alanlarnin gevreleyen

uzaya ve hiperyiizeye gore bilesenleri, sirastyla, va ve v; olsun. (2.2.8), ile

verilen

a a
v.=x"v
j iVa

bagintisinin her iki tarafinin genellestirilmis kovaryant tirevi alinirsa

o

Vv, =x (Vv )+v,(V,x [) (3.1.3)

elde edilir. (2.2.2) ye gore

- o
a ¢ a
Vkva=xk cha

ve V,x {=w,7n" oldugundan dolays, (3.1.3) geregince

° a a c ° a a

— a
Vv, =x [x (Vv )+w,v, 1
o L

Vv, =x “x 2(V,v,) (3.1.4)
bulunur. (3.1.4) bagintisinda k ve j indislerinin yerleri degistirilerek
Vv, =x fx °(V,,) (3.15)
elde edilir. (3.1.4) ve (3.1.5) bagintilan taraf tarafa gikanlarak
Vv~V v =(x “x S-x fx YVov,) (3.1.6)
elde edilir.
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(3.1.5) den, a ve c indislerinin yerdegistirmeéiyle
Vive=x,x3(Y,v.) (3.1.7)
bulunur. (3.1.5) ve (3.1.7) bagintilani kullamlarak
x.x ((V.v,)~x,x (V,v,)=0 (3.1.8)
elde edilir. (3.1.8) bagmntist (3.1.6) da kullamilirsa
\" vaj—Vjvi =x x :(ch.;)—x L X ;(cht)+x L ;(cht)-x ;X :(Va:c)

veya

o L]
a a

V[Ir Vj]=V[cVa]x;x: (319)

bulunur.

W, hiperyiizeyine ait bir (11”‘2)""")) sebekesi W, ,, uzayina gore
genellestirilmis metriksel o-Chebyshev ise, V[c v,1=0 olacagindan, (3.1.9)

bagintisina gore V[ eV = 0 bulunur ki, bu da gebekenin hiperylizeye gore
genellestirilmis metriksel a-Chebyshev oldugunu gosterir.

TEOREM 3.1.2 W, Weyl uzayimmn kuvvetli-metriksel bir (\lz,g,...,v)
sebekesi genellestirilmis esit-uzaklikli bir sebekedir.

ISPAT: Egit-uzaklikh bir (Y,xzz,...,v) sebekesi (3.1.2) bagntis ile
karakterize edilmig olup, bu bagnti

-]

1 2 n 1 2 n
V.4V, +..49)=-V,(v,+v, +..+v,)

o l o 1 o n o n
=(V,v-V, vy )+ . . +V, v-V,v,)

o

=3 V,v,;=0 (3.1.10)

a=1

seklinde ifade edilebilir.

< R



-32-

Buna gore, eger gbzoniine alinan gebeke kuvvetli-metriksel Chebyshev ise,

a=12,...,n igin V[k v =0 dir. Bu kogullar altinda (3.1.10) bagmtisi
gerceklenmis olur ki, bu da sebekenin egit-uzaklikli Chebyshev oldugunu gosterir.

TEOREM 3.1.3 W, Weyl uzaymin W, hiperyiizeyine ait bir (\lz,xzz,...,v)
sebekesi W, ., uzayma gore genellestirilmis esit-uzaklikli ise, W, hiperylizeyine gore

de genellestirilmig egit-uzakliklidir.

ISPAT: (3.1.9) bagmntisinda o iizerinden toplam ahinirsa

o
a

%V[,‘vj]zx;x:i_]V[cva] (3.1.11)

elde edilir. Hiperyiizeye ait bir sebeke gevreleyen uzaya gore genellestirilmis egit-
uzaklikli Chebyshev ise, (3.1.10)a gore i V[c;a] =0 olur. Bu takdirde (3.1.11)e
a=1

a

gore Z"jV[ $Vi1=0 dir ki, bu ise sebekenin hiperyiizeye gore de genellestiriimig
a=]

esit-uzaklikli Chebyshev olmasi demektir.



SONUCLAR VE ONERILER

Weyl uzaylaninda agirlikh tensorlere uygulanan genellestirilmis kovaryant
tiirev yontemi yardimiyla bu uzaylara ait efri sebekeleri birgok yazar tarafindan
basan ile incelenmigtir. Bununla beraber, bir Weyl uzaymin herhangi bir
altuzayma ait n-boyutlu egri sebekeleri hakkinda heniiz fazla birsey
bilinmemektedir.

Bu galigmada, W,

n+l

Weyl uzaylanmin W, hiperyiizeyine ait n-boyutlu bir
sebekenin, genellestirilmis metriksel Chebyshev, kuvvetli-metriksel Chebyshev ve
genellestinilmis egit-uzakhkli Chebyshev sebekesi olmasi halleri gdzoniine alinmis ve

bunlarla ilgili olarak su sonuglar elde edilmistir: W, hiperyiizeyine ait olan n-
boyutlu bir gebeke W, ., uzaymna gore genellestiriimis metriksel Chebyshev sebekesi
ise, W, e gore de aym oOzellie sahiptir. W, e ait n-boyutlu bir sebeke W, e
gore genellestirilmis esit-uzaklikli Chebyshev ise, W, e gore de genellestirilmis
esit-uzaklikli Chebyshevdir. W, Weyl uzayina ait kuvvetli-metriksel Chebysl;ev
n-boyutlu bir sebeke genellestirilmiy egit-uzakhiklh bir Chebyshev gebekesidir.

Bu calijmada Weyl hiperylizeyleri i¢in elde edilen sonuglarin bir Weyl
uzayiin herhangi bir altuzayina genellestirilmesi diisiiniilebilir.
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WEYL HIPERYUZEYLERINDE CHEBYSHEV SEBEKELERI
A.FUSUN NURCAN

Anahtar Kelimeler:Weyl uzaylari, genellestirilmis metriksel
Chebyshev, kuvvetli-metriksel Chebyshev, genellestirilmis
esit-uzaklikli Chebyshev sebekeleri.

Ozet: Bu calismada, (n+l)-boyutlu Wn+1i Weyl wuzayinin Wn
hiperylizeyine ait n-boyutlu bir (v,v,...,v) sebekesinin,Wn:1
12 n
ve Wn e gbre genellestirilmis metriksel Chebyshev, kuvvetli-
metriksel Chebyshev ve genellestirilmis esit-uzaklikl:
Chebyshev gebekesi olma durumlari incelenmis ve gu sonuglar
elde edilmistir:Wn hiperylizeyine ait bir sebeke Wn+1 Weyl
uzayina gore genellestirilmis metriksel Chebyshev veya
genellestirilmis esit-uzaklikli Chebyshev sebekesi ise, Wn e
gbre de ayni 6zelliklere sahiptir.Wn e ait kuvvetli-metriksel
bir sebeke genellestirilmis esit-uzaklikli bir sebekedir.

CHEBYSHEV NETS IN WEYL HYPERSURFACES
A,FUSUN NURCAN

Keywords:Weyl spaces, generalized metrically Chebyshev,
strongly-metrically Chebyshev, generalized equidistant
Chebyshev nets.

Abstract:In this work, an n-dimensional net (v,v,...,v) in
1 2 n
the hypersurface Wn of the (n+l)-dimensional Weyl space Wn+1
is considered and the following results are obtained:If the
net (v,v,...;v) is a generalized metrically Chebyshev or a
1 2 n
generalized equidistant Chebyshev net with respect to Wns+1,
then it is,respectively, a generalized metrically Chebyshev
or a generalized equidistant Chebyshev net relative to Wn
Furthermore, it is proved that an n-dimensional strongly -
metrically Chebyshev net in a Weyl space, is alsoc a
generalized equidistant net.



