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OZET

BASLANGIC VE SINIR DEGER PROBLEMLERININ HOMOTOPI
PERTURBASYON SUMUDU DONUSUM YONTEMI iLE COZUMLERI

Dilara ALTAN

Yiiksek Lisans Tezi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Zeynep Fidan KOCAK
Mayis 2015, 70 sayfa

Yapilan tez ¢aligmasi bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, ¢alisilan
konunun tarihi gelisimi ve kullandigimiz problemlerin genel denklemleri verildi.
Ikinci boliimde, tezde gegen temel tanim ve teoremlerden bahsedildi. Ucgiincii
boliimde, yontemden bahsedildi. Homotopi Pertiirbasyon Sumudu Doniisiim Metodu,
bu metodu olusturan homotopi pertiirbasyon metodu, Sumudu yontemi ve bunlara ek
olarak He polinomlar1 anlatildi. Dérdiincii boliimde Homotopi Pertiirbasyon Sumudu
Dontisiim metodu farkli 6zellikteki kismi diferansiyel denklemlere uygulandi. Elde
edilen ¢oziimlerin bazilarmin grafikleri ¢izilerek, tam ¢o6ziim ile kiyaslandi. Son
boliimde ise baslangic ve siir deger problemlerinin Homotopi Pertiirbasyon Sumudu
Doniisiim metodu ile elde edilen ¢oziimleri incelenerek genel bir sonuca varildi.

Anahtar Kelimeler: Sumudu Déniisiim Metodu, Homotopi Pertiirbasyon Metodu,
He Polinomlari, Homotopi Pertlirbasyon Sumudu Doniisiim
Metodu, Baslangi¢ ve Sinir Deger Problemleri



ABSTRACT

THE SOLUTIONS OF INITIAL AND BOUNDARY VALUE PROBLEMS VIA
HOMOTOPY PERTURBATION SUMUDU TRANSFORM METHOD

Dilara ALTAN

Master of Science (M.Sc.)

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Zeynep Fidan KOCAK
May 2015, 70 pages

This thesis consists of five chapters. The first chapter includes the historical
developments of our topic and general forms of differential equations which are used
in this thesis. Some theorems and definitions are given in chapter 2. In chapter 3, we
give some information about Homotopy Perturbation Method, Sumudu Transform
Method, Homotopy Perturbation Sumudu Transform Method and He’s Polynomials.
In the next chapter, our method is applied to various partial differential equations. In
chapter 5, obtained solutions are investigated.

Key words: Sumudu Transform Method, Homotopy Perturbation Method, Sumudu
Transform Homotopy Perturbation Method, He’s Polynomials, Initial
and Boundary Value Problems
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1. GIRIS

1.1. Tarihi Gelisim

Fiziksel problemlerin ¢ogu matematiksel modellerle ifade edilir. Elde edilen bu
modelin ¢oziimi, fiziksel olaymn anlasilmasinda biuiylik 6nem tasir. Bu sebeple,
baslangi¢c ve smir deger problemlerinin analitik veya yaklasik ¢oziimlerini bulmak
icin son yillarda pek c¢ok metot gelistirilmistir. Yaklasik ¢oziim elde ettigimiz
metotlardan bazilari;; homotopi pertiirbasyon metodu, homotopi analiz metodu,
Adomian ayrisim metodu, sonlu farklar yontemi, tam ¢ozim elde ettigimiz
metotlarin  bir kismi ise tanh metodu, sumudu doniisim metodu, F-agilim

metodudur.

Bu tezde baslangic ve simir deger problemlerini ¢ozebilmek icin Homotopi
Pertiirbasyon Sumudu Dontisiim Metodu’nu kullandik. Adindan anlasilacag: gibi iki
metodun birlesmesiyle olusan lineer ve nonlineer denklemlere uygulanabilen bir

metottur. Simdi bu metotlarin tarihsel gelisimini inceleyelim.

Sumudu doniisiimii ilk olarak Gamage K. Watugala tarafindan 1993 yilinda
muhendislik kontrol problemlerini ¢ozebilmek i¢in ortaya atilmistir. Daha sonra
¢Oziim metodu, Watugala tarafindan kismi diferansiyel denklemlere genisletilmistir.
Uygulamas1 ve ters donilisimi Weerakon tarafindan yapilmistir. Sumudu
donlisimiine benzer bir doniisim olan Laplace doniisimii ile baglantilarini

kullanarak Belgacem, teori ve uygulamalarin1 gelistirmistir.

Homotopi pertiirbasyon metodu c¢esitli fiziksel problemlerin ¢oziilmesi i¢in He
tarafindan gelistirilmistir. Bu metot, tek basma kullanilmasimnin disinda, Laplace
doniisiim metodu, Adomian ayrisim metodu ile birlikte de kullanilmistir. Ozellikle

nonlineer denklemlerin ¢6ziimiinde etkili sonuclar elde edilmistir.



Sumudu doéniisiim metodu ile homotopi pertiirbasyon metodunun birlesmesiyle
olusan metot lineer kismi diferansiyel denklemleri ¢cézmek icin Kumar D., Singh J.,
Sushila tarafindan tanimlanmigtir. Bu iki metoda ek olarak non-lineer denklemleri
cozmek icin He polinomlarindan da faydalanilmistir. Kumar, D., Singh, J. ve
Sushila, 2011, calismalarinda bir boyutlu, homojen olmayan degisken katsayil1 bir
diferansiyel denkleme bu metodu uygulamislardir. Coziimleri, diger metotlarla elde
edilen ¢ozlimlerle karsilastirmiglardir ve tam c¢oziime daha yakin sonuglar
bulduklarini gézlemlemislerdir. Lineer olmayan problemlerin ¢6ziiminde Adomian
polinomlarindan faydalaniliyordu. Fakat bu polinomlarin hesabi, olduk¢a karmasik
yapidadir. Bu karmasikligin listesinden gelmek i¢in, Kumar, D., Singh, J. ve Sushila,
diger bir ¢alismalarinda, lineer olmayan problemleri ¢6zmek i¢in, farkli bir yaklagim
olan He polinomlar1 sundular ve lineer olmayan problemleri Adomian polinomlarini
kullanmadan ¢6zerek, daha dogru yaklasik sonuglar elde ettiler. Kumar, D., Singh, J.
ve Sushila, 2013, homotopi pertlirbasyon sumudu doniisiim yontemini, 1s1 ve dalga

denklemlerine uygulamislardir.

1.2.Problemin Tanmitilmasi
Bu calismada ¢ozecegimiz problemlerin genel denklemlerini verelim.

1.2.1. Homojen olmayan lineer ve non-lineer kismi diferansiyel denklem

Ik olarak ikinci mertebeden homojen olmayan lineer denklemi (Kumar, Singh ve
Sushila, 2011) tanimlayalim. Ikinci mertebeden bir kismi diferansiyel denklem,
bagimli degisken ve onun tiirevlerine gore birinci dereceden ise lineer denklem adini

alir.

A(X,Y)Z,+B(X y)zXy +C(x, y)zyy +D(xy)z,+E(X, y)zy

+F(x,y)z=0 D



Eger lineer degil ise lineer olmayan (non-lineer) adini alir. (Mishra, 2012)

1.2.2. 2 boyutlu Poisson denklemi

Inceleyecegimiz diger bir drnek ise, iki boyutlu Poisson denklemi Atangana ve

Kiligman, 2013) dir.

n boyutlu Poisson denkleminin genel formu,

V2D (X, Xpreer X ) = 0 (X0 Xpres X, ) (1.2)
seklindedir. Bu ifadeye gore iki boyutlu Poisson denklemi,

(%+%}p(x, y)=c(xy) (1.3)

seklinde olur.

ot & 0
— 5+
(ax2 oy? oz’

Z Jolxy)-atnnz) w4

seklinde olur.

Ayrica, o (X, %,,...,X, ) =0 olmasi durumunda denklem Laplace denklemi adini alur.

1.2.3. Lineer ve non-lineer Schrodinger denklemi

L, <x<L,t>0, i:\/——l, q>0 reel parametre ve u=u(x,t)=v(xt)+iw(x,t)

Baslangig kosullari, u(x,0)=g(x)= gz (x)+ig, (x);

u(Lyt) (L t)
OX

Sinir degerleri,
OX

=0; t>t,,



gs; Ve g, X’in reel degerli siirekli fonksiyonlar1 olmak tizere Lineer Schrodinger

denklemi (Kumar, Singh ve Sushila 2013),

u, +iu, =0, (1.5)

Kibik non-lineer Schrédinger denklemi, (Khuri, 1998)

i, +u, +alufu=0, (1.6)

seklinde tanimlanir.



2. KAYNAK OZETLERI

2.1.Temel Tanim ve Teoremler

2.1.1.Adi diferansiyel denklemler

Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, bir tek bagimsiz degisken ve bagimli degiskenin
(veya degiskenlerin) bir tek bagimsiz degiskene gore adi tiirevlerini veya
diferansiyellerini iceren bir diferansiyel denkleme adi (tlirevli) diferansiyel denklem
denir. Diger bir deyisle, bir diferansiyel denklemde bir tek bagimsiz degisken varsa
denkleme adi diferansiyel denklem denir.

Genel olarak, y bagimh, X bagimsiz degiskenli, n. mertebeden bir adi diferansiyel

denklem,
FOXLY,Y,Y,...y")=0 (2.1)

seklinde yazilir (Sezer, Dascioglu, 2010).
Tamm 2.1. Bir diferansiyel denklemin mertebesi, en yiiksek trevin mertebesidir.

Tammm 2.2. Bir diferansiyel denklemin derecesi, en yiksek mertebeli tirevinin

kuvvetidir.
Ornekler:

1. x(y)*+5y3=8x 1. mertebeden, 4. dereceden diferansiyel
denklem
2. x2(y'")3 —5x(y")*y —8y% = e* 2. mertebeden 3. dereceden diferansiyel

denklem



Tanim 2.3.(Lineer Adi Diferansiyel Denklem) y bagimli degisken ve X bagimsiz

degisken olmak tizere n. mertebeden bir lineer adi diferansiyel denklem:

d" dmt d
2, (x) g+ (0) oy +a (X) 2y (X)y =b(x) (2.2)

seklinde ifade edilir (Sezer, Dascioglu, 2010).

Ornekler:

1. X——X %+ X =sint 3.mertebe, 1.derece non-lineer diferansiyel denklem

+k*y=Inx, k sabit 2. mertebe, 1. Derece lineer diferansiyel

dx?

denklem

diferansiyel denklemleri adi diferansiyel denklemlerdir

2.1.2.Kismi diferansiyel denklem

Bir veya daha ¢ok bagimli deg§iskenin, birden ¢ok bagimsiz degiskene gore kismi
tiirevlerini, bagimli ve bagimsiz degiskenleri igeren diferansiyel denkleme kismi

diferansiyel denklem denir.

Genel olarak u bagimli, X ve y bagimsiz degiskenli bir kismi diferansiyel denklem:

F(X,y,u,u,,u,,u,,u )=0 (2.3)

st Uy s Uy e

seklinde yazilir (Sezer, Dascioglu, 2010).

Ornekler:
ou o
.—2+—2:
oxX“ oy

3 \? 2
o’u ou
2o T

0



diferansiyel denklemleri kismi diferansiyel denklemlerdir.

Tamm 2.4. Eger bir diferansiyel denklem, sabit katsayili, bagimli degiskene ve onun
kismi tiirevlerine gore birinci dereceden ise ya da bagimsiz degiskenlerin bir
fonksiyonu ise, bu denkleme lineer denklem denir. Iki bagimsiz ve bir bagiml
degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer kismi tiirevli denklemlerin genel

formlar sirastyla asagidaki gibidir:

P(X,y)z,+Q(xY)z,+R(x,¥)2=S(x,y) (2.4)

A(xY)z,+B(x,y)z,+C(xy)z,+D(x,y)z, +E(X,y)z, .
+F(x,¥)2=G(x,y) (2:5)
Bir diferansiyel denklem lineer degilse lineer olmayan (non-lineer) denklem adini

alir (Sezer, Dascioglu, 2010).

Kismi diferansiyel denklemlerin, adi diferansiyel denklemlerde olmayan, daha ileri

bir siniflandirmasi da vardir. Bu tanimlar1 agsagidaki sekilde verelim.

Tanim 2.5. Bir kismi diferansiyel denklem, denklemde goriilen en yiiksek
mertebeden tlrevlere gore lineer ise, denkleme yar: lineer denklem denir. Bu
durumda denklemdeki daha diigsiik mertebeden tiirevlerin ve bagimli degiskenin
bulunus seklinin dnemi yoktur. Sirasiyla, birinci ve ikinci mertebeden yar1 lineer

diferansiyel denklemlerin genel formu,

P(x,¥,2)2,+Q(x,y,2)z, =R(x,Y,2), (2.6)

A(x, y,z,zx,zy)zXX+B(x, y,z,zx,zy)zXy +C(x, y,z,zx,zy)zyy

2.
+D(x,Y,2,2,,2,)=0 &1

Seklindedir (Sezer, Dascioglu, 2010).



Ornekler:

1 x*z,-y’z,=(x-y)z 1. mertebeden, yari lineer diferansiyel denklem

2 . . .
2. z,z,+2,2,+2°=0 2. mertebeden yari lineer dieransiyel denklem

seklindeki kismi diferansiyel denklemler yar1 lineer denklemlere drnektir.

Tamm 2.6. Yar lineer bir denklemde, en yiiksek mertebeden tiirevlerin katsayilari,
sadece bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu ise, boyle yar1 lineer denkleme hemen

hemen lineer denklem denir (Sezer, Dasgioglu, 2010).

Bu tanimlar 1s181nda, hemen hemen lineer denklem sinifinin lineer denklem sinifini,
yart lineer denklem simifinin ise hemen hemen lineer denklem sinifini igerdigini
gérmiis oluruz. Bir denklem sinifi i¢in verilen ¢oziim yontemleri, alt denklem sinifi

icin de gegerlidir.

2.1.3. Homotopi kavrami

Homotopi kavrami, 1895 yilinda Henri Poincaré tarafindan tanmitilmistir. Homotopi,
diferansiyel topolojinin Onemli konularindan biridir. Bu kavram daha sonra
homolojinin temellerini olusturmustur. Iki doniisiim arasindaki homotopinin genel
tammi ise ilk olarak 1911 yilinda L.E.J. Brouwer tarafindan verilmistir. Iki
matematiksel objeden biri digerine stirekli olarak deforme oluyorsa homotopiktirler

denir.

Tamm 2.7. (Munkres, 2000) A ve B topolojik uzaylar olmak Uzere, A’dan B’ye
strekli, birebir, 6rten ve tersi de siirekli olan bir fonksiyona siirekli dontisim

(homeomorfizma) denir.

Tamm 2.8. (Munkres, 2000) f:X —»Y, g: X —Y siirekli doniisiimler, | = [0,1]
olsun. Her x e X igin H(x,0)=f(x) ve H(x1)=g(x) esitliklerini saglayan bir
H:X x| —>Y siirekli doniisimii varsa f ve g homotopiktir denir. f [J g seklinde

gosterilir. H dontisiimiine f ve g arasinda bir homotopidir denir.



Tanmim 2.9. (Munkres, 2000) f: X —»Y, g: X —Y siirekli doniisiimler, f [] g ve
g: X >Y sirekli doniisiimii sabit bir doniisiim ise f ’ye null (bos) homotopik

denir.
Tamm 2.10. (Munkres, 2000) f:X —»Y, g: X —Y siirekli doniisimler, Ac X

olsun. Eger her tel ve her xe A igin H(a,t)= f(a)=g(a) olacak bigimde bir
H:XxIl—>Y homotopisi varsa f ve ¢ doniisimleri A alt kiimesine gore
homotopiktir denir.

Tanim 2.9. (Munkres, 2000) f ve g, | = [0,1] araligindan X ’e tanimlanan stirekli
dontgiimler olmak tizere; f ve g aym x,baslangig, X, bitis noktalarina sahiplerse

ve her s,t el igin
H(s,0)= f(s) ve H(s1)=g(s), (2.8)
H(O,t)=x, ve H{Lt)=x (2.9)

olacak bicimde strekli bir H: 1 x| — X doniisiimii varsa H’ye f ve g arasinda

yol homotopisi denir. f ve g yol homotopiktir olarak adlandimlir ve 0 g

seklinde gosterilir.

flk kosul, H’nin f ’den g’ye deformasyonunun siirekli bir yolunu temsil ederken

ikinci kosul, yolun u¢ noktalarinin deformasyon boyunca sabit kaldigini belirtir.

2.1.4. Laplace doniisiimii

F , reel degisken olan t > 0 ’1n reel degerli bir fonksiyonu olsun. Reel degerli S igin,

f asagidaki sekilde tanimlanir (Aydin, Kuryel, Giindiiz ve Oturang, 2007)

f(s)= Te‘S‘F(t)dt (2.10)



f, F’in Laplace doniisiimii olarak adlandirilir. L[F], L[F(t)] olarak da

gosterilir. Bu tanima gore birkag temel fonksiyonun Laplace doniisiimiinii bulalim.

1. F(t) =1, t > 0 olsun. (2.10) integrali hesaplanirsa,

L[1]=

s>0

O ey 8

R—o B R— S R—ow| § S

R . —st R —sR
e 1dt = lim es‘.ldt=lim{ € } =IimF—e }:1
0

elde edilir.

2. F(t)=t, t >0 olsun. (2.10) integrali hesaplanirsa,

R—o S

R R —st R
L[t] :Ie’St.tdt = Limje*“_tdt - “m{—ez (St+1)}
0 0 .
) 1 e 1

elde edilir.

3. F(t) =e%, t >0 olsun. (2.10) integrali hesaplanirsa,

. R ola-s)t R
L[e"“] = f e edt = lim [e®'dt = Iim{ }
0

Reooo R-oo| a—9§

0
(a-s)R

:Iim{e - ! }:— L = ! ,$>0
Roxl a—S a-=§

elde edilir.
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4. F(t)=sinbt, t >0 olsun. (2.10) integrali hesaplanirsa,

R

o R —st
L[sinbt]= Ie‘“.sin btdt = lim Ie‘“.sin btdt = lim {e—z(s sinbt +bcos bt)}
0 0

Ro»| §% 4+ .
) b g R i b
=lim — ssinbR+bcosbR) |=———— ,s>0
R—>°°LZ+b2 sz+b2( )} s*+b’
elde edilir.

Bu sekilde tanimli her fonksiyonun Laplace doniisiimii bulunabilir. Ancak, her
fonksiyon i¢in bu hesaplama kolay olmayacagindan Laplace doniisim ve ters

dontisiim tablosundan faydalanilabilinir.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1. Sumudu Doniisiim Metodu

Literatiirde fizik, astronomi ve miihendislik gibi alanlarda yaygin olarak kullanilan
birgok integral doniisiimii vardir. Bunlardan bazilar1 Fourier Dontisiimii, Laplace

Doniisiimii, Hankel Dontistimii ve Mellin Doniistimii’diir.

Watugala, Sumudu Doniisiim Metodu’nu literatiire kazandirmistir. Bu metot adi ve
kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde ve kontrol miihendisligi problemlerinde

oldukca yaygin olarak kullanilmaktadir.

Bir f(t) fonksiyonun Sumudu Doniistimii agsagidaki gibi tanimlanmistir (Belgacem ve

Karaballi, 2005).

A bir fonksiyonlar kiimesi olmak (izere,

A={f(t)|3IM,z,,7, >0, f(t)|< Me" "t e (-1)! x[0,0) }, (3.1)

Sumudu Doniistimii asagidaki sekilde tanimlanir,

0

G(u)=S[f(®] = fuetdt, ue(-r,7,). (3.2)

0

Bu doniistimiin ters Sumudu Doniistimii ;

SS[ (O] = f (1) zziﬂi fe“FGR—“ , (3.3)

C—ioo
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seklinde tanimlanir. Bu integralin alinmasi oldukca zor oldugu i¢in, uygulamalarda
daha oOnceden hazirlanmig doniisiim tablolarindan faydalanilabilir (Belgacem ve

Karaballi, 2005).

Sumudu doniisiimiinin diger doniistimlerden ayrilan bazi 6zellikleri vardir. Bunlari
sOyle siralayabiliriz; Sumudu Transformu, kendisinin lineer olmasinin yaninda,

doniisiim altinda lineer fonksiyonlar1 korur ve birimler degismez.

Kismi diferansiyel denklemlerde Sumudu doniisiimii uygulanarak F(X,u)’yu iceren
diferansiyel denklemler elde edilir. Elde edilen bu denklemlerde F(x,u) bagimli

degiskeninin bulunmasi HPM, ADM, VIM gibi bilinen yar1 analitik metotlarla elde

edilir.
Simdi Sumudu Dontisiimii’niin baz1 6zelliklerini inceleyelim.

Teorem 3.1.

f(t), g(t) fonksiyonlarinin Sumudu Doniistimii,

S[af (t) + bg(t)] = aS[ f (t)] + bS[g(1)], a,b € R, (3.4)

seklinde lineerlik 6zelligine sahiptir (Belgacem ve Karaballi, 2005).
Ispat:

S[a.f(t)+b.g(t] Te [a.f (ut) +b.g(ut)]dt = j[ae’tf(ut)+be ‘g(ut) |dt,

Il
ot—38

[ae ™ f(ut)]dt +T [beg(ut)]dt,

= a.T [e”f(ut) ] dt+ b.T [eg(ut) |,

—as[f(1)]+bS[g®)].
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Teorem 3.2.

U (x.,t)fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevinin Sumudu doniisiimii;

S[%} = %[s[u (x,1)]-U(x,0)] (3.5)

ozelligine sahiptir (Belgacem ve Karaballi, 2005).

ispat:
SN IR
_ !,‘L‘JOHEGJU (x,t)I +Iui2e3u (x,t)jt]
_ Liﬂ{—%u(x,oﬁ%@%eju (x,t)dtﬂ
_ _%u(x,o)+%@%e3u (x,t)dtJ
——[slU(x )]~ o]
Teorem 3.3.

U(x,t) fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevinin Sumudu doniisiimii,

S[aZu_(xt)} :i[s[u (x,1)]-U (x,0)-u Y (X'O)} (36)

ot? u’ ot

ozelligine sahiptir (Belgacem ve Karaballi, 2005).
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Ispat:

s{ﬁu (“)} - LU (0] U (0]

ot

oldugunu biliyoruz.

S{au 2(x,t)} _ S{ag(x,t)}

2 ot

_ %[S[g(x,t)]— g(x,0)]

Teorem 3.4.

U (x,t) fonksiyonunun tiirevlerinin Sumudu doniistimii

S{asu (X't)} =L [S[U(x,t)]-U (x,0)-uU (x,0)-u2U"(x,0)]

ot3 u®

(3.7)

S[a“u (x,t)} L [S[U(xt)]-U (x0)-uU (x,0)-u?U" (x,0)-u%U"(x0)] (3.8)

u4

ot*
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S{a“u—(x,t)}zui{s[u (x,t)]—:Z:;u"U (x,O)(k)} (3.9)

atn

Seklindedir (Belgacem ve Karaballi, 2005).

Simdi de baz1 6zel fonksiyonlarin Sumudu Déniisiimlerini hesaplayalim.

Ornek 3.1. f(t) =e® iistel fonksiyonunun Sumudu Déniisiimiinii (3.2) formiiliinii

kullanarak hesaplayalim.

COzum:

. P pt(au-1) P
s[e"]=[e-e*®dt = lim| [edt | = lim
p—o 5 p—>l au —1

)
0 0

jim|— L |
po=| (au—1)-e® ™ |

l1-au’

Ornek 3.2. f(t)=t fonksiyonunun Sumudu Déniisiimiinii (3.2) formiiliinii
kullanarak hesaplayalim.
CoOzum:
o0 p
S[t] = J ut.e~tdt = lim Jut.e‘tdt =ulim(—tet —e )|} =u
p—)OO
0

p—o
0
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Teorem 3.5. (Belgacem ve Karaballi, 2005) G(u), f(t) fonksiyonunun Sumudu

Déniigtimii olsun. tf (t) fonksiyonunun Sumudu doniisiimi,

S[tf (t)] = uw, (3.10)

olur.

Teorem 3.6. (Belgacem ve Karaballi, 2005) G(u), f(t) fonksiyonunun Sumudu
Déniigiimii, G, (u) da G(u) fonksiyonunun u ’ya gore k. mertebeden tiirevi olsun.

t"f (t) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii,

S[t" f(t)] =u Za (3.11)

olur. Burada,

a; =nl, ar =1, a; =nln, a

n

al =a] +(n+k)a™

3.1.1. Sumudu doniisiimiiniin Laplace doniisiimii ile analogu

Sumudu Doniisiimii,
L[F(@0)]=Fls)= e (et (3.12)

olarak tanimlanan Laplace Doniisiimii’niin farkli bir versiyonudur. Bu iki doniistim

ortak bir fonksiyon iizerinde karsilastirilabilir. Ornegin t" fonksiyonu Uzerinde

karsilagtirilirsa;
L[t"|(s) = nts- (3.13)
sft"Ju)=nw" (3.14)
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olur. Baslangigta verilen f(t) fonksiyonunun Laplace Doniistimii F(S): L[f (t)],
asagidaki sekilde Sumudu Doniistimii G(u)’ya doniistiiriilebilir (Belgacem ve

Karaballi, 2005).

G(u):EFGj, (3.15)

u u

ve onun tersi asagidaki sekildedir (Belgacem ve Karaballi, 2005):

F(s)zle(lj. (3.6)

S S

(3.15) ve (3.16) denklemleri LSD ( Laplace — Sumudu Duality ) olarak adlandirilir.
LSD’yi en agik anlatan orneklerden biri, H(t) (Heaviside Fonksiyonu) ve o(t)

(Dirac Fonksiyonu) fonksiyonlarinin Sumudu ve Laplace Doniisiimleri arasindaki

iliskidir (Belgacem ve Karaballi, 2005).

S[H(t)]=L[s(t)]=1 (3.17)

sls®]=LH®]=

1 (3.18)
u

Bagka bir 6rnek olarak, COS(t) ve sin(t) fonksiyonlarmm Sumudu ve Laplace

Doniisiimlerini verebiliriz.

S[cos(t)] = L[sin(t)] =

) 3-19
1+u? (3.19)

S[sin(t)] = L[cos(t)] =

. 3.20
1+u? (3:20)

Bu boliimii, Sumudu doniistimiiniin bir uygulamasini vererek sonlandiralim.
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3.1.2. Sumudu doniisiim metodunun uygulamasi

(Aydin, Kuryel, Giindiiz ve Oturang 2007) m kitleli bir cisim, yatay ve surtinmesiz
bir diizlem (zerinde ve X-ekseni dogrultusunda, O denge konumu etrafinda bir
salimmm hareketi yapmakta olsun. Cisim denge konumundan X uzakliginda
bulundugu sirada cisme etki eden tek kuvvet Hook kanunu ile ifade edilen ve cismi
her zaman O denge konumuna ¢agirmaya yonelik olan, F =—kx kuvvetidir. Burada
gorllen (-) isaretinin anlami, cisim denge konumunun saginda oldugu zaman geri
cagirma kuvveti sola dogru yonelmis, denge konumunun solunda oldugu zaman da
geri cagirma kuvveti saga dogru yonelmis demektir. Bu durumda cismin hareketi bir

basit harmonik hareket olur. Bu hareketin denklemi:

d?x

m
dt?

=—kx, (3.21)

seklinde ifade edilir. Baslangig kosullari x(0)=x, , x(0)=0olan denklemi
cozelim.

Denklemi diizenleyelim ve bildigimiz sabit katsayili ikinci mertebeden adi

diferansiyel denklem formuna getirelim.
d’x k k

e +EX:0 ve E:a)é, (3.22)

esitligini kullanarak denklemi yeniden yazalim.
d’x

dt—2+COOX =0 (323)

Simdi (3.23) denklemine Sumudu doniisiim metodunu uygulayalim.
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s{‘i:j‘} +s|w?x]=0 (3.24)

Sumudu Doniistimii’niin 6zelliklerinden faydalanarak,

1
u?

[S[x(t)]-x(0)—ux (0) |+ &S [x(t)]=0 (3.25)

esitligini elde ederiz. Verilen baslangi¢c kosullarini (3.25) denkleminde yerine koyup
uygun iglemlerle S [X(t )] yi cekersek,

S[(t)]= %z (3.26)

denklemini elde ederiz. Amacimiz ¢oziim fonksiyonu olan x(t)’yi bulmak

oldugundan (3.26) denklemine ters Sumudu Donilisiimii’nii uygulayarak ve doniisiim

tablosundan faydalanarak (Belgacem, F. B. M. ve Karaballi, A. A., 2006)

X(t) = x, cos(m,t),

elde edilir.

3.2. Homotopi pertirbasyon metodu

Bu bolumde, non-lineer diferansiyel denklemlere kolaylikla uygulanabilen ve tam ya

da ¢ok yakin sonuglar veren Homotopi Pertiirbasyon Metodu tanitilacaktir.

Metodu incelemek igin asagidaki lineer olmayan diferansiyel denklemi gz 6niune
alalim (Mishra,2012)

Au)-f(r)=0, req (3.27)

(3.27) denklemi i¢in sinir kosulu,
20



B(u,a—u)zO, rerl’ (3.28)
on

seklinde verilsin.

Burada A genel diferansiyel operatorl, B sinir operatdri, f(r) bilinen analitik
fonksiyon ve T', Q’ya bagl bir smirdir. A diferansiyel operatort, L (lineer
operatér) ve N (lineer olmayan operatdr) gibi iki parcaya ayrilabilir. (3.27)

denklemini diizenleyip asagidaki gibi yazabiliriz.

L(u)+N(u)-f(r)=0 (3.29)

Homotopi teknigi ile bir homotopi olusturulur.

v(r,p):Qx[01] >R (3.30)
olmak Uzere
H(v, p)= (1~ p)[L(v)- L(u, )]+ p[A(V)- f(r)]=0, reQ. (3.31)

Burada p € [0,1] bir parametre ve u, (3.27) denkleminin baslangi¢ kosuludur.

Bu durumda,
H(v, p)= L(v)- L{ug)— pL(v)+ pL(us )+ pA(v)— pf (r)=0 (3.32)
H(v, p)= L(v)~ L{ug) = p[L(v) - L(us) - Av)+ f(r)] =0 (3.33)
H(v, p) = L(v)~ L{ug) - pL(us)— p[Lv) - A(v)+ f(r)] =0 (3.34)

(3.27) den A(u)- f(r)=0 oldugunu biliyoruz.
H(v, p)=L(v)~- L(u;)+ pL(uy )~ p[L(v)]=0 (3.35)

(3.27) den L(u)+N(u)- f(r)=0 ise
21



L(u)=-N(u)+ f(r) (3.36)

denklemi bulunur.

Bulunan (3.36) denkleminin (3.35) denkleminde yerine yazilmasiyla,
L(v) = L(u)+ pL(uo )= p[= N(v)+ f(r)]=0 (3.37)

elde edilir.

Boylece (3.31) denklemi, pe[01] ve u,, (3.27) denkleminin baslangi¢ kosulu

olmak Gzere,
H(v, p)=L(v)- L(ug)+ pL(u, )+ p[N(v)- f(r)]=0 (3.38)

seklinde yeniden yazilir. (3.35) ve (3.38) denklemlerinden,

H(v,0)=L(v)-L(u,)=0 (3.39)
H(vl)= A(v)-f(r)=0 (3.40)

elde edilir. Burada p=0 oldugunda (3.18) denklemi lineer hale gelir, p=1
oldugunda lineer olmayan bir denklem olur. Bu sebeple p ’nin 0 ’dan 1’e degisim
islemi  L(v)—L(u,)=0 denklemini A(v)- f(r)=0 denklemine déniistiriir.
L(v)-L(u,)=0 problemi 0 dan 1’e monoton olarak artan p parametresi stirekli
olarak A(v)— f(r): 0 problemine deforme oluyorsa bu topolojide deforme olarak
adlandinilir. L(v)—L(u,)=0 ve A(v)—f(r)=0 ifadelerine ise homotopiktirler
denir.

Homotopi Pertiirbasyon Metodu geregince, p olduk¢a kiiguk bir parametre olarak
secilir ve (3.22) denkleminin ¢oziimii asagidaki gibi p ’de kuvvet serisi seklide

yazilabilir:
22



2 n
V=V Py + PPV, +e =D ply,
n=0

Karsilikli olarak p ’nin kuvvetlerinin katsayilarini esitlersek:

p®: f(ve)-flx,)=0

p*: f'(VO)Vl_ f(xo)zo’

. 1 ..
p2 . f (VO)V2+§f (VO)V12 =0,

: 1.. 1..
p3 f (VO)V3+Ef (V0)2V1V2+§f (Vo)\’l3 =0,

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin v,,v,,v,,... i¢in ¢éztlmesiyle:
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(3.46)
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(3.48)



(3.41) serisinin bilesenleri elde edilir. Bu bilesenlerde p =1 alinarak tekrar yazilirsa

(3.27) denkleminin ¢6zimd,

u= Iim(vO +pv, + p2v, + piy, +)
p—o1

= Vo +V AV, +Vg =DV (3.49)

seklinde elde edilir.

3.2.1. He polinomlari

Homotopi Pertiirbasyon Teorisi geregince, (3.29) nolu denklemdeki nonlineer

terimler asagidaki formda yazilir.

=Y p'H; =H,+pH, + p*H, +-- (3.50)
i=0

Yukaridaki denklemdeki H,’ler He polinomlar: olarak adlandirilir ve asagidaki

formiil ile hesaplanir (Singh, Kumar ve Sushila, 2011).

n' ap i=0

H.(U,U,..U,)= 16”[ (ZpUﬂ , n=012,... (3.51)

Nonlineer terimlerin Sumudu Doniisiimii  hesaplanirken He polinomlarindan
faydalamlir. Ornegin, S[UU < ] = S{z p"H, (U )} olarak hesaplanir. H (U ) nun
birkag bilesenini yazalim:

Ho(U)=UU,,, (3.52)
H1(U):U0U1x+U1U0x' (3.53)
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H,U)=U,U,, +UU, +U,U_ , (3.54)

HS(U)=UOUSX+U1U2x+U2le+U3UOx’ (3-55)

Uygulama boliimiinde He polinomlar1 kullanilacaktir.

3.3. Homotopi Pertiirbasyon Sumudu Doéniisiim Metodu

Bu metot ile lineer veya non-lineer, homojen veya non-homojen kismi diferansiyel

denklemlerin analitik, yaklasik ¢oziimleri elde edilebilir.

Metodun mantigin1 daha iyi anlayabilmek i¢in en genel non-lineer non-homojen
kismi diferansiyel denklemi baslangi¢ kosullari ile ele alalim (Singh, Kumar ve

Sushila, 2011).

DU (x,t)+ RU(x,t)+ NU(x,t)= g(x,t) (3.56)

U(x,0)=h(x), U, (x,0)= f(x) (3.57)

2
Dikinci mertebeden lineer diferansiyel operator (D:%j, R mertebesi D ’den

kiclk lineer diferansiyel operator, N , genel non-lineer operator, g(x,t) ise kaynak

terimdir.

(3.56) denkleminin iki tarafli Sumudu doniigiimiinii alalim.

S[DU(x,t)]+ S[RU (x,t)]+ S[NU (x,t)] = S[g(x,t)] (3.58)

Sumudu doéniisiimiiniin 6zelliklerinden faydalanarak,
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SPI-U(x0) U0 | slrux,t)+ NU( t]=Slg(xt)]  (359)

s (X’JZ]‘ h(x) _ fl(JX) +S[RU(x 1)+ NU(x.t)] = S[g(x.t)] (3.60)
S[U(x,t)]=h(x)—uf (x)+u?S[RU(x,t)+ NU (x,t)] = uS[g(x,t)] (3.61)
S[U(x,t)]= h(x)+ uf (x)—u?S[RU(x,t)+ NU (x,t)]+u?S[g(x,t)] (3.62)

U (X, t) yi elde etmek i¢in her iki tarafa da ters Sumudu doniistimiinii uygulayalim.

islem kolayligiigin S *[h(x)+ uf (x)+ uS[g(x,t)]] terimine G(x,t) diyelim.

U(x,t)=G(xt)- S *u?S[RU(x,t)+ NU(x,t)]] (3.63)

Simdi (3.63) denkleminin her iki tarafina Homotopi Pertiirbasyon Metodu’nu

uygulayalim. Her terimi,

U(x,t):i p"U,(x,t), (3.64)
NU (x,t)= Y p"H, () (3.65)

olacak sekilde bilesenlerine ayiralim.

(3.64) ve (3.65) esitliklerini (3.63) denkleminde yerine yazarsak,

8

NgE

n=0 n=0 n=0

00 (x,t)= G(x.t) - p[S‘l{u‘?S{Ri PU, (61)+ 3 pH, (U )m (366)

esitligini elde ederiz.
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Bu denklemin olusumunda, Sumudu doniisiimii, Homotopi pertiirbasyon metodu ve

He polinomlar1 kullanildi. Ayni dereceli pnin katsayilar1 birbirine esitlenecek

olursa;
P’ :U,(xt)=G(x.t) (3.67)
p' U, (x,t)= =S *[u?S[RU, (x,t)+ H, (U )] (3.68)
p? :U, (x,t)= -8 [u?S[RU, (x,t) + H, (L] (3.69)
p*:U,(x,t) = -5 "[u?S[RU, (x,t)+ H, (U)]], (3.70)
elde edilir.

C6zum fonksiyonunun U(X,t): Z p”Un(X,t) oldugunu biliyoruz. En dogru sonug

n=0

icin U(x,t)= Iin]U(x,t) alarak, homotopi pertiirbasyon teorisine gore U(x,t) yi
P!
U(x,t)=U,y(x,t)+U, (x,t)+U, (x,t)+ U, (x,t)+--- (3.71)

seklinde elde etmis oluruz.
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4. BULGULAR VE IRDELEME

Bu boéliimde, calisilan homotopi pertiirbasyon sumudu doniisiim metodunun verdigi
sonuglar1 gérmek acisindan uygulamasi yapildi. Sirasiyla homojen olmayan non-
lineer kismi diferansiyel denklemi, 2 boyutlu Poisson sinir deger problemi, homojen
olmayan lineer kismi diferansiyel denklem ve lineer, nonlineer Schrodinger
denklemleri bu metodla ¢6ziildii. Tam ¢oziimleriyle kiyaslandi. Elde edilen sonuglar

grafik ya da veri tablosu ile gosterildi.

4.1. Homotopi Pertiirbasyon Sumudu Doniisiim Metodunun Uygulamalar:

4.1.1. Homojen olmayan non-lineer kismi diferansiyel denklem

Ornek 4.1. Homojen olmayan, nonlineer kismi diferansiyel denklem asagidaki
sekilde,

ol _ _E(sz, (a.1)
ot 4\ OXx
U(x,0)=0 (4.2)

baslangi¢ kosulu ile verilmis olsun (Mishra, 2012).
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COzUm: Sumudu doniisiimii geregince,

S[Ut(x,t)]=S[XZJ—%S[(UX(XJ))Z] (4.3)

S[U(xt)-U(x,0)]

u

—xt-28[(u,(xt)]

1 2
S[U (xt)]=uxt ~Jus| (U, (x.1))
[U(xt)]=u¢ - us[ (U, (x1)
denklemi elde edilir. Her iki tarafa ters Sumudu dontisiimii uygulayalim.
U (xt) =t —%sl[us (U, (x,t))zﬂ (4.5)

Denkleme Homotopi Petiirbasyon Metodunu uygularsak,

[

n=0

o, ()= -4 o[ S, 0 00|
He polinomlarinin ilk dort terimini belirtelim:

Ho (U (%)) = (U (x1))’

H, (U (x,1)) =200, (X 1)Uy, (x1)

H, (U (%)) = s, (%), (%) (U (1))

H, (U (%)) =2(Up, (X, 1)Uy, (X, 1) +U,, (X, 1)Uy, (X,1))

p nin ayn1 dereceden kuvvetlerinin katsayilarini esitleyelim:

29



p” U, (X, 1) =Xt
e s 01|
b 2U, (1) == 8 [u [2Us, (x.)Us, (4]

P U (%)= =5 5 S 205, (x UL, (60)+ (U (1)) ||

U | (x, t) yi hesaplayalim.

1 ~ 2
U,(x,t) = _ZS l[uS [(UOX (X,t)) ﬂ
oldugunu biliyoruz.
Uy (x,1) = x°t
U,, (x,t) =2xt
(Uo, (x,1)° = 4x°t°
2
S(4X2t2): S(BXZ tz_'J =8x°u’
uS(4x2t2)=8X2U3
)

S 'us(4x?t? )= 8x 2
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0000 =[5 (U (0 ] =75

U, (X,t) yi hesaplayalim.

U, (xt) = —%S‘l[us [2U,, (x. 1)U, (x.1)]]

oldugunu biliyoruz.

U, (X, t) = 2xt

U, (x,t) :—éxt3

2U,, (x, U, (x,t) = —g xt*

2244
S(—%xzt“j:S[—s th J=—64x2u4

2.2+4
uS[—8 Xt J=—64x2u5
41

2,2+4 5
s-lus(—8 X j:—64x2t—
4 5|

5 245
164X2t_:2xt

U2 (1) == 64 51 =5

U,(X,t) yi hesaplayalim.
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U, (x,t) = —%S‘l[us [ZUOx (X, 1)U, (x,1)+ (U, (x,t))zﬂ
oldugunu biliyoruz.
U, (X, 1) =2xt

UZX(x,t)zéxt5

U, (x.1))? :gx2t6
2 68 2.6
20, (X, )U,, (x,1)+(Uy, (x,1)) == X1

S{Q xzte} =68.16.x%u®
45

US[@ xztﬂ =68.16.x°u’
45

T 2:7
S‘lus{@xzts _17.4x%
45 | 795
B 247
us(x,t)z—i 17.4X7 | _ 17 o
4| 795 315

U, (x,t) yi hesaplayalim.

U, (xt) = —%Sl[us [2U,, (%t)Us (%) +2U,, (x,)U,, ()]
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oldugunu biliyoruz.

U, (x,t)=2xt

34xt’
Uar (4= =35
3
le(xat):—ZXt
4xt®
U, (x,t)= e

248
2uox(x,t)u3X(x,t)+zulx(x,t)uzx(x,t):_1951X5t
248
2UOX(x,t)U3X(x,t)+2UlX(x,t)UzX(x,t):—lgjlxst
2+8
s{—lgzx t }:—65536x2u8
315

248
uS{_lQth

=—-65536x°u’
315

g1yg| 192X°t" | 64xX°C°
315 945

2+8 2+9
1 {_192xt }:16xt 4.8)

U, (x,t)=-=5"uS
((x1) 4 . 315 945
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elde edilir.

C6zim fonksiyonu olan U (x,t)nin asagidaki sekilde oldugunu biliyoruz.

U (x,t) =1limUg (x,t)+ pU, (x,t)+ p°U, (x,t)+ pU, (X, t)+--- (4.9)

p—1

Buna gore, N =4 icin

243 245 247 249
U(x,t):xzt—Xt +2xt _1rxt +16xt
3 15 315 945

(4.10)

olarak bulunur.

Bu 0Ornekte, homojen olmayan, non-lineer kismi diferansiyel denklemi homotopi

pertiirbasyon sumudu doniisiim metodu ile ¢ozdiik.

(4.1) denkleminin tam ¢6zumi U (x,t) = x* tanht dir. —%< x,t<% icin tam

¢cOzimiun ve (4.17) de elde ettigimiz yaklagik ¢oziimiin grafigini Mathematica’da
cizdirerek asagidaki li¢ boyutlu grafigi elde ettik. Ag yapili grafik yaklasik ¢oziimii,

diiz yapil grafik ise tam ¢oziimii belirtir.
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Sekil 4.1. (4.1) denkleminin tam ¢éziimiiniin grafigi

Sekil 4.2. (4.1) denkleminin N=4 i¢in yaklasik ¢6ziimiiniin grafigi
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Cizelge 4.1. (4.1) denkleminin ¢éziimlerinin karsilagtirilmasi

X t Tam Co6zim N=2 N=3 N=4
0.25  0.0153074164 0.0153076171 0.0153074113  0.0153074153
025 05 0.0288823223 0.0289062500 0.0288798983  0.0288819651
1 0.4759963475 0.0500000000 0.4662698413  0.0476851851
0.25  0.0612296656 0.0612304687 0.0612296452 0.0612296614
05 05 0.1155292893 0.1156250000 0.1155195933  0.1155278605
1 0.1903985390 0.1864956374 0.1865079365  0.1907407407

4.1.2. 2 boyutlu poisson sinir deger problemi

Ornek 4.2. iki boyutlu Poisson smir deger problemi asagidaki sekilde,

‘ZLZJ + a;ﬁ = sin(at )sin(zx); (4.11)
U(x,0)=0, 0<t,x<1; (4.12)
U,(x,0)= —Sig(”x), (4.13)

baslangi¢ kosullar1 ile verilmis olsun(Atangana ve Kiligman, 2013).

COzum:

(4.18) denklemine Sumudu doniisiimii uygularsak,

s[u (x,t)]+uM+UZS[UXX(x,t)] = Sin(ﬂx)[u— u 2) (4.14)

T T 1+ 7%U

denklemini elde ederiz. U (x,t) i elde etmek igin, (4.53) denkleminin her iki tarafina

ters Sumudu doniistimiini uygulayalim.
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U(x,t) = —t%:()— susfu,, (x. )]+ Si”i’zx)(t - Si”jg”t)j (4.15)

Elde edilen denkleme homotopi pertiirbasyon metodunu uygulayalim.

o0

2. P'U, (xt)

n=0

- ps_{ms KZ i (X’t)lxﬂ

Homotopi pertiirbaston teorisi geregince ilk dort terimini agalim.

Up (1) + pU (3, 1) + p*U, (x,1) + U5 (X 1) + p*U, (X t) =
) s [0, + W), + U0, ]

s sin(;zx)(t_sin(nt)j

T T

p nin kuvvetlerine gére karsilik gelen terimleri birbirine esitleyelim ve U,(X,t)

1=012,3,4,... fonksiyonlarini bulalim.

U, (x.t) = -t sir;(::() N Sinj(;zX)(t ~ sin(yzt)j

T

U, (x,t) fonksiyonunu bulalim.

U (1) :ﬁCOS(ﬂX)(l_Sin(ﬂt)j
ORI V4 2 /4
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U, (X)), = _”Sin(ﬂx)( % ~ Sin(ﬂt)J

T

S[(UO(X’t))xx]:_ﬁSin(ﬂX{E— u ]

2 1+7%u?

3

uZS[(uo(x,t))xx]=—ﬂsin(ﬂx{“—— w j

2 1+ 7%’

s s (U (x.0),. = —”Sin(ﬂx{;—;—%(t—sinT(ﬂt)B

U, (x,t) = ;rsin(ﬂx)(i _i(t _MD

23' 7Z'2 V4

U, (x,t) fonksiyonunu bulalim.

U, (x1), =7* COS(M{ZJ[.—;!—%(t _ Sinj([”t)D

U, (x 1), =-7° sin(yzx)[i _ iz(t _ MD

S[U: () o] = -7 sin(nx)(%—%(u R ]]

UZS[(Ul(X,t))XX]:—ﬂ'3 Sin(jzx{%_iz(us_ ul JJ

s sl 0009, I st 1o L A - 500

25 7223 7’
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U,(xt)=7° sin(ﬂx)[ztl—;—%{g—ﬁ—lz(t - Si”i”t)m (417)

U, (X, t) fonksiyonunu bulalim.

s[(uz(x,t»xx]:—ﬁssm<ﬂx{§—u_i+i4(u_ 0 D

Vs T 1+ 72u?

7 5

u2s[(U,(xt)),]=-7° 5‘”(”")(%_%+i4(u3 e D

T T

U,(x,t)=7° sin(;zx)[ﬁ— 5!t_7z2 +%[t3_!—%(t - Sin7([7zt)jD (4.18)
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denklemlerini elde ederiz.

Coziim fonksiyonu olan U(x,t) nin N = 4 i¢in asagidaki sekilde oldugunu biliyoruz.

U(x,t)= |piL“on(X,t)+ pU, (x,t)+ p°U,(x,t)+ p°U,(x,t)+ p*U,(x,t) (4.20)

Buna gore, N =4 icin U(x,t),
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u( t):_tsm(;D()Jrsinj([nx)(t_sm;([ﬂt)j
+7rsm(7zx{—l_%[t_3i”7([ﬂt)ﬂ

At 1 _sin=)
280 72 \3 =« (t T m (4.21)

seklindedir.

0.00

-0.02

-0.04

Sekil 4.3. (4.11) denkleminin tam ¢6ziimiiniin grafigi
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Sekil 4.4. (4.11) denkleminin N=4 i¢in yaklasik ¢oziimiiniin grafigi

Bu uygulamada, iki boyutlu Poisson sinir deger problemini homotopi pertiirbasyon

sumudu transform metodu ile ¢ozdiuk. O< Xx,t<1 i¢in Mathematica araciligiyla
grafigini cizdirdik. Ag yapili grafik yaklasik ¢oziimi, diiz yapili grafik ise tam

¢6zUma belirtir.

Cizelge 4.2. (4.11) denkleminin ¢oziimlerinin karsilagtirilmasi

X t Tam Céziim N=2 N=3 N=4
0.25 -0.0253302959 -0.0253289968 -0.0253301847 -0.0253302958
0.25 0.5 -0.0358224480 -0.0356603565 -0.0358168274 -0.0358223209
0.75 -0.0253302959 -0.0226749547 -0.0251201111 -0.0253195311
0.25 -0.0358224480 -0.0358224321 -0.0358252018 -0.0358224479
0.5 05 -0.0506605918 -0.0506526430 -0.0506526430 -0.0506604121
0.75 -0.0358224480 -0.0356603565 -0.0358168274 -0.0358224479
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4.1.3. Homojen olmayan kismi diferansiyel denklem

Ornek 4.3. Homojen olmayan, lineer kismi diferansiyel denklem,

U, =U, +e *(cost—sint) (4.22)

asagidaki baslangic ve smir kosullari altinda verilsin (Kumar, Singh ve Sushila,
2012).

1+sint
e

U(x,0)=x, U(0,t)=sint , U(1,t)= (4.23)

C6zum: Denkleme, Sumudu doniisiimiinii uygulayalim.

slu,]=s[u,, ]+e™*S[cost —sint]
(4.24)

S[U(X’t)]_u(x’o):S[Uxx(x,t)]+eX( 1 j

1+u? 1+u?

S[U(X,t)]=X+uS[UXX(x,t)]+eX[ u o’ j

1+u® 1+u?

C6zUm fonksiyonu olan U (X,t) yi elde etmek i¢in, esitligin her iki tarafina ters

Sumudu doéniisiimii uygulayalim.

U(x,t)=x+S?[us[U (xt)]]+ e‘XS‘lLJruuz -1+ 1+lu2}

U(x,t)=x+Sus[U ,(xt)]]+e™(sint =1+ cost)
Homotopi pertiirbasyon teorisi geregince,
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00

ni_o p"U, (x,t)=x+ DS{US[ZUXX(XJ)H%X(sint ~1+cost)

n=0

elde edilir. Yaklasik ¢6ziim,

nzlj;, p'U, (X t)=x+ pS‘l{uS[iUXX(X,t)ﬂ+e‘x(sint —~1+cost)

n=0

seklinde elde edilip, N =4 alinirsa,

g p"U,(x,t)=x+ pS‘{US[iUXX(X,t)HJre‘X(sint —~1+cost)

n=0

elde edilir.

Ayni dereceli p nin katsayilari esitlenerek,

p®:U,(x,t)= x+e™*(sint —1+ cost)
p:U, (x,t) = S *us[(U, (x.t)),, ]

p?:U,(x1)=5"[us[(U, (x.1)), ]

w

U5 (x,t)=57[us[U,(x.1)),]

o

p* :U,(xt)=S7{us|Us (), ]

bulunur.

Ul(x,t)yi hesaplayalim.

U,(x.t)), =e™(sint—1+cost)
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S[(Uo(x,t))xx]ze‘x( U gt j

1+u? 1+u?

2

us[(uo(x,t))xx]=e_x[ AR ]

1+u® 1+u®

U, (x,t)=Sus[(Uy(x.t)), J]=e (- cost —t +sint) (4.92) (4.26)

u, (X, t) yi hesaplayalim.

U,(x1)), =e™(@—cost—t+sint)

s[(ul(x,t))XX]=6‘X[1— TR J

N e e

1+u? 1+u
U, (xt)= S1[uS[(U1(x,t))XX]]=eX(t—sint—gﬂ—cost] @27)

U, (X, t) yi hesaplayalim.

2
U,(x,t)). =e™” t—sint—t—+1—cost
0.0, e t-sint - oa-cost
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2 3
U,(x,t)=Sus[U,(x.t),,]]= e{%—u cost —t3—'+t —sintj (4.28)
U 4(X,t) yi hesaplayalim.

U4(x1)) =ex(ﬁ—1+cost—i+t—sintj
e 2! 3

S[(Us(x’t))xx]=ex(u2—l+ 12—u3+U— u j

1+u 1+u?

et Jre w8 vt

1+u 1+u?

3 4 2

a S t . tt ot
U,(xt)=5*us[u,(xt)), =e (§—t+smt—m+a—l+cost] (4.29)

C6zUm fonksiyonu olan U (t, X)nin asagidaki sekilde oldugunu biliyoruz.
U(x,t)= Iiquo(x,t)+ pU, (x,t)+ p?U,(x,t)+ p°U,(x,t)+ p*U,(x,t)  (4.30)
p—.
Buna gore,
Cozuim fonksiyonu olan U(x,t)nin N = 4 icin asagidaki sekilde oldugunu biliyoruz.

U(x,t)=x+e*(sint—1+cost)+e™(1—cost —t +sint)

2 2 3
+ex[t —sint —t—+1—cost]+ex(t——1+ cost —t—+t —sintj (4.31)
2! 2! 3!

t3 t* t?
+ex(——t +sint——+—-1+ costj
3 41 21
elde edilir.
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Sekil 4.5. (4.22) denkleminin tam ¢éziimiiniin grafigi

Sekil 4.6. (4.22) denkleminin N=4 i¢in yaklasik ¢oziimiiniin grafigi

47



Cizelge 4.3. (4.22) denkleminin ¢dzimlerinin karsilastirilmasi

X t Tam Cozim N=2 N =3 N=4
0.1 0.1903330110 0.1903292423 0.1903329359 0.1903330100
01 03 0.3673977408 0.3670932731 0.3673794573 0.3673968264
0.5 0.5338021665 0.5314653682 0.5335679298 0.5337826180
0.1 0.9405892382 0.9405875449 0.9405892045 0.9405892378
09 03 1.0201495500 1.0200127441 1.0201413351 1.0120149139
0.5 1.0949198781 1.0938698872 1.0948146292 1.0949110950
4.1.4. Lineer ve Non-lineer schrédinger denklemi
Ornek 4.4. Asagida verilen lineer Schrodinger denklemini,
u,+iu, =0, (4.32)
U(x,0)=1+cosh(2x) (4.33)

baslangi¢ kosulu ile birlikte ele alalim (Kumar, Singh ve Sushila, 2013).

Cozum: Verilen (4.52) nolu

U (x,t) =1+cosh(2x)e *"dir. Homotopi Pertiirbasyon Sumudu Déniisiim Metodu

lineer Schrodinger denkleminin tam ¢6zUmi

ile ¢cozmek i¢in dncelikle her iki tarafa Sumudu donilisiimiinii uygulayalim:

S[U ]+iS[U ]

0

S[U(x]-U (x0) +iS[U, (xt)]=0

S[U (x,t)]=1+cosh(2x)—ius[U,, (xt)]

u

(4.36) denklemine ters Sumudu doniisiimiinii uygulayarak;
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U (x,t)=1+cosh(2x)-is *[uS[U,, (x.t)]] (4.35)

¢6zim fonksiyonunu elde ederiz. Bu denklemi ¢ézmek icin homotopi pertirbasyon

teorisinden faydalanalim.

Zp"un(x,t)ﬂ“’os“(zx s { Hiou Xt]xxﬂ

p nin kuvvetlerine gore denklemi diizenlersek

p® :U,(x,t) =1+ cosh(2x)

p iU, (1) ==is [ us[ (U (x.1)), ]]
p?:U, (x,t) =i~ [ us[ (U, (x.1), ]
P U, (xt) =-is [ us[ (U, (x.1)),, ]

p*:U, (x,t) =i | us[ (Uy(x1)), ]|

elde edilir. Sirayla denklemleri ¢ozelim.

U, (x,t) ¢dziim fonksiyonunu bulalim.

(Up (x.t)), = 2sinh2x

(Up(x.t)), =4cosh2x
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S [(UO (x,t))XXJ = 4cosh 2x

us [(UO (x,t))xx] = 4u cosh 2x

s [uS [(U0 (x,t))xxﬂ = 4t cosh 2x

U, (x,t)= (- 4it)cosh 2x (4.36)

U, (x,t) ¢dziim fonksiyonunu bulalim.

(U, (xt)), =(—4it)2sinh 2x
(U, (x.1)), =(~4it)2* cosh 2x
S [(Ul(x,t))xx] = (—4iu)2* cosh 2x

us [(Ul (x,t))xx} = (—4iu’)2* cosh 2x

s [uS [(Ul (x,t))xxﬂ = [—4i tz_zlj 2% cosh 2x

-\2
U,(x,t)= & ‘;t) cosh 2x (4.37)
U, (x,t) ¢oziim fonksiyonunu bulalim.

(U, (x1)). :(_i—ilt)ZZSinh 2X
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- \2
(U, (x1)), = (_illt) 27 cosh 2x
S [(U2 (x,t))xx} =16i°u?2? cosh 2x

us [(U2 (x,t))xJ =16i°u°2? cosh 2x

3

s us[(uU,(x1)), ]| =16i° %22 cosh 2x

(—4it)’

U,(x,t)= cosh 2x (4.38)

U, (x,t) ¢dziim fonksiyonunu bulalim.

(U, (x,t))X :(_i;—iltYZSinh 2X

-.\3
(Us(x.1)) = (_illt) 22 cosh 2x
S| (Us(x1)),, | =—4*°2u® cosh 2x

us [(U3 (x,t))XXJ = —41*2%u* cosh 2x

S‘l[us [(U3 (x,t))xxﬂ = —4%°2? %cosh 2X

U,(xt)= & ji|t) cosh 2x (4.39)
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Sonug olarak ¢ézim fonksiyonunun seri formu:

U(xt) = (1 cosh(2x))+ (- 4itcosh(2x))+((_ ‘;‘!t)z cosh(ZX)J

( 4t} sit) (4.40)
+( —4it) coshZXJ ((_ it) coshZXJ---
3 4l
o (—4it) (—4it) (—4it)’
U(X,t):1+(cosh(2x))£1+(—4|t)+( 2!) +( 3!) +( 4!) j (4.41)
elde edilir. Cozlim fonksiyonun kapali hali asagidaki formdadir.
U (x,t)=1+cosh(2x)e™" (4.42)

Tam ¢6ziimii elde etmis olduk.

Sekil 4.7. (4.32) denkleminin tam ¢6ziimiiniin sanal kisminin grafigi
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Sekil 4.8. (4.33) denkleminin tam ¢oziimiiniin reel kisminin grafigi

Sekil 4.9. (4.32) denkleminin N=4 i¢in yaklasik ¢6ziimiiniin sanal kisminin grafigi
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Sekil 4.10. (4.32) denkleminin N=4 i¢in yaklasik ¢c6zimunun reel kisminin grafigi

Ornek 4.5. Asagida verilen lineer Schrédinger denklemini,

U, +iu, =0, (4.42)

U(x,0)=e* (4.43)
baslangi¢ kosulu altinda ele alalim (Kumar, Singh ve Sushila, 2013).

Co6zum: Verilen (4.71) nolu lineer Schrédinger denklemini, Homotopi Pertlirbasyon

Sumudu Doniisiim Metodu ile ¢ézmek i¢in Oncelikle her iki tarafa Sumudu

doniisiimiinii uygulayalim.

S[U.]+is[U,]=0 (4.44)
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S[U(x.t)]=e™—ius[U,, (xt)]

(4.75) denklemine ters Sumudu doniisiimiinii uygulayarak;

U (x,t)=e"-is[uS[U, (xt)]] (4.45)

¢ozim fonksiyonunu elde ederiz. Bu denklemi ¢ézmek icin homotopi pertiirbasyon

teorisinden faydalanalim.
i p'U, (xt)=e™ —ipS‘l{uS Kiun (x,t)) H
n=0 XX

p nin kuvvetlerine gore denklemi diizenlersek

p° U, (x,t)=e*
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U,(x,t) ¢oziim fonksiyonunu bulalim.

(U, (x.1)), =3ie™

(Us (x), =(3i)" €™

S[(U, (x1)), ]=(3)"¢™

us[(U, (x1), ] = (3i)" ve™

518 (U, (x0), ]] =3 e

U, (x1)= (cit)e™ -

u, (X, t) ¢oziim fonksiyonunu bulalim.

(U, (x.1)), =(8it)(3i)e™
ULk, = o)
) [(Ul (X’t))xx] = (9iu)(3i)2 o3

uS| (Us(x.1)),, | = (o) (3" ™

2

s [us (0, (x0), ]]- s e
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=1\2

U, ()= )

3ix

e

U, (x,t) ¢oziim fonksiyonunu bulalim.

U3(x,t):%e3"‘

U 4(X,t) ¢oziim fonksiyonunu bulalim.

9it)’

(Us(x.t)), :( T (3i)e™

57

(4.47)

(4.48)



us [(U3 (X,t))xx] ~ (91)° u* (3i) e

s [us[(Us (x1)), ]~ (01) L (@i e

Uzl(x,t):%e3ix

Sonug olarak ¢ézim fonksiyonunun seri formu:

U (xt)

seklindedir. C6ziim fonksiyonun kapali hali asagidaki gibidir:

U (X,t) _ e3i(x+3t) .
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(4.50)

(4.51)



Sekil 4.11. (4.42) denkleminin tam ¢6ziimiiniin sanal kisminin grafigi

Sekil 4.12. (4.42) denkleminin tam ¢6zUmunun reel kisminin grafigi
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Sekil 4.14. (4.42) denkleminin N=4 i¢in yaklasik ¢c6zimunun reel kisminin grafigi
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Ornek 4.6. Asagida verilen nonlineer Schrodinger denklemini,

iu, =—%UXX ~ufu, (4.52)

U(x,0)=¢e" (4.53)

baslangi¢ kosulu altinda ele alalim (Khuri, 1998).

Cozum: |U |2U =U?U oldugunu biliyoruz. Bu esitlikten ve karmasik sayilarin

oOzelliklerinden faydalanarak (4.88) nonlineer denklemini diizenlersek,

Ut:%iUXXJriUZU (4.54)

denklemini elde ederiz. Bu denkleme Sumudu doniisiim metodunu uygularsak,

s[u (X,t)g—u (x0) :%is[Uxx(x,t)]+iS{U2(x,t)U (x,t)} (4.55)

esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda ve ters Sumudu doniisiimi

uygulandiginda ¢6ziim fonksiyonu;
U(xt)=¢e" +%i8‘1[u8 [UXX (xt)ﬂ +is™ I:US [U 2(x,t)U (xt)ﬂ (4.56)

seklinde elde edilir. Simdi de homotopi pertiirbasyon metodunu uygulayip He

polinomlarindan faydalanarak (4.65) denklemini yeniden yazalim:

nZ'_O(‘NO”Un(X't)
et dios s Su,xo)] || s S om0 o)

n=0
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p nin kuvvetlerine gore denklemi diizenleyelim.
P’ U, (x,t)=e"

p':U, (x,t)= %isl[us [(U0 (x,t))xxﬂ+ iS{uS [UOZ (x,t)U, (xt)ﬂ

p*:U,(xt)

:%iS‘l[uS [(Ui(x1),, ]]
+is{us {Ug (xt)U, (x,t)+2U, (x,t)U, (x,t)U, (x,t)”

Denklemlerinin ¢6zilmesiyle,

U, (xt) :%(it)e‘x (4.57)
U, (x,t) =i(£itj2 e” (4.58)
21\ 2
elde edilir.
Sonug olarak ¢6zim fonksiyonunun seri formu:
2
U(x,t):eix+l(£it e‘x+i(£it e™ 4. (4.59)
1M 2 21\ 2
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:eix[l{gnj%gnf+...]

seklindedir.

(Coziim fonksiyonun kapali hali asagidaki gibidir:

(4.60)

Sekil 4.15. (4.52) denkleminin tam ¢6zUmunin sanal kisminin grafigi
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Sekil 4.17. (4.52) denkleminin N=4 i¢in yaklasik ¢cozimunun sanal kisminin grafigi
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Sekil 4.18. (4.52) denkleminin N=4 i¢in yaklasik ¢6zimunin reel kisminin grafigi

Daha 6nce, Adomian ayrisim ve homotopi pertiirbasyon metodu (Sadighi ve Ganji,
2008), He’nin homotopi pertlrbasyon metodu (Biazar ve Ghazvini, 2007) ve
homotopi pertiirbasyon doniisim metodu (Kumar, Singh ve Sushila, (2013) ile
¢ozilen lineer ve non-lineer Schrodinger denklemlerine homotopi perturbasyon
sumudu transform metodunu uyguladik ve daha Onceki metotlarla elde edilen

¢cOziimlerle ayn1 ¢6ziimii bulduk.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu calismamizda, baslangic ve smir deger problemlerinin ¢6ziim metotlarina
alternatif bir metot olan homotopi pertiirbasyon sumudu doniisiim metodu anlatildi.
Bu metot kullanilarak, homojen olmayan, non-lineer, lineer diferansiyel
denklemlerinin, 2 boyutlu Poisson sinir deger problemlerinin analitik ya da yaklasik
coziimleri elde edildi. Elde edilen bu ¢ozlimlerin grafikleri veya veri tablolar verildi.
Bu ¢oziimler incelendiginde, yaklasik ¢ozlimlerin, tam ¢ozlimlere ¢ok yakin oldugu
saptandi. Lineer ve non-lineer Schrodinger denklemleri daha ©nce, Biazar ve
Ghazvini (2007), Khuri (1998), Kumar, Singh ve Sushila (2013), Sadighi ve Ganji
(2008) tarafindan farkli metotlarla ¢oziilmiistiir. Biz de bu ¢alismamizda lineer ve
non-lineer Schrddinger denklemlerini homotopi pertiirbasyon sumudu doniisim

metodu ile ¢oziip ayn1 ¢6ziimii bulduk.

Baska, ek hesaplamalara gerek duymadan, baslangic ve sinir deger problemleri,
homotopi pertiirbasyon sumudu donlisim metodu ile ¢ozilebilir. Sonuglardan ve

grafiklerden goriildiigii gibi bu metot ile tam ¢6ziime ¢ok yakin sonuglar elde edilir.

Ozellikle fizik gibi diger fen bilimlerinde, matematigin uygulandig diger alanlarda,
mithendislikte ortaya c¢ikan problemlerin ¢oziimiinde kullanilarak, bu problemlerin

yapisinin anlagilmasi bakimindan kolaylik saglar.
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