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OZET

BAZI TURDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERININ
GLOBAL VARLIGI VE SINIRLILIGI UZERINE

AYHAN, Timur
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismant: Prof. Dr. Cemil TUNC
Mart 2015, 117 Sayfa

Bu ¢alisma yedi boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tez konusu ile ilgili
literatiirde yapilan bazi ¢alismalar verildi. Ikinci béliimde tezde kullanilacak materyal
ve yontem belirtildi. Ugiincii boliimde tez konusu ile ilgili olan bazi temel tanim ve
teoremler verildi. Dordiincii boliimde ilk olarak ikinci mertebeden lineer olmayan sabit
gecikmeli bir integro diferansiyel denklemin, daha sonra ikinci mertebeden lineer
olmayan bir integro vektor diferansiyel denklemin ve son olarak da ikinci mertebeden
degisken gecikmeli bir integro vektor diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin global
varhigr ve smirliligr igin yeter sartlar elde edildi. Tezin besinci bolimde Uglincii
mertebeden lineer olmayan gecikmesiz bir integro diferansiyel denklemin ve ayni
mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli iki diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin
global varlig1 ve siirlilifi icin yeter sartlar elde edildi. Altinct bdliimde ise dordiincii
mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli bir diferansiyel denklemin ¢6ziimlerinin

global varlig1 ve sinirliligi i¢in yeter sartlar elde edildi.

Anahtar kelimeler: Lyapunov fonksiyon, Global varlik, Sinirlilik, Integro
diferansiyel denklemler.






ABSTRACT

ON THE GLOBAL EXISTENCE AND BOUNDEDNESS OF SOLUTIONS OF
SOME KIND OF DIFFERENTIAL EQUATIONS

AYHAN, Timur
PhD Thesis, Mathematics Department
Supervisor: Prof. Dr. Cemil TUNC
March 2015, 117 Pages

This thesis consists of seven chapters. In the first chapter, we summarized works
in the literature related to the subject of the thesis. In the second chapter, we introduced
the materials and methods for the thesis. In the third chapter, we gave some basic
definitions and theorems which are related to the thesis. In the fourth chapter, we first
investigated the global existence and boundedness of the solutions of a nonlinear
integro differential equation of the second order with constant delay, after that a
nonlinear integro vector differential equation of the second order, later a nonlinear
integro vector differential equation of the second order with variable delay. In the fifth
chapter, we obtained the sufficient conditions for the global existence and boundedness
of the solutions of a nonlinear differential equation of the third order and two nonlinear
differential equations of the third order with constant delay. In the six chapter, we
obtained certain sufficient conditions which guarantee the global existence and
boundedness of the solutions of a nonlinear differential equation of the fourth order with
constant delay.

Key words: Lyapunov function, Global existence, Boundedness, Integro

differential equations.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

R: Reel sayilar kiimesi
R, = [0, )

C(R,R): R’ den R’ ye tanimli siirekli fonksiyonlar uzay1
V: Lyapunov fonksiyonu
@, ¢: Phi

0: Teta

y: Psi

€: Epsilon

pB: Beta

6: Delta

A: Lamda

Y: Gama

a: Alfa

u: Mu

T: Tau

pP: Ro

o: Sigma

Q: Omega






1. GIRIS VE LITERATUR BILDIRISLERI

Bilindigi gibi diferansiyel denklemler ve integro-diferansiyel denklemler;
kontrol sistemleri, elektrodinamik, sivilarin karigimi, tip, ekonomi, atom enerjisi, bilgi
teknolojileri, sinir aglari, niifus modelleri vb. bir ¢ok bilimsel alanda yapilan
calismalarin matematiksel modellemeleri olusturuldugunda siklikla karsimiza ¢ikar. Bu
matematiksel modellerin niteliksel davraniglarinin belirlenmesi sirasinda ¢oziimlerin
kararliligi, global varligi, sinirliligi, asimptotik davraniglari vb. bir ¢ok niteliksel
davranigin incelenmesi bilimsel literatiirde 6nemli bir yere sahiptir. Matematik literatiirii
incelendiginde, son yillarda diferansiyel ve integro-diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinin global varhigr ve sirlili@inin, [ty, o) araligi lizerinde ¢6ziimlerin
davraniglar1 hakkinda bilgi sahibi olmaya olanak saglamasindan dolayr bir c¢ok
aragtirmaci tarafindan incelendigi goriilebilir. Cok az sayidaki denklem tiplerinin
coziimlerini elde edebilme gercegi arastirmacilari, denklemin ¢oziimiini elde
etmeksizin verilen denklemden hareketle c¢oziimlerin davranislarin1 arastirmaya
yoneltmis ve bazi yontemler gelistirmelerini saglamistir. Bu anlamda Sabit nokta
teorisi, Derece teorisi, Integral esitsizlikleri ve Lyapunov’un ikinci metodu biiyiik bir
oneme sahiptir. Biz bu tez ¢alismasinda Lyapunov’un ikinci metodundan ve Integral
esitsizliginden yararlanacagiz. 1892 yilinda A.M. Lyapunov tarfindan gelistirilen
Lyapunov’un ikinci metodu diferansiyel denklemleri ¢6zmeksizin ¢6ziimlerin
strdurtlebilirligi, sinirliligy, kararliligi, yakinsakligr vb. birgok davranisi hakkinda bilgi
edinmemizi saglar. Ancak degisken katsayili diferansiyel denklemlerin mertebelerinin
yiiksek olmasi durumunda uygun ve anlamli sonug(lar) verecek Lyapunov fonksiyonu
ya da fonksiyonelini olusturmak zordur. Ayrica, yiikksek mertebeden lineer olmayan
diferansiyel denklemler i¢in Lyapunov fonksiyonlarinin veya fonksiyonellerinin insasi
icin bilinen genel bir yontem yoktur. Giiniimiize kadar ikinci ve {giincii mertebeden
lineer olmayan gecikmeli ve gecikmesiz diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bazi
niteliksel davraniglart ile ilgili ¢ok sayida sonuglar elde edilmistir. Konuyla ilgili
literatiiriin bir kismu1 i¢in Ezeilo (1961; 1963), Swich (1969), Schmit (1969), Hara
(1981), Baker (1974), Sedziwy (1975), Baxley (1977), Graef ve Spikes (1978), Jin
(1983), Burton ve Mahfoud (1983), Burton (1985), Wada ve Yamamoto (1987; 1989),
Meng (1992), Zhu (1992), Constantin (1995), Mehri ve Shadman (1999), Qian (2000),



Napoles Valdes (2001), Mustafa ve Rogovchenko (2002; 2003), Sadek (2003; 2005),
Yin (2004), Tung (2005a; 2005b; 2006a; 2006b; 2007a; 2009a; 2009b; 2010a; 2011a;
2011b; 2012a; 2012b; 2014), Tung ve Ates (2006), Tung¢ ve Sevli (2007), Omeike
(2008; 2009; 2010a; 2010b; 2014), Ademola ve Arawomo (2008; 2010; 2011a; 2011b;
2013), Tiryaki ve Zafer (2013), Tidke ve Dhakne (2010), Tidke (2010), Ogundare ve
ark. (2010), Afuwape ve Omeike (2008; 2010), Wu ve ark. (2012), Olutimo (2012),
Afuwape ve Carvajal (2012), Changiian ve ark. (2012), Ademola (2013), Zhang ve Yu
(2013), Graef ve Tung (2014), Oudjedi ve ark. (2014), Fujimoto ve Yamaoka (2014),
Remili ve Oudjedi (2014) ¢alismalarina bakilabilir. Ikinci ve iiciincii mertebeden lineer
olmayan gecikmeli ve gecikmesiz diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin baz1 niteliksel
davraniglar1 ile ilgili ¢ok sayida calisma olmasina ragmen dordiincii mertebeden
gecikmeli ve gecikmesiz lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
niteliksel davraniglart iizerine yapilan c¢alisma sayisi daha azdir. Konuyla ilgili
literatiiriin bir kismu igin, Cartwright (1956), Ogurcov (1958; 1959), Ezeilo (1962a;
1962b; 1964), Harrow (1967; 1970a; 1970b), Skidmore (1966), Burganskaja (1970),
Sinha ve Haft (1971), Lalli ve Skrapek (1971a; 1971b; 1973), Kaufman ve Harrow
(1971), Chukwu (1972), Tejumola (1972), Ezeilo ve Tejumolo (1973), Hara (1973),
Skrapek ve Lalli (1980), Duan (1987), Chin (1989), Okoronkwo (1989), Abou-EI-Ela
ve Sadek (1990), Hu (1992), Tung (1995a; 1995b; 2004; 2005c; 2006c; 2006d; 2006e;
2007b; 2007c; 2008a; 2008b; 2010b; 2010c), Tiryaki ve Tung (1996), Lin ve ark.
(1998), Bereketoglu (1998), Wu ve Xiong (1998), Tejumolo ve Tchegnami (2000),
Sadek (2004), Ogundare ve Okecha (2008), Abou-EIl-Ela ve ark. (2009), Kang ve Si
(2010), Adesina ve Ogundare (2012) galismalarina bakilabilir.

Bu tez ¢alismasinin; ikinci boliimiinde materyal ve yontem, {iglincli bolimiinde
bu tez ¢alismasinda yararlanilan temel tanim ve teoremler verildikten sonra, dordiincii

bolimiin de sirasiyla ikinci mertebeden lineer olmayan

(p(x)x’(t))' +a()f(t,x,x)x"+b(t)g(t,x") + Z ci(t)hi(x(t - Ti))

t

= J C(t,s)x'(s)ds (1.1)

0



formundaki sabit gecikmeli integro diferansiyel denklemi, yine ikinci mertebeden lineer

olmayan

t
X)) +AOFt X, X)X +EtX)+HX) = f C(t,s)X (s)ds (1.2)
0

integro vektor diferansiyel denklemi ve

X'+AQOFt X, X)X +G6(t, X, X) + z H; (X(t - Ti(t)))

=1

t
= f C(t,s)X (s)ds (1.3)

0
bi¢cimindeki ikinci mertebeden degisken gecikmeli integro vektor diferansiyel
denkleminin ¢oziimlerin global varligi ve smrlilig@i igin yeter sartlar igeren yeni
sonuglar verildi. Bu kapsamda matematik literatiiriine bakildiginda, ikinci mertebeden
lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin niteliksel davranislar1 {izerine
yapilmis ve bu tezin dordiincii bolimiinde (1.1)-(1.3) diferansiyel denklemlerinin
¢oziimlerinin global varligi ve siirliligr ile ilgili yapilacak ¢aligmalarla ilgili olan bazi

calismalar agsagidaki gibi 6zetlenebilir:

Baker (1974), ikinci mertebeden

(r(t)u’(t))l + ¢(t,u,u)u’ + p(t)f(w) = h(t,u,u’) (1.4)

bicimindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada I = [0, o) olmak
lizere fiR-> R, ¢p:I xR >R, p:]1 >R, h:] X R> > R siirekli fonksiyonlar ve
r:1 = R tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Baker (1974), (1.4) diferansiyel denklemi i¢in

Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak ¢éztimlerin kararliligini inceledi.

Graef ve Spikes (1978), ikinci mertebeden

(a(t)x’(t))' + h(t,x,x")x" +q(t)f(x)g(x") =e(t,x,x") (1.5)



tipindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a, q: [ty, ©) — R,
f,g:R> R, he:[ty, o) X R? > R siirekli fonksiyonlar ve a(t) > 0,q(t) >
0, g(x") > 0 dir. Graef ve Spikes (1978), (1.5) differansiyel denklemi i¢in Lyapunov'un
ikinci metodunu kullanarak ¢o6ziimlerin global varligini, sinirhiligint ve sifira

yakinsakligini inceledi.

Wada ve Yamamoto (1987), ikinci mertebeden

r@x)' + ft,x,xH)x"+pt)g(x) =0 (1.6)

formundaki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada r,p, R, = [t,, ®)
lizerinde siirekli tiirevlenebilen fonksiyonlar, f: R, x R? - R, ve g: R — R dir. Wada
ve Yamamoto (1987), (1.6) differansiyel denklemi ig¢in Lyapunov fonksiyonu

yardimiyla ¢6ziimlerin asimptotik kararliligini inceledi.

Meng (1992), ikinci mertebeden

x'(®) + @l x)+ gx)f(x) =0 (1.7)

bigimindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada x # 0 i¢in
xf(x) > 0, her x" igin g(x") > 0, ve her x,x" i¢in x'@(x,x") > 0 dir. Ayrica |x| - o
icin fox f(t)dt - oo dur. Meng (1992), (1.7) differansiyel denklemi i¢in Lyapunov'un

ikinci metodunu kullanarak sifir ¢oztiimiiniin global kararliligini inceledi.

Napoles Valdes (2001), ikinci mertebeden

t
x +a@®)ftx,x)x +g(t,x)+h(x) = f C(t,s)x'(s)ds (1.8)

0
tipindeki lineer olmayan integro diferansiyel denklemini ele aldi. Burada I = [0, )
olmak tizere a(t), I tizerinde tanimli pozitif siirekli bir fonksiyon, f fonksiyonu
(t,x,x) €1 X R? igin f(t,x,x") = 0 sartiz1 saglayan siirekli bir fonksiyon, g ve h
stirekli fonksiyonlar olup y # 0 i¢in g(t,y )y > 0 ve x # 0 i¢in xh(x) > 0 dir. C(t,s)
ise 0<s<t<ow icin siirekli bir fonksiyondur. Napoles Valdes (2001), (1.8)
diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov metodunu kullanarak ¢oziimlerin sinirliligini ve

global varligin1 inceledi. x = y olmak iizere (1.8) denklemi,



X =Y,
t

y' = f C(t,)y(s)ds — a(®f (6.5, )y — g(t,y) — h(x)

0

sistemine denktir.

Teorem 1.1. Asagidaki sartlarin sagladigini varsayalim:
t 0o
i)fIC(t,s)Ids+fIC(u,t)lduSR, R =0,
0 t

iR —a(t)f(t,x,y) <0, herx,y € R,
iii) x > oo igin [ h(s)ds - oo,
Bu taktirde (1.8) denkleminin tiim ¢6ziimleri stirdiiriilebilirdir.
Mustafa ve Rogovchenko (2003), ikinci mertebeden
(a®u) +q@Of @ u)u'+ g(u) = e(t) (1.9)

formundaki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada g, f, g, e stirekli
fonksiyonlar ve a, R iizerinde siirekli tiirevlenebilen pozitif bir fonksiyondur. Mustafa
ve Rogovchenko (2003), (1.9) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov'un ikinci metodunu

kullanarak ¢oziimlerin global varligini inceledi.
Yin (2004), ikinci mertebeden
x + f(xX)x + h(x) = e(t) (1.10)

tipindeki Lienard denklemi olarak bilinen ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel

denklemine denk olan,
.1 b
X = m(c()’)— (x))

y'=—a@)(h(x) - e(®))



sistemini ele aldi. Burada x € R olmak tizere a(x) =1, b(x) = foxf(s)ds, c(x)=x
dir. ' Ym (2004), (1.10) diferansiyel denklemi ig¢in Lyapunov'un ikinci metodu

yardimiyla ¢oziimlerin global varligini inceleyerek ¢esitli 6rnekler verdi.
Benzer bigimde Wu ve ark. (2012),

(1.10) denklemini ele alip, Lyapunov fonksiyonu yardimiyla Yin (2004)’ nin verdigi
sartlardan farkli sartlar altinda bu denklemin ¢oziimlerinin global varligini inceleyerek

elde edilen sonuglar ile ilgili ¢esitli drnekler verdi.
Tung ve Sevli (2007), ikinci mertebeden
X"+ ARFX) = P(t,X,X) (1.11)

formundaki vektor diferansiyel denklemini ele aldi. Burada t € R, = [0,) ve X € R"
olmak tizere A(t) = (aij(t)), n X n mertebeden simetrik bir matris, F: R" —» R" ve

P:R; X R" X R" = R™ dir. Tung ve Sevli (2007), (1.11) diferansiyel denklemi igin

Lyapunov fonksiyonu yardimiyla ¢6ziimlerin sinirliligini ve kararliligini inceledi.
Ogundare ve ark. (2010), ikinci mertebeden
x'(t) +at)glx,x)x +b()h(x) = p(t,x,x) (1.12)

formundaki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a,b,g,h ve p
stirekli fonksiyonlardir. Ogundare ve ark. (2010), (1.12) diferansiyel denklemi igin
Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak ¢oziimlerin kararliligini ve sinirliligini

inceledi.

Tung (2011a), ikinci mertebeden
d( o ,
= (r@x'® + 0 (£.2@,x( = 1,6 (O, =) ¥ © + pOF (2t = 1))

= ¢ (6,20, x(t — 1), x©,x' ¢ ~ 7)) (1.13)

tipindeki lineer olmayan sabit gecikmeli diferansiyel denklemini ele aldi. Burada
;> 0,b(t),f,g,h ve e sirekli fonksiyonlardir. Tung¢ (2011a), (1.13) diferansiyel



denklemi i¢in Lyapunov fonksiyoneli yardimiyla ¢oziimlerin kararliligini ve sinirliligim

inceledi.

Tung (2012b), ikinci mertebeden

x"(t) + f (t, xX(t), o, x(t = 1), x'(8), o, x(t — rn)) x'(t)
+(9 (62O o 2 = 1), X @, X €= 1)) X ©) @ + 5@ Y hi(x(e = 1)

=e (t, x(t), o, x(t —1),x'(t), o, x (t — rn)) (1.14)

bigimindeki lineer olmayan sabit gecikmeli diferansiyel denklemini ele aldi. Burada
;> 0,b(t),f,g,h ve e sirekli fonksiyonlardir. Tung (2012b), (1.14) diferansiyel
denklemi i¢in Lyapunov fonkiyoneli yardimiyla ¢oziimlerin kararliligini ve simirliligin

inceledi.

Tiryaki ve Zafer (2013), ikinci mertebeden

(r(t)|u’|”‘2u’)' + gt uu)u' + a(®)f (W) = e(t)

u(ty) = uo u'(ty) =y

(1.15)

formundaki baslangi¢ deger problemini ele aldi. Burada p > 1 olacak sekilde sabit bir
sayt, r,a € C1(R,,(0,)), g € C(R, xRXR,R,), f € C(R,R) ve e € C(R,,R)
dir. Tiryaki ve Zafer (2013), (1.15) baslangic deger problemi igin Integral esitsizligi

yardimi ile ¢ézlimlerin sinirliligini ve global varligini inceledi.

Teorem 1.2. F(x) = foxf(u)du olmak tizere |x| —» oo i¢in F(x) = oo ve x # 0 i¢in
F(x) > 0 olsun. Eger her t > t, i¢in a'(t) < 0 ise 0 zaman (1.15) baslangi¢ deger

probleminin ¢oziimleri [0, o) araligi {izerinde tanimlidir.

Tung (2014), ikinci mertebeden

x"(O) +f (t,x(t),x’(t)) x'(t) + b(t)g (x(t - T(t))) =0 (1.16)



tipindeki lineer olmayan degisken gecikmeli diferansiyel denklemini ele aldi. Burada
b:[0,0) — [0,0) siirekli ve sirli bir fonksiyon, g:R - R, f:[0,0) X RX R -
[0,0) ve T(t):[0,00) — [0, ) siirekli fonksiyonlardir. Tung (2014), (1.16) diferansiyel
denklemi i¢in Lyapunov fonksiyoneli yardimiyla ¢oziimlerin kararliligini ve sinirliligim

inceledi.

Graef ve Tung (2014), ikinci mertebeden

n t
x +a®)f(txx)x + gt xx)+ Z hi(x(t—1)) = f C(t,r)x'(v)dr (1.17)
i=1 0

bi¢cimindeki lineer olmayan sabit gecikmeli diferansiyel denklemini ele aldi. Burada
I = [0, ) olmak tizere a(t) fonksiyonu I tizerinde tanimli pozitif siirekli bir fonksiyon,
f fonksiyonu (t,x,x') € x R? i¢in f(t,x,x ) >0 sartin1 saglayan siirekli bir
fonksiyon, g ve h fonksiyonlar siirekli fonksiyonlar olup y # 0 igin g(t,x,y )y > 0 ve
x # 0 igin xh;(x) >0 dir. C(t,s) fonksiyonu ise 0 <s <t < igin siirekli bir
fonksiyondur. Graef ve Tung (2014), (1.17) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov'un

ikinci metodunu kullanarak ¢éziimlerin global varligini ve sinirliligimi inceledi.

Calismanin besinci boliimiinde {igiincii mertebeden lineer olmayan,

(aOE®x'®)') +adf 6 xx)x" +bB gt 2)x' +c(Oh)

t

= J C(t,s)x'(s)ds (1.18)

0

formundaki integro diferansiyel denklemi, yine ti¢iincii mertebeden
(4@ (P@x'©)') + aenp(t, x(0, x' (O)x" (1) + bOF (£, x())x' (1)

+c(@®)g(x'(t = 1)+ d@)h(x(t — 1)) = e(t) (1.19)

tipindeki sabit gecikmeli diferansiyel denklemi ve ii¢iincii mertebeden



(XY +a®f (62, x)x" + bOg(6x) + ) c®hi(x( — )
i=1

=p(t) (1.20)
bi¢cimindeki sabit gecikmeli diferansiyel denklemi igin ¢oziimlerin global varhigi ve

sinirliligr arastirildi.

Ilgili matematik literatiiriine bakildiginda 1974 e kadar {iciincii mertebeden
lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin kararlilik, siirlilik,
periyodik ¢6ziimlerin varligi vb.ile ilgili yapilan ¢alismalarin ¢ogunu i¢eren temel bir
kaynak olarak Reissig ve ark. (1974) tarafindan yayinlanan kitaba bagvurulabilir. Ayrica
ticiincii mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin niteliksel
davraniglar tizerine yapilmig ve bu tezin besinci boliimiinde (1.18)-(1.20) diferansiyel
denklemlerinin ¢dziimlerinin global varlig1 ve smirlilig ile ilgili yapilacak caligmalarla

ilgili olan baz1 calismalar asagidaki gibi 6zetlenebilir:
Ezeilo (1961), tiglincii mertebeden
x"+ glx)x" + bx" + f(x) =p(t) (1.21)

tipindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada b pozitif bir sabit ve
f,g,p sirekli fonksiyonlardir. Ezeilo (1961), (1.21) diferansiyel denklemi igin

Lyapunov fonksiyonu yardimiyla ¢oziimlerin simirliligini inceledi.
Ezeilo (1963), iiciincli mertebeden
X"+ O, xD)x" + gx") + h(x) = p(t) (1.22)

tipindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada f, g, h, p ve her x, x’
icin f,, h'(x) siirekli fonksiyonlardir. Ezeilo (1962), (1.22) diferansiyel denklemi igin

Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak ¢éziimlerin sinirliligini inceledi.
Swich (1969), tigiincii mertebeden
X" +p®)x" +q)gx") +r®)h(x) =0 (1.23)

X"+t x,x)x" +qt)g(x") + r(t)h(x) =0 (1.24)
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ve

X"+ p®)x" +qt)g(x") + r(t)h(x) = e(t) (1.25)

formundaki lineer olmayan diferansiyel denklemlerini ele aldi. Burada p, q,7, f, g, h ve
e siirekli fonksiyonlardir. Swick (1969), (1.23)-(1.25) diferansiyel denklemleri igin

Lyapunov fonksiyonu yardimiyla ¢oziimlerin kararliligini ve sinirliligini inceledi.
Hara (1981), li¢iincli mertebeden
X" +a@®)f(x,x)x" +b(t)g(x,x") + c(t)h(x) = p(t,x,x",x") (1.26)

formundaki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a, b, c,p, f, g, h ve
her x,x" i¢in fy, gy, h'(x) stirekli fonksiyonlardir. Hara (1981), (1.26) diferansiyel
denklemi i¢in Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak ¢oziimlerin diizgiin siirliligini

inceledi.
Mehri ve Shadman (1999), ti¢iincli mertebeden
X" +a@®)f(x")+b(t)g(x") + c(t)h(x) = e(t) (1.27)

bigimindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a, b, c ve e, (0, )
tizerinde, f,g ve h, R {izerinde siirekli fonksiyonlardir. Mehri ve Shadman (1999),
(1.27) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak ¢éziimlerinin

sinirliligini inceledi.
Qian (2000), tiglincii mertebeden
X"+, x)x" + f(x,x") =0 (1.28)

tipindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada vy, f,y, ve f, €
C1(R x R,R) dir. Qian (2000), (1.28) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov’un ikinci

metodunu kullanarak ¢éziimlerin global kararliligini inceledi.

Sadek (2003), tiglincii mertebeden

x"+ax" +g (x’(t — r(t))) +f (x(t — r(t))) = p(t) (1.29)



11

tipindeki lineer olmayan degisken gecikmeli diferansiyel denklemini ele aldi. Burada
g(x"), f(x), p(t) strekli fonksiyonlar ve a, A pozitif sabitler olmak tizere 0 < r(t) < 1
dir. Sadek (2003), (1.29) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov fonksiyonu yardimiyla

¢Ozlimlerin kararliligini ve siirliligini inceledi.
Ademola ve Arawomo (2008), ticlincii mertebeden
X"+t x,x")x" +q(t)g(x") +r()h(x) = p(t,x,x",x") (1.30)

formundaki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada R, = [0, o) olmak
lizere p: R, XR35> R, f:R, XxR? >R, g,h:R—> R ve ¢q,7: R, —» R dir. Ademola
ve Arawomo (2008), (1.30) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov’un ikinci metodunu

kullanarak ¢oziimlerin kararliligini ve sinirliligini inceledi.

Omeike (2009), ligiincii mertebeden

x"'(6) + a®)x" () + b(Og(x") + c@®h(x(t — 7)) = p(¢) (1.31)

tipindeki sabit gecikmeli diferansiyel denklemini ele aldi. Burada r pozitif bir sabit ve
a(t),b(t),c(t),g(x"), h(x) reel degerli siirekli fonksiyonlardir. Omeike (2009), (1.31)
diferansiyel denklemi igin Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak ¢6ziimlerin

kararliligini ve sinirliligini inceledi.
Omeike (2010a), tiglincii mertebeden
X" P, x")x" + O, x") =p(t) (1.32)

tipindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada ,f,y,, f« €
C1(R X R,R) ve p € C([0,),R) dir. Omeike (2010a), (1.32) diferansiyel denklemi

icn Lyapunov’un ikinci metodunu kullanarak ¢6ziimlerin global kararliligini inceledi.

Omeike (2010b), tiglincii mertebeden

X"+, x)x" +g (x’(t — r(t))) +f (x(t — r(t))) =p(t,xx",x") (1.33)

tipindeki lineer olmayan degisken gecikmeli diferansiyel denklemini ele aldi. Burada

o, x"), gx"), f(x), p(t,x,x',x") strekli fonksiyonlar ve A pozitif bir sabit olmak
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tizere 0 < r(t) < A dir. Omeike (2010b), (1.33) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov'un

ikinci metodunu kullanarak ¢oziimlerin diizgiin sinirliligint inceledi.

Afuwape ve Omeike (2010), iiglincii mertebeden
X" +h(x'@®)x" ) +g (x’(t — r(t))) +f (x(t — r(t)))

=p (t,x(t),x(t - r(t)), x’(t),x’(t — r(t)),x”(t)) (1.34)

tipindeki lineer olmayan degisken gecikmeli diferansiyel denklemini ele aldi. Burada
f(x), g(x"), h(x"), p(t, x,,x(t —r(t)),x’,x’(t—r(t)),x”) stirekli fonksiyonlardir.
Ayrica A pozitif bir sabit ve 0 < <1 olmak tizere 0 <r(t) <A, r'(t) < B dur.
Afuwape ve Omeike (2010), (1.34) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov fonksiyonu

yardimiyla ¢oziimlerin sinirliligini ve kararliligini inceledi.

Tung (2010a), liclincli mertebeden
x"'(t) + g(x(t),x’(t))x”(t) + f(x(t —r),x'(t— r)) + h(x(t — r))

=p(t,x(@®), x(t — 1), x'(t),x'(t —1),x" (1)) (1.35)

tipindeki lineer olmayan sabit gecikmeli diferansiyel denklemini ele aldi. Burada r
pozitif bir sabit, t € R, = [0,0) olmak iizere g,f,h Ve p swrasiyla R? R? R ve
R, X R iizerinde siirekli fonksiyonlardir. Tung (2010a), (1.35) diferansiyel denklemi
icin Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak ¢oziimlerin sinirliligint ve kararliligini

inceledi.
Ademola ve Arawomo (2011a), iiclincli mertebeden
X" Y@ fC,x, x")x" +p()gle, x") + e(t)h(x, x',x"")
=p(t,x,x",x") (1.36)

formundaki diferansiyel denklemini ele aldi. Burada R, = [0,00) olmak iizere p €
C(R; x R3,R); f,h € C(R3,R); g € C(R%4R) ve Y, ¢, ¢ € C(R,,R) dir. Ademola
ve Arawomo (2011a), (1.36) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov'un ikinci metodunu

kullanarak ¢oziimlerin asimtotik davraniglarini inceledi.
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Ademola ve Arawomo (2011b), ti¢iincii mertebeden
x"+ f(t,x,x, x")x" + q®)g(x") + r()h(x) = p(t,x,x', x"") (1.37)

bigimindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada R, = [0, o) olmak
iizere f,p € C(R; XxR3,R), gh€ C(R,R) ve q,r € C(R,,R) dir. Ademola ve
Arawomo (2011b), (1.37) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov’un ikinci metodunu

kullanarak ¢oziimlerin kararliligini ve diizgiin sinirliligini inceledi.

Tung (2012a), liclincli mertebeden
x""(t) + a(®)x"(t) + Z bi(®)gi(x'(t — 7)) + g(x'(®)) + h(x(t — 1))
i=1

= p(t,x(t), o X(t— 1), x" (), o, x'(t — 1), x""(E), ..., x""(t — Tn)) (1.38)

tipindeki lineer olmayan sabit gecikmeli diferansiyel denklemini ele aldi. Burada t ve
7;, (i = 1,2, ...,n) pozitif sabitler ve t € R, = [0, ) olmak lizere b;, g, g;, h, p strekli
fonksiyonlardir. Tung (2012a), (1.38) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov'un ikinci

metodunu kullanarak ¢6ziimlerin bazi niteliksel davranislarini inceledi.
Afuvape ve Carvajal (2012), iiglincii mertebeden
X" +alt)f(x,x",x") +b(t)g(x,x") + c(t)h(x) = p(t,x,x',x") (1.39)

bi¢cimindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a,b,c,p,f ve g
stirekli fonksiyonlar olmak tizere g,(x,x’) ve h'(x) tim xvex' i¢in siireklidir.
Afuvape ve Carvajal (2012), (1.39) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov fonksiyonu

yardimiyla ¢6ziimlerinin sinirliligini inceledi.
Zhang ve Yu (2013), iigiincii mertebeden
X"+ glx,x")+ f,x)x"+h(x) =0 (1.40)

formundaki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada h € C*(R), f, f, Ve
g surekli fonksiyonlardir. Zhang ve Yu (2013), (1.40) diferansiyel denklemi igin
Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak ¢oziimlerin global asimtotik kararliligini

inceledi.
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Ademola ve Arawomo (2013), iiclincii mertebeden
x4 fle,x, x")x" + g (x(t —r(®),x'(t - r(t))) +h (x(t — r(t)))

=p(t,x,x",x") (1.41)

tipindeki lineer olmayan degisken gecikmeli diferansiyel denklemini ele aldi. Burada
f,9,h,p sirekli fonksiyonlar ve A pozitif bir sabit olmak tizere 0 < r(t) < A dir.
Ademola ve Arawomo (2013), (1.41) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov’un ikinci

metodunu kullanarak ¢6ziimlerin diizgiin kararliligini ve sinirliligini inceledi.

Oudjedi ve ark. (2014), tiglincii mertebeden

(q(t)(p(t)x’(t))’)’ +a®)x"@®) +b®x' () +c@®f(x(t-7) =0  (142)

bi¢cimindeki lineer olmayan sabit gecikmeli diferansiyel denklemini ele aldi. Burada p
ve q, [0,0) lizerinde f ise her x € R i¢in siirekli tirevlenebilen fonksiyonlardir.
Oudjedi ve ark. (2014), (1.42) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov'un ikinci metodu

yardimiyla ¢oziimlerinin diizgiin asimptotik kararliligini inceledi. (1.42) denklemi,

, 1
x'=—=y,
p(t)y

, 1
=—7Z,

PTE)

t
z'=—=At)z—B@t)y —c(t)f(x) + c(t) f ;%f’(x(s))ds

sistemine denktir. Burada

a(t) b(Op(t) — a(®)p’(t)

AD =T BO= 10

dir.
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Teorem 1.3.
M 1 1 N
a_0<a<M_61 azza—Ma1+2n(1—aM61)+Nvea3=%+

olmak tizere asagidaki sartlar saglansin:

o<m<pt)<M, 0<m<q(t) <M,

i)—L<p'(t) <0, -L<q'(t) <0vep'(t) =0,

iii) £(0) = 0,x # 0 igin 22> 6, >0 ve |£'(x)| <6y,

V)0 <ag<a(t) <ay,

V) 0<n<ct)<blt)<Nve-N<b'(t)<c'(t) <0,

vi) (p()c(®)) < (q(t)c(®)) < o.

Bu taktirde (1.42) denkleminin tiim ¢oziimleri diizgiin asimptotik kararhdir.

Remili ve Oudjedi (2014), ii¢iincii mertebeden

(96X ®)" +alOx"®) + bOx' () + e f (x(t = 1)) = p(©)

tipindeki lineer olmayan sabit gecikmeli diferansiyel denklemini ele aldi. Burada r
pozitif bir sabit, a(t),b(t),c(t),g(x),p(t) ve g(x) siirekli fonksiyonlardir. Remili ve
Oudjedi (2014), (1.43) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov fonksiyonu yardimiyla

¢ozlimlerin kararliligini ve sinirliligimni inceledi. (1.43) denklemi,

__1
g

)

L _o®  aBg® , b
( ())

90T Tem Y T

+e(OF () + () f y(s) X))

sistemine denktir.

a,L

nm?

(1.43)

ds + p(t)
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Teorem 1. 4. aq, by, ¢y, d, A, B,C ve € pozitif sabitler olmak iizere asagidaki sartlar

saglansin:

)0<ay<a(t) <A 0<by<b(t)<B;0<cy<c(t)<C,
i) c) <b()<, —L<Db'(t) <c'(t) <0, hert € [0, ) igin,
ijo<m<gx) <M,

iv) £(0) = 0,x # 0 igin L2 > 5, > 0ve |f'(x)] <6,

V) M, < d < ay,

vi) ~da'(t) — bo(d — M&;) < —£ < 0,
vii) flg’(u)l du < oo,

Bu takdirde,

, {Z(ao -d) 2m3e }
r < min

MC6, 'M2C65,(d + dm? + m)
ise (1.43) denkleminin tiim ¢dzlimleri asimtotik kararlidir.

Ucgiincii mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
niteliksel davraniglar ile ilgili daha fazla bilgi igin literatiirdeki bagka ¢alismalara da
bakilabilir.

Son olarak ¢alismanin altinci boliimiinde ise dérdiincii mertebeden
()XY +a@®)e",x")x"" + b)) f(x,x)x" + c(t)g(x’(t — r))
+d(t)h(x(t — r)) =p(t,x,x" x",x"") (1.44)

bi¢cimindeki lineer olmayan sabit gecikmeli diferansiyel denklemi igin ¢6ziimlerin
global varhigi ve smrhihi@ arastirildi. 1lgili matematik literatiiriine bakildiginda,
dordiincii mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin niteliksel

davraniglar1 {izerine yapilmis ve bu tezin altinci bolimiinde (1.44) diferansiyel
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denkleminin ¢6ziimlerinin global varlig1 ve sinirliligi ile ilgili yapilacak ¢alismayla ilgili

olan bazi ¢alismalar asagidaki gibi 6zetlenebilir:
Cartwright (1956), dordiincii mertebeden
x@ 4 ax" +ax" +azx’ +f(x) =0 (1.45)

tipindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a,,a,,a, pozitif
sabitler, f(0) = 0,f'(0) = 0 ve f" siirekli fonksiyonlardir. Cartwright (1956), (1.45)
diferansiyel denklemi igin Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak ¢6ziimlerin

kararliligini inceledi.
Ogurcov (1958), dordiincti mertebeden
x® + (e, x)x" + (x") + f(x) =0 (1.46)

formundaki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada ¥, ,, ve f’
stirekli fonksiyonlar olup ¢(0) = f(0) = 0 dir. Ogurcov (1958), (1.46) diferansiyel
denklemi i¢in Lyapunov’un ikinci metodunu kullanarak c¢oziimlerin kararliligimni

inceledi.
Ogurcov (1959), dordiincii mertebeden
x® 4+ fx") +cex" +bx' +ax=0 (1.47)

bi¢cimindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a,b,c pozitif
sabitler ve f siirekli tiirevlenebilen bir fonksiyondur. Ogurcov (1959), (1.47)
diferansiyel denklemi igin Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak ¢6ziimlerin

kararliligini inceledi.
Ezeilo (1962a), dordiincii mertebeden
x@® 4+ ax" +ax" +g(x") +a,x=0 (1.48)

tipindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a,,a,,a, pozitif
sabitler ve g(x") stirekli bir fonksiyondur. Ezeilo (1962a), (1.48) diferansiyel denklemi

icin Lyapunov fonksiyonu yardimiyla ¢ézlimlerin kararliliini inceledi.
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Ezeilo (1962b), dordiincli mertebeden
x® 4 F)x" + ax” + g(x') + a,x = p(b) (1.49)

formundaki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a,,a, pozitif
sabitler ve f(x"),g(x"),g'(x"),p(t) strekli fonksiyonlardir. Ezeilo (1962b), (1.49)
diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov’un ikinci metodunu kullanarak ¢6ziimlerin

kararliligini ve sinirliligini inceledi.
Skidmore (1966), dordiincii mertebeden
x(4) + l/J(x,x’,x”)x”’ + H(x,x’,x”) =0 (150)

tipindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada 6(0,0,0) =0 ve
Y, 0 € C2(R3,R) dir. Skidmore (1966), (1.50) diferansiyel denklemi igin Lyapunov’un

ikinci metodunu kullanarak ¢éziimlerin kararliligini inceledi.

Harrow (1970a), dordiincii mertebeden

x® 4+ ax + bx + cx + h(x) = p(t) (1.51)

formundaki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a,b,c pozitif
sabitler, h siirekli tiirevlenebilir ve p siirekli bir fonksiyondur. Harrow (1970a), (1.51)
diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov fonksiyonu yardimiyla ¢oziimlerin kararliligini ve

sturliligini inceledi.
Harrow (1970b), dordiincti mertebeden
x® +ax"" + f(x") + g(x") + h(x) = p(t) (1.52)

bigimindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a pozitif bir sabit
ve f,g,h,p,g’" ve h' sirekli fonksiyonlardir. Harrow (1970b), (1.52) diferansiyel
denklemi i¢in Lyapunov’un ikinci metodunu kullanarak g¢oziimlerin kararliligini ve

stirliligint inceledi.

Sinha ve Haft (1971), dérdiincii mertebeden

x4 FO)x" + o(x', x"x" +P(x") + 0(x) = p(b) (1.53)
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tipindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada f, ¢, 1, 8 ve p siirekli
fonksiyonlardir. Sinha (1971), (1.53) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov fonksiyonu

yardimiyla ¢oziimlerin kararliligini inceledi.
Lalli ve Skrapek (1971a), dordiincii mertebeden
x® 4+ £("x" + (%) + g(x") + h(x,x") = p(t) (1.54)

formundaki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada fi,f;, h,p,

stirekli fonksiyonlar ve f,(x’,0) = g(0) = h(0,x") = 0 dur.

g,(x,), af2(x' x ),ah(ax,x )

ay
Lalli ve Skrapek (1971a), (1.54) diferansiyel denklemi igin Lyapunov'un ikinci metodu

yardimiyla ¢oziimlerin kararliligini ve sinirliligini inceledi.
Duan (1987), dordiincii mertebeden
x® 4+ Y, x, x")x" +bx" + @, x") +dx =0 (1.55)

bigimindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada b, d pozitif sabitler
ve P, € C! dir. Duan (1987), (1.55) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov’un ikinci

metodunu kullanarak ¢éziimlerin kararliligini inceledi.
Tung (1995b), dordiincii mertebeden
x® 4+ (e x", x", x")x"" + f(x',x") + g(x,x") + h(x)
=p(t,x,x",x",x"") (1.56)

tipindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada ¢, f, g, h, ve p siirekli
fonksiyonlar olmak tiizere @y, @y, @y, fy) gz, gy V€ h' her x,y,z,u icin sirekli
fonksiyonlardir. Tung (1995b), (1.56) diferansiyel denklemi igin Lyapunov'un ikinci

metodunu kullanarak ¢éziimlerin kararliligini ve siirliligimi inceledi.

Tung (2004), dérdiincli mertebeden

x@® + ex")x" + fO,x)x" + gx') + h(x) = p(t, x, x", x", x"") (1.57)
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formundaki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada ¢, f, g, h,g', h' ve
p siirekli fonksiyonlardir. Tung (2004), (1.57) diferansiyel denklemi igin Lyapunov'un

ikinci metodunu kullanarak ¢oziimlerin kararliligini ve sinirliligini inceledi.
Tung (2005c¢), dordiincii mertebeden
x® 4 alx", x")x"" + b(x, x)x" +c(x") +d(x) = p(t,x,x',x",x""")  (1.58)

bi¢cimindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a,b,c,d ve p
stirekli fonksiyonlardir. Tung (2005c), (1.58) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov'un

ikinci metodunu kullanarak ¢o6ziimlerin kararliligini ve sinirliligini inceledi. (1.58)

denklemi,
x' =y,
y' =7z,
z' =u,

u' =—a(z,u)u —b(x,y)z—c(y) —d(x) +p(t,x,y,2z,u),
sistemine denktir.

Teorem 1.5. a,B,y,6,&,u,n Ve g pozitif sabitler olmak tiizere asagidaki sartlar

saglansin:
0<a(z,u) —a<eg,

ii) hery # 0 igin ¢;(y) = B ve c(0) =0,

_ [X:58 y _ 3_2 2
iii) 0 < b(x,y) —u < /4ﬁ vey [, bx(x,y)ydy < (ay)y ,

iv) her x # 0 igind(x)x > 0, herxi¢cin0 <y —d'(x) < gve d(0) =0,
V) hery,zveuigin, afu — Bc'(y) — aya(z,u) = 6,

vi) her y # 0 igin, ¢'(y) —c1(y) <n < %); ve her z # 0,u i¢in a,(z,u) — a(z,u) <
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vii) her y, z ve u igin, yya, (z,u) + Bza,(z,u) = 0.
O zaman (1.58) denkleminin ¢oziimleri asimptotik kararlidir.
Tung (2007b), dordiincii mertebeden
x® + o(x)x"" + flx,x', x")x" + g(x,x") + h(x)
=p(t,x,x',x",x"") (1.59)

tipindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada ¢, f, g, h ve p siirekli
fonksiyonlardir. Tung (2007b), (1.59) diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov'un ikinci

metodunu kullanarak ¢éziimlerin kararliligini ve sinirliligimi inceledi.

Ogundare ve Okecha (2008), dordiincii mertebeden
x® 4+ ax"" + bx" + g(x') + h(x) = p(t) (1.60)

formundaki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a ve b pozitif
sabitler, g,h ve p siirekli fonksiyonlardir. Ogundare ve Okecha (2008), (1.60)
diferansiyel denklemi igin Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak ¢6ziimlerin

kararliligin1 ve sinirhiligini inceledi.

Adesina ve Ogundare (2012), dérdiincii mertebeden
x@® 4+ p(x")x" + Flx)x" + g(x") + h(x) = p(t,x, x", x", x"") (1.61)

bi¢cimindeki lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi. Burada ¢, f,g,h ve p
stirekli fonksiyonlardir. Adesina ve Ogundare (2012), (1.61) diferansiyel denklemi igin
Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak ¢6ziimlerin kararlihigmi ve sinirliligimni

inceledi.

Yukarida verilen c¢aligmalarin yani sira dordiincii mertebeden diferansiyel
denklemlerin ¢éztiimlerinin niteliksel davraniglari iizerine yapilan ¢alismalar igin ilgili

matematik literatiiriine basvurulabilir.






2. MATERYAL VE YONTEM

Giris ve Literatiir Bildirisleri boliimiine bakildiginda ilgili literatiirde ikinci
mertebeden, ti¢lincii mertebeden ve dordiincii mertebeden lineer olmayan diferansiyel
denklemler ile ilgili bircok calismanin oldugu goriilmektedir. Bunun yanisira son
yillarda ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin
global varlig iizerine bazi ¢aligmalar yapilmis olmasina ragmen {igiincli ve dordiincii
mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin global varligi lizerine ¢ok az sayida

calismaya yer verilmistir.

Bu c¢alismada materyal olarak ikinci, {iglincii ve dordiincii mertebeden
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin niteliksel davranislart ile ilgili kaynaklar
boliimiinde belirtilen ¢aligmalar kullanilarak bu calismanin birinci béliimiinde ifade
edilen diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin global varligi ve smirlilig: ile ilgili

literatiire katki saglayacagini diisiindiiglimiiz baz1 ¢calismalara yer verecegiz.

Tezimiz “1. GIRiS VE LITERATUR BILDIRISLERI” ve “2. MATERYAL VE
YONTEM” boliimleriyle beraber yedi béliimden olusmaktadir.

Ik olarak, bundan sonraki boliimde, bu tez ¢alismasinda ele alman diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin global varligi ve smirliligimi incelemek i¢in kullanilacak

yontemler ile ilgili bazi temel tanim, lemma ve teoremler verilecektir.

Calismanin dordiincii bolimiinde Lyapunov’un ikinci metodunu kullanarak
ikinci mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli bir integro diferansiyel denklemin,
ikinci mertebeden lineer olmayan bir integro vektor diferansiyel denklemin ve ikinci
mertebeden lineer olmayan degisken gecikmeli bir integro vektor diferansiyel
denklemin ¢dziimlerinin global varligr ve smirlihid icin yeter sartlar elde edilecek.
Ayrica Lyapunov’un ikinci metodu yerine bir integral esitsizligi kullanarak bu
caligmada ele aldigimiz ikinci mertebeden lineer olmayan integro vektor diferansiyel

denklemin ¢oziimlerinin global varligi ve sinirliligi icin yeter sartlar elde edilecek.

Calismanin besinci boliimiinde Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak {igtincii

mertebeden lineer olmayan bir integro diferansiyel denklemi ve tigiincii mertebeden
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lineer olmayan sabit gecikmeli iki diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin global varligi ve

siirliligl i¢in yeter sartlar elde edilecek.

Calismanin altinct  bolimiinde Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak
dordiincii mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli bir diferansiyel denklemin

¢Ozlimlerinin global varlig1 ve siirlilig1 igin yeter sartlar elde edilecek.

Son boliimde ise tezimizde yaptigimiz ¢alismalar ile literatiirde yer alan bazi

caligmalarin karsilagtirilmasi yapilacaktir.



3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve

teoremler ornekleri ile birlikte verilecektir.
Tanim 3.1.

I, 1; iki aralik ve f, I X R {izerinde tanimli reel degerli siirekli bir fonksiyon

olmak tizere u(t) ve v(t),

{ w = ftu) 3.1)

u(te) =u

ile verilen baslangi¢ deger probleminin sirastyla bu araliklarda tanimli ¢oziimleri olsun.
Eger I; D I ve her t € [ igin u(t) = v(t) ise bu takdirde v(t) ¢oziimii u(t) ¢éziimiiniin
bir siirdiiriilmesi olarak adlandirilir. Eger boyle bir v(t) ¢ozimi yoksa u(t)
sirdiiriilemez olarak adlandirilir ve [ araligina da maksimum varlik araligi denir

(Ahmad ve Rao, 1999).
Tanim 3.2.

D,R™ nin acgik bir alt kiimesi ve (a,b), R de agik bir aralik olmak {izere
f:(a,b) X D - R™ bir fonksiyon olsun. Buna gore (t,, x,) € (a, b) X D noktasinin bir

N komsulugu var ve (t, x,), (t, x,) € N igin,

If (&, x1) — f(&,x2)| < K[xq — x5]

olacak sekilde bir K pozitif sabiti varsa f:(a,b) x D - R™ fonksiyonu (t,,x,)
noktasinda x'e gore Local Lipschitz sartin1 sagliyor denir (Burton, 1985).

Teorem 3.1. (Picard-Lindelof Teoremi)

a,b pozitif sabitler olmak fiizere f(t,u), Bgito <t<ty+a,llu—uyll <b
tizerinde siirekli ve |[f(t,u) — f(t,v)|| < L|lu — v|| Lipschitz sartin1 sagliyor ise bu
takdirde, M = max xep, |lf (t, x)|| ve c = min (a, %) olmak tizere (3.1) baslangig

deger problemi t, < t < t, + a aralig1 lizerinde bir tek u(t) ¢oziimiine sahiptir (Ahmad
ve Rao, 1999).
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Uyar1. Bu tez ¢alismasi boyunca kullanilan norm, Oklid normudur.
Ornek 3.1.

(a0l

baslangic deger problemini goz Oniine alalm S = {(t,u):|t| < a,|u — 2| < b}

dikdortgeni icinde M = maxs{|f(t, )|} = (b + 2) ve ¢ = mm{ < l}’ dir.

_b
a (b+2)2 — 8
Buna gore verilen baslangic deger probleminin [ = [—c,c] = [—%,%] araliginda bir

¢Oziimii vardir ve bu ¢6ziim, u(t) = Py olur. Ayrica,

baslangi¢ deger problemini ele aldigimizda S = {(t, u): |t - %| <a, |u - §| < l_)} i¢in

M ve ¢ sayilar1 bulunabilir ki, I = E — CO,% + CO] arali1 iizerinde son baslangic deger

probleminin bir uy(t) ¢6ziimii bulunabilir. Buna gore,

(t) t e [ ! 1]
u — — —

_ ’ 8’8

v(t) = 11
uo(t), t e [§'§+CO]

fonksiyonuna u(t) ¢oziimiiniin bir stirdiiriilmesidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tanim 3.3.

Q, R™ de sifir1 da igeren agik bir kiime olmak tizere V: Q € R™ = R olsun. Eger

V(0) =0veVx € Q (x # 0) igin,
i) V(x) > 0iseV fonksiyonuna pozitif tanimlidir denir,
ii) V(x) = 0 ise V fonksiyonuna pozitif yar1 tanimlidir denir,
iii) V(x) < 0 ise V fonksiyonuna negatif tanimlidir denir,

iv) V(x) < 0ise V fonksiyonuna negatif yar1 tanimlidir denir (Hsu, 2006).
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Tanim 3.4.

Q, R™ de sifir vektoriinii igeren bir bolge ve V:[0,00) X Q — [0, o) fonksiyonu
verilsin. Eger t = 0 i¢in V(¢t,0) = 0 olmak tizere V(t, x) fonksiyonu pozitif tanimli ve
birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ise bu takdirde V ye bir Lyapunov

fonksiyonu ad1 verilir (Burton, 1985).

Ornek 3.2.
1
V(xy,xp) = 2 (x12 + x22)

fonksiyonu R? de pozitif tanimhdir. Ciinkii V(0,0) =0 ve x; # 0,x, # 0 igin
V(xq,x,) > 0olur.

Tanim 3.5.

i) Bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden
tirevi sadece t bagimsiz degiskenine bagli, bilinmeyen fonksiyon ve daha diisiik
mertebeden tiirevleri t degiskenine ve t’nin t’den Onceki deger(ler)ine bagli ise bu tiir
bir fonksiyonel diferansiyel denkleme gecikmeli veya gecikme argiimanh diferansiyel
denklem (delay differantial equation or differantial equation with retarded argument)

denir,

ii) Bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden
tiirevi sadece t bagimsiz degiskenine bagli, bilinmeyen fonksiyon ve daha diislik
mertebeden tiirevleri t degiskenine ve t’nin t’den sonraki deger(ler)ine bagli ise bu tiir
bir fonksiyonel diferansiyel denkleme ileri argiimanh (advanced argument)

diferansiyel denklem denir,

iii) Tanim 3.5.i ve 3.5.ii deki denklem tiirleri disinda kalan fonksiyonel

diferansiyel denklemlere notral(neutral) diferansiyel denklemler denir (Driver, 1977).

Ornek 3.3.

x")+x'(t—r)—x(t—7r)=p(x(t),x'(t)
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denklemi r > 0 igin bir gecikmeli diferansiyel denklem, r < 0 i¢in ileri argiimanl bir

diferansiyel denklemdir.
Ornek 3.4.

x'(t) —2x(t—r)x'(t—r) =p(t,x(t—71))
denklemi ise notral bir fonksiyonel diferansiyel denklemdir.
Teorem 3.2.

D, (t,u) diizleminde bir bdlge olsun. f € C(D) ve bu bolge tizerinde sinirlt bir
fonksiyon olmak tizere ¢(t) fonksiyonu, (3.1) de verilen baslangi¢c deger probleminin

I = (a, B) aralig1 tizerindeki bir ¢oziimii olsun. Bu takdirde;
) lime,g- () = @(B7) ve limy_ 4+ @(t) = @(a™) vardur.

i) Eger (a,¢(a*)) €D veya (B,9(B7)) €D ise 0 zaman ¢(t) ¢dzimi
sirasiyla ¢ = a nin soluna dogru veya t = f§ nin sagina dogru siirdiiriilebilir (Miller ve

Michel, 1982).
Ispat:
i) @(t), (3.1) de verilen baglangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii oldugundan

Vit t € (a,B) igin

0(©) = po+ [ 1(5.0()) ds
to

olur. f fonksiyonu D iizerinde smirl oldugundan (t,u) € D olmak {izere bir M > 0

sayist i¢in |f(t,u)| < M yazilabilir. Buradan a < t; < t, < f8 igin

0(t2) — p(t)] = f £(s.0(s)) ds| < Mlt, — ],



29

esitsizligi elde edilir. Buradan t,,t, = B~ i¢in ¢@(t,) — ¢(t;) — 0 olur. Bu ise Cauchy
yakinsaklik kriterinden dolayr lim,_z- ¢(t) = ¢(f~) olmasimi gerektirir. Benzer

sekilde lim,_, ,+ ¢(t) = @(a™) oldugu da gosterilebilir.

i) (B, 9(87)) € D oldugunu kabul edelim. Birinci kisimdan dolay1 ¢(87)’ nin

varligin bildigimizden

{ u' = f(t,u)
u(B) =)

baglangi¢ deger probleminin [ — ¢, 8 + ¢] araliginda bir ¢, (t) ¢6ziimii vardir. Simdi
bu ¢6ziimiin t € [ty, B + c] i¢in

0o(©) = 00+ [ £(5.90() ds
to

bagintisini sagladigini gosterelim. t € [ — ¢, B + ¢] igin,

t
0o = 9B + [ (5. 00(5)) ds
B

oldugunu biliyoruz. Ayrica t € (a, B) igin,

0(©) = o+ [ 1(5.0()) ds
to

oldugundan

B
o) =00+ [ f5.0() ds

olur. Boylece

B t t
Po(t) = o + ff(s: ‘Po(s)) ds + ff(s' ‘Po(s)) ds = @ + ff(sr ‘Po(s)) ds
to B to
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elde edilir. Bu ise (a,B) arahiginda tammh ¢(t) ¢oziimiinin (@, B + c] araligina

siirdiiriilebilir oldugunu gosterir (Miller ve Michel, 1982).
Ornek 3.5.

D = (ty,©) X (0,00) ve h, g pozitif degerli iki siirekli fonksiyon olsun. Buna

gore,
u' = h(®)gw)

denklemi i¢in eger f:;% = oo ise bu denklemin bir ¢(t) ¢ozimi (t,, o) araligina

stirdiiriilebilirdir (Miller ve Michel, 1982).
Teorem 3.3. (Routh-Hurwitz kriteri)
L) =2"+a A"+ +a,_ 1A+a,

reel katsayili polinomunun tiim koklerinin negatif reel kisimli olmasi icin gerek ve yeter

sart;

Hn = [bik]i (burada bik = Api—k Olllp eger 2i—k =0ise bik =1ve2i—k<0
veya 2i — k > 0 ise b;, = 0 dir.) matrisinin tiim kdsegen mindérlerinin pozitif olmasidir

(Sanchez, 1968).
Ornek 3.6.

A% + a; 4% + a,A + a3 polinomuna karsilik gelen Hurwitz matrisi,

aqa 1 0
H; =|az a a;| dir. Buna gore verilen polinomun tiim kdoklerinin negatif reel
0 0 a3

kisimli olmasi i¢in a; > 0,a, > 0 ve a;a, — a; > 0 olmalidir.
Teorem 3.4. (Gronwal-Reid-Bellman esitsizligi)

¢ negatif olmayan bir sabit, u(t) ve v(t), [t,, to + a] araliginda negatif olmayan

stirekli fonksiyonlar olsun. Eger
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t

u(t) <c+ fv(s)u(s)ds, t € [ty to + al

to
ise

t

u(t) < cexp fv(s)ds , t €[ty ty+al

to
esitligi saglanir (Ahmad ve Rao, 1999).
Ispat:

w(t) =c+ ft’;u(s)v(s)ds olsun. Buradan, w(ty) = ¢ ve u(t) < w(t) oldugu

agiktir. u(t) ve v(t), [ty to + a] araliginda negatif olmayan siirekli fonksiyonlar

oldugundan dolay1

w'(t) = u(t)v(t) < w(t)v(t), t € [ty to + al

olur. Bu esitsizligin her tarafi exp (— ) tz v(s)ds) ile carpilirsa,

w'(t)exp —jv(s)ds <w(t)v(t)exp —Jv(s)ds ,
to to

olur. Buradan

t

d
_ — <
T w(t)exp f v(s)ds | | <0,

to

elde edilir. Eger bu esitsizligin t, dan t ye integrali alinirsa

t

w(t)exp —Jv(s)ds —w(ty) <0,

to

olur. Boylece w(ty) = c ve u(t) < w(t) oldugundan
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t

u(t) < cexp fv(s)ds , t € [ty to + al

to
elde edilir (Ahmad ve Rao, 1999).
Teorem 3.5. (Gronwal-Reid-Bellman esitsizligi)

f(t) pozitif, siirekli ve monoton azalmayan bir fonksiyon, u(t) ve v(t),

[to, to + a] araliginda negatif olmayan siirekli fonksiyonlar olsun. Eger

t

u(t) < f(t) + fv(s)u(s)ds, t € [ty ty + al

to
ise

t
u(t) < f(t)exp fv(s)ds , t € [ty ty + al

to
esitligi saglanir (Ahmad ve Rao, 1999).
Lemma 3.1.

u,f ve g fonksiyonlari R, = [0,0) iizerinde negatif olmayan siirekli

fonksiyonlar olmak iizere ¢ > 0 sayis1 verilsin. Eger Vt € R, i¢in

u?(t) <c?+2 J[f(s)uz(s) + g(s)u(s)] ds
0

ise Vt € R, i¢in
t
u(t) < p(t)exp ff(s)ds
0

dir. Burada p(t) = ¢ + fotg(s)ds dir (Pachpatte, 1998).
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ispat:

z(t) =c?+2 fot[f(s)uz(s) + g(s)u(s)]ds olsun. Buna gore z(0) = c? ve

u(t) </z(t) oldugu agiktir. u, f ve g fonksiyonlar1 R, = [0,) tizerinde negatif

olmayan siirekli fonksiyonlar oldugundan,

z'(0) = 2(f (Ou2(1) + g(®)u(®))

< 2(f(02(0) + g(O2®) = 2J20 (fOV7D + 9, veeRr,

olur. Buradan

20 (FeVz® + 90),

N
N

~
N/

olup her tarafin 0 dan t ye integrali alinirsa,

t
J2O <p() + f F(W()ds
0

elde edilir. Burada p(t) = ¢ + |, Ot g(s)ds dir. Boylece Gronwal Bellman esitsizliginden,

J20O < p(Dexp j F(s)ds ),
0

olur. Buna gore u(t) < +/z(t) ve p(t) = c + fotg(s)ds oldugu goz oniine alinirsa,

t

u(t) <exp jf(s)ds c+fg(s)ds , vVt € R,
0 0

elde edilir (Pachpatte, 1998).

Lemma 3.2. A, n X n tipnden simetrik bir matris olsun. A nin en kiigiik 6z degeri §, ve

en biiyiik 6z degeri A, olmak {izere her X € R" i¢in

SallX1I? < (AX, X) < AglIXII?
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olur (Mirsky, 1990).
Teorem 3.6. (Peano varhik Teoremi)
t € c Rve D c R"? acik bir kiime olmak {izere
x' = f(t,x(®) (3.2)

sistemi verilsin. Eger f(t,x):D — R™ fonksiyonu stirekli ise (ty,xy) € D igin (3.2)

denklem sisteminin (t,, x,) noktasindan gegen en az bir ¢6ziimii vardir (Hale, 1969).
Ornek 3.5. D = R? icin,
x =x

denklemini ele alalm. x2, D iizerinde siirekli bir fonksiyon oldugundan bu denklemin

en az bir ¢oziimii vardir. ¢ bir sabit olmak tizere t € I\{—c} i¢in x(t) = —i

fonksiyonu s6z konusu denklemin bir ¢oziimiidiir (Hale, 1969).



4. IKINCIi MERTEBEDEN BAZI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERININ GLOBAL VARLIGI VE SINIRLILIGI

4. 1. Giris ve Amacg

Giris ve Literatiir Bildirisleri boliimiinde ifade edildigi gibi ikinci mertebeden
lineer olmayan diferansiyel denklemlerin niteliksel davraniglar1 {izerine birgok ¢alisma

yapilmustir.

Biz bu boliimde Giris ve Literatiir Bildirisleri boliimiinde belirttigimiz, Napoles
Valdes (2001), Tiryaki ve Zafer (2013), Graef ve Tung¢ (2014) tarafindan yapilan
calismalardaki sonuglar1 ikinci mertebeden lineer olmayan integro skaler ve integro
vektor diferansiyel denklemler igin ilgili literatiirde belirtilen ¢aligmalarda kullanilmis

Lyapunov'un ikinci metodu ve Integral esitsizligi yardimiyla elde etmeye ¢alisacagiz.

Simdi asagidaki ikinci mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli integro skaler
diferansiyel denklemini, gecikmesiz integro vektor diferansiyel denklemini ve degisken

gecikmeli integro vektor diferansiyel denklemini ele alalim:

(p(x)x’(t))' +a()f(t,x,x)x"+b(t)g(t,x") + z ci(t)hi(x(t - Ti))

t

=fC(t,s)x’(s)ds (4.1),

0

X)) +AOF X, X)X +EtX)+H(X) = J C(t,s)X (s)ds (4.2),
0

X'+ ARFEX, X)X + Gt X, X) + Z H, (X(t - Tl-(t)))

= fC(t, $)X'(s)ds (4.3).

0

Bu denklemler i¢in ¢oziimlerin global varlig1 ve siirlilig1 incelenecektir.
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4.2. (4.1) Denklemi i¢in Coziimlerin Global Varhg ve Simrliig

Bu kesimde ikinci mertebeden lineer olmayan (4.1) sabit gecikmeli integro
diferansiyel denklemini ele aldik. Bu denklemde p,a ve b, R, = [0,c0) iizerinde
siirekli tiirevlenebilen pozitif fonksiyonlar, f € C(R, X R? R,); g € C(R, X R,R),
h; € CY(R,R) ve C(t,s), 0 <s <t <o icin siirekli bir fonksiyondur. Burada (4.1)
diferansiyel denklemi i¢in Lyapunov fonksiyonu yardimiyla ¢oziimlerin global varligi

ve sinirliligr incelenecektir. (4.1) denklemi,

fC(t 5) (y(()))ds—a(t)f( %)ﬁ—b(t)g(u%)

ch(t)h (x(t))+ch(t) j h (x(s)) (y (())) (4.4)

sistemine denktir.

Teorem 4.2.1. &;, Bi, Ai, A, R ve T* pozitif sabitler olmak tizere asagidaki sartlar

saglansin:

D1<p@ <pve [Ip'@ldu<s,
i)o<m<b(t)<alt) <M, 0<c; <ci(t)<C;vec/'(t) <0,

iii) g(t, 0)—0y¢01<;1n0<g0<g(;y)

< 91.

. Ve |h (x)| <7

t o
V) max jIC(t,s)Ids+J|C(u,t)|du <R, R =0,
0 t

Ciyi-

I
I}jz
.MB

m
Vi) R + 241" < o (ft,x,y) + go), Tt =max{ty, 1y ...,Tn}, 4
1

-
1]
[y
~
1]
[y
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Bu taktirde (4.1) denkleminin tiim ¢6ziimleri stirdiiriilebilir ve siirhdir.

ispat:

_y@®
V) =V(t,x@),y@®) =e gy u(t,x(t),y(0) (4.5)

Lyapunov fonksiyonunu tanimlayalim. Burada u pozitif bir sabit,

1 & 0
U= U(6x@y(0) =33 +pC) Y a(® [ hi(s)ds

+ZA f fy (u) duds+ff|C(u s)|y?(s)duds (4.6)
ve
0(t) = M a;(t) = min{x(0),x(t)}, a,(t) = max{x(0),x(t)}

p(x(®)

olmak tlzere

x'(s)p’ (X(S))
Cp(x(s)

y(t) = ftIH(s)Ids f f ‘p (u ) Tolp’(u)ldu < oo,
0 0 “w

dir. Boylece teoremin (i), (ii) ve (iv) sartlar1 dikkate alinirsa (4.6) dan,

1 L ;
U= Eyz + p(x) Z c;i(t) f h;(s)ds
i=1 0

n x n
1 2 12,1 2
ny +Zcif6isds=§y +§Z(ci5i)x
0 i=
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olur. Burada k = —mm{l Y (ci6)} dir. (x,y) = (x(©),y(t)), (4.4) sisteminin bir

¢ozimii olsun. (4.6) de verilen U (t,x(t), y(t)) fonksiyonunun bu ¢6ziim boyunca t ye

gore tlirevi alinirsa,

U'=yy + x’P'(x)zn: Ci(t)fhi(s) ds + P(x)zn: ¢i'(t) thi(é‘) ds
i=1 0 i=1 0
+chl(t)h (x(t))+Z(A‘r)y —Zl f 2(s)ds + y? (t)fIC(u t)|du

t
- f 1C(t,$)ly?(s)ds
0

t
Of C(t,s )p(y(( ))) ch))f (t, x,ﬁ) y2 —b(t)g (t, ﬁ)y

—yEcmh (x(t))+y2cl<t) ]h () s
+0(OPC) Y a(®) [ M) ds 400 Y /@) [ hi(s) ds
i=1 0 i=1 0

+yici(t>hi(x<t)) +iwi>y2 —izi [ y©ds+y2@ f 1€ B)ldu
i=1 i=1 i=1  t-r ¢

t-7;

- j 1C(t, 5)Iy2(s)ds

: ( o2\ )
o feooigye | srtest)e (")

p(x)
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+chl<t> fh CO) e y() s +00p0) Y a® [ o) ds
i=1 0

n x n n t
40 Y 6@ [ sds+ Y Ardy? = 4 [ y2s)ds
i=1 0 i=1 =1 tiq

t

+2(0) f 1CCu, O)ldu — f 1C(t, $)ly2(s)ds

0

- . 1 e gee qe
elde edilir. Buradan teoremin sartlar1 ve |uv| < > (u?+v?) esitsizligi dikkate alinirsa,

U < f CCe Iy Oy©lds —=(f (6275) +.90 ) v*

+Z<am f y©y)lds + 16012 > €pox* + ) i) y?

t—T;

zn:/’ll fy (s)ds + y? (t)fIC(u t)|du —fIC(t s)|y?(s)ds

i=1

<y? flC(t,s)Ids + flC(t,s)IyZ(s)ds _£<f (t,x,ﬁ) +go)y2
0 0

+Zn:(/1iri)y2+zn:/1i fy (S)dS+I0(t)I—Z(Cﬁl)x +z(/1 )y’
i=1 i=1 t-

n t o t
=Y [ yeds 4y [lew ol - [iee sy as
=1 t-7 t 0

_ <f|C(t,s)|ds + wa(u, )ldu + 2i(/1 m))yz —g(f< x, %) +90)7"
5 . i=1
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+Ho®I5 ) (€
i=1
L m Y P1 C
< <R+2m —E(f(t,x,@)wo))y% |e<t)|7;<c B
<1015 ) (B
i=1

olur. Boylece (4.5) de verilen Lyapunov fonksiyonunda u = secilir ve bu

2k
P1 Z?:l(c iBi)

fonksiyonun (4.4) sisteminin herhangi bir ¢6ziimii boyunca tiirevi alinirsa,

r® <_ 16(0)]

Viit)=e ¥ p U(t,x(6),y(®) + U’(t,x(t),y(t)))

y® Kk Kk
<eH (—IB(t)I;xZ + |9(t)|;x2) =0

elde edilir. Peano varlik teoreminden dolayi, § > 0 olmak iizere (4.4) sisteminin
[to, to + &) araliginda en az bir (x(t), y(t)) ¢o6ziimi vardir. Bu araliin [t,, o) araligina
genisletilebilecegini gostermek istiyoruz. O halde bunun tersini kabul edelim. Yani (4.4)

sisteminin T < oo i¢in [t,, T) lizerinde bir ¢oziimii var ve
lim (lx(@®)] + ly(@®)]) = o0 (4.7)
olsun.

(4.4) sisteminin x(ty) = x, ve y(ty) =y, baslangi¢ sartlarin1 saglayan bir
(x(0),y(t)) ¢bzimiini ele alalm. V(¢ x(t),y(¢)) fonksiyonu (4.4) sisteminin

yoriingeleri boyunca pozitif taniml1 ve azalan bir fonksiyon oldugundan,

V(T,X(T);J’(T)) < V(to, X0, ¥0) = Vo

yazilabilir. Ayrica,

V(T,x(T),y(T)) = e‘@U(T,x(T),y(T)) > ke‘@(xZ(T) +y2(T))
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oldugundan

() +y2(1) < 2%

_¥M
elde edilir. Burada D = ke # dir. Boylece t - T~ igin |x(t)| ve |y(t)| nin sinirh
oldugu kolayca goriilebilir. Bu ise varsayimimizla geligir ve T < co olmasinin miimkiin

olmadigmi T = o olmasi gerektigini gosterir.

Ornek 4.2.1. ki gecikme argiimentli ikinci mertebeden lineer olmayan

(24 )} o (14 ) Gine + arctans’ + 6)x
1+x2 X 1+t2 sinx arctanx X

!

1 x
1 ! 2 -t _ 2 2 -t _
+( + T tz) <3x + Tt x’2> +2(e+e Dx(t—1y) +2(e2+e Hx(t—1,)

t
| i
= | ——=x(s)ds
t+1)?
J (t+1)
integro diferansiyel denklemini ele alalim. Burada

2 1
— — — -t — (p2 -t
a(t) = 1+1+t2' b(t) 1+1+t2' ) =(e+e™), c(t)=(e"+e™)

ve

p(x) _ (2 n Sinx

g xz)' f(t,x,y) = (sinx + arctany + 6), g(t,y) =3y + Y

1+y%

M) =2x  h) =2 C9) =gy

dir. Buna gore

c,=e?<c(t)<e?+1=0C, c,'(t) <0,
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+ o0 + o0
1<px)<3= fll(u)ldu<f<|cosu|+|2usinu )d -
=P =9=Py p = T+uzl " [ +ur)e) ="
t,
3< f(t,x,y) <9, gt,0)=0,y iOigingO=3Sg( y)s4=g1,

hy(0) = h(0) = 0,x # Oigin 2 =2B =2 5, ()] = |0, (x)] =2

X

ve

t (o] t o
s t 3
C(t,s)|d C(u, = — ———du<-=R,
fl (t,s)] s+f| (u,t)|du f(t+1)2ds+f(u+1)2du > R
0 t 0 t

olur. Bu ise Teorem 4.2.1 den dolay1 ele alinan denklemin tim c¢oziimlerinin

stirdiiriilebilir ve siirli oldugunu gosterir.

4.3. (4.2) Denklemi i¢in Coziimlerin Global Varhg ve Simrhihg

Bu kesimde ikinci mertebeden lineer olmayan (4.2) integro vektor diferansiyel

denklemini ele aldik. Bu denklemde r fonksiyonu pozitif siirekli artan bir fonksiyon,

teR, =[0,0), X€R", A ve F matrisleri n x n mertebeden degismeli simetrik

matrisler, E: R, X R" - R", H:R™ - R™ ve C(t,s), n Xxn mertebeden siirekli bir

matristir. Burada (4.2) diferansiyel denklemi i¢in farkli kosullar altinda sirasiyla

Lyapunov'un ikinci metodu ve Integral esitsizligi yardimiyla ¢oziimlerin global varlig

ve smirlilign incelenecektir. X' = Y olmak iizere (4.2) denklemi,

X =v,
1 [ ®, 1 L
, r
Y = mbfC(t,S)Y(S)dS—my—mA(t)F(t:X:Y)Y_@E(t' Y)
—1 H
0 (X)

sistemine denktir.

(4.8)
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Teorem 4.3.1. kq, k,, ks pozitif sabitler ve A; (i = 1,2,...,n) 6zdeger olmak {izere

asagidaki sartlar saglansin:
n
DY et y) 20, E@Y) = (ent ), 2t y2), s enlt, ),

i) L(F(&,X, V) =k, L(AQD) = kyve L,(Ju(X)) = ks,
1
111)( D < )

t o)
iv) f 1C(t, $)lids + f 1CCw O)lldu < R,
0 t

r(6)
V)<R—ﬁ> 0.

Bu taktirde (4.8) sisteminin tiim ¢oztimleri siirdiirtilebilir ve sinirhdir.

Ispat:

V=V(tXY)= (Y Y) +E (H(O'X) X)da+JJI|C(u Y ($)|?duds (4.9)

Lyapunov fonksiyonunu tanimlayalim. Burada H(X) = fol Ju(6X)Xdo olmak tizere

H(0) = 0 ve — H(0X) = J,(cX)X dir. Boylece

1

d 1 1
Ef(H(aX),X)dU = fa(]H(aX)Y,X)da + f(H(aX), Y)do
0 0

0

1

_ f —(H(GX) Yydo + f (H(aX),Y)do

0

o(H(@X), V)] = (HCO,Y)

yazilabilir. Buradan
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11
f(H(O'X) X)do = f f(ale(alazX)X X)do,do,
00
11 .
sz(allc3)(,)()cza2cza1 =73||X||2 (4.10)
00

esitsizligi dikkate alinirsa,

=—||Y<t)||2 +ﬁ <H(ax> X)do + j f 1CCw Y () 1 duds
> ZIVOI? + +— [ [Cn@onnn 0 dodo,
00
1 1 1 1
2 IWOI + = [ [(o1ksx, X) dosdo,
00

1 ks
25 YOI + 5 = IX@I? = 0

olur. (X,Y) = (X(t),Y(t)), (4.8) sisteminin bir ¢oziimi olsun. (4.9) da verilen

Lyapunov fonksiyonunun bu ¢6ziim boyunca t ye gore tiirevi alinirsa,

, 1 1
! r 1 1 d
V= (V,Y) + (@) f (H(oX),X)do +ﬁ<_ f (H(aX),X)da)

0

o) t
Ok f 1CCw, 0l du — f 1CCE Y (s)12ds
t 0

_1 r® 1
= r(t)oj(Y(t),C(t, s)Y(s))ds ) (Y(6),Y(t)) e )(Y(t) JARF (6, X, Y)Y (8))

_ﬁ“/(t) JE(E, Y))_EW H(X)) - Z(t)f(H(GX) X)do +ﬂ(H(X) Y)
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[°e) t
HIY @2 f 1€, ©)lldu — f 1CC Y () lI2ds
t 0

elde edilir. Buradan teoremin sartlar1 ve (U,V) < ||U|IIVIl, NUVII < UV,
21UV < AIUNZ + IVII2) esitsizlikleri dikkate alinirsa,

V< f Y ONICE )Y (s)llds (())um)nz FIY @I j 1w, Blldu
- f 1CCE )Y (s)12ds
0
t ,(t) 0
< f 1CC MY OIY©llds =2 YOI + 1Y ©OIF f 1€, Blldu
0 t
- f 1CCE )Y (s)12ds
0
< j I IAYON + 1Y )I12)ds —:((—;)nm)nz F YOI f 1CCw, B)lldu
0 t

t
- f 1CCe )Y () I2ds
0

r'(®)

2
FO) Y (ol

< j Ic( s)llds + j 1w Olldu | YOI -
0 t

< ||Y<t)||2( ((t))) 0

olur. Peano varlik teoreminden dolayi, 6 > 0 olmak lizere (4.8) sisteminin [tg, ty, + &)
araliginda en az bir (X (1), Y(t)) ¢oziimii vardir. Bu arahigmn [ty,o0) araligina
genisletilebilecegini gostermek istiyoruz. O halde bunun tersini kabul edelim. Yani (4.8)

sisteminin T < oo igin [t,, T) lizerinde bir ¢ozliimii var ve
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Lim (X1 + Y (D) = o0 (411)

olsun.

(4.8) sisteminin X(t,) = X, ve Y(t,) =Y, baslangi¢ sartlarin1 saglayan bir
(X(6),Y(t)) ¢bzimiinii ele alalim. V(& X(t),Y(t)) fonksiyonu (4.8) sisteminin
yorilingeleri boyunca pozitif tanimli ve azalan bir fonksiyon oldugundan,

1

V(T,X(T),Y(T)) = (Y Y)+ —= [(H(6X),X)do < V(ty,Xo,Yy) —k =V, — k

(T)

olur. Burada k = fOTffIIC(u,s)IIduIIY(s)IIst dir. Boylece t » T~ igin [|X(t)|| ve
IY (®)]| nin simurl oldugu kolayca goriilebilir. Bu ise varsayimimizla celisir ve T < oo

olmasimin miimkiin olmadigin1 T = oo olmasi gerektigini gosterir.
Ornek 4.3.1.

(4.2) denkleminde gegen skaler fonksiyon, katsayr matris ve matris

fonksiyonlarini sirasiyla 6zel bir durum olan n = 2 i¢in asagidaki gibi segelim:
r(t) = e?t

x2+y,2+43 2

2 + t? 1 [
A(t) = , F(t,X,Y) = ,
(t) 2 ( ) 2 x2+vy,2+3

1 2+t

E@Y) =1 Y2, HEX)= [x13+x1],

x,3 + x,
ve
V2s 0
Ct,s) = (t+1)3
) \/is
(t+1)3
Boylece her t > 0 i¢in
1 1 r'(t) 2e?%
—=—<1, = =2, M(A@®))=1+1t? (A1) =3 +t?
r(t) e2t — r(t) et 1( ()) + 2( ()) +



47
MEGEX)=x2+y2+1,  LFEXY))=x%+y2%+5,
n=2
Z yiei(t,y) =y +y,°% /11(]H(X)) =3x,%+1, AZ(]H(X)) =3x,% +1,
i=1

t 0 t [es)
[ las + [l o= [ 24 + 2 ottt 3
SIS W Yl s® O N () El
0 t 0 t

olur. Bu ise Teorem 4.3.1 den dolayr ele alinan denklemin tiim g¢o6ziimlerinin

stirdiiriilebilir ve sinirli oldugunu gosterir.

Yukarida ele aldigimiz (4.2) denkleminin ¢oziimlerinin global varhigi ve
sinirhiligmi farkli kosullar altinda bir Integral esitsizligi yardimiyla inceleyecegiz. Buna

gore (4.2) denklemini,
X(to) = Xo X'(ty) = X3 (4.12)
baslangi¢ deger sartlar1 altinda g6z oniine alalim.

Teorem 4.3.2. kyq, k,, ks pozitif sabitler ve A;(i = 1,2,...,n) 06zdeger olmak iizere

asagidaki sartlar saglansin:
n
l) Z ei(tl x’i)x’i = 01 E(tl X’) = (el (tl xll)l =) (tl x,2)i ey e‘n(tr X’TL))
i=1

i) 2; (F(6,X,X)) 2 ky, 2,(A(8)) = kep ve 4,(Ju (0)) = k3.

Bu takdirde (4.2),(4.12) ile verilen baslangi¢ deger probleminin [¢,, o) tizerinde tanimli

bir ¢6ziimii vardir.
Ispat:

Peano varlik teoreminden dolayr (4.2),(4.12) baslangi¢ deger problemi § > 0
igin [ty,ty + &) tizerinde tanimli bir ¢oziime sahiptir. Bu araligin [t,, o) araligina
genisletilebilecegini géstermemiz gerekiyor. Bunun tersini kabul edelim. Yani T < oo

i¢in [t,, T) araliginda bir ¢oziim var ve (4.11) esitligi saglansin.
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(4.2) denklemi, X'(t) ile carpilip t < T igin [to,t] aralif1 {izerinde integrali

alinirsa,

t t t

fr'(s)(x’,x’) ds + fr(g)(X”,X’)dH f(A(s)F(s,X,X')X',X')ds
to

to to

+ f(E(s,X'),X')ds+ f(H(X),X')ds = f(f C(t,w)X (w)du,X'(s))ds

olur. Buradan,

t t

.o 1 , 1 , 1 ,
fr(sxx X)ds = Sr(©)]|x ol - Sro|x )|’ = j r'()||X'(s)||” ds,

to to

t 1 1

f (HX),Xds = f (H(aX (), X(t))do — f (H(oX(ty)), X(to))do
to 0 0

esitlikleri ve teoremin sartlar1 dikkate alinirsa,

t 1

1 , 2 1 , 2
SOOI +5 [ @I G ds + [H(ox©) x@hdo

to 0
<K+ j (P(s),X'(s))ds (4.13)
to

yazilabilir. Burada,

K = 2r(to)||X )| + [, (H(0X (o)), X(to))do ve P(s) = f; C(t,w)X '(u)du dir.

Boylece, (4.10) ve (U, V) < ||U||||V]| esitsizligi dikkate alinirsa (4.13) den,

, (1 , ,
rOIX I < k42 [ (IR + 1P G| ds (414)
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1
elde edilir. Burada K, = 2K dir. v(t) = r2(t)||X'|| olmak iizere (4.14) e Lemma 3.1

uygulanirsa,

t

r%(t)”X'” <y(t)|K, + fr_%(s)IIP(s)IIds (4.15)

to

olur. Burada ¥ (t) = exp (%ftz :((SS)) ds) dir. Boylece t—> T~ igin ||X|| nin sinirh

oldugu kolayca goriiliir. Ayrica (4.13) den,

] (H(oX(©),X())do < K + J (P(s),X'(s))ds (4.16)
0 to

yazilabilir. (4.10), (4.15) ve (4.16) esitsizlikleri dikkate alinirsa,

t
Kk
73||X||2 <K+ fllP(S)llllB(S)ll ds (4.17)
to
elde edilir. Burada [|B(s) || = r2(00y(0) [Ky + [ r2()IIP(s)llds] olup ¢ T~ igin

|IX]| nin sinirli oldugu kolayca goriilebilir. Sonug olarak || X(¢t)|| ve ||X (t)” nin smirh
olmalar1 kabuliimiizle ¢elisir ve T < o olmasinin miimkiin olmadigin1 T = oo olmasi

gerektigini gosterir.
Ornek 4.3.2.

(4.2) denkleminde gegen skaler fonksiyon, katsayr matris ve matris

fonksiyonlarini sirasiyla 6zel bir durum olan n = 2 i¢in asagidaki gibi secelim:

r(t) = et,
4+t2 1 [x12+y12+2 1
A(t) = ) F(t,X,Y) = )
© 1 4 + t? ( ) 1 X2+ y2+2
X3 + 2x
Et,X’ =xl .X,, H(X =[1 1]'
X)) =[x" x] X) 55 + 2%,

ve
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"(s)
0
C(t,5) {1”1,2(5) %,/ (5) }
1+ x,'%(s)

Boylece her t > 0 i¢in
r@®=e'>0 NAM)=3+1t%  2,(A@®)=5+1¢?

MEGEX)=x2+y2+1,  LFEXY))=x%+y%+3

n=2

Z x'e(tx) =x"" + % M(a00) =3x2+2, (x(X))=5x"+2,

i=1

olur. Bu ise Teorem 4.3.2 den dolayr ele alinan denklemin tiim g¢dziimlerinin

stirdiiriilebilir ve sinirli oldugunu gosterir.
Teorem 4.3.3.

X(t) (4.2),(4.12) ile verilen baslangic deger probleminin bir ¢6ziimii olsun.
Teorem 4.3.2 de verilen sartlara ilave olarak asagida verilen sartin saglandigini

varsayalim:

(o]

j F2(S)IP(s)[lds < oo (4.18)

to
bu taktirde (||X(t)|| + ||X'(t)||), [to, o) lizerinde smirhdir.

Ispat: (4.13) esitsizliginden
j (H(oX(®),X(t))do <K + f (P(s),X'(s))ds (4.19)
0 t

ve

r@|X' O < k2 + 2 f||p(s)||||x'(s)|| ds (4.20)
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1
yazilabilir. v(t) = rE(t)”X || olmak tizere (4.20) ye Lemma 3.1 uygulanirsa,

t

r%(t)||x'|| <K + fr—%(s)up(s)uds (4.21)

to

elde edilir. Burada r pozitif, siirekli artan bir fonksiyon oldugundan her t > t, i¢in
r(t) = r(ty) olup (4.21) den,

o

X < 720 | K + f r2(s)IP(s)llds | = K, (4.22)

to

olur. Ayrica (4.21), (4.19) esitsizliginde yerine yazilirsa,

1 2 s
f(H(aX(t)),X(t))da <K+ fr_?(s)IIP(s)II K, + fr_f(u)IIP(u)Ildu ds
0 to to

olur. Boylece (4.10) ve (4.21) esitsizlikleri dikkate alinirsa,

k 1 o
SIKIP < K+ Kor2(eo) [ r 2Pl ds = K, (423)
to
elde edilir. Sonug¢ olarak (4.22) ve (4.23) den || X(t)|| + ||X(t)|| toplaminin [t, o)

tizerinde sinirl oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 4.3.4. Teorem 4.3.2 de verilen sartlara ilave olarak asagida verilen sartin

saglandigini varsayalim:
C(ts)=0 (4.24)

bu taktirde (4.2),(4.12) ile verilen baslangi¢ deger problemi [t,, o) tizerinde taniml bir

¢ozlime sahiptir.

Ispat:
Teorem 4.3.2 nin ispatina benzer sekilde (4.2), (4.12) ile verilen baslangi¢ deger
probleminin T < oo igin [ty T) araliginda bir ¢6ziimii var ve (4.11) esitliginin

dogrulugunu kabul edelim.(4.13) esitsizliginden,
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1 | 1 t | 1
Sr@|lx o + 5 f r'()||X'(s)||* ds + f (H(oX (1)), X(t))do < K
oludugundan,
1
f (H(oX(®)),X(t))do < K (4.25)
0
ve
1 Y
Er(t)||x O <k (4.26)

yazilabilir. Boylece (4.10) ve (4.25) den

xnz <2 (4.27)
ks

olur. Buradan t - T~ i¢in |[X(¢)|| nin smrl oldugu kolayca goriiliir. Ayrica r
fonksiyonu pozitif siirekli artan bir fonksiyon oldugundan her t > t, igin r(t) = r(t,)
olur. Boylece (4.26) dan

K@ < o (4.28)
r(to)

elde edilir. Bu ise t » T~ igin ||X(t)|| nin smirli oldugunu gosterir. Sonug olarak
|X(®)| ve ||X (t)” nin sinirli olmalar1 kabuliimiizle ¢elisir ve T < oo olmasinin

miimkiin olmadigin1 T = oo olmasi gerektigini gosterir.
4.4. (4.3) Denklemi I¢in Coziimlerin Global Varhg ve Simrlihg

Bu kesimde (4.3) de verilen ikinci mertebeden lineer olmayan degisken
gecikmeli integro vektor diferansiyel denklemi igin ¢oziimlerin global varligi ve
siirliligi incelenecektir. Bu denklemde t € R = [0, ) olmak iizere X € R", A ve F
matrisleri n X n mertebeden degismeli simetrik matrisler, G: R* x R" x R" - R",

H:R™ - R" ve C(t,s), nxn mertebeden siirekli bir matristir. Burada (4.3)
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diferansiyel denklemi i¢in ifade edilen bir teoremin ispati yapilarak konu ile ilgili bir

ornek verilecektir. X' = Y olmak iizere (4.3) denklemi

X =Y,
Y = f C(t,s)Y(s)ds — AQF (X, Y)Y —G(t, X, Y) — 2 H; (X))
+ Z f Ju,(X())Y(s)ds (4.29)
=1 t—7;(t)

sistemine denktir.

Teorem 4.4.1. w;, B;, 0y, 6;, kq, k, pozitif sabitler ve A;,4;(i,j = 1,2,...,n) dzdegerler

olmak iizere asagidaki sartlar saglansin:
n
l) Z Vi gi(t! Xi» yl) =0, G(t, X, Y) = (gl (t' X1, yl)' 92 (t, X2, yZ)f e gn(t' Xn, yn))i
i=1

i) 4,(F(t, X, 1)) = ky, Li(A@®) 2 kz,ve 8; < 25 (Ju, (X)) < B,

i) [lCC9)lds + [ 6w, Dlldu < R = (6 + o
0 t i=1

Bu takdirde 0 <y <1 olmak iizere eger, 0 < 7;(t) < pu;, 7,/(t) <vy, ve
riBi=Yk0:(1—v), (i=1,..,n) ise 0 zaman (4.29) denklem sisteminin tiim

¢Oziimleri siirdiiriilebilir ve siirlidir.
Ispat:
n

V=V(XY)= %(Y, Y) + Z f(Hl-(aX),X)da + Zn: o, fo fIIY(u)IIZ duds
i=1

i=10 = —7;(t) t+s

+!!IIC(u,s)IIIIY(s)IIZduds (4.30)
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Lyapunov fonksiyonunu tanimlayalim. Burada H;(X) = [ 01 Ju,(6X)Xdo olmak iizere

H;(0) =0ve aa—oHi(aX) = Ju;(6X)X dir. Buna gére

% i (H;(6X),X)do | = Zfa(]Hi(aX)Y,X)da+if(Hi(UX)r”dU

1 n
i=10 i=1 i=19

NgE

o

L

faai(Hi(aX), Y)do + i f(Hi(aX), Y)do

1l
=

i=19

n

F o
j% (o(H;(6X),Y))do = ZU(HL-(UX), Y)I(l)
0

i=1

NgE

l

1l
oy

= Zn:(Hi(X), Y),

yazilabilir. Boylece

NgE

1 11
f(Hi(aX),X)da = ff(alei(alazX)X,X)dazdal
0 00

n
i=1 i

1l
[y

=

N| =

1 1 n
j J (0,6:X, X) do,do, = Zaiuxuz (4.31)
00 i=1

n
i=1
esitsizligi dikkate alinirsa,

1

n n 0 t
V=Y + Yy [ tticon), 3000 + Do [ [ivaore duds

i=19 —1;(t) t+s

4 j j 1€ Y () 1 duds
0t

1 , Ix ,
> ZIVOIP +5 ) alX]
i=1
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> k(YOI + IX(O11*)

olur. Burada k =%min{1,2?=1 53 dir. (X,7) = (X(@®),Y(®)), (4.29) sisteminin bir

¢oziimii olsun. (4.30) da verilen Lyapunov fonksiyonunun bu ¢6ziim boyunca t ye gore

tirevi alinirsa,

1 n
| <Hi<aX),X>da> > an@Ir@I?
0

n
i=1 i=1

V’—(YY’)+d
A dt

n t

“Ya-w®) [ IePds+IvOP [lcwold
t

1=1 t—7;(t)

- j IC Y (s)II2ds
0
t
= f (Y(),C(t, 5)Y(s))ds — (Y (£), A(DF(t, X, Y)Y (£)) — (Y (), G(t, X, Y))
0

n n t n
SN Y [ @ (KE)Y s + Y HOO.Y)

=1 t-7y(t)

t

+ GOV -y o (1-w®) [ VGl ds

i=1 t—1;(t)

=]

HIYOI? j 1CCw O)lldu — j 1CCE Y ()12ds
t 0

elde edilir. Buradan teoremin sartlar1 ve (U,V) < ||UIVI, NUVII < UV,
20UV < (IUII? + [IVII?) esitsizlikleri dikkate alinirsa,

t

v's [Iv@llicevelds+ Y g | Ir@Iveids
0

=1 t-7(t)



56

n t

+ zn:(aiuz)IIY(t)II2 - Z o1 (1=7) f
L t—t

i=1

IY()II? ds + 1Y (D12 fIIC(u. t)lldu
; t

4

- f IC Y (s)II2ds

< [lce MY @Y ©llds + Y pr@ @I+ Y g [ IIds

=1 t-7y(0)

n

£ @IY@IP =) o (1=7) j Y I ds + 1Y @11 j 1€ (u, ) 1 du
i=1 t-1; t

i=1

- j ICCE )IY(s)12ds
0
t t n
<Y f IC (e s)llds + f @MY EIEds + Y B+ o IV DI
0 0 i=1
HIYOI? j 1CCw O lldu — j 1CCE )Y ()12ds
t 0

<| [Neslds + [Ic Oldu+ Y @ +au | ¥ @I
0 t i=1

<RIY®OI? < ks,

elde edilir. Burada k; = % dir. Yukaridaki esitsizligin iki tarafinin 0 dan t ye integrali

alinirsa,

V(t) <V(0) + k3 JIV(S)ldS
0

olur. Boylece Gronwal-Bellman esitsizliginden,
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V(t) < V(0)ekst (4.32)
elde edilir.

Peano varlik teoreminden dolay1 6 > 0 olmak tizere (4.29) sisteminin [t,, t, + &)
araliginda en az bir (X (t), Y(t)) ¢oziimi vardir. Bu araligin [ty, ) araligina
genisletilebilecegini gostermek istiyoruz. O halde bunun tersini kabul edelim. Yani bu

sistemin T < o ig¢in [t,, T) tizerinde bir ¢éziimii var ve
Lim (IX@Il + IV (DI = oo
olsun.

(4.29) sisteminin X(t,) = X, ve Y(t,) =Y, baslangi¢c sartlarin1 saglayan bir
(X (v), Y(t)) ¢Oziimiinii ele alalim. Buna gore (4.32) den,

V(T) <V (0)eksT =k,

olur. Ayrica V(T) = k(IIX(DII*> + 1Y (D)%) oldugundan,
2 2 ky
X + 1Y (DI =%

elde edilir. Boylece t - T~ igin |[X(t)[|ve [|[Y(t)|]] nin smurh oldugu kolayca

gorllebilir. Bu ise varsayimimizla c¢elisir ve T < oo olmasinin miimkiin olmadigini

T = o olmasi gerektigini gosterir.

Ornek 4.4.1. (4.3) denkleminde gecen katsay matris ve matris fonksiyonlarim sirasiyla

6zel bir durum olan n = 2 i¢in asagidaki gibi segelim:

5 24 v,24+4 1
a0 =" 2L Pexn =TT ey tea)

2 3+t 1 Xty +4

B _rarctanx; + x; _ [sinx1 + 2x1]
G(trXr Y) - [yl yz]’ Hl(X) - [arctanxz + XZ] ’ HZ(X) - Sinxz + 2-XZ

ve
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S
—_— 0
C(t,s) = (t+1)3 )
(t+1)3

Boylece her t > 0 igin,
LMAW®) =1+t 2,(A@®) =5+ t?

MFGXY))=x2+y2+3,  LFGXY))=x%+y%+5

2
Z yi 9i(t, x;, y1) = y1% + ¥,°
i=1

M (]Hl(X)) = 1+Tle; Az (]Hl(X))= 1+szr
A (]H2 (X)) = 2 + cosxy, Az (]H2 (X)) = 2+ cosx,
ve
t 0 t %)
V2s V2t 2t2 4+t
beIC(t,s)IIds +!|IC(u, t)||du = !mds + J OFSOE du = NP TCTENE
3v2
< _l
-7

olur. Bu ise Teorem 4.1.1 den dolayi, ele alinan denklemin tiim g¢o6ziimlerinin

stirdiirtilebilir ve sinirlt oldugunu gosterir.



5. UCUNCU MERTEBEDEN BAZI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERININ GLOBAL VARLIGI VE SINIRLILIGI

5. 1. Giris ve Amacg

Bir onceki bolimde ikinci mertebeden lineer olmayan bazi diferansiyel
denklemlerin global varligi ve sinirlilig1 igin yeter sartlar olusturuldu. Bu bdliimde ise
Giris ve Literatiir Bildirisleri boliimiinde belirttigimiz Oudjedi ve ark. (2014) ve Remili
ve Oudjedi (2014) tarafindan yapilan galismalar temel alinarak iiciincii mertebeden
lineer olmayan bir integro diferansiyel denklem ve sabit gecikmeli iki diferansiyel
denklem igin ilgili literatiirde belirtilen ¢aligmalarda kullanilmis Lyapunov'un ikinci

metodu yardimiyla ¢6ziimlerin global varligi ve sinirliligi incelenecektir.

Asagida belirtilen iiciinci mertebeden lineer olmayan integro diferansiyel
denklemini ve {iglincii mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli diferansiyel

denklemlerini ele alalim:

(a®O@E®x'®)') +aOf 6 xx)x" + b© gt )x' + c(OhR)

t

= j C(t,s)x'(s)ds (5.1),

0
(e E@x'®)') +al®p(tx(©), 2 O)x"©) + bE)F (&,x(0)x'(©)

+c(®Og(x'(t =)+ dOh(x(t — 1)) = e(t) (5.2),
(p()x")" +a(®)f(t,x,x)x" + b()g(x,x") + Z ci(®hi(x(t — 1)) =p(t) (5.3).

Bu denklemler i¢in ¢ézlimlerin global varlig1 ve sinirliligi incelenecektir.
5.2. (5.1) Denklemi icin Céziimlerin Global Varhg ve Stmrlihg

Bu kesimde iigiincii mertebeden lineer olmayan (5.1) integro diferansiyel

denklemi igin ¢dziimlerin global varligi ve sinirliligr incelenecektir. Bu denklemde p ve



60

q, R, tzerinde siirekli tiirevlenebilen pozitif fonksiyonlar, a,b,c € C 1(]R+, (o, 00))
feEC(R, xR*,R,), geC(RxRR,), he C(RR) ve C(t,s), 0<s<t<o
igin siirekli bir fonksiyondur. Burada (5.1) denklemi i¢in ifade edilecek bir teoremin

ispat1 yapilarak konu ile ilgili bir 6rnek verilecek. (5.1) denklemi,

;L 1
G
oL
TON
t ()
'’ YS) o _ _
z —JC(t,s)p(s)ds A(t)z — B(t)y — c(t)h(x) (5.4)

sistemine denktir. Burada

A0 a(t) f<t y)

“ @@’ \"Tp®
ve
_ ' Y
s [POP 90 ey (625%5)
p*(t)
dir.

Teorem 5.2.1. ay, a4, ¢g, 69,61, m,n, L, M ve N pozitif sayilar olmak iizere asagidaki

sartlar saglansin:

D m<q() <p(®) <M, —-L<p'(t) <q'(t) <0vep'(t) =20,
ii) h(0) = 0, x # 0 igin "2 > 6, ve |I'(x)| < &,

ii)ay, <a() <a,vead(t) <0,
Vn<c()<b(t)<Nve—-N<b'(t)<c'(t) <0,

VO<fo<fltx,y)<fi, 0<go=<g(tx) <gsvefi(t,x,y) <0, g(t,x) <0,



61

o t
mz
vi)flC(u, t)|du +7f|C(t,s)|ds < m?c,.
¢ 0

Bu taktirde
LM?a N La aMé
d=—31f1, a2=ﬂ+ 1];1, 82=mn(1— 1)
m nm nm 9o

1 1
Co = M(n(go —aMéy) —d)ve ¢, = M<af131ao — 1)

olmak iizere eger

i<a<ﬂ<1vec <c
foao Mé; — 0=

ise 0 zaman (5.4) denklem sisteminin tiim ¢oziimleri siirdiiriilebilir ve smirlidir.

Ispat:

0(t)
V=V(tx®),y(),z1t) =e k U(t,x(@),y(t),z({1)) (5.5)

Lyapunov fonksiyonunu tanimlayalim. Burada k pozitif bir sabit,

2

U =U(t,x(®),y(®),2(t)) = p(t)c(®H (x) + aq()B(t) y? +ag(®)c(h(x)y

2

t oo
1 5 5 y=(s)
+§(A(t)q(t)y + az® + 2yz) +!!|C(u,s)|—p2(s) duds (5.6)

ve

aM ( 2a,fip"* () = p(OONg:p'(8)

D) = T p3(t) azcl(t)
olmak iizere,
_( _aM [ (2a/p7® —p@ONgp' ()
0(t) = jD(S)dS 2 p3(t) —a,c'(t) |ds

0
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t
p'(s) p'(s) aMNg, aa,MN
< aMa,f; Of (‘ pz(s)> <— (s) ) dsds + om + 5

ML MN MN
<aa1 f1+a g1+aa2

< oo,
m2 2m 2

dur. Ayrica H(x) = f;c h(u)du olmak iizere |x| — oo i¢in H(x) - o0 ve x # 0 i¢in
H(x) > 0 dir. (5.6) dan,

h 2
0, = 5a@so(y+ i)
2 hZ
U, = pOcH) - LI

Uy = (2 +§)2 +%y2 (aa) )

tf' 2() duds,

olmak tizere U(t) = U, + U, + U5 + U, olarak yazilabilir. Buradan Teorem 5.2.1 in (i),

OS”

(iii), (iv) ve (v) sartlar1 dikkate alinirsa,

h 2
0= 50@s0 (y+<Gr2) =0

olur.

c(t)g(t,x) < p(t)B(t) oldugundan Teorem 5.2.1 in (i), (ii), (iv) ve (V) sartlar1 dikkate

alinirsa,

Up = p()c(t)H (x) -

aq(t)c®®h*(x) _ aq(t)c(t)
2B(0) Pl (t)f ( POBO

——hn' (u)) h(u)du

><

j 828,
2 )

(=]
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elde edilir.

&5 ve 6, yeterince kiigiik pozitif sabitler olmak tizere Teorem 5.2.1 in (i), (iii)
ve (V) sartlar1 dikkate alinirsa,

2

_a y 1

Us = E(Z + E) SY (A(t)q(t) - —)
> 83y% + 8,22

yazilabilir. Boylece U(t) = U, + U, + Uz + U, oldugundan

6260 2

U(t) = + 832 + 6,22 = 65(x2 + y2 +2z2) = 0,

elde edilir. Burada 65—mm{ 280 63,64} dir. Bu ise V(t x(t),y(t), z(t))>0

oldugunu gosterir.
(x,y,z) = (x(t),y(t), Z(t)), (5.4) sisteminin bir ¢6ziimi olsun. (5.6) de verilen
U (t, x(t),y(t), Z(t)) fonksiyonunun bu ¢éziim boyunca t ye gore tiirevi alinirsa,

2 2

U = (p(t)c(®)) H(x) + c(OR()y + aq' (O)B(L) y? + aq(f:)}.ﬁf’(f:)y7 + aB(t)yz

+a(q(f)c(t))'h(x)y+aq;(at()c)( w0y + acoh(oz + A1) (t)zq(t)) y?
t
C(t,s)y(s) 72
+A()yz + az!Wd —aA(t)z? — aB(t)yz — ac(t)h(x)z + — e
) g
o j p(s) 1C(u, )] du

_ t y2(s)
0f|c<t,s>|p2( d

2 2
= (P(OCO) HE) + g (OBO) % + aq(OB'(©) %+ a(a(De(®) h(x)y
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aq(®)e®) ., . (A<t>q<t>)’ 2

e h'(x)y* + > — aA(t)z? +—() B(t)y
tC(t,s)y(s) y*(s )
+(y+az)bf 0s) 2(t)flC(u t)|du — fIC(t S)| —=——= (s )

olur. Burada (q(£)c(t)) = q()c'(t) + ¢’ (t)c(t) oldugundan,

aqg B@) , a(a®c®)BE® , ag®)c'®BO ,
2 7T 2c¢) 7 2¢(t)

yazilabilir. Boylece

aq(O)B' ()  aq(t)c’' (®)B() A(t)q’(t)+6(t)>yz

U =F(txy)+ < > — 2000 + >

1 FCe, s)y(s) N
y2(s )

j 012y ds
elde edilir. Burada
F(t,x,y) = (p(O)c(®)) H(x) + %B(t)y2 +a(q®)c®) h(x)y
ve

_AMq@) | aq®)e(®)
G(t) = o+ =0 h'(x) — B(t),
dir.

(p()()), HE) +

(a@®e(®) o +ah(x)y)

F(t,x,y) = (q(©)c®)’ (
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= (¢(®)c(®)’ (—EZESZEZ; H(x) + %@B(t) <y + c(;)(%x))z - acgz}(i)(x))
yazilabilir. Teorem 5.2.1 in (i), (iv) ve (v) sartlarindan % > % <=
oldugundan,
F(t,%y) < (4(©)c®) (H(x) - %)
< (q(®)c®))’ jx <1 - %h’(u)) h(u)du
0
< (q(®c®)’ fx (1 - “15051) hwdu < (g(Oc()’ gi:flxz <0
>

olur. Ayrica Teorem 5.2.1 in (i)-(v) sartlar1 dikkate alinirsa,

GO = A'(t;q(t) N ac;t()g(t) o) — B

! y y I
O (tagg) + a0 (x5t5)  00@) a7 (650 585)
2p(®) 2(0(0q(0)’

LW b0 TP (2 555)
p© T p® 0)

, 0
_ (e awr (6x0.55) b0 (e
= 20209 ©\“b®

q(®)h'(x) — g(t, x))

LM
< asfi
S

n 1
+M(0{M61 —Jo) = M(d + n(aMé, —go)) =—c <0

ve
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' ' y
b'(Dg(t,x) +b®ge(tx) P ®Obg(tx) ¢ WP OS (62585)

B'(t) =

p(®) EEG) P2 (D)
" )2 y
a(t)p ®f (t X, (t)) a(®)p' ) f: (t X, (t)> +2a(t)p Of <t'x'@)
p2(t) p2(t) p3(t)
2 Y\
2a(©p"Of (&%, 5%5) —POP (ObOgE1)
<
B p(t)

_20fip”*(6) = Ngap()p' (©)
N p>(t)

olmak iizere,

aq(O)B'(t) _ aq)c')B(E)  Al)q'(t)
2 2¢(t) 2

+G(t)

< aq(©)B'(t) aq)c'(B() c
- 2 2¢(t) 0

< ﬂ<2a1f1p'2(t) — Ng,p(O)p'(t)

== 3 00) — azc’(t)> —co=D(t) — ¢

elde edilir. Boylece teoremin sartlari, yukaridaki esitsizlikler ve |uv| < %(u2 + v?)

esitsizligi dikkate alinirsa,

U' < (D(E) = co)y? +(@—aA<t>>z +<|y|+a|z|)f|c<t )||y“
[ y2(s)
|C (u, t)Idu—JIC(t )I 2 (s )

y()

< (D) - co)y? — 12 +—j|6(t $)lds += jw(t 1y ds
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t

fC(t,s)der%OfC(t,s)

0

: y2(s)
_Of'c“'s)'md

y*(s )

i p*(s )

NIQ

y—zf C(u,t)|du
t

1{¢ m?
< D(t)—cO+W fIC(u,t)Idu+7f|C(t,s)|ds y?

t t
a a—1
EflC(t,s)Ids —c, |+ (T)fw(t,s
0 0

< D(t)y?,

olur. Boylece (5.5) de verilen Lyapunov fonksiyonunda k = §5 segilir ve bu

fonksiyonun (5.4) sisteminin herhangi bir ¢ozliimii boyunca t ye gore tiirevi alinirsa,

. 8O D(b) :
V=e 6 —6—5U(t,x(t),y(t),z(t)) +U'(t,x(£), y(©), 2(1))

60 (D)
<e 55( 5 —=§:y? +D(t)y> 0
5

elde edilir.

Peano varlik teoreminden dolayr & > 0 i¢in (5.4) sisteminin [ty t, + &)
araligindaki bir ¢ozimi (x(t),y(t),z(t)) olsun. Bu araligin [ty, o) araligina
genigletilebilecegini gostermek istiyoruz. O halde bunun tersini kabul edelim. Yani (5.4)

sisteminin T < oo igin [ty, T) lizerinde bir ¢éziimii var ve
Lim (IxO] + [y + 120 = (5.7)

olsun.
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(5.4) sisteminin x(t,) = xo, v(ty) =y, ve z(ty) =z, baslangi¢ sartlarini
saglayan bir (x(t),y(t),z(t)) ¢oziminii ele alalim. V(t,x(t),y(t),z(t)) fonksiyonu
(5.4) sisteminin yoriingeleri boyunca pozitif tanimli ve azalan bir fonksiyon oldugundan

V(T,x(T),y(T),z(T)) = e‘wm.x(ﬂ,y(ﬂ,z(ﬂ) < Vo = V(to, X0, Yo, Zo)

yazilabilir. Burada U(T, x(T), y(T), z(T)) = &§5(x(T) + y*(T) + z*(T)) odugundan,

Vo 6
xZ(T)+y2(T)+ZZ(T)S6—e kK =6,
5

elde edilir. Boylece t —» T~ igin |x(t)|,|y(t)| ve |z(t)| nin smirli oldugu kolayca
goriilebilir. Bu ise varsayimimizla gelisir ve T < oo olmasinin miimkiin olmadigini

T = oo olmasi gerektigini gosterir.

Ornek 5.2.1. Ugiincii mertebeden

!

1 e_t , I 1 e_t "
(1+2wf+£)<1+§§>x“) +<4+719<1+1+yax(ﬂ

+(8+ 1)(1+ ! )'@}+@+—1 )@ + = )
1+¢ T+c+x2)" 2+ T T

t
S
= -Of mx (S)dS

lineer olmayan integro diferansiyel denklemini ele alalim. Burada her t > 0 igin,

(w—1+e4 ) =1+ ——
PRU= 2755 A= 275011
() =4+ ! b(t) =8 + ! (t) =8+ !
abt)= 2+t B 1+¢t’ Q= 24+t
-t
t,x,x)=1+——, tx)=1+——, h(x) =2
ftxx) +1+y2 9(&x) +1+t+x2 ) x+1+x2

ve



69

S

C(t,s) = W,

dir. Buradan

26 1 , ,
m=1$q(t)§p(t)sﬁ=M, —L=—£Sp(t)gq(t)s0, p'"'(t) =0,

9 .
a0=4Sa(t)S§=a1, a(t) <0,
n=8<c(t) <b(t)<9=N, —N=-9<b'(t) <c'(t) <0,
fo=1=<ftxx)<2=f, fe(t,x,x") <0,

Jgo=1<gt,x)<2=g,, g:/(tx)<0,

. h(x)
h(0) = 0,x # O icin T=2+

1+x2 22:60, |h'(x)|S3=61,

ve

(o) t [o's) t

fw( |d +m2f|C(t )ld —f L d+1f S gs< b
wolauT= SNBSS = L Gou+ 02T 2) Qor+ 1)2% =320
t 0 t 0

olur. Bu ise Teorem 5.2.1 den dolay1 ele alinan denklemin tim c¢dziimlerinin

stirdiirtilebilir ve sinirlt oldugunu gosterir.
5.3. (5.2) Denklemi icin Coziimlerin Global Varhgi ve Sinirhihig

Bu kesimde {iglincii mertebeden lineer olmayan (5.2) denklemi i¢in ¢éziimlerin
global varlig1 ve siirliligi incelenecektir. Bu denklemde p ve q, R, = [0, ) lizerinde
siirekli  tiirevlenebilen  pozitif ~ fonksiyonlar, a,b,c,d,e € C}(R,(0,0)),3 €
C(R, XR%R,), g€ C(R,R),f € C(R; X R,R,) ve h € C}(R,R) dir. Burada (5.2)
denklemi i¢in ifade edilecek bir teoremin ispati yapilarak konu ile ilgili bir 6rnek
verilecek. (5.2) denklemi,

o1
X =——=y,
p(t)y
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oK

2 = e(t) — Az — B(D)y — c(t)g (ﬁ) — d(Ohk)

+c(t) f p(s) d + f ()h(x(s))ds (5.8)

sistemine denktir. Burada

vy
A®) = v (t’ x’p(t))
p(t)q(t)
ve
' y
B(p) = 2OS 6 a(®)p' ()¢ (t, x(t),m)
p(®) p2(t)
dir.

Teorem 5.3.1. ay,a4,dg,dq, 68,081,065, m,n,L,M ve N pozitif sabitler olmak {izere

asagidaki sartlar saglansin:

D m<q() <p(®) <M, —-L<p'(t) <q'(t) <0vep'(t) =20,
ii) h(0) = 0, x # 0 igin 2> 6, ve |W'(x)| < &,

iii)ag < a(t) <a,vea'(t) <0,

V)n<d()<c(t)<b(t)<Nve-N<b'(t)<c'(t)<d'(t) <0,

V) 9(0) = 0,y # 0igin d < L2 < d; ve |g' ()| < &,

. P(tx,
Vi) 0 <y S P(t,x,y) < 9y, ve ZEED = (¢,2,y) < 0,

of (t.x) _
t

Vi)0 < fy < f(t,x) < f1, ve = fi(t,x) <0,
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viii) f le(t)] dt < oo.

Bu takdirde
aNLé, + NLS, + amN6; + mN§, aNd§, + N§,
1= 2m? 2 2mz '’
aMé LMa n
63=mn(1— 7 1>vec0=—;lp1 aNSl—ﬁ
0

olmak iizere eger

M fo
<a<——<1,
oYy Mé,

aM (2a,Y,L?> + LMN N? a,LN aLNd nd
_< 11 f1+ f1+1 1/J1>+ L 0

2 m3 nm nm?2

ndy ( M )
NLs, . N6, N, ' aNs, . aNLs, . aNo;
2m? + 2m? + 2m + /11) M ( 2m?2 + 2m? + 2m

r < min

21\/1( +/12)

ise 0 zaman (5.8) denklem sisteminin tiim ¢oziimleri siirdiiriilebilir ve smirlidir.

ispat:

2

Vv =V(t,x(®),y1),2(t) = p(t)d()H (x) + ag(t)B(t) y? +aq(O)d(©h(x)y

) % 0t
+E(A(1:)q(1:)y2 + az? + 2yz) + p(t)q(t)c(t) f g(s)ds + 1, f fyz(u) duds
0

-1 t+s

+1, f fzz(u) duds (5.9)

-1 t+s
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Lyapunov fonksiyonunu tanimlayalim. Burada H(x) = fox h(s)ds olmak tizere |x| — oo
igin H(x) » o0 ve x # 0 i¢in H(x) > 0 dir. &,, 65 ve 8¢ yeterince kiigiik pozitif

sabitler olmak iizere teoremin (i)-(Vvii) sartlar1 dikkate alinirsa,

d(t)h(x))z _aq(d* (DR (x)

V =pt)d(t)H(x) + %q(t)B(t) (y T 2B(t)

y_
p(t)

1 1
+3(40a® - 2)y? + p©ac© | g(s)ds
0

0t 0ot
+21f fyz(u)duds+lzf fzz(u)duds

—-r t+s -r t+s

[, _«d®a@ @iy e 1y,
ZP(t)d(t)bf(l—mh(u))h(u)du+§(z+a) +_( 0 °__>y

X
M6
>m f (1 _ “f 1) h(W)du + 8,2 + 6572
0
0

636
> 320 x2 + 8,92 + 6522 = 8g(x% + y? + z%)

olur. (x,y,z) = (x(t),y(t),z(t)), (5.8) sisteminin herhangi bir ¢6ziimii olsun. (5.9) da

verilen Lyapunov fonksiyonunun bu ¢6ziim boyunca t ye gore tiirevi alinirsa,

2 2

V' = (p()d(®) Hx) + d(Ohx)y + aq' (D)B(E) y? + aq()B'(t) y? + aB(t)yz

aq()d(t) (A)q(®)
2

+a(q(t)d(t)),h(x)y + 0) h' (x)y? + ad(t)h(x)z + y? + A(t)yz

+ae(t)z — aA(t)z? — aB(t)yz — ac(t)g (pzl )) z — ad(t)h(x)z

Y)Y (v y(s)
+ac(t)zt_fr<p(s)) g ( G ))d + ad(t)z f ——h' (x(s)) ds + ()+e(t)y
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~A4zy — B()y* —C(t)g( z]))y d(®)h(x)y + c(t)y f(%) g <;%>ds

p(t)

+d(t)y fy(—h (x(s)) ds + a(p(t)q(t)c(t)) J g(s)ds + ac(t)g( (t))

t—

_aq(@®)p'(®)c(®) ( y

t t
g )y+Alry2+/12r22—/11 fyz(s)ds—iz fzz(s)ds
t t
p(t) p(t) 2 e

2 2
= (P(OA®) HE) + ag' OB % + aq(OB (0% + a(q®d(®) h@)y

! t
h'(x)y* + (A(t)z—q(t)) y? — aA()z* + ac(t)z f (@) <Y(S)> ds

L xa@d®)
J \p(s) p(s)

p(t)

2

+ad(6)z jy(— (x(s))ds+E—B(t)y —c(t)g( (t))
t—r

+c(t)y ]C:ES;) ,(y >d +d(t)y fy( )h(x(s))ds
t=

t—r

Yy
p(t)

+a(p(t)q(t)c(t))'f g(s)ds —
0

aq(t)p'(t)c(t) ( y

+ A ry% + A,rz2
G p(t)>” mym T A

- jyz(s) ds — 4, JZZ(S) ds + (y + az)e(t)

olur. Burada (q(t)d(t))' =q®)d(t)' + q'(t)d(t) oldugundan

e B®) , a(q®d®)B® , aq®d®'BO ,
2 7~ 2d(0) y 2d(0)

yazilabilir. Boylece



74

B’ d(t)'B A !
=F<t,x,y)+(“"“)2 <t>_aq<t)2d<(tt>) @ , 40 (t)+G(t))y2

1 F2(s) y(s)
(ﬁ‘““”)z HC(t)er OLION <p<s>>d

FYEP'(s) | (y(s) y(s)
fr 1) <p(s)) ds + ad(t)z Jr(— x(s))ds — c(t)g ( (t))

t

—ac(t)z

£ t
ey f z(s) g <3’(S)> ds — c(6)y fy(s)p (s)g <y(5)>d

t_rP(S)CI(S) p(s) p2(s) (s)
t ( ) p(t)
+d(t)y S Ll (x()) ds + a(p()q®)c(®)) f g(s)ds

_aq(@®)p'(@®)c(®) ( y

2
TOREACTG J ) ds

t
)y + Lry? + Arz? — A4 J y2(s) ds — A,
t—r t—
+(y + az)e(t)
elde edilir. Burada

F(t,%,) = (p©d(O) Hx) + QB0 12 o0 ya ) hx)y,

2d(t)
ve
_AWMq®) | ad®q@®
Gt) =———+ "0) h'(x) — B(t)
dir.
F(t,x,y) = (a(®d®)’ (M () + 5= B()y? +ah(x>y>
(4®d®) 2d<t>

_ (p(0d®) ( d(t)h(x))z_ad(t)hz(x)
= (¢(d(®)’ <( (OdD) H(x) + Zd(t) B(t) 0 280D
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yazilabilir. Teoremin (i), (ii), (iv) ve (vii) sartlarmdan, % >1ve % <4
oldugundan,
F(t,x,y) < (q©d(®)’ <H(x) - %)

= (q®d(®)’ f(l —mh (u )) h(u)du

< (q(t)d(t))’ j ) 2 <0

0

olur. Ayrica teoremin (i)-(Vvii) sartlar1 dikkate alinirsa,

A'(t)q(t) N ad(t)q(t)

60 == "0

h'(x) — B(t)

a' (t)y (t x(t), (t)) + a(t)y, (t x(t), (t))
2p(t)

 @®a®) 2@ (820 5) e

Z(p(t)q(t))z 0 h'(x) — B(t)
(P(©a(®) a@w (620, 5%)
p(t)) ac(t)q(t) ,
=" 207000 HETO R
SLMrZ;IIJl 1\,61_%%:O
ve
b < POIED +bORLD) p©bOf6r) TV O (650585)

p(t) p*(t) p*(t)

0@ O (6x055) eOp O (tx0.575)
0 0
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’ Yy
2a()p" (O (t,x(w,m)

" p3(t)

12 y
2ar™ ey (6x0575) P ObOSE) _ 203,12 + LMN,
0 o m3

olmak iizere,

aq(B'()) _ag@®d'®OB®) , ABI'®)
2 2d(t) 2

+ G(t)

- aq(®)B'(t) aq)d’(H)B(t)
=7 2 2d(t) “o

aM (2a,y,L?> + LMN N2 a,LN
<— 1)1 f1+ f1+ 1LNY, + ¢y
2 m3 nm nm?2

olur. Boylece teoremin sartlar1, yukaridaki esitsizlikler ve |uv| < %(u2 + v?2) esitsizligi

dikkate alinirsa,

aM (2aY,L?> + LMN N2 a,LN 1
V’S(—( 11 h VA o ¢1>+Co>y2+<——aA(t))zz

2 m3 nm nm? q(t)

t
aNLéS
o2 j 12y (s)| ds +
t—-r

a

t

NS Né&

mzz jlz(t)z(s)lds+ i
t—r

m

+
m

f 120y (s)] ds
t—r

t
ndo 9 N62
SEy 2 [ h@n)lds +
m
t—r

t t
o
2 Y@y (s)] ds + -2 [boyeas
" t-r m t—r

t t
aLNd
+ Ly2 p A ry? + Arz? — Ay f y2(s)ds — A, f z%(s)ds
t—-r t—r

+(yl + alzDle(®)]

aM (2a,¥,L*> + LMN N2 a,LN alLNd nd
S<—< ll»bl f1+ f1+ 1 ¢1>+ 1+ 0>y2

C — —
2 m3 nm nm?2 m ° M
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1 aaolpo (ZN52T (ZN62 aNL52T
+M(1_ i >22+ -~ 7% + -~ fzz(s) ds + o z?
t—r
5, ( 5 P 5 5, |
aNL aNo,r aN NoO,r N
+ 2 fy (s)ds + L ! fyz(s) ds + 22 y? —i z%(s) ds
2m? 2m 2m 2m 2m
t-r t-r t-r
) ) g ) ) g
NL ZT 2 NL 2 f N 17" N 1
d 2y — 2 d
zmzy+zm 2(s) s+2 y+2m y“(s) ds
t-r t-r
t t
+A Y2+ A,rz? — A fyz(s) ds — A, fzz(s) ds + &,(ly]| + |z])|e(t)]
t—r t—r
aM (2a 3, L? +LMNf1 N%f, a,LNy,;\ aLNd, nd,
<|— _ o) o
_<2< m3 Tm T Tamz )T T T am )Y
NLS, N&§, N&§; nd,
)2
+<r<2m2 2m? + 2m 1 2M Y
aaolpo) (aN(SZ aNLé, aNé§; ) 5
A
+( tr\ Gt Tt A2 |2

t
(aNL62 VLS,  aNo, NS ) f 2(5)d
2m? 2m? 2m 2m 1 ys)as

t—r

t

_ /12) J 22(s) ds + 6,2 +y? + z2)|e(D)|

t—r

(aN62 N§,
2m?2  2m?

< 28;le(®] + 8;(y* + zH)le()] < 287|e(®)] + SgleDIV,

elde edilir. Burada 6, = max{1, a} ve g = ? dir. Yukaridaki esitsizligin iki tarafinin
6

0 dan t ye integrali alinirsa,

V() <V(0)+ 267f|e(s)|ds + Jg fle(s)IV(s)ds
0 0
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olur. Boylece Gronwal-Bellman esitsizliginden,
V(t) < dgexp 68f|e(s)|ds = 819 (5.10)
0

elde edilir. Burada 85 = V(0) + 25, [,"le(s)|ds dir.

Peano varlik teoreminden dolayr & > 0 i¢in (5.8) sisteminin [ty t, + &)
araligindaki herhangi bir ¢6ziimii (x(t),y(t),z(t)) olsun. Bu araligin [t,, o) araligina
genisletilebilecegini gostermek istiyoruz. O halde bunun tersini kabul edelim. Yani (5.8)

sisteminin T < oo i¢in [t,, T) lizerinde bir ¢oziimii var ve
Lim (Ix®O] + ly@© + 12(0)]) = o (5.11)

olsun. (5.8) sisteminin x(ty) = xo, y(ty) =y, Ve z(ty) =z, baslangi¢ sartlarini

saglayan bir (x(t), y(¢), z(t)) ¢dziimiinii ele alalim. (5.10) esitsizliginden
V(T) < 6;0,

yazilabilir. Burada V(T) > & (xz (T) + y*(T) + z* (T)) oldugundan,

s
x%(T) + y2(T) + z3(T) < %,
6

olur. Boylece t = T~ i¢in |x(t)], |y(t)| ve |z(t)| nin sinirli oldugu kolayca goriilebilir.
Bu ise varsayimimizla celigir ve T < oo olmasinin miimkiin olmadigin1 T = oo olmasi

gerektigini gosterir.

Ornek 5.3.1. Ugiincii mertebeden

!

et et , , 1 et .,
(1+%> <1+%)x(t) +(1+1+t><4+1+y2>x 0

1 1 et ) 1 1 , x'(t—71)
+(z+z—+t)(”1+xz)x <”+(§+3—+t><10" “"”“—Hx'z(t_r))




79

1 1 x(t—r) -
+<§+4—+t><ZX(t_r)+1+x2—(t—T)>:e t

lineer olmayan diferansiyel denklemini ele alalim. Burada her t > 0 igin,

et et

p(t)=1+%, Q(t)=1+%,
=1+ ! b(t)—1+ ! (t)—1+ ! d(t)—1+ !
ab= 1+t 2721 YT 2T3 T2 44+t

e—t -t y
Y(t x,y) +1+y2, fEx)=1+7—75 90 0y+1+y2,

x -t
h(x)=2x+1+xzvee(t)=e,
dir. Buna gore

21 1
m=1<q(t) <p() < 0= M, —L = T <p')<q'(t) <0, p"(t)=0,
ap=1<a(t) <2=a, a'(t) <0,
1 , , ,

n=§Sd(t)SC(t)Sb(t)S1=N, —1<b@)<c(®)=<d(®) =<0,

1/)0=431/)(t,x,y)§5=1/)1, l/Jt(t,x,y)SO,
fo=1=f(tx)<2=f, fi(t,x) <0

g(0) =0,y # 0 igin do=10S¥S11=d1. 19 <11 =6,

t
h
h(0) = 0,x # 0 igin % > 2 =0, |h'(x)| <3 =6, ve Jle(s)lds =1
0

olur. Bu ise Teorem 5.3.1 den dolayr ele alinan denklemin tim c¢oziimlerinin

stirdiiriilebilir ve sinirlt oldugunu gosterir.
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5.4. (5.3) Denklemi i¢in Coziimlerin Global Varhg ve Simirliig

Bu kesimde figiincii mertebeden lineer olmayan (5.3) denklemi i¢in ¢oziimlerin
global varligi ve smurliligr incelenecektir. Bu denklemde ¢, a, b, c; ve p, R, = [0, )
lizerinde siirekli tiirevlenebilen pozitif fonksiyonlar, f € C(R, x R% R,),g €
C(R% R),ve h € C1(R,R) dir. Burada (5.3) denklemi i¢in ifade edilecek bir teoremin

ispat1 yapilarak konu ile ilgili bir 6rnek verilecek. (5.3) denklemi,

x' = Y
p(x)
y' =z,
a(t)f t,x,L a(®)e'(x)f |t x,
2 = p(t) - Ep(x;”("))ﬂ (p3((x) "’("))yZ—b(t)g(x, )
c c y(s)
— > a@®h() + ) ¢i(t) | =—=h/(x(s))ds (5.12)
Setoner Feco | Fn

sistemine denktir.

Teorem 5.4.1. ay, aq,dy,dq,n, N, 6;, L; ve t; pozitif sabitler olmak tizere asagidaki

sartlar saglansin:

i) ap <a(t)<ay, vea'(t) <0,

N0<n<b(t)<c(t)<N, =N <¢'(t) <b'(t) £0,¢(t) <C(C;, maxy<j<, C; =N
iii) 0 < 9o < () < @1, [7 @' W du < oo,

iv) h;(0) = 0, x # 0 igin 2 >5; > 0ve |h/(x)] <L

glx,y)

V)g(x,0) =0,y #0i¢in 0 < dy < <dj, gx(x,y) <0,
VI) 0 <f0 < f(t'x'y) Sflf ft(t’xfy) < 0ve yfx(t'x'y) < 0;

vii)jlp(t)l dt < oo,
0
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Bu taktirde,

n

n n
N 2 and
ﬁz&- <a<ayfy ve —ZLi =$Z7\i S—ZO
dg = Po P (a+ o) o @1

olmak tizere eger
andy N vy
200(aofo—a@) 9,2 @ Zi=1 L

n 1.7 aN
N(P1 Zl=1 Ll 2(p02 Z{l:ll'i + Z?:l}\i

To = max{ty, Ty, ... Tp} < Min

ise 0 zaman (5.12) sisteminin tiim ¢oziimleri siirdirtlebilir ve sinirhdir.

Ispat:

V=V(tx®),y(),z1) = e_$U(t,x(t),y(t),z(t)) (5.13)

Lyapunov fonksiyonunu tanimlayalim. Burada u pozitif bir sabit,

U = U(t,x(0), y(6), 2(8)) = az ci(0) J hy(6)de + yz c(®Ohy(x(®)
i=1 0 i=1
Yy _ Yy _
@(x) " @(x)
Z2y 9
+b(t)p(x) Oj g(x, )drt + 52 + "0 vz + aa(t) OJ f(t,x,t)tdt
n 0ot
+ > A y2(u) duds (5.14)
2+) )
ve
0(t) = M a,(t) = min{x(0), x(t)}, a,(t) = max{x(0), x(t)},
@2(x(1))

olmak tzere
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@' (u)
®?(u)

y(t) = f 16(s)lds f ‘ “2“(‘;83()”) ds =

ay(t)
aq(t)
1
<— [ lw@ldu<o,
Po A

dir. y4,y, ve y3 yeterince kiigiik pozitif sabitler olmak iizere teoremin (i)-(Vvi) sartlari
dikkate alinirsa (5.14) den,

@ (x)

U= az 0 f h; (t)dt + yz i (®Oh (x() + b (x) f g(x,7)dr
0

i=1

v
@(x)

+1(z+T ) +aa(t)j £tx,7) TdT+Z/1 ij(u)duds

—T; t+s

Yy
n x o)

>b(t)| « Ci(t)fhi(t)dt+yz ci(t )h (x(t)) + @(x) f g(x,Ddr |

>n(

> azn:(é)( o1 )2+ do 1Zn:6 +yy? +
=n 2 . 1 i)l x ay 20, 2a y Vly Y2z?
i=

=1

> +y1y? +y,2°

> y3(x? + y?% + z2)

olur. Bu ise V(t,x(t),y(t),z(t)) > 0 oldugunu gosterir.
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(x,y,z) = (x(t),y(t),z(t)), (5.12) sisteminin bir ¢oziimi olsun. (5.14) de
verilen U(t,x(t), y(t),z(t)) fonksiyonunun bu ¢6ziim boyunca t ye gore tiirevi

alinirsa,

= aZc’(t)fh (t)dt + —— ( ) cl(t)hi(x(t)) +zz c;(Ohi(x(®))

i=1 i=1

n

<p(x)

+yz c;'(th; (x(t)) + e )ch(t)h (x(t)) + b'(t)p(x) f g(x,7)dt

y
e) e)
b(®)e'(x)y y
+Wof g(x, 1)t + b(D)y Oj 9,(x, D)dr + b()g (x,(p(x)>z

a(®)f (t * w(x))
o 2

Y
~0(ObOP()g (%, 75)y +p(0)z -

a(®)e'(x)f (t X, (x)) y n
+ PEITS —b(t)g (x, (p(x)> zZ— Z; cl-(t)hi(x(t))
” y(s) « . a
+z cl(t) f ( G ))h ( (s))ds aG(t)yz+(p(x)Z +(p(x)p(t)y

i=1

aa(df (6., ¢(x)>yz | 200 (exgt) . @0 (x57)

02(x) o) YT T e

y n ﬂ n | t y(s) ,
_(_Z ci(®h;(x(®)) + o) izlcl(t) t_ff.“’(x(s)) hi'(x(s))ds

q0(x) <p(x) <p(x)

+aa'(t) j f(t,x,T)tdt + aa(t) J fi(t,x, T)TdT + aa(t) j £ (t, x, T)TdT
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Of (tx—% )6(t)
o tf(pit(:)w(xﬂzy aa(t g(t(pf( Sx o) 2 +Z Aty

@ (x)

az c;'(t) f h;(t)dt + yz c;'(t)h; (x(t)) +b'(t)p(x) f g(x,t)dt

i=

S

y ))Z ab(®)g (x5 75)

<.0—
1
+m(d — a(t)f (t, X, ¢(x) QD( y + b(t) b[ (x’ ‘L')d‘l,'

(p(x) <p(x)

+aa'(t) f f(t, x,t)tdr + e )Z c;(t)h; (x(t)) + aa(t) f fi(t,x,T)tdr

<p(x)

S

+aa(t) e )j £ (t, x, T)TdT+ZZCl() f g(()))h ( (s))ds

Seo | 3%

h (x(s))ds+z7trly Z)& fy (s)ds

P(x)
+0(0 | b9 | gGu0dr - bOp(g (1 )y\
0

px /

+6(t) (a(t)f (t X, ) — a) zy + p(t) (z +— )

9

elde edilir. Buradan teoremin sartlar1 ve |uv| < %(u2 + v?) esitsizligi dikkate alinirsa,
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y
n , X n y m

U<b@®| a Zi,((gfhi(t)dt +yz b (¢ )h (x(t)) + @(x) f g(x, T)d‘[)

i=1 0 i=1

t

2
+—(a—a0f0)z —“:dO 2 4 NZL +—2L flz(t)y(s)lds

1

t—T;
N < g
a
+FZL1 fly(t)y(S)Ids+z7\ny —27\ fy (s)ds
0 =1 t-7; t—1;

HOIWdy? + (@1 fy = DlayD) + @I (121 + 1)
Po

dy 1 , andy
40 Z(‘”" +Z(6)xy+ y? |+ — (@ = aofo)z? ===y
294 P1 P1
2 n n t
y°N N
+_ZLL+_ZLiTiZ2+_ZL f (S)ds
Po &~ 200 & 0 &
i=1 i=1 i=1 t—1;
n t
y (s)ds+z7trly Z?\ fyz(s)ds
=1  t-7 t—1;

+HOMOIWd1y? + (arfy — )lzyD +v,IpO1z] + 1yD)

<= f)+NT°iL :
<|—(axa—a —_— |z
P1 070 2¢ 4 '
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+Ho (o) ((Nd1 $ AT ey (“”clT_“)z> +7alp@I02] + D

<5102 +2%) + valp®I2 + y* + 2%)

olur. Burada ys =Nd1+alf+_“ ve mzmax{l,f} dir. Boylece (5.14) de
0
tamimlanan Lyapunov fonksiyonunda u =);—3 olarak segilir ve bu fonksiyonun (5.12)
5

sisteminin herhangi bir ¢6ziimii boyunca tiirevi alinirsa,

3

v = e (o <_ |9y(t)| ysU(6,x(6), y(0), 2(6)) + U’(t,x(t),y(t),z(t)))

AW
< e O o007 + 22) + 100107 +22) +1alpOI2 + ¥ +22)

<o o 2, 2
<e T (nlpOI2 +y? +2%) < velp®O] + v lp OV
- -(By Yo o C .
elde edilir. Burada y¢ = 2y,e \v3 ve Yy, = v dir. Yukaridaki esitsizlikte her iki
3

tarafin 0 dan t ye integrali alinirsa,

t t
V(D) <V(0) +7e f p(s)lds + v f PV ()] ds
0 0

olur. Boylece Gronwal-Bellman esitsizliginden,
v < vexp | 7 [ Il ds | =7y (5.15)
0

elde edilir. Burada yg = V(0) + v, [, Ip(s)|ds dir.

Peano varlik teoreminden dolayr § > 0 igin (5.12) sisteminin [to,t, + &)
araligindaki bir ¢ozimi (x(t),y(t),z(t)) olsun. Bu araligin [ty, o) araligina
genisletilebilecegini gostermek istiyoruz. O halde bunun tersini kabul edelim. Yani

(5.12) sisteminin T < oo igin [t,, T) tizerinde bir ¢oziimii var ve
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Lim (O] + y(®] + 2] = o (516)

olsun. (5.12) sisteminin x(t,) = xo, y(ty) =y, Ve z(ty) = z, baslangi¢ sartlarim

saglayan bir (x(t), y(t), z(t)) ¢dziimiinii ele alalim. (5.15) den,

V(T) S y9i

_¥y@™
yazilabilir. Burada V(T) > yse  # (x2(T) + y*(T) + z%(T)) oldugundan,

ICRAY
x2(T) + y2(T) + z*(T) Sy—e T
3

olur. Boylece t = T~ igin |x(t)|, |[y(t)| ve |z(t)] nin sinirlt oldugu kolayca goriilebilir.
Bu ise varsayimimizla ¢elisir ve T < oo olmasinin miimkiin olmadigin1 T = o olmasi

gerektigini gosterir.

Ornek 5.4.1. iki gecikme argiimentli iiciincii mertebeden lineer olmayan

(1+ ! )’”+(2+ ! )2+ i
4" a+x2)” 1+t2 1+y? *

x' 1 1
)(X' + >+§(1+e‘t)x(t—rl) tg+eDxlt-—1)=¢"

+(1+

et +1 14 x'2

diferansiyel denklemini ele alalim. Burada

1 1
=2  — =1 T —— =(1 -t =(1 -t

W =2+, bO=1to, a®=(14e™), ol =+e™)

ve

=2t ey = 24—, gGoy) =y~

o) =gt g Jexy) =24 a9y =yt

X X

_ = - — ot
M =3,  h@®=% pO=e
dir. Buna gore

a,=2<a(t) <3 =aqa,, a(t)<0, n=1<bt)<c;(t)=c,(t) <2=N
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-1<c¢,/'(t)= ') <b'(t) <0,
1 [
w=7<e@s5=p  [lo@ldu=o0,

f0=2Sf(t,x,y)S3=f1, ft(t,X,y)SO, yfx(t,x,y)=0

g9(t,0) =0,y #0igind, =1<

9(x,y)
y Szzdli gx(x,y)=0

hy(0) = h(0) = 0,x # Oigin 2 =2 =2 15 ()] = |0y (x)| =2

X

ve

flp(t)lds =.f|e‘t|ds =1
0 0

olur. Bu ise Teorem 5.4.1 den dolayr ele alinan denklemin tim c¢odziimlerinin

stirdiiriilebilir ve siirli oldugunu gosterir.



6. DORDUNCU MERTEBEDEN BiR DiFERANSIYEL DENKLEMIN
COZUMLERININ GLOBAL VARLIGI VE SINIRLILIGI

6.1 Giris ve Amag

Bir onceki boliimiinde dgiincii mertebeden lineer olmayan bazi diferansiyel
denklemlerin ¢éziimlerinin global varligi ve siirliligr igin yeter sartlar olusturuldu. Bu
boliimde ise Giris ve Literatiir Bildirisleri boliimiinde belirttigimiz Remili ve Oudjedi
(2014) ve Tung (2005) tarafindan yapilan calismalar temel alinarak dérdiincii
mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli bir diferansiyel denklem i¢in daha onceki
boliimler ve ilgili literatiirde belirtilen ¢alismalarda kullanilmigs Lyapunov'un ikinci

metodu yardimiyla ¢ozlimlerin global varligi ve siirliligi incelenecektir.

Asagida belirtilen dordiincii mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli

diferansiyel denklemini ele alalim:
(@)X )Y +a@®)ex",x")x"" + b)) f(x,x")x" + c(t)g(x’(t — r))
+d(t)h(x(t — r)) =p(t,x,x',x",x"") (6.1)
Simdi bu denklem i¢in ¢oézlimlerin global varlig1 ve siirlilig1 incelenecektir.

6.2. (6.1) Denklemi i¢in Coziimlerin Global Varhg ve Simirliig

Bu kesimde dordiincii mertebeden lineer olmayan (6.1) diferansiyel denkleminin
¢oziimlerinin global varligi ve smirliligi incelenecektir. Bu denklemde R, = [0, o)
olmak tizere ¢, a,b,c ve d, R, iizerinde siirekli tiirevlenebilen pozitif fonksiyonlar,
p€e C(RXRR,),fEC(RXR,R,),g €C(R,R)veh € C'(R,R) dir. Bu
boliimde (6.1) denklemi igin ifade edilecek bir teoremin ispati verilerek konu ile ilgili

bir 6rnek verilecek. (6.1) denklemi,

!

X =Y,
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L
)
S a(t) u B B B
u' = 5750 (2551~ bOF )z =~ c(©9 ) ~ ARG
+c(t) J.Z(s)g (y(s)) ds + d(t) f y(s)h' (x(s)) ds+p (t X,z r e )> (6.2)
sistemine denktir. ¢, ve g, fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlanmis olsun:
1 9(y)
A ) LCC R R b 0
0 ! —
©(0,0) 7=0 g'(0) y=0

Teorem 6.2.1. «a,f,¢,6y,9,¢q, a,b,c,d ve A pozitif sabitler olmak iizere, asagidaki

sartlar saglansin:
i) h(0) =g(0) =0,
io<m<d() <c()<b(t)<a(t)<1lve

—L<a'(t)<b'(t)<c'(t)<d'(t) <0,

i) o < p(0) < 1, j 16" (W)l < oo,

_ 6<h’()<d d<m2 asd 5 K = ab +bcm2
Iv) 0 < I (x =om =2 2 2acmK’ abm? d
5 | ¢od a3m*
—< < —_
V) gl(}’) c+ 8c .| 2mac ) c 4 )

vi) abcm? — cg'(y) — adp(z,0) = § > 0,

b
vii) — < fx,y) <b+m’a®s,  yfi(x,y) <0,
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$od

vii) 9(z,0) 2a,  91(20) ~9(5,0) < 55—,

1 /85 1 d
i < —— |— = P = -
lX) agl()’)"'ﬁ(pl(Z,O) —2Lm zal a g+am21 ,B g+cm<ab1

X) yBpu (Z.P(x) %) +zg, (z,p(x) (p?x)) >0, 0<pkx)<1,

0]

p(t,x,y,z,%)‘ < (A Iyl + J2] + ‘ﬁ’)q(w, qu(s)ds < .

xi)

2
Bu takdirde 4, = % (a+B+1)ved, = abTm (a + B + 1) olmak iizere eger,

mae &c o)

r < min 2d’ Bd , g
2 4 ad 2 . P& 2 24 2
aabm? + m pabm? + om 21 2acm (abm tom T 212)

ise 0 zaman (6.2) sisteminin tiim ¢6ziimleri stirdiiriilebilir ve sinirlidir.

Uyar1. Teoremin altinci sartindan,

2

bcm
p(z,0) < ve ¢'(y) < abm? (6.3)

d

yazilabilir.

ispat:

x y y
2V = 2Bd(t) j h(s)ds — %yz + 2¢(t) J g)dv + Zﬁb(t)Jf(x, 7)tdT
0 0 0

+abgp(x)z? + 2a(t) f @ (1,0)tdt — BPp(x)z% + 2d(t)h(x)y + 2a¢p(x)d(t)h(x)z
0

zZ

+au? + 2Byu + 2ac(t)p(x)g(y)z + Zﬁa(t)yf o(t,0)dt + 2zu
0
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+21 4 fo fyz(u) duds + 22, f fzz(u) duds (6.4)

-1 t+s -1 t+s

Lyapunov fonksiyonunu tanimlayalim. Buradan,

d*(t)

c

v, = 26d(t) f h(s)ds — 2 2 (),
0

y y
Vo = 286(0) [ £ et = 5y = Ba@0s(5 007 + 260 [ gIv - e,
0 0

zZ

Vs = abdp(x)z? — Bp(x)z? — a?p?(x)cz? + a(t) | 2 f o(7,0)tdT — 0,(2,0)22 |,
0

1
Vy = (05 - W) u? + 2a¢p(x)(c() g, (y) — )yz
ve
1 a(t) u 2
Vs = 2 ([ (ORG) +cy + ap()ea)? + o2 (s + 015,002 + B 2,007

0 t 0 t
+2/11f fyz(u)duds+2,12f fzz(u)duds

-r t+s —-r t+s

olmak tizere 2V = V; + V, + V5 + V, + V; olarak yazilabilir. Boylece teoremin (ii), (iv)

ve (ix) sartlar1 dikkate alinirsa,

c

X 2 X
v, = 2Bd(t) j n(s)ds — 2D p2() = 2a() J ((g +%> _ @h’@)) h(s)ds
0 0
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olur. Diferansiyel hesabin ve integralin ortalama deger teoreminden sirasiyla

91(y) = %y) = g'(ay), 0<o<1

ve

Z

1
9,(2,0) = Ef ¢(s,0)ds = ¢(6z,0), 0<0<1,

0

yazilabilir. Boylece teoremin (ii), (iv), (v), (vi), (vii) ve (ix) sartlari, yukaridaki esitlikler
ve (6.3) dikkate alinirsa,

ad
V,=2 (,Bb(t)f(x T) — —) dt — B?a(t)p,(z,0)y? + 2¢(t) f gw)dv — cy?

O\R

y y
ZZ.f ,Bb—— dt — B2%@,(z,0)y? +2f< @—c>vdv
0 0

ad 5 5
Bb —ﬁ—ﬁ ©1(z,0) |y

d
= (b — amg, () — Bo(02,0)y* + & (mBg () = 5-)?

v

1 d
> B (b ——9'(0y) = — (62, 0)) y? — ef(mg’(oy) + ¢(62,0))y?

B ) 5 ,  bem?\ |
> —_ —_ —_
= (abem — cg'(oy) — adp(62,0))y? — e | abm® + 7Y

5
= —ﬁy — efKy?

acm
op op

> 2 _ K 2

- acmy 2acmK Y

> é6p 25 od )

2acm 2ac?m? Y
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elde edilir.

Z
P 1 ®(z,0)
£<p1(z,0) = —Z—2f<p(f,0)dr+ P
0

oldugundan, kismi integrasyondan

Z z

2 1 zZ T 1
f(pl(‘r, 0)tdr = ¢,(z, 0)%+§ff<p(v, 0)dvdrz —Efq)(r, 0)tdt
0 0

0 0

2 1 10
=¢,(z 0)? +5f @,(r,0)dr _EJ @(t,0)tdt
0 0
olur. Buradan
zZ zZ
1(z,0)z% = j(pl(r, O)Tdr+jga(r, 0)tdt
0 0

yazilabilir. Buna gére teoremin (iii), (v), (vi), (viii) ve (ix) sartlar1, yukaridaki esitlik ve
(6.3) dikkate alinirsa,

z

Vs = abgp(x)z? — Bp(x)z? — a?¢p?(x)cz? + a(t) | 2 f ¢ (1,0)tdt — @,(2,0)z2
0

z

= ¢(x) (abz? — Bz% — a?P(x)cz?) + a(t)| 2 f ¢ (t,0)tdT — @1(2,0)22
0

> ¢, (ab — B — a?c)z? + f((p(r, 0) — ¢4(7,0))7dr
0

> ¢ (ab — B — a’*mg'(y))z% + f((p(r, 0) — ¢4(7,0))7dr
0

1 d
= agpy <b —emg'(y) — %g’(y) —&¢(z,0) — %w(z, 0))22
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1 $06
+Ldop(z,0) (a - o 0)) 7% — yyEp— 72
1 d 5
> ag, <b - %g’(y) - %qi(z, 0)) 7% — apoe(mg' () + ¢(2,0)) — me—‘;mgzz

— bcm? 5
= Zi:l (abcm - cg’(y) — ad(p(z, 0))22 — agye (abm3 n cm ) ) bo 5

— z
d 4a%cm3

a
5 %o
acm

¢06 2
z
4a?cm3

6z% — agyeKz? —

apod agpod o6
> 2 _ K72 — 2
~ acm z 2acmK d 4a?cm3 d

5¢0 2
>—z
4a2cm3

elde edilir.

1
V= (@~ ooy 208 (E09:0) — clyz

1

am?’

oldugundan teoremin (ii), (iii), (v), (viii) ve (ix) sartlar1 ve € < lyz| < %(y2 + z2)

esitsizlikleri dikkate alinirsa,

() = (e = e
¢ a(t)p,(z,0) e e A

ve

4
246 () (c()g1) = vzl < ——1(.») = Iy

5 , bod 5o 5d
< < 2 4 2
~ 2acm? [2mac lyzl < 8a2cm3 z 4ac2m2y

yazilabilir. Buradan
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olur. Boylece 2V = V; + V, + V3 + V, + V5 oldugundan

1 d
V>—(m(e+—)60x2+

0 2 2
=5 Sem z°+ eu +V5>

2
+
4ac?m? Y 8a2cm3
> A(x% + y% + z%2 + u?)

5d 5o
0’ 4ac2m2’ 8a2em3”’

elde edilir. Burada 1 = 3 min {m (e + %) 5 g} dir.

(x,y,z,u) = (x(t),y(t),z(t), u(t)), (6.2) sisteminin bir ¢oziimii olsun. (6.4) de

verilen Lyapunov fonksiyonunun bu ¢dziim boyunca t ye gore tiirevi alinirsa,
x d y
a
V' =pd'(t) f h(s)ds + Bd(t)h(x)y — o VZ +c'(t) f gw)dv +c(t)gy)z
0 0

Y y
+Bb'(t) f f(x,0)rdr + ﬁb(t)yf f(x, T)TdT + Bb(t) f (x, y)yz + abx;i) (x) 2
0 0

+abzu + a'(t) j o(t,0)tdt + %QD(Z, 0)zu — ﬁx'¢2>’(x)
0

z? — Bzu + d' ()h(x)y

+d(®Oh' (x)y? + d(t)h(x)z + ax'¢'(x)d(t)h(x)z + ap(x)d' (t)h(x)z

+ap(x)d(t)h'(x)yz + ad(t)h(x)u — a % 1) (Z, %) u? —ab(t)f(x,y)zu

t
—ac(t)g(y)u —ad(t)h(x)u + ac(t)u f Z(s)g’(y(s)) d

t—r

t

+ad(t)u t_fry(s)h’(x(s)) ds + ap (t, XY, 2, qb?x)) u+ fzu
B 0D (2o yu — BB y)yz — Be(®g(»)y — BADACD)

¢(x)(P 0 y Y)Yy g\yy y
+pe(@ly [ 2519/ () d +pd©)y [y () ds + B (61,3, 2755)y

t—r t—r
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+ac' (P gz + ac(®O)x'dp' ()g)z + ac(OP(x)g'(¥)z* + ac(g(y)u

Z

+fa (t)ybfgo(r, 0)dr +,8a(t)zbf(p(‘r, O)dr+,3¢(x)<p(z, 0)yu + o)

2

—%fp (Z; qb?x)) zu —b(t)f(x,y)z* — c()g(y)z — d()h(x)z
+c(t)z fz(s)g’(y(s)) ds +d(t)z fy(s)h’(x(s)) ds+p (t, X,, z,d)?x))z
t-r t-r
t t
+Ary? + A1zt — A fyz(s) ds — 1, fzz(s) ds

X y y
= Bd'(t) f h(s)ds — %yz + c'(t) f gw)dv + Bb'(t) J f(x,t)rdt
0 0 0

abx'¢'(x)

y z
+ﬂb(t)yjfx(x, )tdT + z2 + abzu + a'(t) J ¢(t,0)tdt
0 0

a(t) px'¢’(x)

+ 500 ¢(z,0)zu — >

z2+d' (h(x)y + d(Oh' (x)y? + ax’ ¢’ (x)d(t)h(x)z

a(t)

+ap(x)d' (t)h(x)z + ap(x)d(t)h' (x)yz — a o) 7

u
(Z, r(t)) u? —ab(t)f(x,y)zu

_p a(t) ( u

oMWY r(t)) yu—Bc()gy)y + ac'(O)Pp(x)g(y)z + ax'¢'(x)c(t)g(y)z

zZ

+ac (PG ()7 + B2 Oy [ 9@ 0dr +paz [ o 0)dr
0

0

829 o 2O (z ¢ >zu—b(t)f(x )22
o) T80 T 800 Y\ e Y
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+c(t)(au + By + z) f Z(s)g’(y(s)) ds + d(t)(au + By + 2) f y(s)h’(x(s)) ds

u

¢ (x)

t
+p (t, X, Y,z ) By +z+ au) + Lyry? + rz? — 4 J y2(s) ds
-Tr

t

t

-1, J.ZZ(S) ds

X y z
= Bd'(t) f h(s)ds + c¢'(t) j gw)dv +d'(t)h(x)y + a’'(t) j ¢(t,0)tdt
0] 0 0
+af()d(t)h(x)z + ap(x)d' (t)h(x)z — (Bc(t)g1(y) — d(DR' (x))y?
ab B a(t) u 1
+00) (7 -3)7 - (“ 50 5@) ¢>(x)> v

~(b - ac(P(Ig' ) - Ba()p (2, 0)7* = (BOf (y) = b) (2 + 5u)

2

2

d
+ = (bOf () — bu? — <§‘—m - aqb(x)d(t)h'(x)) yz +ac(D0(0g(»)z

y
+(ac' P () g1 (y) +Ba'(O)¢1(2,0))yz + Bb'(t) J fx,T)tdr
0

y
a(t) u
+Bb(t)y Oj fi(x, T)TtdT — 500 <g0 (Z, m) —@(z, O)) Zu

—B ;Eg (<p (z, ﬁ) —9(z, 0)) yu + c(t)(au + By + z) Jrz(s)g,(y(s)) ds
+d(t)(au + By + 2) f y(s)h'(x(s))ds +p (t, X, 9,7, gbl(lx)) (By + 7 + au)

t—r
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t t
+Ary? + A1z — A fyz(s) ds — 1, fzz(s) ds
t—r t—r

—d'(D) (f <———h(s)>h(s)d +f<; Eggiv) )vdv+%(y+%h(x)) >

; B a® | a'(t)
((pz(x)bf(W—?h (S)) h(s)ds + f (d (t)(p(’[ 0) — Cl) ’l'd’l'\‘
a adp(x)h(x)

\ +§(Z +T) )

, - a(t) u -y 1 2
=(Be(t)g: () — AR ())y (“¢<x)¢(z'¢<x)) ¢<x)>”

+d'(t)

2

~(b - (P9 ) - Ba()p (2, 0))7* = (BOf (y) = b) (2 + 1)

+—(b(t)f(x y) = bju® + ()(ab p)z’ —a<——¢(X)d(t)h (x))yz

y
+a'(® (a%q)(x)gl(y) Bz, 0))yz +B0'© [ fODwde
0

y
+£b(t)y f f(x, D)TdT — az(t) <Z(Pu (Z,P(X) “ > + By, <Z,P(x) L)) u?
) 2 (x) ¢ (x) ¢ (x)

+a9(t)(d(t)h(x) + c(t)g(y))z +c(t)(au+ By + 2) f Z(s)g’(y(s)) ds

u
)(ﬁy+z+au)

+d(t)(au+ By + z) f y(s)h’(x(s)) ds+p (t, XY,z 500

t—r

¢ t
+Ary? + A1z — A Jyz(s) ds — 2, fzz(s) ds
t—r t—r
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elde edilir. Burada 6(t) = x'¢p'(x) dir. Buna gore a,(t) = min{x(0),x(t)} ve

a,(t) = max{x(0),x(t)} olmak iizere

as(t)

f|e<s)|ds=f|x'<s)¢'(x<s>)|ds= j 16! (Wldu < f|<p'<u)|du<oo,

a(t)

olur. Boylece teoremin sartlar1 dikkate alinirsa,

o) d
V'< e z?2 —escy? —a <% - (,b(x)d(t)h’(x))yz

4L ()l( b—p)z*+a'(t) <a ,Et§¢(x)gl(y)+ﬁ<ﬂ1(z 0)>YZ

d
+al0(0)] (5= x| + abm?|y]) 121 + (Bly| + 2] + alul) (4 + Iyl + 1] + | =

a])a®

d
+abm? (alul + Blyl + 12D [12G)] ds + o alul + Blyl + 12D [yl ds

t—r t—r

t t
+Ary? + A1z — A Jyz(s) ds — 2, fzz(s) ds
t—-r t—r
<M % 2 ey v 4 D602 + Dy16(0I(lxzl + lyzD)
- 2 T dacm?’? 2y 7 z 2 xaTyz

+D3(Iyl + |z| + [uD(A + [y| + |z| + [uDq(®)

+abm?(alul + Bly| + |2I) j 12(s)] ds

t—r

d
to(alul + Byl + 12D [Iy@)lds + Ary? + 2122 =y [ y2(5) ds

t—r t—r

t

-1, fzz(s) ds

t—r
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olur. Burada D, = ==

b-B _ ad 2 L
o D, = max {Zm,aabm },D3 =0 max{1,a, B},

Ve = 8afm2 z? —a'(t) (a%ﬂx)gl(y) + Boi(z, 0)) yz + %yz
ve
v, = 8a66m2 z’+a (% — ¢(x)d(t)h’(x)) yz + %yz
dir. Buradan
Ve = - a'(t) (aﬂqb(x}gl(y) +Boi(z 0)) yz+ =y
8acm? a'(t) 4
2 &c 2
2 e 7" — L(ag: ) + fo(z,0)) lyzl + ¥
2
% Ziacz + gy >0
ve
v, = Bafmz z2+a (% - (,b(x)d(t)h’(x)) yz + %Cyz
2

yazilabilir. Boylece yukaridaki esitsizlikler ve |uv| < %(u2 + v?2) esitsizliginden,

V' < 1( (b2+ad))21(5 (b2+d+2/1>>2
=75 mae aaom Zmru >\ 2aem? aom om 2|7 )2

1 Bd
—5| - <<,Babm2 + T + 211> r) y? + D,|6(t)|z?
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D
+72|9(t)|(x2 + 22 +y2 +22) +D;(34+ (A +3)(y? + 2% + u?))|q(t)| +

¢ t
2
(gl s+ -4) [ ¥ d”<abzm <“+/3+1)—Az> [ 76 as
t-r t-r

< Dylg(@®] + Ds(16(D)] + 1q(©)DV

D1+D, D3(A+3)

elde edilir. Burada D, = 3AD,ve Dg = max{ 2 2l }dir. Yukaridaki esitsizligin

her iki tarafinin 0 dan t ye integrali alinirsa,

V() <V(0) + D4f|CI(S)IdS + DsJ(IB(S)I +1q(s)DV(s)ds
0 0

elde edilir. Boylece Gronwal-Bellman esitsizliginden,
V@) < Deexp | D5 [ 10 + la@Dds | =, (65)
0

olur. Burada Dy = V(0) + D, ["q(s)|ds dir.

Peano varlik teoreminden dolayr 6 > 0 igin (6.2) sisteminin [ty t, + &)
araligindaki bir ¢6zimii (x(t),y(t),z(t),u(t)) olsun. Bu arahigin [ty, ) araligina
genisletilebilecegini gdstermek istiyoruz. O halde bunun tersini kabul edelim. Yani (6.2)

sisteminin T < oo i¢in [t,, T) lizerinde bir ¢oziimii var ve
Lim (lx (O] + Iy (@1 + [2(O] + [w(®)]) = o (6.6)

olsun. (6.2) sisteminin x(t,) = xo, V(to) = vo, z(ty) = z, ve u(ty) = u, baslangig

sartlarin1 saglayan bir (x (), y(t),z(t), u(t)) ¢Oziimiinii ele alalim. Boylece (6.5) den
V(T) < D5,

yazilabilir. Burada V(T) = A(x%(T) + y2(T) + z2(T) + u*(T)) oldugundan

x2(T) + y2(T) + z*(T) + u?(T) < %
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olur. Boylece t —» T~ igin [x(t)|, |y(t)],|z(t)| ve |u(t)| nin smirli oldugu kolayca
gorllebilir. Bu ise varsayimimizla ¢elisir ve T < oo olmasinin miimkiin olmadigini

T = o olmasi gerektigini gosterir.

Ornek 6.2.1. Dérdiincii mertebeden

(1+ cosx) . '+(1+ 1 ) 128 + x'"? .
2" 4+ x2)” 27200 + t2 1+x2)"

1 1
i . 4 ! 14
+(2+201+t2)( 0 + 8cosx')x

1 1 x'(t—r) x'(t—r)
+(§+202+t9<: 64 +(@@2+xﬂ@—qﬂ>

1 1 4x(t —7) x(t—r)
+ (E T 203+ tZ) ( 16)* ' 2(16)7 + x2(t = r))

1
2 at A x i x

lineer olmayan sabit gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalim. Burada

(0—1+ 1 M0—1+ ! (0—1+ 1
A =97%00 + 2 27201+ Y T2T 202+
Q) = 24— © =
2728+ T Ty
ve
() = & 4 05X (x",x") = 128 + - (x,x') = 40 + 8cosx’
¢x—2 el ", x"") = i o2 fl,x') = cosx’,
, x’ x' 4x X
g = b h() =

+ ,
64  (64)2 + x'? (16)*  4(16)3 + x2

dir. Eger a = 128,b = 16,c = L,d = ;,m =1 ve L = 0.0003 olarak segilirse
128 2(16)3 2

Teorem 6.2.1 in tim sartlar1 saglar. Boylece ele alinan denklemin tim c¢dzlimleri

surdiriilebilir ve sinirh olur.






7. TARTISMA VE SONUC

Bu tezimizde, Giris ve Literatiir Bildirisleri boliimiinde, ilgili literatiire atifta
bulunarak soziinii ettigimiz, ikinci, ti¢lincli ve dordiincii mertebeden bazi diferansiyel

denklemler i¢in ¢éziimlerin global varlig1 ve siirliligi {izerinde durulmustur.

Bu dogrultuda, ii¢lincii boliimde tezimizde yaptigimiz ¢alismada kullandigimiz

bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Calismanin  dordiincii boliimiinde Lyapunov'un ikinci metodu ve Integral
esitsizligi kullanilarak ikinci mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli bir integro-
diferansiyel denklemin, ikinci mertebeden lineer olmayan bir integro vektor diferansiyel
denklemin ve ikinci mertebeden lineer olmayan degisken gecikmeli bir integro vektor
diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin global varligi ve sinirliligi i¢in yeter sartlar elde
edilmistir. Calismanin besinci boliimiinde Lyapunov'un ikinci metodu kullanilarak
ticlincii mertebeden lineer olmayan bir integro diferansiyel denklemin ve iigiincii
mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli iki diferansiyel denklemin ¢6ziimlerinin
global varligt ve smnirliligl icin yeter sartlar elde edilmistir. Caligmanin altinci
boliimiinde ise dordiincli mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli bir diferansiyel

denklemin ¢6ziimlerinin global varlig1 ve sinirliligi igin yeter sartlar elde edilmistir.

Sonu¢ olarak, bu tezimizde ele alinan problemlerin ilgili literatiire Snemli

katkilar saglayacagi diistiniilmektedir.
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