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OZET
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uzun zaman araliklarindaki davramislari incelenmistir. Ug boyutlu Navier-Stokes-Voight
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sonunda U¢ boyutlu Navier-Stokes-Voight denklemleri tarafindan olusturulmus yari
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler aciklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

Simgeler

R
(xn)
limsup

liminf

Aciklama

Cekici

V' de yutan kiime

I/, de yutan kiime
Basing

Akigkanin elastikligi
Viskozite katsayisi
Diverjans operatori
Laplace operatori

X uzay1 iizerindeki norm
Elemanidir

Her

Reel sayilar kiimesi
Dizi

Ust limit

Alt limit



1. GIRIS

Akiskanlar iizerinde ge¢cmiste bir¢ok calisma yapilmistir. Isaac Newton’un bu konuda ¢ok
onemli ¢alismalar1 vardir. Newton katmanlar arasindaki kayma gerilmesinin hiz gradyani
ile orantili oldugunu, bu gradiyentin de akisin belli sartlar1 tasimasi kosuluyla bu
katmanlara dik oldugunu belirtmistir. Daha sonra Bernoulli ivmenin basincin gradiyenti ile
orantili oldugunu ispat etmistir. Euler tarafindan da sikistiritlamaz ve siirtiinmesiz sivilarin
akisi i¢in denklemler tiiretilmistir. 1821’de Navier viskoz akislardaki viskozite parametre-
sini tanitmistir. Bu konuda Stokes viskozite parametresinin fiziksel anlamiyla ilgilenmis ve
bu parametrenin akigkanlarin viskozitesine karsilik geldigini ortaya koymustur. Viskozite;
akigkanlarin i¢ siirtinmelerini ifade eder. Bu c¢alismalar neticesinde Stokes’un da

katkilariyla Navier-Stokes denklemleri ortaya ¢ikmistir. Navier-Stokes denklemleri

ou
E—vAu+(u.V)u+Vp =f

bi¢imindedir. Esas olarak bu denklem Newton’un II. yasasi, F = ma yani momentumun

korunumundan ¢ikarilmistir.
V.u=0

saglandiginda akiglar sikistiritlamaz olarak ifade edilir. Sikistiritlamazlik kosulu kiitlenin
korunumu prensibinden ortaya ¢ikarilmistir. Navier-Stokes denklemlerinde v viskozite
katsayisidir; u,p akisin sirasiyla hiz ve basincimi gosterir. Bu degiskenler denklemin

bilinmeyenleridir. f dis kuvveti gosterir. Daha fazla bilgi icin [11] kaynagina bakilabilir.

Navier-Stokes denklemleri arastirmacilar tarafindan yogun bir sekilde g¢alisilmistir. J.
Leray tarafindan, Navier-Stokes denklemlerinin ¢oziimlerinin 6zellikleri incelemistir [25-
27]. Bunun yani sira 1951°de Hopf tarafindan ¢6ziimlerin varhig: ile ilgili bazi sonuglar
elde etmistir [14]. Daha sonra Ladyzhenskaya [22], Lions [28], Temam [39], Constantin ve
Foias [3] tarafindan ¢0zumler ve 6zellikleri detayli olarak incelemistir. Bu denklemlerin iki
boyutlu uzayda ¢6ziimlerin varlik tekligi ispatlanmistir [21]. Ancak (¢ boyutlu uzayda
teklik giintimiizde hala agik problemdir [11,39]. Bu nedenle pek ¢ok arastirmaci tarafindan

bu denklemler igin diizglinlestirmeler yapilmaktadir.



Es. 1.1- Es. 1.2 sistemi Kelvin-Voight sikistirilamaz akiskaninin dinamik modeli ve lineer
viskoelastik akiglarinin  hareketinin  bir modeli olarak A.P. Oskolkov tarafindan
arastirtlmistir [31-35]. Onun bu ¢alismalariyla birlikte de li¢ boyutta Navier-Stokes-Voight
modeli i¢in ¢6ziimlerinin uzun zamanl davranislari incelenmistir. Navier-Stokes-Voight

denklemleri

v, — VAV — a?Av, + (w.V)v+Vp = f(x), x€N,teRT (1.1)
bicimindedir. Ayrica bu denklem

V.v=0 x€n, t € RY; v(x,t) =0, x € 0402, t e Rt (1.2)
sikistirilamazlik kosulu ve sinir sarti ile birlikte diisiiniilmiistiir. Bu denklemlere

v(x,0) = vy(x), x€N (1.3)

Baslangi¢ kosulu eklenerek Es.1.1-Es.1.3 problemi ele alinacaktir. Problemin ¢oztimlerinin
varlik ve tekligiyle ilgili sonuclar igin [31-35] bakilabilir. Burada Q c R® siirl;, 99
yeterince diizgiin smurl bir bélgedir. v = v(x, t) hiz vektorii, p basing, v > 0 kinematik

viskosite sabit sayisidir. a akiskanin elastikligini karakterize eden bir parametredir. Ayrica

=~ 0
u.
(w.V)u = Z”"a_x]. j=12,..,n
i=1 ‘

n
aZ
A= z Fy) Laplace operatori
i=1 "t

v—(a a) dient
=ox " ox gradien

n
0
div = z — diverjans operatori
o 0x;
1=

ve f de dis kuvveti gostermektedir. [18-20]’de Es. 1.1- Es. 1.3 problemi tarafindan olus-

turulan yar1 grubunun sonlu boyutlu yerel olmayan ¢ekiciye sahip oldugu gosterilmistir.



Bu calisma, c¢esitli kaynaklar arastirilarak bilinen sonuglarin incelenmesiyle olustu-
rulmustur. Esas olarak [20] kaynagi lizerinde yogunlasilmistir. Es. 1.1- Es. 1.3 problemi
ile olusturulan dinamik sistemin yerel olmayan g¢ekicisinin varhigi ve bu problemin

¢ozlmlerinin asimptotik belirleyici modlar: hakkinda bir tist sinir elde edilmistir.

Bu tezin planlamasi ise su sekildedir. Tlk boliimde konu ile ilgili calismalardan bahsedilmis
ve konuya giris yapilmustir. Ikinci boliimde Navier-Stokes-Voight denklemleri icin 6n
bilgiler ve temel kavramlar tanitilmistir. Uglincti bolimde ise (¢ boyutta Navier-Stokes-
Voight denklemleri igin yerel olmayan gekicilerin varligi gosterilmistir. Son bdliimde ise
bu denklemlerin asimptotik belirleyici modlar1 ¢alisilmis ve daha sonra ti¢ boyutlu Navier-
Stokes-Voight denklemleri tarafindan olusturulmus yar1 gruplarin yerel olmayan ¢ekicileri

iizerinde belirleyici modlar i¢in bir degerlendirme verilmistir.






2. ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢aligsmada yer alan temel tanim ve kavramlar verilecektir.
2.1. Tammlar
2.1.1. Tanim

0 c R" de bir bolge olsun. Q tizerindeki siirekli fonksiyonlarin kiimesi C(Q) ile gosterilir.

Bu uzay

C(Q) = {u:u(x), Q lizerinde stireklidir}
biciminde gosterilir [37].

2.1.2. Tanim

C™(Q), R™ in bir Q bolgesi icin m’ye kadar ve m. mertebeden olan tiirevleri surekli olan

fonksiyonlar uzayidir.
C™(Q) = {u:y, u,u, ..., u™ Q {izerinde siireklidir }

seklinde yazilabilir ve bu uzay iizerindeki norm

lulleny = Y suplD“u(x)|

|a|<m
bigiminde tanimlidir [37,38].
2.1.3. Tanim

Q Uzerinde her mertebeden tiirevleri olan ve kompakt destege sahip fonksiyonlarin uzay1

Cq’ ile gosterilir [1].



2.1.4. Tanim

Q, R" de bir bélge u,v € L . (Q), (LL.(Q) Qnin her kompakt alt kiimesinde integ-

rallenebilen fonksiyonlarin uzayidir) o bir ¢oklu indis olsun. Eger V¢ € Cg’ (Q) igin

f uD%pdx = (—1)0‘f vpdx
Q Q

esitligi saglaniyorsa v fonksiyonuna u fonksiyonunun Q bolgesinde k > 0 olmak uzere

la| = a; + oy + -+ 4+ o, = k. mertebeden zay1f tiirevi denir [7].
2.1.5. Tanim

X normlu uzayinda bir dizi {x,} olsun. Eger her ¢ > 0 sayisina karsilik bir N pozitif
tamsayist m,n > N iken ||x,, — x, ||y < € olacak sekilde bulunabilirse bu diziye Cauchy
dizisi denir. Eger X deki her Cauchy dizisi X’de yakinsak ise X tamdir ve bu uzaya Banach

uzayi denir [1].
2.1.6. Tanim

Q c R" deki bir K alt kiimesine ait noktalar igin yine O c R" de sifirdan farkli bir u

fonksiyonu ele alalim. K = {x: u(x) # 0}, K’nin kapanis1 olmak iizere bu kiimeye u’nun

destegi denir. Eger K Q’da kapal1 ve sinirl ise u Q’da kompakt destege sahiptir denir [37].
2.1.7. Tanim

U bir lineer uzay olsun. U X U iizerinde tanimli (.,.) fonksiyonu Vu,v,w € U a, fe R

olmak Uzere

) (wv)=@u) (simetri)
i) (au + Bv,w) = a(u,w) + B(v,w)  (lineerlik)

ii)(uw,u) =0ve (u,u) =0iseu =0 (pozitif tanimlilik)



kosullarin1 saglarsa U uzayinda i¢ ¢arpim olarak adlandirilir. Eger u i¢ ¢arpimdan dogan

lully =+ (u,u)

normuna goére tamsa Hilbert uzay1 adini alir [1,37].
2.1.8. Tanim

Q < R" de bir bolge ve p pozitif bir reel say1 olsun.  da taniml

f lu(x)|Pdx < oo
0

sartin1 saglayan u 6l¢iilebilir fonksiyonlarinin sinifina LP (2) uzay1 denir. 1 < p < oo i¢in

LP (£2) uzay lizerindeki norm

1/p
lull, = { f |u<x)|de}
N

bigiminde tanimlidir. p = 2 igin L? () uzay1

(u,v) =f u(x)v(x)dx
0

i¢ carpimu ile birlikte bir Hilbert uzayidir [1,39].
2.1.9. Tanim

Q c R" de bir bolge ve Q da hemen hemen her yerde sinirh Slgiilebilir fonksiyonlarin

uzayina L” (£2) uzayi denir. Bu uzay

L”(Q) = {u:u(x) < k, hemen hemen her yerde  da}



biciminde gosterilir. 1 <p <oo igin L(R) c - c IP(N) c --- c L}(2) bagmtist

saglanir. L (2) lzerindeki norm
llulle = llullL» @) = esssuplu(x)|
xX€N

bi¢iminde tanimlidir [37,39].
2.1.10. Tanim
I, (0,T) ya da [0, T] gibi bir aralik, X bir Banach uzay1 olsun. u:I — X surekli L?

smifindan fonksiyonlarinin uzay1 L? (I, X) bigiminde gosterilir. LP (I, X) uzay1 lizerindeki

norm

1/p
lwllr 3y = U Iu(x)lé”(dx}
i

bi¢iminde tanimlidir. Burada |u(x)|y , X uzayindaki normu gostermektedir [38].
2.1.11. Tanim

I’dan X’e tanmmmlanmis diizgiin smirli ve Oolgiilebilir fonksiyonlarin uzayr L (I, X)

biciminde gosterilir. Bu uzay uzerindeki norm

||| oo x) = eSSSIuPW(xNX
XE

bigiminde tanimlidir [38].
2.1.12. Tanim

Q c R" ve 1< p < oo ve k negatif olmayan bir tamsay1 olsun. a ¢oklu indis olmak (izere
|| < k igin D®u zayif manadaki tiirevi LP (2)’ya ait olan u: 2 — R fonksiyonlarindan

olusan W*? (22) uzayina Sobolev uzay1 denir. Bu uzay



Wkr () = {u: D*u € LP (2),V|a| < k}

bi¢iminde yazilir. Eger p = 2 ise genellikle W*2(2) = H*(2) (k= 0,1,...) dir. Burada
H*(0) Hilbert uzayidir. p = 0 ise H°(2) = L*(Q) dur.

WkP (Q) uzay: iizerindeki norm u € W*P () olmak iizere

1/p
( ZJ |[D*u|? dx 1<p<o
o<k ~ 1

el ) = ﬁ

esssup ||D“u|| p =
x€N

k la|<k

bigiminde tanimlidir [7].

2.1.13. Tanim

t € R* i¢in H bir Hilbert uzay: olsun. S(t): H —» H bir yar1 grup ve B; € H smirh kiime
olsun. Her keyfi sinirh B € H kiimesi igin ve Vt > ty(B) i¢in S(t)B < B; olacak sekilde
bir t,(B) > 0 varsa B;’e yutan kiime denir [38].

2.1.14. Tanim

H™1(Q) uzay1 H} uzaymin dual uzayidir. Yani f, H} de sirli lineer bir fonksiyon ise f,

H~1(Q) dadir. Bu uzay iizerindeki norm

f g1y = sup{< f,u > uw € H}, lullyg ) < 1}
bi¢iminde tanimlidir [7, 37].

2.1.15. Tanim

X bir Banach uzayi olsun. X den X’e tanimli sinirli lineer operatorlerin ailesini {S(t)};>o

olarak tanimlayalim. u € X i¢in
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i) SOQu=u

i) St+s)u=St)S(s)u=S()Su(t,s =0)
iii) t - S(t)u dontsiimii [0, ) — X e sureklidir.

kosullarini saglayan {S(t)};>o ailesine yar1 grup denir [7].

Bir kismi tiirevli denklem igin verilen problemin iyi tanimli oldugunu yani ¢oziimlerinin

var, tek ve verilere siirekli olarak bagimli oldugunu varsayalim. Bu durumda bu sistem igin

S(t):ug € H > u(t) EH

olacak sekilde {S(t)};>p operator ailesini tanimlamamiza izin verir.

2.1.16. Tanim

K:X — Y bir operator olsun. Eger X’de siurli herhangi bir W kiimesinin gorintisu Y’de

kompakt kapanisa sahipse K’ya kompakt operator denir [38].

2.1.17. Tanim

X normlu uzayindaki bir A alt kiimesi verilsin. A kiimesindeki her dizinin, A’da yakinsak
bir alt dizisi varsa A kiimesi kompakttir. Kompakt kiimeler kapali ve sinirlidir. Eger A

kompakt ise A pre kompakttir [1].

2.1.18. Tanim

X ve 'Y birer Banach uzay1 olsun. Eger

D lxlly = Cllxlly x€X
i) X’deki her dizi Y’de pre kompakt

kosullar1 saglanirsa X, Y’ye kompakt olarak gomiilmiistiir denir ve X cc Y bigiminde

gosterilir [7].
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Simdi Navier-Stokes denklemlerinin incelenmesinde temel olan, bu calismada da kulla-

nilan uzaylari ve bazi kavramlari tanitalim.
V:={ve (LN’ v.v=0}.

H uzay1 V nin (L?(2))? topolojisindeki kapanisidir. H uzayindaki norm

3
2
ol = Y 1111 2
j=1

bicimindedir.

A= —PA, (H*(2))3NnV bolgesinde tanimli homogen sinir kosullarna sahip Stokes

operatoridar.
A:H - H smurl, lineer bir operatdér olmak lzere Vu,v € H igin (Au,v) = (u, A*v)
esitligini saglayacak sekilde A*: H — H operatériine A nin adjointi denir. Eger A = A” ise

A’ya self-adjoint operator denir [7].

A operatori self-adjoint, H’da pozitif tamimli ve A~*: H —» H kompakt operator olsun. Bu

durumda 4,
Aw; = 4w

saglanacak sekilde {4;};2, reel dzdegerlerine sahiptir. {w; };2; ler bu 6z degerlere karsilik

gelen 6z vektorlerdir. Burada 0 < A; < 4, < --- dirve

limA = o

Jj o0 J

saglanir. Bunun yaninda w; ler H igin ortonormal bir baz olusturacak sekilde segilebilir.

Boylece A operatorii bu bazin terimleri yardimiyla



12
Au = le(u:WJ-)W;
j=1

bi¢ciminde yazilabilir. A’nin tanim bdlgesi

D(A) =quw:u = i cjwj,i|cj|zijz < o
j=1 j=1
dir. D(A4),
(w, v)peay = (Au, Av)
i¢c ¢arpimiyla birlikte bir Hilbert uzayidir. Bu uzay iizerindeki norm

lullpcay = llAull

dir. A operatorinin kesirli kuvvetleri

A%y = Z}Lj“(u,wj)wj
=1

bi¢iminde tanimlanir. A% nin tanim kiimesi H’da dir ve tanim kiimesi

D(A") = {u: [|A%ul| < oo}

(o0}

= u:HZZCjo,

(oe]
6722 < o0
j=1 j=1

biciminde tanimlanir. Ayrica i¢ carpim ve norm sirasiyla

(u) v)D(Aa) = (A(Xu, Aav)

lullpcaey = [IA%ull

ile tanimlanir.
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V; = D(A%/%) dir. Bu uzay izerindeki norm s € R icin vl = ||A5/%v|| dir.

V=V, = (H}(Q)® nH Hilbert uzayidir. Bu uzaydaki norm |[ull; = |lull, = ||Vul|

bi¢ciminde tanimlidir.

P: (12(2))% - H ya Helmholtz-Leray dik izdiisiim operatdrii olmak iizere
B(u,v) = P ((u.V)v) dir.

2.1.19. Tanim
U ve V lineer uzaylar olmak lizere, B:U X V = R doniisiimii i¢in

i) B(au+ pw,v) = aB(u,v) + fB(w,v) uweU, veV
ii) B(w,av+ pw) =aBu,v)+pBu,w) ueU v,weV

esitlikleri saglaniyorsa B’ye bilineer form denir [37].
2.1.20. Tanim
V lineer uzay olmak uzere, B:V X V — V* doniisiimii bilineer form olsun. B:V XV — V*

olmak lzere Yw € V icin < B(u,v),w >= b(u,v,w) ifadesine ug¢ yere gore lineer form

denir. Ayrica

b(u,v,w) =f [(u.V)v]wdx
0

seklinde de ifade edilebilir [10,38].
2.1.21. Ug Lineer Formun Ozellikleri
Egern =2 yadan =3iseu € H,v,w € V olmak Uzere

b(u,v,w) = —=b(u,w, v) (2.1)
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ortogonallik iligkisinden

b(u,v,v) =0 (2.2)

dir. n = 2 olmas1 durumunda (ve sadece periyodik sinir kosullar1 altinda)

Vu € D(A) b(u,u,Au) =0 (2.3)
vu,v € D(A) b(v,u,Au) + b(u,v,Au) + b(u,u,Av) =0 (2.4)
yazilabilir.

fspat

V={ue [C;’(D)]™: V.u = 0} olmak uzere Es. 2.1 i¢in u,v,w € V olsun.

m

bwvw) = | D dx
2 =
m
2 =
m
= _f Z (Diuy)w;vpdx +u; (D;w;)v;dx
2 =
= —b(u,w,v).

Son esitsizlikte ),; D;u; = V.u = 0 oldugu dikkate alinmistir. Ortogonallik iligkisinden
Es. 2.2 agiktir. Simdi de Es. 2.3 Uin dogrulugunu gosterelim Au = —Au olmak Uzere

m

b(u,u, Au) = — z f w; (D;u; ) Ay, dx
ij=1"1
m
—= > | wa)pydx
ijk=1"1

m m
b(u,u, Au) = — z f w; Dy w; Dyw; dx + Z f Dy u;D;u; Dy w; dx
ijk=1"1 ijk=1"1



15

buradaki her iki integral sifira esittir. Clinkii

fu Dyui Dywdx = - Zf uD(Dku)dx
0

f u; Dy w; Dyw;dx = f (V.u)(Dyy;)?dx = 0 (V.u = 0)
0

D I

Il
-

i

m
_ .3 2 2
z f Diu;Diw; Diwydx = uyq + Uy Uiy + Uy 1Us 1 + Ul 1Upp + U iU Uy 1 +
ijk=1"1

2 2 3
TUy UL T UZ1U T U2

V.u =uy, + uy, = 0 oldugundan son esitlik

=iy +ui, = (wg +up2)(uf ) —ugqupp +ui,) =0
dir. Es. 2.4°0 elde etmek icin ise Es. 2.3’te w = u + €v alalim.

e[b(v,u, Au) + b(u,v, Au) + b(u, u, Av)] +
+e?[b(u, v, Av) + b(v,u, Av) + b(v,v, Au)] = 0

€ # 0 oldugundan ispat agiktir [38].
2.2. Kullanilan Esitsizlikler
2.2.1. Young Esitsizligi
b=>0 >1 ! + ! 1i
a.b >0, p.q ve — +— = lise
P q
a? b1

ab<—+—
q

esitsizligi saglanir [38].
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2.2.2. Young Esitsizligi (¢ ile)

a.b >0, >0vel < p < oo olsun. Budurumda

a.b < ea? + C(e)b1 (2.5)
esitsizligi saglamir. Burada C(g) = (ep)~9/Pq~1 dir [7].

2.2.3. Poincaré Esitsizligi

Q sirl bir bolge, u € Hg () olmak iizere

llull < Cl[Vull ve

-1/2

lull <A, “lull,  VueQ (2.6)

esitsizligi saglanir. Burada A; Stokes operatoriiniin homogen Dirichlet siir kosullari

altindaki 6z degeridir [20,39].

2.2.4. Ladyzhenskaya Esitsizligi

Eger O c R? sinirh ve €' siifindan bir bélge olsun. u € H(Q) icin
el < e lluell 2 fully 2

esitsizligi saglanacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 vardir.

N c R3smurh ve C! siifindan bir bélge olsun.

3/4
lulls < .l ull,* (2.7)
llullz < e llull™?|[7ull'/? (2.8)

esitsizlikleri saglanacak sekilde ¢ > 0 sabiti vardir [22,39].
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2.2.5. Genel Sobolev Esitsizligi

Q c R" de sinirl ve C! sinifinda acik bir kiime ve u € WP (Q) olsun. Eger k < % ise

u € L1(Q) dir. Burada% = % — E dir. Buna ek olarak
ulliaay < € lullyr
esitsizligi saglanir [7].

2.2.6. Gagliardo-Nirenberg-Sobolev Esitsizligi

1 < p < n olsun. ¢ sadece p ve n ye bagh bir sabit olmak iizere Yu € Cl(R") igin
lull gy < € IDullo e
dir. Ayrica

lull /20 < c.flull*#lullf 0<e<1

lullee < c llull2/Pllull,, " p € [2,00)

esitsizlikleri de saglanir. Ozel olarak € = 1 igin

llulls < c.lully (2.9)
dir [7,20].

2.2.7. Agmon Egsitsizligi

u € D(A) =V, olmak lizere

lull gy < ellully | Aull*/2 (2.10)

esitsizligi saglanir [10,20].
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2.2.8. Holder Esitsizligi

1<p<oo, +— = 1lolsun.Egeru € LP(2) vev € L1(N2) ise

1
q

T |-

f luvldx < Il @ 19 lleca 2.11)
N

esitsizligi saglanir [7].

2.2.9. Ug Lineer Formla Ilgili Kullanilan Esitsizlikler

vw € Vigin < B(u,v),w >=b(u,v,w) = f [(uw.V)v]wdx
0

uc lineer formu icin asagidaki esitsizlikler saglanir [20].

b, v, w)| < CllullV2lull, vl wll,  YwvweV (2.12)
b, v, W) < Cllull?llully* vl Vuvev (2.13)
b, v,w)| < Cllully vl IwllY2lwl,Y?  Yuvwev (2.14)
b, v, w)| < CAT lully lvlly Iwlly Vuv,weV (2.15)

Simdi buradaki her bir esitsizligin ispatin1 verelim.
fspat

Es. 2.6, Es. 2.7, Es. 2.8, Es. 2.9 ve Es. 2.11°den faydalanarak ispatlarimizi yapalim.

|b(u,v,w)| = U(uV)vw

< llullsllvell 2wl

< CllullV2NIvull 2 NIvollliwll s

1/2
< Cllall 2 llully 1wl Il
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< llull vl 21l s

|b(u,v,u)| = U(uV)vu
< Cllull2[[vull 2|Vl [lull
1/2
< Cllull™?Mlully 1wl llull,

3/2
< Cllull™?ull*|lvll,

b, v, w1 = | [ yow| < Tulellwvllz il

< Cliwll2Ivwili2 v vl

1/2
< Cllulls vl w2 [wll,

< llullpsllvoll 2wl 2

|b(u,v,w)| = U(uV)vw

3/4
< Cllull™*llull > *Ivvllllwl
-1/8 1/4 3/4
< A Pl Y el vl wl

-1/8
< C A7 8wl vl wlly

elde edilmis olur. Boylece Es. 2.12, Es. 2.13, Es. 2.14 ve Es. 2.15’in ispat1 tamamlanmis

olur.

2.2.10. Gronwall Esitsizligi

n(.) negatif olmayan surekli bir fonksiyon olsun ve hemen hemen her t € [0, T] igin
N (£) < p(On(e) +p(t)

esitsizligi saglansin. Burada ¢ (t) ve ¥(t) de negatif olmayan ve [0, T] araliginda integ-

rallenebilen fonksiyonlardir. Bu durumda vV 0 < t < T igin

n(t) < ey #()ds ln(o) + f tl/)(s)dsl (2.16)
0

esitsizligi saglanir [7].
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2.2.11. Cauchy-Schwarz Esitsizligi
u, v € Holmak lzere
|(w, v)| < [fullllvl

esitsizligi saglanir [7].

2.3. On Hazirhiklar
2.3.1. Lemma

a(t)ve b(t) (0, o) da lokal integrallenebilen fonksiyonlar olsun. T > 0 igin
y > 0,T >0, a” =max{—a, 0}, bt =max{b, 0} olmak uizere

1 t+T 1 t+T
lim inf?f a(t)dr =v, tli,@ sup?j a (v)ydrt=Tr,
t t

t—oo

t+T

1
limf bt*(t)dt =0

tooo b Jy

kosullarini saglasin. ¢ negatif olmayan mutlak strekli fonksiyon olmak tizere

¢ (1) +a(®p() < b(®) t € (0,)

esitsizligi saglansin. Bu durumda t — oo icgin ¢ (t) — 0 dir [20].

2.3.2. Tanim

S(t):V -V, t = 0igin bir yar1 grup olsun. Eger herhangi pozitif sayilar dizisi t, - o ve

asimptotik olarak kompakttir denir [20].

Simdi S(t)’nin asimptotik kompakthigiyla ilgili asagidaki teoremi ifade edelim.
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2.3.3. Teorem

Kabul edelim ki t > t, > 0icin S(t): V — V yar1 grubu

S)=Y({)+Z(t)

formunda yazilsin. Burada Z(t), Vt =ty > 0 icin V de kompakt operatordar.

k,¥YR > 0 igin t - oo iken k(t,R) — 0 olacak sekilde bir k:[ty, o) x RT - R* sirekli

fonksiyonu olmak tzere

Vt=>ty >0 veV|vlly <R icin|Y(®)viy < k(t,R)

saglanirsa S(t):V —» V, t > 0 asimptotik kompakttir [20].
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3. YEREL OLMAYAN CEKICIiLERIN VARLIGI
Helmholtz-Leray izdiisiim operatorii P’yi Es. 1.1- Es. 1.2 denklemlerine uygularsak

v, + VAv + a?Av, + B(v,v) = h, h=Pf (3.1)
v(0) = v, (3.2)

elde edilir. Burada h € H™! uzayinm eleman1 olsun. Es. 3.1-Es. 3.2 sisteminin yerel olma-
yan varlik ve tekligi ilk kez [31]’de calisildi. Boylece Es. 1.1-Es. 1.3 ile kurulan bu prob-
lem S(t):V - V,t € RY siirekli yar1 grubunu olusturur.

Bu bolimde S(t) yar1 grubunun V ve V,’de yutan klimelere sahip oldugunu daha sonra
t € R icin S(t):V - V asimptotik kompakt oldugunu gosterecegiz. Boylece V de yerel

olmayan c¢ekicinin varlig ispat edilmis olacaktir.

3.1. V’de Yutan Kume

Oncelikle Es. 3.1 i vile L? de ¢arpalim.

(v, v) +v(4Av,v) + a?(Av,,v) + (B(v,v),v) = (h,v) (3.3)

Buradaki her bir terimi dizenleyelim.

d

(ve,v) = E(v, v) — (v,v;)
d d

_“ — 22
Z(Ut,v)—dt(v,v) dtllvll
= 1) = 2L 2

'Ut,’l? _Zdt v

v(4v,v) = v||Vv||?

1d 1d 1d
2 _ 2 _ 2z _ 2= 2
a“(Av,v) = «a oFT: (Av,v) = «a oFT: (Vv,Vv) =« 2dt||l7v||

Ayrica sag taraftaki terime Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa
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(h,v) = |[Rll-11Ivll;

yazilir. Bu terimler Es. 3.3’te yerine yazilirsa

1d 5 5 ,1d 5
S I + vIPvl? + a2 s— 17vll2 < lIAl vl

elde edilir. Buradan

d 2 2 2 2

2 l” + a?lvull®) + 2vlivvll® < 2lAll - livlly

yazilir. Bu esitlik yeniden

d 2 2114112 2

2 vl + aflivilD) + 2vilvliy < 2lAll - livlly

bi¢iminde yazilabilir. Esitsizligin sag kismindaki ifadeyi Es. 2.5’ten yararlanarak
Loz 2 wonz) < Lipne 2

2Rl 4wl < 2 (51812, + 5 1911 ) < 1812, + Vil

seklinde diizenleyebiliriz. O halde esitsizlik

IRlI124 (3.4)

<|E

d
E(IIVII2 +a?|vllD) +vivilf <

bigiminde yazilir. Es. 2.6’dan sol kisimdaki ikinci terimi asagidaki bigimde diizenleyelim.

v

vV
vlvlif == lvli3 +§I|vllf

2

v
Mlvli? + 5= IIvlif

2 a2

v v
NI NI NI<

1
Mllvl? + — 2wl
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v o 1
do: = Emln {Apﬁ} = vd,

olmak Uizere buradan
vivllif = do[lIvi* + a?|lvlI%]

elde edilir. Bu terim Es. 3.4’te yerine yazilirsa
d 2 2 2 2 2 21 < Ly
7 IO + aZllvOIID) + dolllv O + a®llv Y] < S IRl

biciminde elde edilir. Es. 2.16’dan

lIRl124

v + e?llv@®)|? < e =) ||v(s)]I2 + «?[lv(s)II? — —
0

PRI
Vdo -1

Son esitsizlikten

IAllZ,
Vdo

lim supfllv (O + o2 v (D} < (3.5)

yazilir. Es. 3.5; S(t):V - V ,t € R*nin Es. 1.1-Es. 1.3 tarafindan olusturulan yar1 grubun
yutan kiimeye sahip oldugunu dogrular.

2
B, = {v eVl < ||h||_1} (3.6)

Jvazd,

Buradan da M; = 2 [|h||—; olmak (izere Es. 3.6’dan
Jva?td
0

lv(®Oll, = M, (3.7)

esitsizligi baslangi¢ verisine bagl yeterince biiyiik t ler icin gegerlidir [20].
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3.1.1. Onerme

s € Rolsun. Egerwy €V, ,g € L,([0,T]; V,_,) ise

Z, + VAz + a?Az, = g(t), z(0)=0

lineer denklemi bir tek zayif ¢oziime sahiptir ve bu ¢6ziim C ([0, T]; ;) dedir. Ayrica

sup |lz@®)lls < Cllglli,qorve,y SER
te[0,T)

esitsizligi saglanir [20,36].
Ispat [36] kaynagina bakilabilir.
3.1.2. Onerme

h € H’y1 zamandan bagimsiz alahm. S(t),t > 0 yar1 grubu V’de asimptotik olarak kom-

pakt yar1 gruptur [20].

fspat

Vo € V olsun. Ilk olarak S(t)’nin

SWvy =Yy + Z(t)v,

seklinde yazilabilecegini gosterecegiz. Burada Y (t),

y. +vAy + a’Ay, =0, y(0) =, (3.8)
lineer denklemi ile olusturulmus yar1 grup ve z(t) = Z(t)(vy)

2, +vAz + a?Az, = h— B(v(t),v(t)), 2z(0)=0 (3.9)
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probleminin ¢6zumu olsun. Burada hemen belirtelim ki v, baslangi¢ verisi v, olan
Es. 1.1- Es. 1.3 (yada esit sekilde Es. 3.1- Es. 3.2) sisteminin ¢ozimudur. Es. 3.8’i y ile H

da i¢ ¢arpalim.

e, y) +v(Ay,y) + a*(Ay,,y) =0

Buradaki her bir terimi diizenlersek

d
e y) = a(y, y) — . y)
d d
2(y,,y) = d—(y, y) =— IIyII2

= (Y, y) = ST IIyII2

v(Ay,y) = v|IVy|l?

,1d ,1d ,1d
2 — — — 2
a®(Ay.,y) = Zdt — Ay, y) =« 2dt(Vy, Vy)=a 2dtIIVyII

elde edilir. Bulunan bu esitlikler Es.3.10°da yerlerine yazilirsa

ld 2 2 ld 2
S IVI2+ vITyI? + a5 lI7yl2 <0
ld 2 2

57 (IYI2 + 1Pyl + vIizyll2 < 0

E(Ilyll2 +a?|[Vyll?) + 2v|IVyll> < 0

d 2 2 2 2
2 UyOIF + aZllyOllD) + 2vily(©lly < 0

elde edilir. Es. 3.11’in sol yanindaki ikinci terim Es. 2.6’dan

VIy®I2 = 2 ly®|2 + 3||y(t)||%

7\1I|y(t)||2 + IIy(t)I|1

Y 1
z3 Mlly@®I% + @azlly(t)ll%

(3.10)

(3.11)
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vV o 1
dg: = Emln {7\1,?} = vd,
olmak tizere

viyOIIF = dolllyll* + a?llyllf]

biciminde duzenlenirse Es. 3.11

d
E(Ily(t)ll2 +a?lyOlI]) + dolllyll* + @?llyllf] < 0
seklinde yazilir. Gronwall esitsizliginden V t > 0 i¢in

lyON? + a?lly@©lF < e [lly(0I? + a?lly(0)If] (3.12)

esitsizligi saglanir. Boylece Y (t):V — V doniisimi Ustel olarak ¢ekendir. Es. 2.11 ve
Es. 2.9’dan

< B(V, V)' ¢ > — sup b(V; v, q))

IB(v, V)Il-1/2 = sup =
2T pevlatiigler A4 dev,[al/4g] =1

= sup L P((v.V)v). ¢ dx

dev,||al/4g|=1
= sup j (v.V)v.dpdx <c. sup IVl eVl Il
pev||al/4el|=1Ja bev, A4 =1
Ayrica Es. 2.9’dan
Ivls < c.lIvlly ve llglls < c. [ 449

yazilabilir. Boylece

2 2
IBEWI_yz=c  sup IVl [|AY*] < c.lvily (3.13)
pev [al/tp]=1
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ve
IBv, Vl-1/2 € L”(R*;V_1,2)

elde edilir. Burada v(t) fonksiyonu v, € V baslangi¢ kosulu ile Es. 3.1-Es. 3.2 sisteminin
¢Ozumii olarak L* (R*; V) ye aittir. Boylece Es. 3.13 ve Onerme 3.1.1°den dolay1 Es. 3.9
probleminin ¢ézimi C(R*; Vs /2) dedir. Yani Z(t) operatori V’yi V3, ye doniistiirmiistiir
V3, €V kompakt gomiildiigiinden, Z(t) operatori V¢ > 0 igin kompakt operatordr.
Bundan dolayr S(t) Teorem 2.3.3’in sartlarin1 saglar ve asimptotik olarak kompakt yar1

gruptur [20].

Her smurli yutan kiimeye sahip ve asimptotik olarak kompakt yar1 grup, bir kompakt yerel

olmayan cekiciye sahiptir [2,12,22,40]. Buradan hareketle asagidaki teoremi verelim.
3.1.3. Teorem

Eger h € H ise

2
S@:V =V, By = {v e Villvl < =10l

yutan kiumesine ve A; < V yerel olmayan cekiciye sahiptir. A; c¢ekicisi kompakt,

baglantili ve invaryanttir [20].

Simdi A;’in V;, *de smirl alt kiime oldugunu gosterecegiz. Es. 3.9 denklemini V; , *de z ile

i¢ carpimini alalim.
v(t) = y(t) + z(t) € A oldugunu goz oniinde bulundurursak
z, + VAz + a?Az, = h — B(v(t),v(t)), z(0)=0

(z,2)1/2 +V(AZ,2)1 )2 + o*(Az, )12 = (0,2)1/2 — (B(V,V),2)12

elde edilir. Her bir terimi ayr1 ayr1 diizenleyelim.
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(Zt;Z)l/Z Zdt” ||1/2

V(Az,2)1, = v(Vz,V2)1 ), = vVzll{);

1
a (AZt:Z)l/Z =a Zdt”VZHI/Z
Boylece buradan
1 2 ,1d 2 2
s—zlli)2 + @ EE”VZHE +vIVzlli,, = (h2)12 — (B(v,v),2)1,2
2

elde edilir. Es. 2.6’dan faydalanarak

1d 1

S dr —llzllf ), + a? ||Z||3/2 +vlizll3,2 = (h,2)1/2 — (B(v,1),2)12

d

E[”Z”%/z +a?||zll5,2] + 2vlizll3,, = 2(h, 2)1 2 — 2(B(v,1),2)12 (3.14)

biciminde dlzenlenir. Sag taraftaki ilk terimi Es. 2.11 ve Es. 2.5 esitsizliklerini kullanarak
daha da duzenleyelim.

v 2
|2(h,Z)1/2| < 2|lhll=q2Ml2ll3/2 < §||Z||§/2 +;||h||2—1/2
elde edilir. Sag yandaki ikinci terim ise Es. 3.13’ten dolay1

|2(B(v,v),2)12| < C.IIBw, V)l|-1,211zl32

v
5”2”3/2 +_||B(17 )12 -1/2

v C 4
§||Z||3/2 T lvll;

seklinde diizenlenebilir. Boylece Es. 3.14

d 2 201,112 2 , ¢ 2 4
E[”Z”UZ +acllzIl5,.] + 2viizll5, < vllzll5,, + ;[||h||—1/2 + [lvll7]
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bigciminde yazilir. Bu esitsizlik diizenlenirse

d
T —[llzlI% 2 + @®IzII52] + vIizll3,, < [”h”21/2 + [Ivllf] (3.15)

elde edilir. Simdi de Es. 3.15 esitsizliginin sol yanindaki ikinci terimi diizenleyelim.

<

V||Z”3/2 = 5”2”3/2 +_”Z||3/2

v , vat o
2 511”2”1/2 +§$||Z||3/2
v 1
2 5[/11“2”1/2 +—a?||z[13,,]

1
dy = min {A, —2} olmak iizere
a

> do[llzllf/, + a?lIzl13,,]
Dizenlenen bu ifadeyi Es. 3.15°te yerine yazalim.
d 2 2 2
[||Z||1/2 + a?||zll5,2] + dolllzlli 2 + @®llzll3,2] < = [||h|| 12 +IvllT]

esitsizligi elde edilmis olacaktir. Bu son ifadeyi integre edersek

C
e [Nzt , + a?llzll3)2] < fedot;[llhllz_l/z +llvlit]at

dot

¢ 2 4
oy Iz + vl

et [lIzII3 , + a®llzll5 2] <

1C
[zllf/, + a?lzll5,,] < d—O;[Ilhllil/z +[Ivllf]
Es. 3.7°den |lv()||# < M;* oldugundan

C
[lIzII 2 + @?llz1132] < vdy [ANZ 7 + My

C
= &?llzl3, < - [Ihl1Z, 2 + M, ]
0
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C
z115,, < hd [IR1I1% 5 + My *] = Lo (3.16)

A cekicisi invaryant oldugundan S(t).A; = A dir ve Es. 3.12’den dolay1

lv(@®) = z@®lly = ly®lly < C(lly0)ll)e %"
esitsizligi saglanir. Buradan sunu anliyoruz;
Yu € Aq igin t;, — oo iken bir {z(t; )}, dizisi vardir Oyle ki

u= l}im z(t,) ,v,(0) € A4 (3.17)

olacak sekilde vy (0) € A, e karsilik gelir. Es. 3.16’dan dolay1 {z(t,)} dizisi V5, yuvarina
aittir ve yarigap L, sadece M; Ve ||h|[_;,, normuna baglidir. Bu yiizden {z(t;)} dizisi V3,
de zayif kompakttir. Bu ylzden Es. 3.17 ve [lull3,; < liminf _.|lz(t)ll3/2
esitsizlifinden gorliyoruz ki Ay, V3sp’de smirhidir. Aq’in V35’de smirli oldugunu
bildigimizden dolay1 benzer olarak A; in V5,3 ve V,'de de simirlt oldugunu gosterebiliriz
[20].

3.2. V5 de Yutan Kime

S(t):V, » V, yart grubunun V, = D(A) uzayinda yutan kiimeye sahip oldugunu goster-
mek i¢in Es. 3.1’in H’da Av(t) ile i¢ ¢arpimini alalim.

v, + VAv + a?Av, + B(v,v) =h, h=Pf
(v, Av) + v(Av, Av) + a?(Av,, Av) + (B(v,v), Av) = (h, Av) (3.18)

Soldaki terimleri duzenleyelim.

1d 1d
(v, Av) = EE(U'AU) = Ea(Al/zv,Al/zv)

14 ) = 2L gz = 2L 2
Toac VY Ty Wrin = g g ivii
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v(Av, Av) = v||Av||?
1d
a’(Av, , Av) = a EE”AUHZ

Bu ifadeleri Es. 3.18’de yerine yazalim.

d 1d
2 2___ 2 =
2+ VA + o 2 AvI? + (B(v,v), Av) = (b, Av)

Bu esitsizlik diizenlenirse

[||v||1 + a?|Av|I’] + vl Avll* + (B(v, v), Av) = (h, Av)

N -~
Q.lg_‘

yazilir. Boylece
d 2 2 2 2
2 vlli + a®llAv]“] + 2viiAv]l® + 2(B (v, v), Av) = 2(h, Av) (3.19)
Es.3.19’un sag tarafindaki terim igin Cauchy-Schwarz ve Young esitsizlikleri kullanilirsa
1 2 2
12(h, Av)| < —{IRII" + v]iAv] (3.20)

esitsizligini yazabiliriz. Es. 2.10 ve p = 4/3 icin Es. 2.5 kullanilarak Es. 3.19’un sol tara-

findaki en son terimi su sekilde diizenleyebiliriz.

12(B(v,v), Av)| = 2b(v, v, Av) = f(v- VvAv = ||[vl1= @ 7Vl Av]]

< C vl llviidllAvl
1/2
< C Al Avl 2 vl | Avl]

3/2
< C.IIvly*l1Av]*/?

< S AVl + (ol

<2 vz + S wls
S — v — ||V
4 &3 1
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e =2v/3i¢in
v ) 3¢ 6
12(B(w,v), Av)] < 5 1AVI? + = |l

bi¢iminde yazilabilir. Es. 3.20’yi ve son esitsizligi kullanarak, Es. 3.19

3c

d % 1
vl + @?114vI?] + 2vI|4v]? + S 14vII? + S llvll§ < = IRI12 + vilAv]?

dt

seklinde yazilir. Bu esitsizlik diizenlenirse

d 3v 1 3¢
72 VI + a2 ll4vIZ] + = AvI2 < < [IRIP = S5 Ivlg

elde edilir. Boylece

d 1 c
2 2 2 2 2 1 6
—Illvlls + a<||Av +v||Av||c < -=||h||* + = ||V

(3.21)

elde edilir. Simdi elde ettigimiz Es. 3.21’in sol yanindaki ikinci ifadeyi diizenleyelim.

v
I <

v
vlAv]? = 5 [|Av]|? +§IIAvI|2

v

2 val 2
vz + 5= llAv||
2 a?

2 val 2
cllvllf +§p||1417||

Y
NI NI NI

v

1
[e2 1015 + — a?ll4v]?

. 1 ..
dO: = %mln {Cz,a—z} = le olmak uzere

viiAvll? = dolllviif + e[l Av]I?]

elde edilir. Bu son esitsizligi de hesaba katarsak Es. 3.21
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d 1 C1
IR + a2llAviIZ) + dollvll? + al1AvlZ) < < IRIZ + 5 ol

bigiminde ifade edilir. Ayrica Es. 3.7’den Vt > t; icin |[v(t)||; < M; saglandigindan

esitsizlik

d 1 .
~ [Ivli2 + a?ll4vII2] + do[lIvll? + a2l Av]2] < = [|Al|? + — M
dt » ”

bigiminde yazilabilir. Son esitsizligi (ty, t) araliginda integre edersek

_ t ‘ (1 o5}
e@oE=)[||[v]12 + a?||Av||?] |t0 < j edo(t=to) (;llhll2 +v—3M16> ds

to

yazilir.

e [Jlv(OI] + a?lAv(OI*] = (vt lIf + a?[lAv(to)1I]
1 1 c 1/1 c
do(t— 2 4 1406 2 4 1 a6
< e (SRR + LS ) - — (SRl + 5 mp)

0 do \v

1 2 C1 6
R, = =||h]|* + = M7 olsun. O halde
v v

1 1
e |lv@)If + a?lAv(OII*] = [lv(t)If + @l Av(tn)II?] < d—ed"“_t")Rz —7 R
0 0

1 R
e [lu®OIF + a?lAv(OII*] < [llv(t)If + el Av(to)II*] + d—ed"(t‘t")Rz - d—z
0 0

Bu son esitsizlik biraz daha diizenlenirse

R, R
(v @IF + a*1Av(OI17] < e~ lv(to)lF + a1 Av(to) 7] + = = ZEe )
0 0

R
v + & lAv®I? < e~ |lu(e)IF + @ lAv(to)I*] + d—z(l — e~ hlt=t))
0
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2R,

m olmak Uizere

elde edilmis olur. Bu son esitsizlik M =

Bz = {V € Vz: ”AV” < Mz}

yutan kiimesinin varligin1 gosterir. Yani Vt > 1 igin |[Av(t)|| < M, dir [20]. Benzer

sekilde asagidaki teorem ispat edilebilir.

3.2.1. Teorem

Eger h € V] ise S(t):V, —» V, yar1 grubu A, c V, yerel olmayan ¢ekicisine sahiptir. A,

cekicisi kompakt, baglantili ve invaryanttir.
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4. BELIRLEYICi MODLARIN SAYISI iCiN DEGERLENDIRMELER

Fiziksel arglimanlar ve boyut analizine dair teoriler tlirblilans akislarin uzun zaman
araliklarindaki davranislar1 bir sonlu sayida serbestlik derecesi tarafindan belirlenir. Bu
fikirle ilgili ilk ciddi sonuclar iki boyutta Navier-Stokes denklemleri i¢in [8] de elde edildi.
[8]’de Navier-Stokes denklemlerinin iki farkli ¢oziimii i¢in ilk m Fourier modunun t — oo
icin ayn1 asimptotik davranisa sahip oldugu gosterilmistir. Daha sonra kalan sonsuz

sayidaki terim i¢inde ayn1 asimptotik davranisa sahip oldugu gorilmiistiir.

[22]’de Dirichlet smir kosuluyla birlikte iki boyutta Navier-Stokes denklemleri igin
baslangi¢ kosulu tarafindan olusturulmus yar1 grubun yerel olmayan ¢ekiciye sahip oldugu
gosterilmis ve bu ¢ekicinin de kompakt, invaryant ve baglantili oldugu ifade edilmistir. [8]
ve [22]’de elde edilen sonuglar gelistirilip, genellestirilerek gesitli sonsuz boyutlu yutan
kiimeye sahip problemlere uygulanmistir. Bu konudaki calismalar1 [4-6,9,10,13,15-17,
23,29,30] kaynaklarinda gorebiliriz.

Biz de bu boliimde (¢ boyutta Navier-Stokes-Voight denklemlerinin belirleyici modlarinin

sayisi izerinde ¢alisacagiz [20].
4.1. Asimptotik Belirleyici Modlar

v ve u Navier-Stokes-Voight denkleminin iki ¢cézima olsun. O halde

v, + VAV + a?Av, + B(v,v) = h(t), v(0) = v, (4.1)
U, + vAu + a?Au, + B(u,u) = g(t), u(0) = uy (4.2)

esitlikleri saglanir.
4.1.1. Tanim
Eger

tlimllh(t) —g®|l-1 =0 wve tlim||Pm(v(t) — u(t))”1 = 0 oldugunda
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lim|lv(t) ~u(©)ll; = 0

oluyorsa, {wy, wy, ..., w,, } modlarinin kiimesine asimptotik belirleyicidir denir [20].
4.1.2. Teorem

Varsayalim ki

vVt € Ricin ||h(t)||l-1 < h < o
lm|Ih(t) = g(©)l|-1 = 0 ve lim|[P (v(6) = u(®)lly = 0

saglansin. Yeterince buyik m igin

4

A >C——m—
m+1 a4V8d%

esitsizliginin saglanmasi kosuluyla Stokes operatoriiniin ilk m 6z fonksiyonlari, homojen
Dirichlet sinir kosullariyla Navier-Stokes-Voight denklemleri igin asimptotik olarak
belirleyicilerdir [20].

fspat

H,, = span{wy,wy, ..., w,, } olmak tzere P,,: H = H,, dik izdiisiim operatorii ve

Q,, =1— B, olsun.

Es. 4.1 ve Es. 4.2’yi taraf tarafa ¢ikarirsak

(v, —u.) + v(Av — Au) + a?(Av, — Au,) + (B(v, v) — B(u, u)) = h(t) — g(t).
elde edilir. Simdi sol kisimdaki bilineer form terimlerini diizenleyelim. Bu durumda

B(v,v) — B(w,u) = B(v,v) — B(u,u) + B(v,v) — B(v,v) + B(u,v) —
—B(u,v) + B(v,u) — B(v,u)
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B(v,v) —B(w,u) = Bw —w,v) + B,y —u) — B(v,v) — B(w,u) + B(w,v) + B(v,u)
w = v — u denilirse

B(v,v) — Bw,u) = B(w,v) + B(v,w) — (B(v,v) + B(w,u) — B(w,v) — B(v,u))
elde edilir. Buradan

B(v,v) — Bw,u) = B(w,v) + B(v,w) — (B(w — u,v) — B(v — u, u))

B(v,v) — Bw,u) = B(w,v) + B(v,w) — B(v — u, v — u)

B(v,v) — B(u,u) = B(w,v) + B(v,w) — B(w,w)

elde edilir. Bulunan bu ifadeyi yukaridaki denklemde yerine yazalim. 8(t) = h(t) — g(t)

olsun. w = v — u oldugundan

w; + VAW + a?Aw, + B(w,v) + B(v,w) — B(w,w) = 6(t), v(0) = v, (4.3)

elde edilir. Es. 3.5’ten

h

av,/dq

lim supllv(®)ll; <

Es. 4.3’0 q(t) = Q,,w(t) ile i¢ ¢arpima tabi tutalim.

W, q) +v(Aw, q) + a*(Aw,, q) + (B(w,v),q) + (B(v,w),q) —
—(Bw,w),q) = (6(t),q) (4.4)

elde edilir. Es. 4.4°teki her bir terimi duzenleyelim.

~ 1d 1d
(Wt' q) - (Wti Qmw) - EE(W; Qmw) - EE(PmW + QmW' Qmw)
1d

1d 1d
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L1 0wl =1L a1
2.dt mW 2.dt

v(Aw, q) = v(Aw, Q,,w) = v(AB,w + AQ,,w, Q,,W)
= V(APmWJ Qmw) + V(AQmWJ QmW)

= v(4Y2P,w, AY2Q,,w) + v(A/?Q,,w, AY?Q,,w)
= v(AY2Quw, AY2Q,,w) = V|IVQuwll* = vIIQnwl? = vliqll}

o2 (A, Q) = a*(Aw,, Quw) = a2 l—(Aw Qnw) = @5 (AR + AQuw, Q)

2dt

,1d
=a Zdt(AP w, Qmw)+a (AQmW Qmw)

1 1/2 1/2 1d 1/2 1/2
= a? (A/PWA/QmW)+a (A/QmWA/Q w)

,1d
- (4120w, 4120 w) = a® 5 IVQmwll®

CZ

”Qmwlll

NIH l\)lr—l

a2 lall

(Bw,v),q) = b(v,w,q) =b(w,p+q,9) =b(w,p,q) +b(,q,q) =bW,p,q)
(Bw,v),q) = b(w,v,q) =b(p+4q,v,q) =b(p,v,q) +b(q,v,q)
(Bw,w),q) =b(w,w,q) =b(p+qp+q9)

=b(p,p,q) +b(p,q,9) + b(q,p,q) + b(q,9,9)

= b(p,p,q) + b(q, v, Q)

esitlikleri elde edilecektir. Bulunan biitiin esitlikleri Es. 4.4°te yerine yazalim.

1d ,1d
2
2dtIIqII +vliqll} + a 2dtllqlll +b(w,p,q) +b(,v,q)

+b(q,v,q) —b(p,p,q) —b(q,p,q) = (6,9)

d
7 [lgqll> + a?llqllf] + 2vlIqll? + 2b(q, v, q) = 2(6,q) — 2b(v,p, q)

+2b(p,p,q) + 2b(q,p,q) — 2b(p,v,q)

elde edilir. Es. 4.5%in terimlerini diizenleyelim. Oncelikle

(4.5)
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Am+11Qm@lI* < 1Qn@llF ve 1B, ¢lIT < A I P, oIl (4.6)

esitliklerinin saglandig1 kolayca goriilebilir [10]. Es. 2.13 ve Es. 4.6’dan dolay1 Es. 4.5°in

sol yanindaki son terim

21b(q,v,q)| < c||q||1/2||q||3/2||v||1

1/2 3/2|

/11/4 llally" " llqlly™" llvily

m+1

-1/4
< M Nqlz vl

haline gelir. Simdi Es. 4.5’in sag yanindaki ilk terimden baslayarak diizenleyelim.

2 2 Va2
216,91 < 211611 lIqll; < ;”9”—1 +§||CI||1

Es. 2.14, Es. 4.6’dan ve Young esitsizligi kullanilarak

|—2b(v, p, 9| < 2¢ollvillIpll g2l gl

1/2 .n1/2

< 2co4, 1 Il liplliligly* gl

< 2coA, vl Pl lglly

1/4 1/2
< 2¢cod, 11l

il P11y v,
2 1 2
< 2002, /¢ (3 Il llgh? + 5 lpls 1ol

-1/4
< oA, Il (g2 + llvll?)

elde edilir. Es. 2.13’ten

12b(q,p, ) < cillgl™NqllIplly
< a2 a1 ipll

-1/4
< A gl lIplly

yazilir. Es. 2.14’ten
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12b(p,p, @) < cllplllIpll gl 2llgll}/

-1/4 1/2 1/2
< A I gl 1lglly

-1/4
< A HIplZ Nl

yazilir. Es. 2.14 ve Young esitsizliginden

|—2b(p, v, )| < 2c5lIpll1 vl gl M2 llqll;"?
< 2¢32,. 3l vl gl gl

-1/4 1/2 1/2
< 2¢3 I el ol 2 gl

_ 1 1
< 2631, (S IpaIvl + 5 Ipllllg1?)

-1/4
< e3Pl (v li? + llgli?)

elde edilir. Bulunan biitiin esitsizlikler Es. 4.5’te yerine yazilirsa

d 2 21112 2 C 2 2 2 v 2
gz [l + @llalif] +2vlallf =7 llalifilvll < ZH61% + 5 allf +
m+1

+eo ol (gl + NIvll3)

-1/4 -1/4
e - gl pll + 24 Ipl2 gl

-1/4
+ c3ddp Ipll (IvliE + llqli?)

elde edilir. Bu esitsizligi daha da diizenlersek

d 3v C 2
2 2 2 2 2 2
E[Ilqll + a“llqll1] += llgllt ~ i llgll5 vy S;IIHII-l +
m+1

+(co + c3) A 11 Ipll lgllE + w3

-1/4 -1/4
+ e iz ol + A, il gl

co + c3 = c4 olmak lizere
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i[II 1 + 2| |I2]+Z|I I3 +vll IIZ—LII 31wl <E|It9|I2 +
dtq a“llqlly 2‘11 Viqlit A},{quvl_v -1

-1/4
+c4am+/1 Il (llqli? + llvll?)

+cidp 1 laliliplly + c22, 7 IplElglly

elde edilir. Sag yandaki terimlerin hepsine birden b(t) dersek son esitsizlik Es. 4.6’y1

kullanarak

d 2 20121 L L 112 2 ¢
E[”CI” +a ||Q||1]+§||Q||1+||Q||1 V—F”ﬂh < b(t)

m+1

d v % Cc Cc
2 2 2 2 2 2
—lllall? +a ||q||1]+§||q||1+||q||1(§——11,4 ||v||1>—||q||1—21,4 lvlly < b(t)

m+1 m+1

d v C v C
2 2 2 2 2
—dt[llqll + allqlli] + Anallqll (5—/11/4 II17II1)+II61II1<§——/11,4 IIvlll)Sb(t)

m+1 m+1

d
—[llgli? + @llql3 + 23 llql’* (524 = Clivly) +

1
e « lal (524 = clivl) < b
A’m+1
bi¢iminde yazilir.
. ),3/4 1 "
d, = minjA; TiE olmak lizere
A’m+1

d v
7 all? + a2 llgliF] + dy (524, = Cllvlly) llali? + ?llqliF] < () (4.7)

seklinde dlzenlenir. b* = max(b, 0) olmak Uzere hipotezden
lim e llOll 1 = limy o [IR(t) — g()ll-1 = 0 ve lim||F, (v(8) —u()ll, = 0

t+T

oldugundan sag yandaki biitiin terimler sifira gidecektir. Yani lim,_,, = f bt(1)dr =0
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olacaktir. Ayrica yeterince biylk t; > 0 icin Es. 3.7°den ||v(t)|l; < M; oldugundan

vVt >ty igin
v
a(®) = (344 = Cllvll) > 0

olmak kosuluyla Es. 4.7

2 Llall® +a®liglii] + dna(@lligl® + a®liqllt] < b()

biciminde duzenlenebilir.

1 t+T v o
liminf—j a(t)dt ==41 /il—Cllvlll >0
toco ° TJ, 2"

olacagindan Lemma 2.3.1’in sartlar1 saglanmis olur.

2
lvll, <M; = m”h”q
oldugundan
4
A >C———
m+1 a4V8d%

esitsizligi de saglanmis olur. Burada son esitsizlikte Vt € Ricin ||h(t)||_; < h < o
oldugu kullanilmistir. Boylece ispat tamamlanmig olur. Ayrica Navier-Stokes-Voight

denklemleri i¢in bir iist sinir elde edilmistir ve Tanim 4.1.1°deki
lim[[v(t) —u(®)ll, =0

saglandigindan dolay1 {wy, w,, ..., w,,} modlarinin kiimesi asimptotik olarak belirleyicidir
[20].
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4.2. Cekici Uzerindeki Belirleyici Modlar

4.2.1. Tanim

A4 cekicisi Uzerindeki yorungeler u(t) ve v(t) olsun. Eger

I, (v(t) —u())ll; =0, VteR (4.8)
esitligi

vVt € Rigin u(t) = v(t)

esitligini gercgeklerse, {wy,w,,...,w,,} modlarinin kiimesi ¢ekici Uzerinde belirleyici
olarak adlandirilir [20,22].

4.2.2. Teorem

uve v, Es. 1.1-Es. 1.3 probleminin A, ¢ekicisinde olan iki ¢6ziim olsun. Kabul edelim ki
vt € R igin B, (u(t)) = B,(w(t)) olsun. Bu durumda V¢ € R igin v(t) = u(t) dir.

Burada m,

3 cllhllt;
m+1 = a4v8d%

esitsizligi saglanacak sekilde se¢ilmistir [20].

fspat

v ve u Es. 3.1°in A, cekicisi Uzerinde iki yorungesi olsun. w = v — u igin

w; + a?Aw, + vAw + B(w,v) + B(u,w) = 0 (4.9)
elde edilir. Simdi Es. 4.9’u q = Q,,,w ile i¢ carpalim.

we, @) + a®(Aw,, @) +v(Aw, q) + (B(w,v),q) + (B(w,w),q) = 0 (4.10)
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w = P,w + Q,,wolmak iizere Es. 4.10’un terimlerini diizenleyelim. Ik terim

(th ) - (Wti Qmw)

1d
Zdt@ W, QW) + 5 (@, Q) =

= 2 QWi

__( Qm )_

2
=2 2l

bi¢iminde yazilir. Daha sonra

v(Aw, q) =

yazilir.

Z(AWt' q)

__(PmW + QmW' Qmw)

2@, QW)

v(Aw, Q,,w) = v(AB,w + AQ,,w, Q,,w)

v(AP,w, QW) + v(AQ,W, QW)
v(AY?p,w, AY?Q,,w) + v(A'/?Q,,

w, AY2Q,,w)

v(AY2Q,w, AV2Q,w) = VIIVQ,wlI? = vIIQuwlli = viiqll?

Diger yandan

1
a?=—(Aw, Q,,w)

2dt

1d
a? __(APmW + AQmW: Qmw)

CZ

CZ

2dt
,1d

2dt
,1d

a __”Qm

2dt

(Bw,v),q) = b(w,v,q)
(B(w,w),q) = b(u,w,q)

,1d
—(AY?2P,w, AYV?2Q,,w) + a?

214
O{Zaltq1

(AR, Q) + @5 5 (A0, Q)

27 (A2Quw, A2 Qpw)

1d
—(A”ZQmw AV2Quw) =a ——||vomw||2
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dir. Bulunan esitlikleri Es. 4.10’da yerine yazalim.

1d 1d

2 a2 2 222 w12 _

2dtIICIII +Vlqllf + « 2dtllqlll +b(w,v,q)+b(u,w,q) =0

T [lglli* + a?liqllf] + 2vllqllf = —2b(w, v, q) — 2b(u, w,q) (4.11)

denklemi elde edilmis olur. Varsayalim ki Vt € R icin B, w(t) = 0 olsun. Es. 4.11’in sag

tarafindaki terimler p = B,w ve g = Q,,w icin,

b(w,v,q) + b(u,w,q) = b(p,v,q) + b(q,v,q) +
+b(u,p,q) + b(u,q,q) = b(q,v,q) (4.12)

biciminde duzenlenebilir. Buradan da Es. 4.8’den dolay1 Es. 4.12’deki 1. ve 3. terim
sifirdir. Ayrica Es. 2.2°den b(u, q,q) = 0 saglanir. Boylece

d
2 gl + a®llqlit] + 2vliqlii = 2b(q, v, @) (4.13)
esitligi elde edilir. Es. 2.13 ve Es. 4.6’dan dolay1

12b(q,v, )| < CllqIllqll3*|lvl;

-1/4 1/2 3/2
< cA gl gl A vl

-1/4
< ca M qliz vl

yazilir. Bdylece Es. 4.13’0, Es. 3.7°den yararlanarak

2 llall” + a2 llqli] + vilqlf +viiqllf — ¢, lalitlvll, < 0
d
T Llall® +a?llqlif] + vllgllf + llgllf (vA,3, — €M) <0 (4.14)

4
bi¢iminde yazilabilir. Yeterince biiyikk m i¢in A, 11 = (%) olacak sekilde segelim. O

halde Es. 4.14
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d
2 Ulall® +a?ligliil +viiqli < 0

seklinde ifade edilir. Sol yandaki ikinci terimi Es. 4.6’y1 kullanarak diizenlersek,

2 _ Yoz Ywz<Yu.nz LV 2
vqllt = §||CI||1 +§||Q||1 = §||CI||1 +§/1m+1||CI||

v 1
> 2 (@l + Ansallall?)

elde edilir. ,, = %min {Amﬂ,al—z} biciminde segilirse

viiglii = Ly lllall* + a®liqllf]

elde edilir. Boylece son esitsizlik

d
E[Ilqll2 +a?llqlif] + Ln[liql? + a?llqllf] < 0

seklinde diizenlenmis olur. Son olarak bu esitsizligi s’den t’ye integre edersek

et [llgON* + a*llg(®)lIF] — e*[llg()HII* + a?llg(s)IIF] < 0
[la®I? + a®lla®lIF] < e” I llg(H N1 + a?llg(s)lIF] (4.15)

elde edilir. Es. 4.15’te s = —oo i¢in limit alirsak
lg®I* +llqg®)llf =0, VteR

elde edilmis olur [20]. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Euclide uzayinda bilinen hi¢bir kurala tam uymayan bir hareket tiirli olan tiirbiilans
hususunda birgok matematikgi ve fizik¢i arastirma yapmissa da, konu tam olarak aydinliga
kavusturulamamistir. Meteorolojik olaylarda, havacilikta, su bilimlerinde ve dogada pek
cok olayda tiirbiilansh akiglar mevcuttur. Arabalarin, ucaklarin, trenlerin etrafinda olusan
akislar, petrol ve dogalgaz boru hatlarindaki akislar, atmosferdeki hareketler, okyanus ve
nehir akintilar1 bu akiglara birer 6rnektir. Tiirbiilans lizerinde pek ¢ok arastirma yapilmistir.
Navier-Stokes denklemleri bu akis hareketlerini ifade etmektedir [41]. Bu denklemin iki
boyutlu uzayda varlik tekligi ispatlanmis ancak {i¢ boyutlu uzayda ¢oziimlerin regiilerligi
hala agik problemdir. Bu nedenle bu probleme bilim adamlar1 tarafindan pek ¢ok
yaklagimlar Onerilmektedir. Bu tezde ele alinan Navier-Stokes-Voight denklemleri de
Navier-Stokes denklemlerinin ¢oziimlerini regiilerlestirmek igin Oskolkov tarafindan [31]
ortaya konmustur. Bu denklemlerin Dirichlet sinir kosullar altinda ¢éziimlerinin varlik ve
tekligi icin bilinen ¢aligmalar incelenmistir. Ayrica bu denklemler icin yerel olmayan
cekiciler ve belirleyici modlar hakkinda degerlendirmeler elde edilmistir. Uygulamada ¢ok
onemli olan akigkanlar mekaniginin pek ¢ok problemi i¢in benzer yaklagimlar kullanilarak
bu konuda ele alinan problemlerin ¢oziimlerinin 6zellikleri, uzun zamanli davraniglar
incelenebilir. Boylece dogada hareket diizenini anlamakta zorlandigimiz akislarin, yani
tirblilansin ve c¢esitli bilimlerde karsilagilan problemlerin ¢oziimlerine 151k tutulmus

olacaktir.
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