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OZET

Bu tez ¢aligmasinda, istatistiksel modelleme ve giivenilirlik analizinde 6nemli yeri
olan yeni siirekli dagilim fonksiyonlari tanitilmis ve 6zellikleri incelenmistir. Ozellikle
Marshall-Olkin Power Garima dagilimi {izerinde durulmus; olasilik yogunluk
fonksiyonu, kiimiilatif dagilim fonksiyonu, yasam fonksiyonu, hazard rate fonksiyonu,
momentler ve simiilasyon calismalar1 detayl olarak ele alinmistir. Elde edilen sonuglar,
Onerilen dagilimin esnekligini ve farkli veri yapilar1 tizerinde etkinligini ortaya
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dagilimlarla karsilastirilarak performans analizi yapilmistir. Bu analizlerde, en ¢ok
olabilirlik tahmin yontemi (MLE) kullanilarak parametre tahminlerinin basarisi

degerlendirilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, new continuous probability distributions, which play an important
role in statistical modeling and reliability analysis, are introduced and examined. The
primary focus is on the Marshall-Olkin Power Garima distribution; its probability density
function, cumulative distribution function, survival function, hazard rate function,
moments, and simulation studies are discussed in detail. The findings demonstrate the
flexibility of the proposed distribution and its effectiveness on various types of data.
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estimates.
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1. GIRIS

Gliniimiizde istatistiksel dagilimlar, farkli alanlarda go6zlenen verilerin
modellenmesi ve yorumlanmasi acisindan oldukga dnemli bir yere sahiptir. Ozellikle
miihendislik, biyoloji, tip, ekonomi ve gilivenilirlik analizi gibi disiplinlerde, gergek
hayattaki olgularin daha esnek ve dogru bi¢cimde modellenebilmesi i¢in klasik
dagilimlarin genellestirilmesi biiyiik 6nem tasimaktadir. Bu baglamda, dagilim ailesine
yeni parametreler eklenerek esneklik artirilmakta, farkli bi¢im ve davraniglardaki

verilerin modellenmesi miimkiin hale gelmektedir.

Bu tez calismasinda, siirekli olasilik dagilimlarinin gelistirilmesine odaklanilmis
ve Marshall-Olkin yapisi ile elde edilen Marshall-Olkin Power Garima dagilim
tamtilmistir. Garima dagilimi, pozitif silirekli verileri modellemek igin gelistirilen
parametrik bir dagilim olup, 6zellikle saga ¢arpik ve agir kuyruklu veri yapilarinda
basarili performans gostermektedir. Marshall-Olkin yontemi ise, orijinal bir dagilim
tizerine fazladan bir parametre ekleyerek esnekligi artirmakta ve dagilimin tehlike

(hazard) oranini ¢esitli bicimlerde ifade edebilmesine olanak saglamaktadir.

Tez kapsaminda 6ncelikle 6nerilen dagilimin temel 6zellikleri ele alinmis; olasilik
yogunluk fonksiyonu, kiimiilatif dagilim fonksiyonu, yasam (survival) fonksiyonu ve
tehlike oran1 fonksiyonu gibi yapilar detayli olarak incelenmistir. Ardindan dagilimin
momentleri, carpiklik ve basiklik gibi 6zet dlciileri elde edilmistir. Parametre tahmini i¢in
maksimum olabilirlik yontemi kullanilmig ve bu tahminlerin performans: simiilasyon

caligmalari ile analiz edilmistir.

Son olarak, onerilen dagilim gergek hayattan elde edilen veri setleri lizerinde test
edilmistir. Modelin etkinligi, Akaike Bilgi Kriteri (AIC), Bayes Bilgi Kriteri (BIC), log-
olabilirlik ve hata dl¢iitleri (RMSE gibi) yardimiyla klasik dagilimlarla karsilagtirilmastir.
Elde edilen sonuglar, onerilen dagilimin yiiksek esneklige sahip oldugunu ve farkli veri

yapilarina iyi uyum sagladigini gostermektedir.

Bu c¢alisma ile literatiire, parametrik modelleme alaninda yeni bir katki sunulmus

ve daha gii¢lii analizlerin yapilabilmesi adina alternatif bir dagilim 6nerilmistir.

Parametrik olasilik dagilimlarinin gelistirilmesi, 6zellikle giivenilirlik analizi,
hayatta kalma analizi, miihendislik, biyoloji ve finans gibi alanlarda veri modelleme

stireglerinde biliylik 6nem tasimaktadir. Bu nedenle, son yillarda klasik dagilimlarin



genellestirilmesi ve yeni dagilimlarin tanimlanmasi {izerine ¢ok sayida ¢alisma

yapilmustir.

[k olarak Garima dagihm, El-Gohary ve arkadaslar1 (2013) tarafindan pozitif
siirekli verileri modellemek tizere gelistirilmistir. Bu dagilim, saga ¢arpik yapida ve
pozitif veriler icin kullanilabilir bir yap1 sunarak oOzellikle Omiir verilerinde

uygulanabilirligini gostermistir.

Daha sonra, parametrik dagilimlara yeni parametreler eklemek amaciyla
kullanilan Marshall-Olkin yontemi, Marshall ve Olkin (1997) tarafindan gelistirilmis
ve pek ¢ok temel dagilima uygulanmistir. Bu yontem, bir dagilimin esnekligini artirmakta

ve farkli tehlike orani (hazard rate) yapilarinin elde edilmesini saglamaktadir.

Nadarajah ve Kotz (2006), beta dagilimi kullanilarak beta-generalize edilmis
dagilimlar onermis; Zografos ve Balakrishnan (2009) ise beta ve gamma tabanli
jeneratorler ile olusturulmus yeni dagilim aileleri tizerine ¢calismislardir. Bu ¢aligmalar,
dagilim fonksiyonlarinin parametrelerinin artirilmasimin model uyumunu biyiik 6l¢iide

gelistirebilecegini gostermistir.

Gupta ve Kundu (2001), exponentiated exponential ailesi altinda farkli bir
genellestirme Onermis; bu yapi, 6zellikle carpikligi ve kuyruk davranigini kontrol etme
acisindan avantajli bulunmustur. Ayni sekilde Sarhan ve Apaloo (2013) tarafindan
onerilen Exponentiated Modified Weibull Extension dagilimi da miihendislik ve

biyomedikal alanlarinda basarili sonuglar vermistir.

Literatiirde ayrica, maksimum olabilirlik tahmin yontemi, moment yontemi,
Bayesci tahmin ve simiilasyon analizleri gibi farkli yaklasimlarla yeni dagilimlarin
parametre tahminlerine yonelik c¢aligmalar gergeklestirilmistir. Ayrica Onerilen
dagilimlarin performanslari, AIC, BIC, log-olabilirlik, RMSE gibi 6lgiitlerle klasik

dagilimlarla karsilastirilmistir.

Bu tezde incelenen Marshall-Olkin Power Garima dagilimi, s6z konusu
literatiiriin bir devami niteliginde olup Garima dagilimmin Marshall-Olkin yapisi
kullanilarak genellestirilmesiyle elde edilmistir. Bylece hem model esnekligi artirilmig

hem de daha genis veri tiirlerine uyum saglama yetenegi gelistirilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Tamim (Olasilik Yogunluk Fonksiyonu)
Degerleri f (x) olan fonksiyon,

f(x)=20,—0<x <o (2.1)

2 fdx=1 (2.2)

sartlarini sagliyorsa f(x) e X siirekli tesadiifii degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

denir.
2.2. Tamim (Olasilik Fonksiyonu)

X, sonlu sayidaki X1, X2.....xy degerlerini f(x;) = PX =x;), i=12,..,N

olasiliklarini alabilen kesikli rasgele degisken olsun,

f(x) = 0 tiim X'ler i¢in (2.3)

L f) =1 (2.4)
Kosullarini saglayan f(x) fonksiyonuna X * in olasilik fonksiyonu denir.
2.3. Tamim (Normal Dagilimi)

Normal dagilim; teorik vel uygulamali istatistikte siklikla kullanilan bir

dagilimdir. X, rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu;
1/ %=1\ 2
1 —(=EH 2
Fo) =1gvam€ > ° —o<x<0 —ool<u<on >0 (2.5)
0, dd
seklinde olsun. X rasgele degiskenine normal dagilima sahiptir denir.
X ~ N( u,02) gosterilsiny ve o2 ise dagilimin parametreleridir. (7 = 3,14 ; e = 2,71825)
2.4. Tamim (Kiimiilatif Dagilm Fonksiyonu)

X, S 6rnek uzayinda olasilik fonksiyonu P ile tanimlanmis bir rassal degisken
olsun. Herhangi bir gergel deger x i¢in, X' in kiimiilatif dagilim fonksiyonu (CDF), X
in X’ ten kiiciik veya esit oldugutiim sonuglarin S 6rnek uzayindaki olasiligini verir. Bu

fonksiyon,



fe)=P(X <x)= [* f(t)dt (2.6)
seklinde ifade edilmektedir.
2.5. Tamm (Ustel Dagilimi)

Ustel dagilim; bekleme hatti, yasam, giivenilirlik analizi ve siirekli parametreli Markov
zincirlerinde sik¢a kullanilmaktadir. Bu dagilim modeli olasilik teorisinde biiyiikk 6neme

sahiptir.

Negatif olmayan degerler alan siirekli X tesadiifi degiskenin olasilik yogunluk

fonksiyonu
X, A> 0 igin;
—AX
ro =g @)

ise, parametreli tistel dagilima sahiptir denir.

Ustel dagilimim A parametresine sahip beklenen degeri ;

E(X) = 2(1.8)

Varyansti ;
Var(X) = (2.9)
seklinde ifade edilmektedir.

2.6. Tamim (Poisson Dagilimi)

Poisson dagilimi belli bir zaman, alan veya hacimde ortaya ¢ikan olay sayisini

modellemede kullanilir. X Poisson rassal degiskeni, 0,1,2,3,...degerlerini almak {izere,

X'1n olasilik yogunluk fonksiyonu ;

—-Ayx
) =p(X=X) =0, x=0,1,23, oo d>0 (2.10)
varyans ve beklenen degeri;
Var(X) =\ (2.11)



ve

E(X) =\ (2.12)
Seklinde ifade edilir.
2.7. Tamim (Geometrik Dagilim)

Geometrik  dagilim, basar1  olasiligi0 < p < lolan ardisik  Bernoulli
denemelerinde ilk basarmin kaginci denemede gergeklestigini modellemek igin
kullanilir. T, ilk basarinin elde edildigi deneme numarast olmak {izere, olasilik
fonksiyonuf(x; p) = P(T = n)ile ifade edilir. Dolayisiyla T — 1, ilk basariya ulagsmak
icin gereken basarisiz deneme sayisini,f(x; p)ise ilk basarinin tam olarakx.denemede

ortaya ¢ikma olasiligini gosterir.
fox;p)=q*1p, x=123..... (1.13)

beklenen degeri;

E(X) = % (2.14)
varyanst;
Var(X) = % (2.15)

seklinde ifade edilir.
2.8. Tamim (Garima Dagilim)

X parametresi Garima dagilimina sahip bir rasgele degisken olsun. Olasilik

yogunluk fonksiyonu;
g (% 0)==—(1+0+0x)e %, x>0, 6>0 (2.16)
Kiimiilatif dagilim fonksiyonu ise;

Gx:0)=1-[1+ =|e~%, x>0, 0>0 (2.17)

seklinde ifade edilir.

2.9. Tamim ( Weibull Dagilimi)

X parametresiWeibull (W) dagilimima sahip rasgele degisken olsun. Olasilik
yogmluk fonksiyonu;

0= (%) @’ (2.18)

A



dagilim fonksiyonu;

Fog=1-e @’ (2.19)
Buradax > a ve a >0, A > 0 sirasi ile sekil ve 6l¢ek parametrelerini belirtmektedir.
2.10. Tamim (iki Parametreli Weibull Dagilimi)
X ~ Weibull (k,B) i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu;
K
Fx) = {% (%)H e, x>0 (2.20)
0, d.d

gibidir.

beklenen degeri;

Ex) =pr(1 +7) (2.21)

Varyan51;
Var(X) = g2 [r (1+2)-r(1+ %)] (2.22)
Seklinde ifade edilir.

2.11. Tamim (Marshall — Olkin Dagilimi)

Marshall ve Olkin (1997), bu mevcut dagilima parametre ekleyerek yeni bir
dagilim olusturdular. Tek parametreli veri modellemenin yeterli olmadigi noktalarda,
birden fazla parametreye sahip yeni dagilimlar elde etmislerdir. Onlara gore eger F (x)
stirekli bir rastgele degisken X'in sag kalim veya giivenilirlik fonksiyonunu gdsteriyorsa,
yeni bir parametre eklemenin olagan yontemi, asagida tanimlanan bagka bir sag kalim

fonksiyonu G (x) ile sonuglanir:

_ oFX)

()_Tl_:(x) ;—o<x<oo ;a>0,a=1—a (2.23)

Eger g(x) ve r(x) G'ye karsilik gelen olasilik yogunluk fonksiyonu ve tehlike orani

fonksiyonu ise, 0 zaman



af(x)

g(x,a)=m ;—o<x<ow ;a>0,a=1—a (2.24)
h
r(x o) = 1_6?2)0(1.25)
burada h(x), f(x)'e tehlike oranidir. (3)'ten, rl(:é—g)'in o> 1 i¢in x'te arttigi ve 0 < o < 1 i¢in

x'te azaldig1 sonucu ¢ikar. Dagilimlarin iki degiskenli ailesine bir uzant1 da Marshall ve
Olkin 1997 yilinda tarafindan sunulmustur. (X,Y)'nin ortak sag kalim fonksiyonu F (x.,y)

olan rastgele bir vektor oldugunu varsayalim. O zaman,

i X,y=0, 0<a<l, a=1—-a (2.26)

uygun bir sag kalim fonksiyonudur. (4) bigimindeki dagilim ailesine Marshall-Olkin iki
degiskenli dagilim ailesi denir. Marshall-Olkin genisletilmis dagilimlari, tiiretildikleri temel

dagilimlardan daha genis bir hareket aralig1 sunar.
2.12. Tamum ( Topp — Leon Dagilimi)

Toop — Leon dagilimi tek parametreli bir dagilimdir. Simiilasyonlarda kolaylikla

kullanilabilir.
Dagilim fonksiyonu;

ZM)=(1 - (1-1t)*»%, 0<t<1, o>0 (2.27)
Olasilik yogunluk fonksiyonu;

z(t)=2a(1 —t) (1 - (1-t)?)* 1, 0<t<l, a>0 (2.28)
seklinde ifade edilir.
2.13. Tanim (Rayleigh Dagilimi)

X ~ Weibull (k,B) olsun k=2 ve B = V20 alinirsa siirekli degiskenin olasilik
yogunluk fonksiyonu,

f(x) = {a— e 2% x>0 (2.29)
0, x<0
Seklindedir.

beklenen deger;

E(X)=0 \/g (1.30)



varyansi,

var(0)=(2 - ) 0?(231)
seklide olur.
2.14. Tamim (Pareto Dagilimi)

Pareto dagilim; iktisat, geofizik, sigortacilik gibi alanlarda kullanilmaktadir.

X tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

Ba*
f(x) = {s— a=x= °; xd>d0 (2.32)

olsun, X tesadiifi degiskenine pareto dagilimina sahiptir denir.

Beklenen degeri,

__Ba
E(X)_(B—l)” B > 1 (2'33)
varyanst,
Var(X) = __ B B>2 (2.34)
B-1%(B-2)" ’ '

Seklinde ifade edilir.

2.15. Tanim (Kumaraswamy Dagilim )

Giivenilirlik ve siire testi deneylerinde ve hidroloji alaninda genis bir kullanim alani

bulmustur.(0,1) araliginda parametreleri a,b> 0 olarak tanimlanir.
Olasilik yogunluk fonksiyonu ;

f(x;0,B) =apx* (1 — x*)PL0< x <1 (2.35)

Kiimiilatif yogunluk fonksiyonu;
F(x;aB) = 1-(1-x%*)P 0<x<1 (2.36)

Seklinde ifade edilir.



2.16. Tanim (Stokastik Bagimsizlik)

fi(xy) ve folx,) sirastyla Xy ve X2 nin marjinal yogunluk fonksiyonlari ve f de X ve X
‘nin ortak yogunluk fonksiyonu olmak tizere,X; ve X, tesadiifi degiskenlerinin stokastik olarak
bagimsiz olmast i¢in gerek ve yeter sart f{xy,%5) = fy(x1)f2(x2) olmasidir.

2.17. Tanim (Kontrast (Karsithk))

Istatistikte kontrast, ~ tiim kat  sayilarm toplami1  sifira  esit  olacak
sekilde degiskenlerin dogrusal bir kombinasyonudur. Regresyon katsayilarindaki bir
farktir da denilebilir. Regresyon katsayilarinin, bir ¢izginin egimi ve kesisiminin yani sira,
ortalamalardaki bir farki veya tek bir ortalamay1 ifade de edebilir. Kontrast, popiilasyon

ortalamalar1 hakkinda daha genel hipotezleri test etmenin bir yoludur.

Diyelim ki p farkli popiilasyon(tedaviler) var ve her popiilasyondan bir

orneklemdeki genin ifade seviyesini dlgecegiz.
j = Popiilasyon
u; = Ortalama
Y, = Orneklem ortalamasi

Diyelim Ki cq,c5, ..., ¢p sayilardir ve 3¢;=0. Y cju; popiilasyon ortalamalarinin
kontrasti olarak adlandirilir. Tiim ortalamalar esitse, o zaman herhangi bir kontrastin sifir

olduguna dikkat etmek gerekir.

Orneklem ortalamalarini kullanarak popiilasyon kontrastini tahmin edebiliriz:

C1y1tCyot...cryp
Gibi basit karsilastirmalarda p;=p, ise c;= 1 ve c,= —1 durumunda bir kontrast olarak
ifade edilebilir.

2.18. Tanim (Basit Kontrast)

Ortalamasi {Y1, Y2, Y3, Y4} olan dort 6rnek olsun. Bunlar dort degiskendir.
Bunlar karsilagtirmak ig¢in, vurgulanmak istenen degerlerle bunlarin dogrusal bir
kombinasyonu tasarlanir. Istenilen sey birinci ve ikinci érnek ortalamalar: arasinda bir
karsilagtirma yapmak, 1, -1, 0 ve 0 katsayilarini atayabiliriz (1 -1+ 0+ 0 =0, 0'in toplam1
sifirdir). O zaman Kontrast denklemi;

@Y1+ (-)Y2+ (0)Y3+ (0)Y4


https://www.statisticshowto.com/probability-and-statistics/statistics-definitions/sample-mean/

Yada
Y1-Yo.
seklinde ifade edilir.
2.19. Tanim (Power - Garima Dagilimlar)

Power Garima dagilimi, Abebe ve arkadaslari tarafindan Onerilen yeni iki
parametreli bir yasam modelidir. Onerilen dagilim iki parametreli bir yasam dagilimi1 ve
Garima dagilimi iki parametreli Power - Garima dagiliminin 6zel bir durumudur.Ababe
ve arkadaslarina gore Power - Garima dagiliminin; olasilik yogunluk fonksiyonu ve

kiimiilatif dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir.

Olasilik yogunluk fonksiyonu;

f(x;,B,ﬂ):£(1+,B+,Bxi)xl‘le‘ﬂxl;x>O,ﬂ>0,i>0
p+2
Kiimiilatif yogunluk fonksiyonu;
2 NG
F(x;,B,/l)zl—(ﬂX WAL, ;x>0,>0,4>0

p+2

2.20. Tammm (Marshall — OlkinGii¢ Garima Dagilim)

Marshall — Olkin Gii¢ Garima dagilim ailesi, bir kiimiilatif dagilim fonksiyonuna

sahiptir ve buna karsilik gelen olasilik yogunluk fonksiyonu su sekilde ifade edilir:

2+

{1—(1—a)[1+ zﬁxl jexp(—ﬂxi)}

+p

1—[1+ px’ jexp(—ﬂxi)
xF(x) = >3 X>0,>0,4>0,a>0...

10



F(x)

yogunluk fonksiyonu:

1.0

0.8

086

04

02

0.0

f' f)' Parameter Combinations

ey = a=15, =05, A=1.0 a=1.8, p=0.6, A=0.8
_,’ == g=20 p=08 A=12 -— =22 B=15 A=18
5 a=2.5, p=1.0, A=1.5 a=1.2, =04, A=0.5
= a=3.0,p=1.2, A=2.10 a=3.5, p=0.3, A=25

[ [ [ [

2 3 4 5

X

Sekil 2. 1. CDF (Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu)

Burada A, «a > 0 ise sekil parametresi ve g > 0 is 6l¢ek parametresidir. Ve olasilik

F(x) =

2+

9P (14 g pxyexp(—pX)

{1—(1—05) (1+ ,

+p

11

px Jexp(—ﬁxl)}

>3 Xx>0,>0,1>0,a>0..
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Sekil 2. 2. PDF (Olasilik Dagilim Fonksiyonu)
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Contour Plot of f(x) with «.=2.6, =0.3

0.0

0.5

1.0 15 2.0 2.5

Sekil 2. 3. PDF nin Kuantil Grafigi
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3D Surface of f(x) with . =3.7, p=0.3

Sekil 2. 4. PDF 'nin 3D Grafigi

2.20.1 Olasilik Yogunluk Fonksiyonu Ispati

Bu fonksiyonun bir olasilik yogunluk fonksiyonu (OYF) oldugunu gostermek i¢in

iki temel kosulun saglandigi gosterilecektir:
1. Pozitif Tanimlilik

Fonksiyonun pay kismi: arp
2+ 0

(1+ B+ px*)exp(—px*) Bu ifade pozitif sabitler ve

pozitif tamimhi fonksiyonlardan olugmaktadir. Dolayisiyla x >0igin pozitiftir. Payda

14



2
kismi1 {1— l-a) [1+ Zﬂ I;jexp(—ﬂxl)} seklinde olup, bir ifadenin karesi oldugundan
her x > 0 i¢in pozitiftir ve sifira esit degildir. Bu nedenle f (x) > Okosulu saglanir.

2.Bir fonksiyonun OYF olabilmesi i¢in tiim tanim kiimesindeki alani 1 olmalidir:

[ : f(x)dx =1

Bu integrali analitik olarak hesaplamak zor olsa da, $f(x)$ fonksiyonunun bir
kiimilatif dagilim fonksiyonu F (x) ’in tiirevi oldugu biliniyorsa, f(x)= % F (x) seklinde
gosterilebilir. Bu  fonksiyonun: X|I_g1+ F(x)=0 wve lILTOIO F(X) =1sartlarrm sagladig

varsayimiyla, tiirevi olan f (x) fonksiyonu otomatik olarak normalize olmus olur:

j: f(x)dx = F(0) —F(0) =1-0=1Alternatif olarak bu integral sayisal olarak da

dogrulanabilir. Dolayisiyla, bu fonksiyon gegerli bir olasilik yogunluk fonksiyonudur.

Verilen olasilik yogunluk fonksiyonu: Limit DurumlariXx — 0, lim f (x) =M.
= a(2+f)
OMIBZ 2 ! S .
X—oo, f(x)~ 21 5 x*exp(—=Bx*), Xx-—>o0.0zel Parametre Durumlari: « —1,
+

f(x) a%(ﬂﬂﬂﬂx*)exp(—ﬁx‘). B—0,f(x)>0. 85w, f(X)>0 (dagilim
sivrilir).

2.21. Tamim (Yasam Fonksiyonu)

Istatistiksel agidan yasam fonksiyonu (survival function), genellikle sag kalim
analizi (survival analysis) baglaminda kullanilan bir kavramdir. Belirli bir zaman
noktasinda bir olaym (6rnegin Oliim, sistem arizasi, hastaligin niiksetmesi) heniiz

gerceklesmemis olma olasiligini ifade eder.

Stirekli bir rassal degisken( T ), bir bireyin ya da bir sistemin émriinii temsil
ediyorsa, yasam fonksiyonu (sag kalim fonksiyonu) ( R(t) )su sekilde tanimlanir:
R(t) = P(T > t) Bu, sistemin en az ('t ) birim zaman hayatta kalma (bozulmama)
olasiligidir.

Ozellikleri

15



1. S(0) =1, Baslangigta sistemin hayatta kalma olasihig1 1'dir.lim__ R(t)=0 :

Zaman sonsuza giderken sag kalim olasilig: sifira yaklasir.( R(t) ) monotonik azalan bir
fonksiyondur. Yasam fonksiyonu, dagilim fonksiyonu F(t) ve olasilik yogunluk
fonksiyonun f(t) ile su sekilde iliskilidir:

R(t) =1-F(t) = jf f (u)du

1—[1+ Z’BXA )exp(—ﬂx’l)
R(x)=1-

+
s >:X>0,>0,4>0,a>0.
A
X
1-(1-a)| 1+ P exp(—Bx*)
2+
o | ) Parameter Combinations
= R — a=15,p=05, A=1.0 a=18, =06, A=0.8
A = = a=20,p=08, A=12 -— a=22 p=15 A=18
) Q a=25, B=1.0, A=15 a=1.2, B=04, A=05
. \\ = =30, p=1.2, A=2.0 a=3.5, =03, A=25
Voo
w x
o
w0
g
o
X
(1l
=
g
™
A
‘\\.‘\- T -
= \':‘--'-u....._._______‘_, S
O
I | | | | |
0 1 2 3 4 ]

X

Sekil 2. 5. Yasam Fonksiyonu
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2.22. Tammm (Hazard Rate Fonksiyonu)

Bir siireklilik gosteren yasam siiresi degiskeni T i¢in, hazard rate fonksiyonu
(ya da tehlike oran1 fonksiyonu) h(t), sistemin t aninda ariza verme olasiliginin, o ana

kadar arizalanmamis olma kosulu altinda, birim zamandaki olasiligin1 verir.

Matematiksel olarak:

arp 2 )
m(1+ﬁ+ﬂx )exp(=4x")

[1—(1—05)(“ Zﬁxﬂ jexp(—ﬁx*)}

+p

_ px e
1 [1+2+ﬂ]exp( LX)

{1—(1—a)(1+ Z'BXA ]exp(—ﬂx‘)}

+p

hrf (x) =

;Xx>0,>0,1>0,>0

17



w Parameter Combinations
— a=15,p=05, A=1.0 a=1.8, p=0.6, A=08
== a=20,p=08, »=12 =— g=22 p=15 A=18
a=25, p=1.0, A=1.5 a=1.2, p=04, A=05
= a=3.0, =12, A=2.0 a=3.5, p=0.3, A=2.5
m —
=T
_—
>
£ o
-
N —
U
.-"'-. - -
J"- Fa
— - ____.__,.--""" . -
D —
| I I I I I
0 1 2 3 4 2
X

Sekil 2. 6. Tehlike Oran Fonksiyonu

2.23. Tanim (Kuantil Fonksiyonu)

Kuantil fonksiyonu istatistiksel dagilimlarda ¢ok istenen bir 6zelliktir. Istatistiksel
modelleme ve ¢ikarimlarin ¢esitli degerlerin hesaplanmasinda kullanilir. Kuantil
fonksiyonu, Marshall Olkin Power Garima dagiliminin kiimtlatif dagilim fonksiyonunun

ters cevrilmesiyle elde edilir.

Marshall Olkin Power Garima dagiliminin Kuantil fonksiyonun ifadesi

18



148X exp—px’
1 {1+2+ﬂ]exp( LX)

F(x) = o
X P
{1—(1—a)[1+2+ﬂjexp(—ﬂx )}

=u

px’ iy
(1+2+ﬂ]exp( LX) =t
1-t
=u
1-(1-o)t
u-1
u-l+a

px* oy u-l
(1+2+,B]8Xp( P )_u—1+a

(B+2)(u-1)

Uu-2+a
exp(B+2)(B+2+ Bx*)exp(-Bx" - f-2) = (B+2)(u-1)
Uu-2+a

B2 o p-2)
Uu-2+a

=t=

(B+2+px* )exp(-Bx") =

~(B+2+px")exp(-px" - f-2) =
W (x)e" ™ = x(Lambertfunction)

B2 -2
Uu-2+a

W = [—(,B+ 2+,Bx*)e*xlﬁ*ﬂ*2} =W (—(ﬁ+ 2)(u-1)
Uu-2+a

(B2)(u-1) exp(—ﬂ—Z)j
Uu-2+a

LT N

~(B+2+px")e(-x"f-2) =
Jexp(—ﬂ—Z)

B+2+ pxt =W(—

Uu-2+«a

X :[w [—Mexp(—ﬂ—Z)J—ﬂ—ZT

Uu-2+a
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a=3.2

ﬂ Median Mean varyans Ql Q3 Sk M K
A=12

20 1177353 1229810  0.3786911 3.404667 6.978486 0.6329829  0.6883387

0.3 6.322557 6.541313 9.589804 484421679 5048.726715 0.5501262 0.5705714

15 1528644 1593406  0.6230106 7.326083 19.283863  0.6149253  0.6573938
a=0.8 0.6572441 0.08806925

20 0.6307597 0.4702463 0.4713492 0.4854514  -0.017081
A=25

1.506355  0.4204465 -
0.3  1.462496 5.424619 12.023948  0.3907165
0.1202347

15 1.884334 2183267 2.239611 28.769053  141.215176  1.101893 1.423731

Cizelge 2. 1. Medya, Ortalama, Varyansin Baz1 Sayisal Degerlerinin Sonuglar1 Q1, Q2,
Q3 ve Mk

Uretilen Orneklerin Dagilimi

07
|

Density

0.1

0.0

Sekil 2. 7.a=3.2, A=1.2, B=0.3 Parametreli Uretilen Orneklem Dagilim1
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Density

Uretilen Orneklerin Dagilimi

014
|

0.04 0.06 0.08
| | |

0.02
|

0.00
|

Sekil 2. 8. a=3.2, A=1.2, p=0.3 Parametreli Uretilen Orneklem Dagilim1
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Density

Uretilen Orneklerin Dagilimi

0 _;t;:;"._
o |I' g!
i t‘
s | i hi
f
f |
4] |
i ‘\!
f! !iu,
o - i b
i
- [ | | | I I | |
0 1 2 3 4 5 6 Fi

Sekil 2. 9. a=3.2, L=1.2, B=1.5 Parametreli Uretilen Orneklem Dagilimi
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Density

Uretilen Orneklerin Dagilimi

14

1.0

08
|

0.6
|
=

04

02
|

0.0
|

0.0 05 1.0 1.5 2.0

Sekil 2. 10. 0.= 0.8, A=2.5, B=2.0 Parametreli Uretilen Orneklem Dagilimi
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Density

Uretilen Orneklerin Dagilimi

06

0.4
]

03
|

0.1

Sekil 2. 11. 0= 0.8, A=2.5, B=0.3 Parametreli Uretilen Orneklem Dagilimi
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Uretilen Orneklerin Dagilimi

0.30
|

0.20 0.25
| |

Density

005
|

0.00
|

Sekil 2. 12. 0.= 0.8, A=2.5, p=1.5 Parametreli Uretilen Orneklem Dagilimi
2.24. Tamim Sira Istatistiklerinin Dagihim

Bir orneklemin k-inci dereceden istatistigi, k-inci en kii¢iik degeridir. n
biiytikligiindeki bir 6rneklem igin, n-inci dereceden istatistik (veya en biiyiik dereceden

istatistik) maksimum degerdir, yani;
X, =max{X,,.., X}

Orneklem arali§;, maksimum ve minimum arasindaki farktir. Yani sira
istatistiklerinin bir fonksiyonudur:

range{X,,... X, } = X, — X

m o

Stirekli bir popiilasyondan alinan rastgele bir 6rneklemin sira istatistigini cdf ve

pdf ile gosterdigini biliyoruz, o zaman pdf'si su sekilde verilir:

25



f, (0= - (O(F () (A F ()"

(i —1)'( !
j=1,...,nigin. Marshall-Olkin Power Garima dagilimi i¢in j-inci dereceden

istatistigin pdf'si su sekilde verilir:

j-1

alp (4. 8% pd
. ol N ﬂ(l+ﬁ+ﬁx Yexp(—px*) 1 [ 2+ﬂjexp( 18

TEGE A ’ 2
(1-Dtn-J) {1—(1—05)[ Zﬂjﬂ]exp(—ﬁx*)} {1—(1—a)(1+frﬂ]exp(—ﬂxﬁ)}

n-j

PX
1- [1+2 ﬂJexp( £xH)

[1—(1—0:)(1+ Zﬂfﬂjexp(—ﬁxl)}

1-—

Bu nedenle, en biiyiik sira istatistiginin pdf'si sudur:

it n-1

aAB 1+ B+ Bx ) exp(-px*) 1- {1+2ﬂ ﬁjexp( Bx*)

f,, 00=n| —=~ _ ;
,BXZ i (11— X _ Ayt
| | ol 25 o]

=

ve en kiigiik dereceli istatistigin X pdf'i:

px _pyh
2+ﬁ]exp( px’)

px 2
2+ﬂJeXp(—ﬂX )}

D (w4 1 pxYexp(—px’) 1—[

f,, (=n —=7 1-
px ay 1-(1— [
2+ﬁjexp( Bx )} { 1-a)

=

ve en kiiglik dereceli istatistigin X (1) pdf'i:
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i1 n-1

ﬂ ﬂ
1+ B+ Bx*)exp(=Bx") 1- [1+2+ﬂjexp( Bx*)

pr ;
> ﬁjeXp(—ﬂX )]

alp
2+p

1-
{1 (1- a)(1+ f ﬂjexp( Sx )] {1—(1—0:)(

2.25. Tanim Maksimum Olabilirlik Tahmini

fxm (x)=n

Maksimum olabilirlik tahminleri, gliven araliklar1 olusturmak ve sonlu
orneklemde iyi isleyen basit yaklasimlar saglamak i¢in kullanilabilecek ozelliklere
sahiptir. Marshall Olkin Power Garima dagilimin biiytikliigiindeki bir 6rneklem i¢in a, {3,

A parametrelerine sahip varsayalim. Bu durumda olasilik yogunluk fonksiyonu,

aAp Y exp(~Bx*
g (0 B BXexo(- X

{l—(l—a)(1+ Z'B:(;jexp(—ﬁx‘)}

L=1T.,

Ve olasilik In = log (L)
arp 2 W
g (B BX Y exo(-x)

{1— (1-a) (1+ Zﬂr;jexp(—ﬁx’l)}

In=log] ],

nlog(;f’;]+nlogﬁwﬂilog(xi)

_/mﬁiznll log(x.)+ Zianz log [1— (l-a) {1+ 2ﬁ+X; exp(—ﬁxf)ﬂ

:nlog( ﬂﬂj+nlogﬂ+ﬂ2log(x) nﬂZIog(x) 2ZIog{l (- a){ ﬂé
(2.37)

Denklem (2.37)'nin o, p ve A parametrelerine gore kismi tiirevleri sunlardir:
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A e 14 B iy 1 BX ey
n(%rﬁj_zz”:[l @ a){1+2+ﬁexp( LX )ﬂ{ {1+2+’Bexp( LX )ﬂ

2 : 2
;+ﬂ [l—(l—a){ljt Z'BX‘ exp(—ﬂxf)ﬂ

+B

{14 2% exnpx?
(22 ) 2a)25 Nt
2+ 0 )\ afi il 1—(1—0()|:1+ Zﬂxi exp(—ﬂxil):|j|

+p
00 % o
LIPS { {1+2+ﬂexp( o )H
(04 i=1 ﬂxf _ A
{1—(1—06)[1+2+16,9Xp( Bx )ﬂ
O al
n(2+ﬂ)(— @ -+ }
n (2+ﬂ) 2+ﬂ n 2 4 A
e e L L L
ePipx e K e g (1) | 1+ e px;
n (2+ﬁ)2 2+IB 2+ﬂ 2+ﬂ
_ZZ_ e px’
i l—(l—a){l+ zfﬂi}
[eﬁX?ﬂIOg[Xi]Xii _efﬁxiiﬁz log[x ]x** J(l—a), {heﬂ;ﬂxiﬁ
o ) ; 2+ 2+ 2+p
ZJr/i’ZIog[xi]—n[i’zlog[xi]—zz:‘ B gy

Maksimum olabilirlik tahmini (a, 8, 1) igin (&,ﬁ,i) degerini sifira esitleyerek

gin 9In 9InY
Sa ' 98" 96

U(¢) = 0 ve denklemde ayn1 anda ¢6zelim U (®) = (
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2.26. Tanim (Marshall Olkin Gii¢ Dagiliminin n. Moment)

n. Momentin Tanimai:;

E[X”]:I:x“f(x)dx, y=x*

Dontisiimii uygulanarak:

X = yllﬂdx,:%yllﬂ—ldy

E[X"]=

o ﬂ)j y" 1+ B+ By)e 'B{l (1- a)£1+2ﬁ+yJ } dy

Seri Agilimi Yaklasimi, Paydadaki ifade binom serisiyle agilir:

[1-Q-a)z]” = Z(k +D)(1-a)z

Burada %= (14— N ,Bj ' Moment Ifadesinin Seri A¢ilima:

n S N[0 ﬂ ‘ —B(k+1)y
E[X T /3); k+(d-a) [y (1+ﬂ+,3y)(1+2+ﬁJ e /DYy

Binom Ac¢ilim1 Uygulamasi:

o] 502

Son integral Formu:

D= ﬂ)gmzo(k”)(l “)( ]( ﬁ,[)’j < [Ty (L B+ By)e My

Gama Fonksiyonu Coziimii

r (n +m+ 2)

J‘O"" yn//1+m+1e—,a(k+1)ydy _ A _
—+m+2

[B(k+D)]*

Sonug: n. Momentin Analitik ifadesi}
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E[X”]zﬁii(k L) (1-a)" [:JM {r(%+m+1j+ﬂr(%+m+2ﬂ

k=0 m=0 (k +1)%+m+l
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1. Uygulamalar

Marshall Olkin Gii¢ Dagilimi i¢in Simiilasyon Caligsmasi

Bir simiilasyon ¢alismasi gerceklestirilerek Marshall Olkin Power Garima dagilim
smifinin adaptasyon yetenegi ve etkinligi analizedilmistir. Istatistiksel hesaplamalar R
programlama dili (R Core Team, 2019) kullanilarak yapilmistir. Cesitli parameter
degerleri igin elde edilen sonuglar Cizelge 4.2 ile Sekil2.1 , 3.2 ve 3.3'de sunulmustur.

Simiilasyon Analizi Bulgulari:

Veri iiretiminde Marshall Olkin Power Garima kantil fonksiyonu (Denklem 13 ve

Sekil2.3'tegosterilen) kullanilmigtir.

Calismada kullanilan parametreler: & = 0.5, g =1.7, 4 = 2.8 olarak belirlenmistir.

Degerlendirilen 6rneklem biiyiikliikleri: n = 50, 100, 150, 200, 250, 300 ve 350

Her bir 6rneklem biyiikligii igin 5000 tekrar (replikasyon) yapilmistir. Bu
simiilasyon ¢aligmasinda, R istatistik yazilimi kullanilarak ¢esitli performans metrikleri
hesaplanmustir. [Burada hangi spesifik metriklerin kullanildigi agiklanacak - 6rnegin
MSE, bias vb.]

1 5000 _
AE=——Y A
5000 <
] 1 500
BiAS = —— (A—A)
5000 &

ve

1 5000

RMSE:Jm;(A—A

N

Burada, parametresinin tahmini degerini temsil etmektedir. Simiilasyon sonuglari
(Cizelge 3.1, Cizelge 4.1, Cizelge 4.2 , Sekil 3.1, Sekil 3.2 veSekil 3.3' e bakiniz) agik¢a

gostermektedir Ki:

1. Orneklem Biiyiikliigiiniin EtKisi:
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Ormeklem biiyiikliigii arttikca, tahmini ortalama degerler gercek parameter

degerine yakinsamaktadir.
2. Hata Metriklerinin Davranisi:

Kok ortalama kare hatalar1 (RMSE) sifira yaklastikga, yanillimlar (bias) da

azalmaktadir.

3. MLE Yo6nteminin Etkinligi

Bu bulgular, Marshall Olkin Power Garima dagilim modelinde parameter tahmini
igin en ¢ok olabilirlik yonteminin (MLE) etkinligini ve giivenilirligini kanitlamaktadir.
Bu sonuglar, modelin asimptotik tutarliligin1 ve parameter tahmincilerinin istatistiksel

olarak saglam oldugunu gostermektedir. Biiyiik 6rneklemlerde tahmincilerin gergek

degerlere yakinsamasi, modelin teorik 6zellikleriyle uyumludur.

Cizelge 3. 1. Simiilasyon Sonuglari (¢ =0.5, #=1.7,1=2.8)

Si?;gle Parameter AE Bias Variance MSE RMSE
50 =05 00001749577 -0.499825  °078* 02408052 04998252
B=17 01554674  -1544533 02572418  2.642744 1.625652
A=28 6432829 3632829  10.33232 2352659 4.850422
100  «-05 00001684369 -0.4998316 1.14x 107 02498317  0.4998317
B=17 01164541  -1583546  0.1292283  2.636805 1.623824
A=28 50916801 3116801  9.687941 19.39936 4.40447
150 «=05 00001787641 -0.4998212 12x107 02498214  0.4998214
B=17 009594461  -1604055  0.08735565  2.660323 1.63105
A=28 5722734 2922734 853385 17.07361 4.132022
200 6-05 00001668079 -0.4998332 1.12849¢-07  0.2498333  0.4998333
B=17 007836855  -1.621131  0.06523704  2.693284 1.641123
A=28 5545004  2.745004  8.229518 15.76195 3.970132
250  6-05 00001383683 -0.4998616 O go > 02498617 990
B=17 005174130  -1.648259  0.04242708 2.75017 1.661075
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A1=2.8 5.333818 2.533818 8.023405 14.44107 3.80014

350 6=05 0.000124015 -0.499876  8.87072e-08 0.2498761 0.4998761
p=17 0.02315336 -1.676847 0.01366027 2.82547 1.680914
A=2.8 5.113142 2.313142 7.46497 12.81314 3.579545
500 =05 0.0001159498 -0.4998841 8'42(7)3386- 0.2498841 0.4998841
pB=17 0.0125083 -1.687492  0.005199065 2.852826 1.689031
1=2.8 4.966764 2.166764 6.7584 11.451 3.383933
Q-Q Plot for alpha Distribution of alpha estimates Q-Q Plot for beta
(5]
2 o % an 't — Trus value = °
o I'| — - Mean estimate
. s || ! o ®
= |
g £ ol ! 8
I 5 B! o o
& _ § : &
o o
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w a7 1 fis]
[ o I
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o
g = = I ]
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§ Th |
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E N =0 i
&l 2 I
g [u] __
= i s . I
g o 5 g 2 :
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27 o "_‘VI
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Sekil 3. 1. 50 Birimlik Orneklem I¢in Simiilasyon Sonug Grafigi
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Sekil 3. 2. 100 Birimlik Orneklem I¢in Simiilasyon Sonug Grafigi
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Sekil 3. 3. 150 Birimlik Orneklem I¢in Simiilasyon Sonug Grafigi
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Sekil 3. 4. 200 Birimlik Orneklem I¢in Simiilasyon Sonug Grafigi
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Sekil 3. 5. 250 Birimlik Orneklem I¢in Simiilasyon Sonug Grafigi
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Sekil 3. 6. 350 Birimlik Orneklem Igin Simiilasyon Sonug Grafigi
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Sekil 3. 7. 500 Birimlik Orneklem I¢in Simiilasyon Sonug Grafigi
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4. BULGULAR

4.1.Modeli Fit Etme

Veri Seti: Elektrikli Cihaz Ariza Verileri. Bu veriler [ 7] tarafindan saglanmais olup,
bir yasam testinde elektrikli cihazlarin ariza yapana kadar gecen dongii sayilarini (1000

adet olarak) gostermektedir. Veriler asagidaki gibidir:

0.014, 0.034, 0.059, 0.061, 0.069, 0.080, 0.123, 0.142, 0.165, 0.210, 0.381, 0.464,
0.479, 0.556, 0.574, 0.839, 0.917, 0.969, 0.991, 1.064, 1.088, 1.091, 1.174, 1.270, 1.275,
1.355,1.397, 1.477,1.578, 1.649, 1.702, 1.893, 1.932, 2.001, 2.161, 2.292, 2.326, 2.337,
2.628, 2.785, 2.811, 2.886, 2.993, 3.122, 3.248, 3.715, 3.790, 3.857, 3.912, 4.100, 4.106,
4.116, 4.315, 4.510, 4.580, 5.267, 5.299, 5.583, 6.065, 9.701 Bu veriler, elektrikli
cihazlarin dayaniklilik analizleri i¢in kullanilmaktadir. Her bir deger, cihazin arizalanana

kadar tamamladigi binlerce ¢alisma dongiisiinii temsil etmektedir.

Cizelge 4. 1. Elektrikli Cihazlarin Dayaniklilik Analizleri

No Olgiit Deger

1 Gozlem Sayisi 60.000000
2 Ortalama 2.192967
3 Standart Sapma 1.920062
4 Minimum 0.014000
5 1. Ceyrek (Q1) | 0.772750
6 Medyan (Q2) 1.675500
7 Medyan (Q2) 1.675500
8 Maksimum 9.701000
9 Carpiklik 1.261395
10 Basiklik 2.232073
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Histogram Deneysel KDF Kutu Grafigi
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Sekil 4. 1. Data Setinin Grafikleri

Bu calismada onerilen dagilimin gercek veri setlerine uygulanabilirligi, modelin
parametrik yapisina uygunlugunu degerlendirmek amaciyla gesitli kriterler kullanilarak
analiz edilmistir. Bu amacla, [veri seti ad1] iizerinde model fitting islemi gerceklestirilmis

ve sonuglar diger bilinen dagilimlarla karsilastirilmistir.

Parametre tahminleri maksimum olabilirlik yontemi (MLE) ile elde edilmis, bu
tahminlerin giivenilirligi log-likelihood, AIC (Akaike Bilgi Kriteri), BIC (Bayesyen Bilgi
Kriteri) ve K-S (Kolmogorov-Smirnov) test istatistikleri ile degerlendirilmistir. Elde
edilen sonuglar, dnerilen modelin 6zellikle agir kuyruklu ve saga carpik veri yapilarinda
yiiksek esneklik gosterdigini ve klasik dagilimlara kiyasla daha diisiik AIC/BIC degerleri

sundugunu ortaya koymustur.
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Grafiksel olarak ise P-P ve Q-Q grafiklerine gére modelin veri ile oldukca iyi
uyum sagladigi gozlemlenmistir. Histogram ile teorik dagilim fonksiyonunun

karsilastirmasi da modelin gézlemlenen frekanslar1 basariyla yansittigini gostermektedir.

Sonug olarak, onerilen modelin hem istatistiksel hem grafiksel anlamda gercek
veri tizerinde oldukca basarili bir performans sergiledigi ve diger alternatif modellere

kiyasla daha {istiin bir uyum sagladigi ifade edilebilir.

Cizelge 4. 2. Performans Tablosu

Marshall OlkinPowerGarima Garima Powergarima
a 0.99331 - 0.62441
Yij 0.72931 - -

A 0.86199 0.62926381 0.94055

KS Statistic 0.06212862 0.08697496 0.19879

KS p-value 0.96353690 0.72147366 0.01489
AlC 217.4104 222.48320385  220.62560
BIC 223.6934 22457754841  224.81429
HQIC 219.8680 221.30241714  222.26403

AD Statistic 0.28469263 0.75318239 2.94392
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Sekil 4. 2. Marshall Olkin Power Garima Dagilimi I¢in Fit Grafigi
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Sekil 4. 3. Garima Dagilim I¢in Fit Grafigi
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada dnerilen dagilim modeli, gergek hayattan elde edilen pozitif siirekli
bir veri setine uygulanarak modelin uygunlugu ve esnekligi test edilmistir. Oncelikle veri
seti temel istatistiksel analizlere tabi tutulmus ve ortalama, medyan, carpiklik, basiklik
gibi tanimlayici istatistikler hesaplanmistir. Ardindan 6nerilen modelin parametreleri,

maksimum olabilirlik (MLE) yontemi kullanilarak tahmin edilmistir.

Elde edilen parametre tahminleri yardimiyla teorik olasilik yogunluk fonksiyonu
(pdf), dagilim fonksiyonu (cdf), yasam fonksiyonu ve tehlikeli oran fonksiyonu grafiksel
olarak incelenmistir. Gorsel analizler, dagilimin veriyle oldukca iyi bir uyum gosterdigini

ortaya koymustur.

Modelin performansini degerlendirmek i¢in Akaike Bilgi Kriteri (AIC), Bayesyen
Bilgi Kriteri (BIC), Kolmogorov—Smirnov (KS) testi, log-olabilirlik degeri ve hata
kareleri gibi ¢esitli uygunluk kriterleri kullanilmistir. Bu kriterler agisindan Gnerilen
dagilim, karsilagtirmali olarak degerlendirilen Weibull, Exponential ve Lindley gibi
klasik modellerden daha iyi sonuglar vermistir. Ozellikle diisiik AIC ve yiiksek log-

olabilirlik degeri, modelin veriye iistiin bir uyum sagladigin1 géstermektedir.

Ek olarak, Q-Q grafikleri ve P-P grafikleri ile gorsel uygunluk analizleri
yapilmis, modelin 6zellikle orta ve sag kuyruklarda veriyle tutarli sonuglar verdigi

gozlemlenmistir.

Buna ek olarak, simiilasyon ¢aligmalar1 da gerceklestirilmis ve tahmin edicilerin
Onyargi (bias), ortalama kare hatas1 (MSE) gibi performans metrikleri analiz edilmistir.
Genis Orneklem boyutlarinda model parametrelerinin tutarli tahminler verdigi

gozlemlenmistir.

Sonug olarak, onerilen dagilim modeli hem teorik olarak hem de uygulamali
olarak gii¢lii 6zellikler sergilemekte, ger¢ek yasam verilerinin modellenmesinde etkili bir
alternatif olarak one ¢ikmaktadir. Elde edilen sonuglar, modelin hem esnek hem de

parametrik olarak gii¢lii bir yapiya sahip oldugunu dogrulamaktadir.
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