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ÖZET 

Bu tez çalışmasında, istatistiksel modelleme ve güvenilirlik analizinde önemli yeri 

olan yeni sürekli dağılım fonksiyonları tanıtılmış ve özellikleri incelenmiştir. Özellikle 

Marshall-Olkin Power Garima dağılımı üzerinde durulmuş; olasılık yoğunluk 

fonksiyonu, kümülatif dağılım fonksiyonu, yaşam fonksiyonu, hazard rate fonksiyonu, 

momentler ve simülasyon çalışmaları detaylı olarak ele alınmıştır. Elde edilen sonuçlar, 

önerilen dağılımın esnekliğini ve farklı veri yapıları üzerinde etkinliğini ortaya 

koymaktadır. Ayrıca, önerilen dağılım gerçek veri setlerine uygulanmış ve klasik 

dağılımlarla karşılaştırılarak performans analizi yapılmıştır. Bu analizlerde, en çok 

olabilirlik tahmin yöntemi (MLE) kullanılarak parametre tahminlerinin başarısı 

değerlendirilmiştir. 

Anahtar kelimeler: Marshall-Olkin, Power Garima, Simülasyon, En çok 

olabilirlik tahmin yöntemi. 
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ABSTRACT 

In this thesis, new continuous probability distributions, which play an important 

role in statistical modeling and reliability analysis, are introduced and examined. The 

primary focus is on the Marshall-Olkin Power Garima distribution; its probability density 

function, cumulative distribution function, survival function, hazard rate function, 

moments, and simulation studies are discussed in detail. The findings demonstrate the 

flexibility of the proposed distribution and its effectiveness on various types of data.  

Additionally, the proposed model is applied to real-world datasets and its performance is 

compared with classical distributions. In the performance evaluation, the maximum 

likelihood estimation (MLE) method is employed to assess the accuracy of the parameter 

estimates. 

Keywords:Marshall-Olkin, Power Garima, Simulation, Maximum likelihood 

estimation method. 
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önerilen dağılımın esnekliğini ve farklı veri yapıları üzerinde etkinliğini ortaya 

koymaktadır. Ayrıca, önerilen dağılım gerçek veri setlerine uygulanmış ve klasik 
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1. GİRİŞ 

Günümüzde istatistiksel dağılımlar, farklı alanlarda gözlenen verilerin 

modellenmesi ve yorumlanması açısından oldukça önemli bir yere sahiptir. Özellikle 

mühendislik, biyoloji, tıp, ekonomi ve güvenilirlik analizi gibi disiplinlerde, gerçek 

hayattaki olguların daha esnek ve doğru biçimde modellenebilmesi için klasik 

dağılımların genelleştirilmesi büyük önem taşımaktadır. Bu bağlamda, dağılım ailesine 

yeni parametreler eklenerek esneklik artırılmakta, farklı biçim ve davranışlardaki 

verilerin modellenmesi mümkün hale gelmektedir. 

Bu tez çalışmasında, sürekli olasılık dağılımlarının geliştirilmesine odaklanılmış 

ve Marshall-Olkin yapısı ile elde edilen Marshall-Olkin Power Garima dağılımı 

tanıtılmıştır. Garima dağılımı, pozitif sürekli verileri modellemek için geliştirilen 

parametrik bir dağılım olup, özellikle sağa çarpık ve ağır kuyruklu veri yapılarında 

başarılı performans göstermektedir. Marshall-Olkin yöntemi ise, orijinal bir dağılım 

üzerine fazladan bir parametre ekleyerek esnekliği artırmakta ve dağılımın tehlike 

(hazard) oranını çeşitli biçimlerde ifade edebilmesine olanak sağlamaktadır. 

Tez kapsamında öncelikle önerilen dağılımın temel özellikleri ele alınmış; olasılık 

yoğunluk fonksiyonu, kümülatif dağılım fonksiyonu, yaşam (survival) fonksiyonu ve 

tehlike oranı fonksiyonu gibi yapılar detaylı olarak incelenmiştir. Ardından dağılımın 

momentleri, çarpıklık ve basıklık gibi özet ölçüleri elde edilmiştir. Parametre tahmini için 

maksimum olabilirlik yöntemi kullanılmış ve bu tahminlerin performansı simülasyon 

çalışmaları ile analiz edilmiştir. 

Son olarak, önerilen dağılım gerçek hayattan elde edilen veri setleri üzerinde test 

edilmiştir. Modelin etkinliği, Akaike Bilgi Kriteri (AIC), Bayes Bilgi Kriteri (BIC), log-

olabilirlik ve hata ölçütleri (RMSE gibi) yardımıyla klasik dağılımlarla karşılaştırılmıştır. 

Elde edilen sonuçlar, önerilen dağılımın yüksek esnekliğe sahip olduğunu ve farklı veri 

yapılarına iyi uyum sağladığını göstermektedir. 

Bu çalışma ile literatüre, parametrik modelleme alanında yeni bir katkı sunulmuş 

ve daha güçlü analizlerin yapılabilmesi adına alternatif bir dağılım önerilmiştir. 

Parametrik olasılık dağılımlarının geliştirilmesi, özellikle güvenilirlik analizi, 

hayatta kalma analizi, mühendislik, biyoloji ve finans gibi alanlarda veri modelleme 

süreçlerinde büyük önem taşımaktadır. Bu nedenle, son yıllarda klasik dağılımların 
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genelleştirilmesi ve yeni dağılımların tanımlanması üzerine çok sayıda çalışma 

yapılmıştır. 

İlk olarak Garima dağılımı, El-Gohary ve arkadaşları (2013) tarafından pozitif 

sürekli verileri modellemek üzere geliştirilmiştir. Bu dağılım, sağa çarpık yapıda ve 

pozitif veriler için kullanılabilir bir yapı sunarak özellikle ömür verilerinde 

uygulanabilirliğini göstermiştir. 

Daha sonra, parametrik dağılımlara yeni parametreler eklemek amacıyla 

kullanılan Marshall–Olkin yöntemi, Marshall ve Olkin (1997) tarafından geliştirilmiş 

ve pek çok temel dağılıma uygulanmıştır. Bu yöntem, bir dağılımın esnekliğini artırmakta 

ve farklı tehlike oranı (hazard rate) yapılarının elde edilmesini sağlamaktadır. 

Nadarajah ve Kotz (2006), beta dağılımı kullanılarak beta-generalize edilmiş 

dağılımlar önermiş; Zografos ve Balakrishnan (2009) ise beta ve gamma tabanlı 

jeneratörler ile oluşturulmuş yeni dağılım aileleri üzerine çalışmışlardır. Bu çalışmalar, 

dağılım fonksiyonlarının parametrelerinin artırılmasının model uyumunu büyük ölçüde 

geliştirebileceğini göstermiştir. 

Gupta ve Kundu (2001), exponentiated exponential ailesi altında farklı bir 

genelleştirme önermiş; bu yapı, özellikle çarpıklığı ve kuyruk davranışını kontrol etme 

açısından avantajlı bulunmuştur. Aynı şekilde Sarhan ve Apaloo (2013) tarafından 

önerilen Exponentiated Modified Weibull Extension dağılımı da mühendislik ve 

biyomedikal alanlarında başarılı sonuçlar vermiştir. 

Literatürde ayrıca, maksimum olabilirlik tahmin yöntemi, moment yöntemi, 

Bayesci tahmin ve simülasyon analizleri gibi farklı yaklaşımlarla yeni dağılımların 

parametre tahminlerine yönelik çalışmalar gerçekleştirilmiştir. Ayrıca önerilen 

dağılımların performansları, AIC, BIC, log-olabilirlik, RMSE gibi ölçütlerle klasik 

dağılımlarla karşılaştırılmıştır. 

Bu tezde incelenen Marshall–Olkin Power Garima dağılımı, söz konusu 

literatürün bir devamı niteliğinde olup Garima dağılımının Marshall–Olkin yapısı 

kullanılarak genelleştirilmesiyle elde edilmiştir. Böylece hem model esnekliği artırılmış 

hem de daha geniş veri türlerine uyum sağlama yeteneği geliştirilmiştir. 
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2. GENEL BİLGİLER 

2.1. Tanım (Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu) 

 Değerleri f (x) olan fonksiyon, 

𝑓(𝑥) ≥ 0 , −∞ < 𝑥 < ∞       (2.1) 

 

∫ 𝑓(x) 𝑑𝑥 = 1
∞

−∞
          (2.2) 

 

şartlarını sağlıyorsa  𝑓(𝑥)`e X sürekli tesadüfü değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu 

denir. 

2.2. Tanım (Olasılık Fonksiyonu) 

X, sonlu sayıdaki  x1, x2…..xy değerlerini 𝑓(𝑥𝑖)  =  𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖), 𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

olasılıklarını alabilen kesikli rasgele değişken olsun, 

𝑓(𝑥) ≥ 0  tüm x`ler için                                                                            (2.3)  

 

∑ 𝑓(𝑥𝑖) = 1𝑁
İ=1                                                                                                 (2.4) 

Koşullarını sağlayan 𝑓(𝑥) fonksiyonuna X ` in olasılık fonksiyonu denir. 

2.3. Tanım (Normal Dağılımı) 

Normal dağılım; teorik ve1 uygulamalı istatistikte sıklıkla kullanılan bir 

dağılımdır. X, rasgele değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu; 

𝑓(𝑥) = {
1

𝜎√2𝜋
ℯ

−
1

2
(

𝑥−𝜇

𝜎
)

2

        − ∞ < 𝑥 < ∞,    − ∞ < 𝜇 < ∞      𝜎2 > 0

0,                             𝑑𝑑
  (2.5) 

şeklinde olsun. X rasgele değişkenine normal dağılıma sahiptir denir. 

X ~ N( 𝜇,𝜎2) gösterilsin𝜇 ve 𝜎2 ise dağılımın parametreleridir. ( 𝜋 = 3,14 ; ℯ = 2,71825)  

2.4. Tanım (Kümülatif Dağılım Fonksiyonu) 

X, S örnek uzayında olasılık fonksiyonu P ile tanımlanmış bir rassal değişken 

olsun. Herhangi bir gerçel değer x için,  X` in kümülatif dağılım fonksiyonu (CDF), X` 

in x’ ten küçük veya eşit olduğutüm sonuçların S örnek uzayındaki olasılığını verir. Bu 

fonksiyon, 
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𝑓(𝑥) = 𝑃 ( 𝑋 ≤ 𝑥) =  ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

−∞
      (2.6) 

şeklinde ifade edilmektedir. 

2.5. Tanım (Üstel Dağılımı) 

Üstel dağılım; bekleme hattı, yaşam, güvenilirlik analizi ve sürekli parametreli Markov 

zincirlerinde sıkça kullanılmaktadır. Bu dağılım modeli olasılık teorisinde büyük öneme 

sahiptir. 

 Negatif olmayan değerler alan sürekli X tesadüfi değişkenin olasılık yoğunluk 

fonksiyonu  

X,  λ > 0 için; 

𝑓(𝑥) = {
𝜆ℯ−𝜆×,   𝑥 > 0

0, 𝑑. 𝑑
        (2.7) 

ise, parametreli üstel dağılıma sahiptir denir. 

Üstel dağılımın λ parametresine sahip beklenen değeri ; 

𝐸(𝑋) =
1

𝜆
(1.8) 

 

varyansı ; 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
1

λ2         (2.9) 

 

şeklinde ifade edilmektedir.  

2.6. Tanım (Poisson Dağılımı) 

Poisson dağılımı belli bir zaman, alan veya hacimde ortaya çıkan olay sayısını 

modellemede kullanılır. X Poisson rassal değişkeni, 0,1,2,3,…değerlerini almak üzere, 

X`in olasılık yoğunluk fonksiyonu ; 

f(x) = p (X=x) = 
ℯ−𝜆𝜆𝑥

𝑥!
,     x= 0,1,2,3, ……….λ>0                                    (2.10) 

 

varyans ve beklenen değeri; 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =λ        (2.11) 
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ve 

𝐸(𝑋) =λ        (2.12) 

Şeklinde ifade edilir. 

2.7. Tanım (Geometrik Dağılım) 

Geometrik dağılım, başarı olasılığı0 < p < 1olan ardışık Bernoulli 

denemelerinde ilk başarının kaçıncı denemede gerçekleştiğini modellemek için 

kullanılır.T, ilk başarının elde edildiği deneme numarası olmak üzere, olasılık 

fonksiyonuf(x; p) = P(T = n)ile ifade edilir. Dolayısıyla T − 1, ilk başarıya ulaşmak 

için gereken başarısız deneme sayısını,f(x; p)ise ilk başarının tam olarakx.denemede 

ortaya çıkma olasılığını gösterir. 

   f(x;p)=qx-1.p ,                                   x = 1,2,3,……..   (1.13)  

beklenen değeri; 

E(x) = 
1

𝑝
        (2.14) 

varyansı; 

Var(X) = 
𝑞

𝑝2         (2.15) 

şeklinde ifade edilir. 

 2.8. Tanım (Garima Dağılımı) 

X parametresi Garima dağılımına sahip bir rasgele değişken olsun. Olasılık 

yoğunluk fonksiyonu; 

g (x, θ) = 
θ

θ +2
(1 + θ + θx)ℯ−θx ,                 x > 0,        𝜃 > 0              (2.16) 

Kümülatif dağılım fonksiyonu ise; 

G(x;θ) = 1 - [1 +  
𝜃𝑥

𝜃+2
] ℯ−𝜃𝑥 ,                          x > 0,         θ > 0                          (2.17) 

şeklinde ifade edilir. 

2.9. Tanım ( Weibull Dağılımı) 

X  parametresiWeibull (W) dağılımına  sahip rasgele değişken olsun. Olasılık 

yoğınluk fonksiyonu;  

    f(x) = 
𝛼

𝜆
(

𝑥

𝜆
)

𝛼−1
𝑒

−(
𝑥

𝜆
)

𝛼

        (2.18) 
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dağılım fonksiyonu; 

     F(x) = 1 - 𝑒
−(

𝑥

𝜆
)

𝛼

         (2.19) 

Burada x > 𝛼 ve α > 0 ,  λ >  0 sırası ile şekil ve ölçek parametrelerini belirtmektedir. 

2.10. Tanım (İki Parametreli Weibull Dağılımı) 

X ~ Weibull (k,β) için olasılık yoğunluk fonksiyonu; 

𝑓(𝑥) = {
𝑘

𝛽
(

𝑥

𝛽
)

𝑘−1
𝑒

−(
𝑥

𝛽
)

𝑘

,          𝑥 > 0

0,          𝑑. 𝑑

         (2.20) 

gibidir. 

 

beklenen değeri; 

E(X) = βΓ(1 +
1

𝑘
)          (2.21) 

 

 

varyansı; 

Var(X) = 𝛽2 [𝛤 (1 + 
2

𝑘
) −  𝛤 (1 +

1

𝑘
)] (2.22) 

Şeklinde ifade edilir. 

2.11. Tanım (Marshall – Olkin Dağılımı) 

Marshall ve Olkin (1997), bu mevcut dağılıma parametre ekleyerek yeni bir 

dağılım oluşturdular. Tek parametreli veri modellemenin yeterli olmadığı noktalarda, 

birden fazla parametreye sahip yeni dağılımlar elde etmişlerdir. Onlara göre eğer F¯(x) 

sürekli bir rastgele değişken X`in sağ kalım veya güvenilirlik fonksiyonunu gösteriyorsa, 

yeni bir parametre eklemenin olağan yöntemi, aşağıda tanımlanan başka bir sağ kalım 

fonksiyonu G¯(x) ile sonuçlanır: 

G̅(x)= 
αF̅(x)

1−α̅F̅(x)
   ; −∞ < 𝑥 < ∞   ; α > 0  , α̅ = 1 − a       (2.23) 

Eğer g(x) ve r(x) G̅'ye karşılık gelen olasılık yoğunluk fonksiyonu ve tehlike oranı 

fonksiyonu ise, o zaman 



7 
 

g(x, α) =
αf(x)

[1−α̅F̅(x)]2   ; −∞ < 𝑥 < ∞   ; α > 0  , α̅ = 1 − a      (2.24) 

r(x, α) =
h(x)

1−α̅F̅(x)
(1.25) 

burada h(x), f(x)'e tehlike oranıdır. (3)'ten, 
r(x,α)

h(x)
'in α ≥ 1 için x'te arttığı ve 0 < α ≤ 1 için 

x'te azaldığı sonucu çıkar. Dağılımların iki değişkenli ailesine bir uzantı da Marshall ve 

Olkin  1997 yılında tarafından sunulmuştur. (X,Y)'nin ortak sağ kalım fonksiyonu F¯(x,y) 

olan rastgele bir vektör olduğunu varsayalım. O zaman, 

G̅(x,y) = 
αF̅(x.y)

1−α̅F̅(x,y)
 ; x, y ≥ 0,  0 <α< 1,  α̅ = 1 − α    (2.26) 

uygun bir sağ kalım fonksiyonudur. (4) biçimindeki dağılım ailesine Marshall-Olkin iki 

değişkenli dağılım ailesi denir. Marshall-Olkin genişletilmiş dağılımları, türetildikleri temel 

dağılımlardan daha geniş bir hareket aralığı sunar.  

2.12. Tanım ( Topp – Leon Dağılımı) 

Toop – Leon dağılımı tek parametreli bir dağılımdır. Simülasyonlarda kolaylıkla 

kullanılabilir. 

Dağılım fonksiyonu; 

Z(t) = (1 − (1 –  𝑡)2)𝛼 ,                            0 ≤ t ≤ 1 ,           α > 0   (2.27) 

Olasılık yoğunluk fonksiyonu; 

 z(t) = 2α(1 – t) (1 – (1 –  𝑡)2)𝛼−1 ,           0 ≤ t ≤ 1 ,            α > 0               ( 2.28) 

şeklinde ifade edilir. 

2.13. Tanım (Rayleigh Dağılımı) 

X ~ Weibull (k,β) olsun k=2 ve β = √2σ alınırsa sürekli değişkenin olasılık 

yoğunluk fonksiyonu; 

f(x) = {
x

σ2 e
−

x2

2σ2 , 𝑥 > 0

0, 𝑥 ≤ 0
                (2.29) 

Şeklindedir. 

beklenen değer; 

E(X)=𝜎√
Π

2
         (1.30) 
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varyansı; 

Var(X)= (2 − 
Π

2
) σ2(2.31) 

şeklide olur. 

 2.14. Tanım (Pareto Dağılımı) 

Pareto dağılımı; iktisat, geofizik, sigortacılık gibi alanlarda kullanılmaktadır. 

X tesadüfi değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

f(x) = {
βαα

xβ+1 ,       α ≤ x ≤ ∞, 𝑥 > 0

0,   𝑑. 𝑑
          (2.32) 

 

olsun, X tesadüfi değişkenine pareto dağılımına sahiptir denir. 

Beklenen değeri,  

E(X)=
βα

(β−1)′,      β > 1                                                   (2.33) 

varyansı, 

Var(X) = 
βα2

(β−1)2(β−2)′  ,            β > 2                                                               (2.34) 

Şeklinde ifade edilir. 

2.15. Tanım (Kumaraswamy Dağılımı ) 

Güvenilirlik ve süre testi deneylerinde ve hidroloji alanında geniş bir kullanım alanı 

bulmuştur.(0,1) aralığında parametreleri a,b>  0 olarak tanımlanır. 

Olasılık yoğunluk fonksiyonu ; 

   f(x;α,β) =αβxα−1( 1 − xα)β-1,0< x <1      (2.35) 

 

Kümülatif  yoğunluk fonksiyonu; 

F(x;α,β)  =  1- ( 1 - 𝑥𝛼)β-1                                                        0< 𝑥 < 1    (2.36) 

Şeklinde ifade edilir. 
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2.16. Tanım (Stokastik Bağımsızlık) 

 ve  sırasıyla ve ’nin marjinal yoğunluk fonksiyonları ve f de ve 

‘nin ortak yoğunluk fonksiyonu olmak üzere, ve tesadüfi değişkenlerinin stokastik olarak 

bağımsız olması için gerek ve yeter şart  olmasıdır. 

2.17. Tanım (Kontrast (Karşıtlık)) 

İstatistikte kontrast, tüm kat sayıların toplamı sıfıra eşit olacak 

şekilde değişkenlerin doğrusal bir kombinasyonudur. Regresyon katsayılarındaki bir 

farktır da denilebilir. Regresyon katsayılarının, bir çizginin eğimi ve kesişiminin yanı sıra, 

ortalamalardaki bir farkı veya tek bir ortalamayı ifade de edebilir. Kontrast, popülasyon 

ortalamaları hakkında daha genel hipotezleri test etmenin bir yoludur. 

Diyelim ki p farklı popülasyon(tedaviler) var ve her popülasyondan bir 

örneklemdeki genin ifade seviyesini ölçeceğiz. 

j =  Popülasyon   

μj = Ortalama 

Yĵ = Örneklem ortalaması 

Diyelim ki c1,c2, … , cp sayılardır ve ∑cj=0.   ∑cjμj popülasyon ortalamalarının 

kontrastı olarak adlandırılır. Tüm ortalamalar eşitse, o zaman herhangi bir kontrastın sıfır 

olduğuna dikkat etmek gerekir. 

Örneklem ortalamalarını kullanarak popülasyon kontrastını tahmin edebiliriz: 

 c1y̅1+c2y̅2+…cTy̅P 

Gibi basit karşılaştırmalarda μ1=μ2 ise c1= 1 ve c2= −1  durumunda bir kontrast olarak 

ifade edilebilir. 

2.18. Tanım (Basit Kontrast) 

Ortalaması {Y1, Y2, Y3, Y4} olan dört örnek olsun. Bunlar dört değişkendir. 

Bunları karşılaştırmak için, vurgulanmak istenen değerlerle bunların doğrusal bir 

kombinasyonu tasarlanır. İstenilen şey birinci ve ikinci örnek ortalamaları arasında bir 

karşılaştırma yapmak, 1, -1, 0 ve 0 katsayılarını atayabiliriz (1 – 1 + 0 + 0 = 0, 0'ın toplamı 

sıfırdır). O zaman Kontrast denklemi; 

(1)Y1 + (-1)Y2 + (0)Y3 + (0)Y4 

https://www.statisticshowto.com/probability-and-statistics/statistics-definitions/sample-mean/
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Ya da 

Y1 -Y2. 

şeklinde ifade edilir. 

2.19. Tanım (Power - Garima Dağılımları) 

Power Garima dağılımı, Abebe  ve arkadaşları tarafından önerilen yeni iki 

parametreli bir yaşam modelidir. Önerilen dağılım iki parametreli bir yaşam dağılımı ve 

Garima dağılımı iki parametreli Power - Garima dağılımının özel bir durumudur.Ababe 

ve arkadaşlarına göre Power - Garima dağılımının; olasılık yoğunluk fonksiyonu ve 

kümülatif dağılım fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

Olasılık yoğunluk fonksiyonu; 

1( ; , ) (1 ) ; 0, 0, 0
2

xf x x x e x
  

     


      
  

Kümülatif yoğunluk fonksiyonu; 

( )
( ; , ) 1 ; 0, 0, 0

2

x x
F x x

   
   



 
    


 

2.20. Tanım (Marshall – OlkinGüç  Garima Dağılımı) 

 Marshall – Olkin Güç  Garima dağılım ailesi, bir kümülatif dağılım fonksiyonuna  

sahiptir  ve buna  karşılık gelen olasılık yoğunluk fonksiyonu şu şekilde ifade edilir: 

x
2

1 1 exp( )
2

( ) ; 0, 0, 0, 0

1 (1 ) 1 exp( )
2

x
x

F x x
x

x











  


 



 
   

     
  
     

  

...
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Şekil 2. 1. CDF (Kümülatif Dağılım Fonksiyonu) 

 

Burada , 0    ise şekil parametresi ve 0   is ölçek parametresidir.Ve olasılık 

yoğunluk fonksiyonu: 

2

(1 )exp( )
2

( ) ; 0, 0, 0, 0

1 (1 ) 1 exp( )
2

x x

f x x
x

x

 





  


  


 



  


    
  
     

  

.. 
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Şekil 2. 2. PDF (Olasılık Dağılım Fonksiyonu) 
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Şekil 2. 3. PDF´nin Kuantil Grafiği 
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Şekil 2. 4. PDF´nin 3D Grafiği 

 

2.20.1 Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu İspatı 

Bu fonksiyonun bir olasılık yoğunluk fonksiyonu (OYF) olduğunu göstermek için 

iki temel koşulun sağlandığı gösterilecektir: 

1. Pozitif Tanımlılık 

Fonksiyonun pay kısmı: (1 )exp( )
2

x x 
  


  


Bu ifade pozitif sabitler ve 

pozitif tanımlı fonksiyonlardan oluşmaktadır. Dolayısıyla 0x  için pozitiftir. Payda 
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kısmı

2

1 (1 ) 1 exp( )
2

x
x




 


  
     

  
şeklinde olup, bir ifadenin karesi olduğundan 

her 0x  için pozitiftir ve sıfıra eşit değildir. Bu nedenle ( ) 0f x  koşulu sağlanır. 

2.Bir fonksiyonun OYF olabilmesi için tüm tanım kümesindeki alanı 1 olmalıdır: 

0
( ) 1f x dx



  

Bu integrali analitik olarak hesaplamak zor olsa da, $f(x)$ fonksiyonunun bir 

kümülatif dağılım fonksiyonu ( )F x ’in türevi olduğu biliniyorsa, ( ) ( )
d

f x F x
dx

 şeklinde 

gösterilebilir. Bu fonksiyonun:
0

lim ( ) 0 ve lim ( ) 1
xx

F x F x
 

  şartlarını sağladığı 

varsayımıyla, türevi olan ( )f x fonksiyonu otomatik olarak normalize olmuş olur:

0
( ) ( ) (0) 1 0 1f x dx F F



      Alternatif olarak bu integral sayısal olarak da 

doğrulanabilir. Dolayısıyla, bu fonksiyon geçerli bir olasılık yoğunluk fonksiyonudur. 

Verilen olasılık yoğunluk fonksiyonu: Limit Durumları 0 ,x 
0

(1 )
lim ( ) .

(2 )x
f x

 

 






x, 
2

( ) ~ exp( ), .
2

f x x x x 



 


Özel Parametre Durumları: 1  , 

( ) (1 )exp( ).
2

f x x x 
  


   


0  , ( ) 0.f x  ,  ( ) 0f x   (dağılım 

sivrilir). 

 2.21. Tanım (Yaşam Fonksiyonu) 

İstatistiksel açıdan yaşam fonksiyonu (survival function), genellikle sağ kalım 

analizi (survival analysis) bağlamında kullanılan bir kavramdır. Belirli bir zaman 

noktasında bir olayın (örneğin ölüm, sistem arızası, hastalığın nüksetmesi) henüz 

gerçekleşmemiş olma olasılığını ifade eder. 

Sürekli bir rassal değişken    T , bir bireyin ya da bir sistemin ömrünü temsil 

ediyorsa, yaşam fonksiyonu (sağ kalım fonksiyonu)    R  t şu şekilde tanımlanır:

       t P T tR    Bu, sistemin en az ( t ) birim zaman hayatta kalma (bozulmama) 

olasılığıdır. 

Özellikleri 
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1. S(0) =1, Başlangıçta sistemin hayatta kalma olasılığı 1'dir.  ( ) 0t Rlim t  : 

Zaman sonsuza giderken sağ kalım olasılığı sıfıra yaklaşır.( R(t) ) monotonik azalan bir 

fonksiyondur. Yaşam fonksiyonu, dağılım fonksiyonu F(t) ve olasılık yoğunluk 

fonksiyonun f(t) ile şu şekilde ilişkilidir: 

( ) 1 ( ) ( )
t

R t F t f u du


     

 

2

1 1 exp( )
2

( ) 1 ; 0, 0, 0, 0

1 (1 ) 1 exp( )
2

x
x

R x x
x

x











  


 



 
   

      
  
     

  

. 

 

 

Şekil 2. 5. Yaşam Fonksiyonu 
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2.22. Tanım (Hazard Rate Fonksiyonu) 

Bir süreklilik gösteren yaşam süresi değişkeni T için, hazard rate fonksiyonu 

(ya da tehlike oranı fonksiyonu) h(t), sistemin t anında arıza verme olasılığının, o ana 

kadar arızalanmamış olma koşulu altında, birim zamandaki olasılığını verir. 

Matematiksel olarak: 

 

2

2

(1 )exp( )
2

1 (1 ) 1 exp( )
2

( ) ; 0, 0, 0, 0

1 1 exp( )
2

1

1 (1 ) 1 exp( )
2

x x

x
x

hrf x x
x

x

x
x

 











  




 


  







 



  


  
     

      
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Şekil 2. 6. Tehlike Oran Fonksiyonu 

2.23. Tanım (Kuantil Fonksiyonu) 

Kuantil fonksiyonu istatistiksel dağılımlarda çok istenen bir özelliktir. İstatistiksel 

modelleme ve çıkarımların çeşitli değerlerin hesaplanmasında kullanılır. Kuantil 

fonksiyonu, Marshall Olkin Power Garima dağılımının kümülatif dağılım fonksiyonunun 

ters çevrilmesiyle elde edilir. 

Marshall Olkin Power Garima dağılımının Kuantil fonksiyonun ifadesi 

  



19 
 

 
  

1 1 exp( )
2

( )

1 (1 ) 1 exp( )
2

1 exp( )
2

1

1 (1 )

1

1

1
1 exp( )

2 1

2 1
2 exp( )

2

exp( 2)( 2 )exp(

x
x

F x u
x

x

x
x t

t
u

t

u
t

u

x u
x

u

u
x x

u

x













 









 















 


  



   

 
   

  
  
     

  

 
   

 




 


 

 

  
   

   

 
   

 

   
  

   

  

  

  

( )

2

2 1
2)

2

2 1
( 2 )exp( 2) exp( 2)

2

( ) ( )

2 1
( 2 )e( 2) exp( 2)

2

2 1
( 2 ) exp( 2)

2

2 1
2

W x

x

u
x

u

u
x x

u

W x e x Lambertfunction

u
x x

u

u
W x e W

u

u
x W





 

 

  









    




   




  




 

  

 
  

 

 
        

 



 
       

 

  
            

 
   

  

  
1

exp( 2)
2

2 1
exp( 2) 2

2

2 1
exp( 2) 2

2

u

u
x W

u

u
X W

u









 




 



 
  

  

  
      

  

   
       

    

 

 

 

 

 

 



20 
 

3.2 

1.2   

  Median Mean varyans 
1Q  3Q  kS  kM  

 2.0 1.177353 1.229810 0.3786911 3.404667 6.978486 0.6329829 0.6883387 

 0.3 6.322557 6.541313 9.589804 484.421679 5048.726715 0.5501262 0.5705714 

 1.5 1.528644 1.593406 0.6230106 7.326083 19.283863 0.6149253 0.6573938 

0.8 

2.5   

2.0 0.6307597 

0.6572441 0.08806925 

0.4702463 0.4713492 0.4854514 -0.017081 

 0.3 1.462496 
1.506355 0.4204465 

5.424619 12.023948 0.3907165 
-

0.1202347 

 1.5 1.884334 2.183267 2.239611 28.769053 141.215176 1.101893 1.423731 

 

Çizelge 2. 1. Medya, Ortalama, Varyansın Bazı Sayısal Değerlerinin Sonuçları Q1, Q2, 

Q3  ve Mk 

 

 

Şekil 2. 7. α = 3.2,  λ = 1.2,  β = 0.3  Parametreli Üretilen Örneklem Dağılımı 
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Şekil 2. 8. α = 3.2,  λ = 1.2,  β = 0.3  Parametreli Üretilen Örneklem Dağılımı 
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Şekil 2. 9. α = 3.2,  λ = 1.2,  β = 1.5  Parametreli Üretilen Örneklem Dağılımı 
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Şekil 2. 10. α = 0.8,  λ = 2.5,  β = 2.0  Parametreli Üretilen Örneklem Dağılımı 
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Şekil 2. 11. α = 0.8,  λ = 2.5,  β = 0.3  Parametreli Üretilen Örneklem Dağılımı 
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Şekil 2. 12. α = 0.8,  λ = 2.5,  β = 1.5  Parametreli Üretilen Örneklem Dağılımı 

2.24. Tanım Sıra İstatistiklerinin Dağılımı 

 Bir örneklemin k-inci dereceden istatistiği, k-inci en küçük değeridir. n 

büyüklüğündeki bir örneklem için, n-inci dereceden istatistik (veya en büyük dereceden 

istatistik) maksimum değerdir, yani; 

  1max ,...,n nX X X
 

 Örneklem aralığı, maksimum ve minimum arasındaki farktır. Yani sıra 

istatistiklerinin bir fonksiyonudur: 

  1 ( ) (1),..., n nrange X X X X 
 

 Sürekli bir popülasyondan alınan rastgele bir örneklemin sıra istatistiğini cdf ve 

pdf ile gösterdiğini biliyoruz, o zaman pdf'si şu şekilde verilir: 
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j n j
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   

 j = 1, . . . , n için. Marshall-Olkin Power  Garima dağılımı için j-inci dereceden 

istatistiğin pdf'si şu şekilde verilir: 
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 Bu nedenle, en büyük sıra istatistiğinin pdf'si şudur: 
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ve en küçük dereceli istatistiğin X(n) pdf'i: 
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ve en küçük dereceli istatistiğin X(1) pdf'i: 
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2.25. Tanım Maksimum Olabilirlik Tahmini 

 Maksimum olabilirlik tahminleri, güven aralıkları oluşturmak ve sonlu 

örneklemde iyi işleyen basit yaklaşımlar sağlamak için kullanılabilecek özelliklere 

sahiptir. Marshall Olkin Power Garima dağılımın büyüklüğündeki bir örneklem için α, β, 

λ parametrelerine sahip varsayalım. Bu durumda olasılık yoğunluk fonksiyonu;
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Ve olasılık ln = log (L) 
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                                                                                                                                                     (2.37)

 

Denklem (2.37)'nin α, β ve λ parametrelerine göre kısmi türevleri şunlardır: 
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Maksimum olabilirlik tahmini  (𝛼, 𝛽, 𝜆) için (𝛼̂, 𝛽̂, 𝜆̂) değerini sıfıra eşitleyerek 

𝑈(𝜙) = 0 ve denklemde aynı anda çözelim 
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2.26. Tanım (Marshall Olkin Güç Dağılımının n. Moment) 

n. Momentin Tanımı:  

0
[ ] ( ) ,n nE X x f x dx



  y x
 

Dönüşümü uygulanarak: 

1/ 1/ 11
 ,x y dx y dy 
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Seri Açılımı Yaklaşımı, Paydadaki ifade binom serisiyle açılır: 
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Binom Açılımı Uygulaması: 
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Son İntegral Formu: 
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Gama Fonksiyonu Çözümü 

/ 1 ( 1)

0 2

2

[ ( 1)]

n m k y

n
m

n
m

y e dy

k

 








   

 

 
   
 




 

Sonuç: n. Momentin Analitik İfadesi} 
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3. MATERYAL VE YÖNTEMLER 

3.1. Uygulamalar 

Marshall Olkin Güç Dağılımı için Simülasyon Çalışması 

Bir simülasyon çalışması gerçekleştirilerek Marshall Olkin Power Garima dağılım 

sınıfının adaptasyon yeteneği ve etkinliği analizedilmiştir. İstatistiksel hesaplamalar R 

programlama dili (R Core Team, 2019) kullanılarak yapılmıştır. Çeşitli parameter 

değerleri için elde edilen sonuçlar Çizelge 4.2 ile Şekil2.1 , 3.2 ve 3.3'de sunulmuştur. 

Simülasyon Analizi Bulguları: 

Veri üretiminde Marshall Olkin Power Garima kantil fonksiyonu (Denklem 13 ve 

Şekil2.3'tegösterilen) kullanılmıştır. 

Çalışmada kullanılan parametreler: 0.5, 1.7, 2.8     olarak belirlenmiştir. 

Değerlendirilen örneklem büyüklükleri: n = 50, 100, 150, 200, 250, 300 ve 350 

 Her bir örneklem büyüklüğü için 5000 tekrar (replikasyon) yapılmıştır. Bu 

simülasyon çalışmasında, R istatistik yazılımı kullanılarak çeşitli performans metrikleri 

hesaplanmıştır. [Burada hangi spesifik metriklerin kullanıldığı açıklanacak - örneğin 

MSE, bias vb.] 

5000

1

1

5000 i

AE


   

 
5000

1

1

5000 i

BİAS


    

ve 

 
5000

2

1

1

5000 i

RMSE


   

 

Burada, parametresinin tahmini değerini temsil etmektedir. Simülasyon sonuçları 

(Çizelge 3.1, Çizelge 4.1, Çizelge 4.2 , Şekil 3.1 , Şekil 3.2 veŞekil 3.3' e bakınız) açıkça 

göstermektedir ki:  

1. Örneklem Büyüklüğünün Etkisi: 
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Örneklem büyüklüğü arttıkça, tahmini ortalama değerler gerçek parameter 

değerine yakınsamaktadır. 

2. Hata Metriklerinin Davranışı: 

Kök ortalama kare hataları (RMSE) sıfıra yaklaştıkça, yanıllımlar (bias) da 

azalmaktadır. 

3. MLE Yönteminin Etkinliği 

Bu bulgular, Marshall Olkin Power Garima dağılım modelinde parameter tahmini 

için en çok olabilirlik yönteminin (MLE) etkinliğini ve güvenilirliğini kanıtlamaktadır. 

Bu sonuçlar, modelin asimptotik tutarlılığını ve parameter tahmincilerinin istatistiksel 

olarak sağlam olduğunu göstermektedir. Büyük örneklemlerde tahmincilerin gerçek 

değerlere yakınsaması, modelin teorik özellikleriyle uyumludur. 

 

Çizelge 3. 1. Simülasyon Sonuçları ( 0.5, 1.7, 2.8     ) 

Sample 

size 
Parameter AE Bias Variance MSE 

RMSE 

50 0.5   0.0001749577 -0.499825 
1.156678 × 

10⁻⁷ 
0.2498252 

0.4998252 

 1.7   0.1554674 -1.544533 0.2572418 2.642744 1.625652 

 2.8   6.432829 3.632829 10.33232 23.52659 4.850422 

100 0.5   0.0001684369 -0.4998316 1.14 × 10⁻⁷ 0.2498317 0.4998317 

 1.7   0.1164541 -1.583546 0.1292283 2.636805 1.623824 

 2.8   5.916801 3.116801 9.687941 19.39936 4.40447 

150 0.5   0.0001787641 -0.4998212  1.2 × 10⁻⁷ 0.2498214 0.4998214 

 1.7   0.09594461 -1.604055 0.08735565 2.660323 1.63105 

 2.8   5.722734 2.922734 8.53385 17.07361 4.132022 

200 0.5   0.0001668079 -0.4998332 1.12849e-07 0.2498333 0.4998333 

 1.7   0.07886855 -1.621131 0.06523704 2.693284 1.641123 

 2.8   5.545004 2.745004 8.229518 15.76195 3.970132 

250 0.5   0.0001383683 -0.4998616 
9.805685e-

08 
0.2498617 

0.4998617 

 1.7   0.05174139 -1.648259 0.04242708 2.75917 1.661075 
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 2.8   5.333818 2.533818 8.023405 14.44107 3.80014 

350 0.5   0.000124015 -0.499876 8.87072e-08 0.2498761 0.4998761 

 1.7   0.02315336 -1.676847 0.01366027 2.82547 1.680914 

 2.8   5.113142 2.313142 7.46497 12.81314 3.579545 

500 0.5   0.0001159498 -0.4998841 
8.427038e-

08 
0.2498841 

0.4998841 

 1.7   0.0125083 -1.687492 0.005199065 2.852826 1.689031 

 2.8   4.966764 2.166764 6.7584 11.451 3.383933 

 

 

Şekil 3. 1. 50 Birimlik Örneklem İçin Simülasyon Sonuç Grafiği 
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Şekil 3. 2. 100 Birimlik Örneklem İçin Simülasyon Sonuç Grafiği 
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Şekil 3. 3. 150 Birimlik Örneklem İçin Simülasyon Sonuç Grafiği 
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Şekil 3. 4. 200 Birimlik Örneklem İçin Simülasyon Sonuç Grafiği 
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Şekil 3. 5. 250 Birimlik Örneklem İçin Simülasyon Sonuç Grafiği 
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Şekil 3. 6. 350 Birimlik Örneklem İçin Simülasyon Sonuç Grafiği 
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Şekil 3. 7. 500 Birimlik Örneklem İçin Simülasyon Sonuç Grafiği 
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4. BULGULAR 

4.1.Modeli Fit Etme 

Veri Seti: Elektrikli Cihaz Arıza Verileri. Bu veriler [7] tarafından sağlanmış olup, 

bir yaşam testinde elektrikli cihazların arıza yapana kadar geçen döngü sayılarını (1000 

adet olarak) göstermektedir. Veriler aşağıdaki gibidir: 

 0.014, 0.034, 0.059, 0.061, 0.069, 0.080, 0.123, 0.142, 0.165, 0.210,  0.381, 0.464, 

0.479, 0.556, 0.574, 0.839, 0.917, 0.969, 0.991, 1.064,  1.088, 1.091, 1.174, 1.270, 1.275, 

1.355, 1.397, 1.477, 1.578, 1.649,  1.702, 1.893, 1.932, 2.001, 2.161, 2.292, 2.326, 2.337, 

2.628, 2.785,  2.811, 2.886, 2.993, 3.122, 3.248, 3.715, 3.790, 3.857, 3.912, 4.100,  4.106, 

4.116, 4.315, 4.510, 4.580, 5.267, 5.299, 5.583, 6.065, 9.701 Bu veriler, elektrikli 

cihazların dayanıklılık analizleri için kullanılmaktadır. Her bir değer, cihazın arızalanana 

kadar tamamladığı binlerce çalışma döngüsünü temsil etmektedir.  

Çizelge 4. 1. Elektrikli Cihazların Dayanıklılık Analizleri 

No Ölçüt Değer 

1 Gözlem Sayısı 60.000000 

2 Ortalama 2.192967 

3 Standart Sapma 1.920062 

4 

 

Minimum 0.014000 

5 1. Çeyrek (Q1) 0.772750 

6 Medyan (Q2) 1.675500 

 

7 Medyan (Q2) 1.675500 

 

8 

 

Maksimum 9.701000 

9 

 

Çarpıklık 1.261395 

10 

 

Basıklık 2.232073 
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Şekil 4. 1. Data Setinin Grafikleri 

Bu çalışmada önerilen dağılımın gerçek veri setlerine uygulanabilirliği, modelin 

parametrik yapısına uygunluğunu değerlendirmek amacıyla çeşitli kriterler kullanılarak 

analiz edilmiştir. Bu amaçla, [veri seti adı] üzerinde model fitting işlemi gerçekleştirilmiş 

ve sonuçlar diğer bilinen dağılımlarla karşılaştırılmıştır. 

Parametre tahminleri maksimum olabilirlik yöntemi (MLE) ile elde edilmiş, bu 

tahminlerin güvenilirliği log-likelihood, AIC (Akaike Bilgi Kriteri), BIC (Bayesyen Bilgi 

Kriteri) ve K-S (Kolmogorov-Smirnov) test istatistikleri ile değerlendirilmiştir. Elde 

edilen sonuçlar, önerilen modelin özellikle ağır kuyruklu ve sağa çarpık veri yapılarında 

yüksek esneklik gösterdiğini ve klasik dağılımlara kıyasla daha düşük AIC/BIC değerleri 

sunduğunu ortaya koymuştur. 
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Grafiksel olarak ise P-P ve Q-Q grafiklerine göre modelin veri ile oldukça iyi 

uyum sağladığı gözlemlenmiştir. Histogram ile teorik dağılım fonksiyonunun 

karşılaştırması da modelin gözlemlenen frekansları başarıyla yansıttığını göstermektedir. 

Sonuç olarak, önerilen modelin hem istatistiksel hem grafiksel anlamda gerçek 

veri üzerinde oldukça başarılı bir performans sergilediği ve diğer alternatif modellere 

kıyasla daha üstün bir uyum sağladığı ifade edilebilir. 

Çizelge 4. 2. Performans Tablosu 

 Marshall OlkinPowerGarima Garima 

 

Powergarima 

  0.99331 - 0.62441 

  0.72931 - - 

  0.86199 0.62926381 0.94055 

KS Statistic 0.06212862 0.08697496 0.19879 

KS p-value 0.96353690 0.72147366 0.01489 

AIC 217.4104 222.48320385 220.62560 

BIC 223.6934 224.57754841 224.81429 

HQIC 219.8680 221.30241714 222.26403 

AD Statistic 0.28469263 0.75318239 2.94392 
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Şekil 4. 2. Marshall Olkin Power Garima Dağılımı İçin Fit Grafiği 
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Şekil 4. 3. Garima Dağılımı İçin Fit Grafiği 
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Şekil 4. 4. Power Garima İçin Fit Grafiği 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada önerilen dağılım modeli, gerçek hayattan elde edilen pozitif sürekli 

bir veri setine uygulanarak modelin uygunluğu ve esnekliği test edilmiştir. Öncelikle veri 

seti temel istatistiksel analizlere tabi tutulmuş ve ortalama, medyan, çarpıklık, basıklık 

gibi tanımlayıcı istatistikler hesaplanmıştır. Ardından önerilen modelin parametreleri, 

maksimum olabilirlik (MLE) yöntemi kullanılarak tahmin edilmiştir. 

Elde edilen parametre tahminleri yardımıyla teorik olasılık yoğunluk fonksiyonu 

(pdf), dağılım fonksiyonu (cdf), yaşam fonksiyonu ve tehlikeli oran fonksiyonu grafiksel 

olarak incelenmiştir. Görsel analizler, dağılımın veriyle oldukça iyi bir uyum gösterdiğini 

ortaya koymuştur. 

Modelin performansını değerlendirmek için Akaike Bilgi Kriteri (AIC), Bayesyen 

Bilgi Kriteri (BIC), Kolmogorov–Smirnov (KS) testi, log-olabilirlik değeri ve hata 

kareleri gibi çeşitli uygunluk kriterleri kullanılmıştır. Bu kriterler açısından önerilen 

dağılım, karşılaştırmalı olarak değerlendirilen Weibull, Exponential ve Lindley gibi 

klasik modellerden daha iyi sonuçlar vermiştir. Özellikle düşük AIC ve yüksek log-

olabilirlik değeri, modelin veriye üstün bir uyum sağladığını göstermektedir. 

Ek olarak, Q-Q grafikleri ve P-P grafikleri ile görsel uygunluk analizleri 

yapılmış, modelin özellikle orta ve sağ kuyruklarda veriyle tutarlı sonuçlar verdiği 

gözlemlenmiştir. 

Buna ek olarak, simülasyon çalışmaları da gerçekleştirilmiş ve tahmin edicilerin 

önyargı (bias), ortalama kare hatası (MSE) gibi performans metrikleri analiz edilmiştir. 

Geniş örneklem boyutlarında model parametrelerinin tutarlı tahminler verdiği 

gözlemlenmiştir. 

Sonuç olarak, önerilen dağılım modeli hem teorik olarak hem de uygulamalı 

olarak güçlü özellikler sergilemekte, gerçek yaşam verilerinin modellenmesinde etkili bir 

alternatif olarak öne çıkmaktadır. Elde edilen sonuçlar, modelin hem esnek hem de 

parametrik olarak güçlü bir yapıya sahip olduğunu doğrulamaktadır. 
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