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Bu tez ii¢ ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde problem tanitimi
yapilmustir. ikinci béliimde zaman skalas, beta-kesirli tiirev ve beta-kesirli integral
ile ilgili temel tamim ve teoremler verilmistir. Ugiincii béliimde ise ilk olarak
cozimlerin varlig1 i¢in gerekli tanimlar ve lemmalar verilmistir. Daha sonra sinir
deger problemi, integral denkleme indirgenerek en az bir pozitif ¢oziimiin varligi
Dort Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi yardimiyla, en az iki pozitif ¢oziimiin
varligi Avery Henderson Sabit Nokta Teoremi yardimiyla ve en az {i¢ pozitif
¢ozlimiin varlig1 Bes Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi yardimiyla ispatlanmistir.
Son olarak elde edilen kosullarin saglanabilir kosullar oldugunu gostermek igin
ornekler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Zaman skalasi, beta-kesirli tiirev, beta-kesirli
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This thesis consists of three main parts. In the first part, the problem was
introduced. In the second part, the basic definitions and theorems related to time
scale, beta-fractional derivative and beta-fractional integral were given. In the third
part, the necessary definitions and lemmas for the existence of solutions were given.
Then, the boundary value problem was reduced to the integral equation and the
existence of at least one, two and three positive solutions proved by using Four
Functionals Fixed Point Theorem, the Avery Henderson Fixed Point Theorem and
the Five Functionals Fixed Point Theorem, respectively. Finally, examples were
given to show that the obtained conditions are satisfiable.

KEYWORDS: Time scales, beta-fractional derivative, beta-fractional integral,
boundary value problem, fixed point theorems, positive solutions.
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ONSOZ

Tez caligmamin baglangicindan bu yana, tez konumda ¢alismami saglayan,
bitiin enerjisiyle ve engin birikimiyle beni motive eden, anlayis ve sabirla bana
destek olan, kiymetli vaktini, emegini ve bilgisini esirgemeden yardimci olup
yonlendiren ¢ok degerli danisman hocam Saym Prof. Dr. Ismail YASLAN’ a
sonsuz saygilarimla tesekkiir eder siikranlarimi sunarim.

Yiiksek lisans egitimim boyunca Bilim Insani Destekleme Programi
Baskanhigi (BIDEB)-2211(Yurti¢i Lisansiistii Burs Programi) ile destek olan
TUBITAK ’a tesekkiir ederim.

Ogretmenlerim olmak {izere emegi gegen biitlin Ogretmenlerime ayri ayri
tesekkiirlerimi sunarim.

Beni her anlamda destekleyip benim yanimda olan, bana en ¢ok inanan
dedem Mehmet AVCI’ ya, varlifiyla bana umut olan oglum Yusuf Emin AVCI’
ya, beni biyutip buglnlere getiren anneme, babama ve kardeslerime, bana iyi
giiniimde de kotii giiniimde de dost olan kardes kadar yakin arkadaslarima da en
icten sayg1 ve tesekkiirlerimi sunarim.

Matematik 6grenme ve O6gretme arzusunu diri tutabilen, umut etmekten
vazgegcmeyen, calismaya inanan ve savasmayi asla birakmayan kendime de ayrica
tesekkiir ederim.



1. GIRIS

Zaman skalasi teorisi, ilk olarak 1988 de Bernd Aulbach’in danismanligindaki
Stefan Hilger’in doktora tezinde sunulmustur. Ayrik olaylari tanimlamada tam sayilar
tizerindeki fark analizi ve siirekli dogal sayilar1 tanimlarken de reel sayilar iizerindeki
bildigimiz analiz kullanilir. Zaman skalasi siirekli ve ayrik analizi birlestirdiginden
diferansiyel ve fark denklemlerinden daha genel sonuclar elde edilir. Zaman skalas1
zamanin bir modeli olarak diisiiniilebilir. Ger¢ek yasam problemlerinde zaman siirekli
olmasina ragmen belirli degiskenlerin ger¢eklesen degerleri zamanda farkli noktalarda
kayithdir. Ornegin borsa, hafta ici her giin izlenirken hafta sonu izlenmez ve gelecek
hafta ici tekrar izlenmeye devam eder. Zaman skalasi analizinin incelenmesi birgok
onemli uygulamaya yol agmistir. Ornegin belirli bocek popiilasyonlarmin
modellenmesi, salgin modelleri, 1s1 transferi ve sinir aglar1 ¢alismasi, kimyasal
reaksiyonlar, metallerin  fitoremediasyonu, yara iyilesmesi, ekonomide
maksimizasyon problemleri ve trafik problemleri gibi surekli olmayan bdlge iceren

cesitli uygulamalari vardir (Agarval ve dig. 2004).

Kesirli analiz, tamsay1 olmayan mertebeli tiirev ve integral anlamina gelir. Bu
kavram, Leibniz, Liouville, Riemann, Letnikov ve Griinwald tarafindan tanitilmis ve
gelistirilmistir (Oldham ve Spainer 1974). Kesirli mertebeli diferansiyel denklemler
icin ¢Oziimlerin varlik problemleri konusu, son zamanlarda bliyiik ilgiye sahiptir.
Ancak, tam say1 olmayan mertebeli tiirevlerin incelenmesi, 1819'a kadar literatlirde
gorinmedi. 1819 da Lacroix, kuvvet fonksiyonunun n. tirevi icin bir kesirli tirev
tanimi sundugunda tam say1 olmayan mertebeli tiirevler ortaya ¢ikt1 (Lacroix 1820).
300 yil1 agkin bir gegmise sahip olan kesirli analiz, bilinen analiz hesabinin tam say1
olmayan mertebe durumuna genellestirilmesi olan eski ve yeni bir konudur (Kilbas ve
dig. 2006, Podlubny 1998). Riemann-Liouville, Grinwald-Letnikov, Hadamard,
Riesz, Caputo ve uyumlu kesirli gibi bir¢ok farkli kesirli diferansiyel operator bigimi
tanimlanmistir (Benkhettou ve dig. 2016, Kilbas ve dig. 2006, Ortigueira ve Trujillo
2012, Podlubny 1998, Samko ve dig. 1993). Kesirli analiz, matematiksel fizigin en
hizli gelisen dallarindan biridir. Sinyal belirleme, sivi ve gazlarda dalgalar, baraj

hidroligi, petrol katmanlarindaki sicaklik alani sorunlar1 veya difiizyon problemleri
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gibi kesirli analizin bilim ve miihendislikte bir¢ok uygulamasi vardir (Boyadjiev ve
Scherer 2004, Chen ve Chen 2011, Kilbas ve dig. 2006, Machado ve dig. 2011,
Schneider ve Wyss 1989).

Kesirli tiirevleri igeren denklemler, tam sayr mertebesindeki diferansiyel
denklemlere gore uygulamalarda her zaman daha iyi etkilere sahip oldugundan, kesirli
diferansiyel denklemler biiyiik ilgi gormiistiir (Miller ve Ross 1988, Miller ve Ross
1993, Sabatier ve dig. 2007). Kesirli analizde son zamanlarda, S-kesirli tirev Abdon
Atangana tarafindan onerilmistir (Atangana ve Goufo 2014, Atangana 2015, Atangana

ve dig. 2016). f fonksiyonunun o mertebesindeki B-kesirli tiirevi

11—
fle+e(t+—)  1-£(©

DE(H)(®) = lim Giic) . a €(01],t>0
E—

€

olarak tanimlanir.

Kesirli hesabi ve zaman skalalarmi birlestirme fikri Bastos (2012) doktora
teziyle dogdu. Konunun ortaya ¢ikmasindan sonra bir dizi makale yaymlandi (Zhu ve
Zhu 2013, Benkhettou 2015, Benkhettou ve dig. 2016, Zhao ve You 2016, Bendouma
ve Hammoudi 2019, Rahmat ve Noorani 2021). Yaslan (2023) makalesinde zaman
skalasinda 8 - kesirli tiirev ve integral kavrami tanitildi. Bu kesirli analiz, zaman
skalast1 analizini ve f - kesirli analizi birlestirir ve genellestirir. Zaman skalast izerinde
kesirli diferansiyel denklem konusunun, hem yeni bir ¢alisma alan1 olup hem de elde
edilecek sonuclarin kesirli mertebeli diferansiyel denklemler i¢in elde edilen

sonuglardan daha genel olmasi sebebiyle ileride bu alana olan ilgi daha da artacaktir.

Bu calismada, asagidaki ii¢ noktali 8 - kesirli sinir deger probleminin (SDP)
zaman skalalarinda birden fazla pozitif ¢oziimiiniin varligiyla ilgileniyoruz. Bu tez

calismasinda, T bir zaman skalas1 olmak tizere,

PII(CPTR(y() + () fF(Ly(H) =0 , t € [ab]cT
Sy(b) +y PTe(y(0) =PTZ(y(c)) ., ¢ € (ab)
PTA(y(a)) =0 , O0<ac<l.



siir deger problemi i¢in sabit nokta teoremleri kullanilarak hangi kosullarda en az bir,
en az iki ve en az ii¢ pozitif ¢éziimiiniin mevcut oldugunu inceleyecegiz. Bu ¢alisma
sinir deger probleminin zaman skalasinda f - kesirli analiz i¢cermesi agisindan

literatiirde yapilan ilk ¢alisma olacaktir.



2. TEMEL BIiLGILER

Bu bélimde zaman skalasi ile ilgili temel tanimlar, Beta-A-tlirev, Beta-A-

integral, Beta-V-tlrev, Beta- V-integral kavramlari verilmistir.

2.1  Zaman Skalasi ile Tlgili Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1: Reel sayilarin bostan farkli kapali alt kiimesine zaman skalasi

denir ve T ile gosterilir (Bohner ve Peterson 2001).

Ornegin Z, R, N, Ny, Cantor kiimesi, [a, b],{%: ne N} U {0} kimeleri birer

zaman skalasi iken Q, R\Q, C, (a, b), [a, b) ve (a, b] kiimeleri zaman skalasi degildir.
Tamm 2.1.2: T bir zaman skalas1 olsun. Vt € T igin,

i. o)=inf{seT:s>t} ile tanmh o: T - T operatérine ileri
sigrama operatoru denir.
. p(t) =sup{seT:s<t} ile tanimli p: T — T operatdriine geri
sigrama operatoru denir.
ii.  u(t) = a(t) — t seklinde tanimlanan u: T — [0, o) fonksiyonuna ileri
graininess fonksiyonu adu verilir.
iv. v(t)= t-p(t) seklinde tamimlanan v:T — [0,00) fonksiyonuna
geriye graininess fonksiyonu adi verilir.
V. o(t)>tiset € T yesag-yayilmig nokta, o(t) =tvet <sup Tiset
ye sag-yogun nokta denir.
vi. p(t) <tiset € T ye sol-yayilmis nokta, p(t) =tveinf T <tiset
ye sol-yogun nokta denir.
vii.  p(t) <t<ao(t)ise yanit € T hem sol-yayilmig nokta hem de sag-
yayilmig nokta ise t € T ’ ye izole(ayrik) nokta denir.
viii.  p(t) =t=o0(t) ise yani t € T hem sol-yogun nokta hem de sag-
yogun nokta ise t € T ye yogun nokta denir (Bohner ve Peterson
2001).



Ornek 2.1.3: T=Rolsun. Vt € Rigino(t) = inf{s€R: s >t} =t ve
p(t) = sup{s € R:s < t } = t olur. Buradan R deki her nokta yogundur. Ayrica ileri
graininess fonksiyonu u(t) = a(t) —t =t — t = 0 ve geriye graininess fonksiyonu
v(t) = t-p(t) = t-t = 0 olarak bulunur.

Ornek 2.1.4: T=TZolsun. Vt € Zicin o(t) = inf{s €EZ:s >t} =t + 1 ve
p(t) =sup{s € Z:s <t} =t—1 olur. Buradan Z deki her nokta izole(ayrik)
noktadir. Ayrica ileri graininess fonksiyonu, u(t) =d(t)—t=t+1—-t=1ve

geriye graininess fonksiyonu v(t) = t-p(t) = t- (t — 1) = 1 olarak bulunur.

Tammm 2.1.5: T sol-yayilmis maksimum m elemanina sahip ise T =T —

{m}, diger durumlarda ise T* = T olarak tanimlanir. Bir bagka ifadeyle;

T = {T\[p(suPT): Sup']r] P Sup']I‘ < 0
B T , supT = oo

seklinde yazilabilir (Bohner ve Peterson 2001).

Tamm 2.1.6: T sag-yayilmig minimum m elemanina sahip ise T,, = T — {m},

diger durumlarda ise T,, = T olarak tanimlanir. Bir baska ifadeyle;

T _{T\[U(inf'ﬂ‘),inf'ﬂ‘] , infT<oo
o T , infT= oo

seklinde yazilabilir (Bohner ve Peterson 2001).

Tammm 2.1.7: UcCT olsun. Ve>0 icin Ug(t) ={s € T:|s-t| < €}

kiimesine t nin € komsulugu denir.

Tammm 2.1.8: t, € T olsun. Verilen Ve > 0 icin ve Vt € U(t,) icin |f(t) —
f(ty)| <€ olacak sekilde bir U(t,) komsulugu var ise o halde f:T —

R fonksiyonuna t = t, noktasinda sureklidir denir.

vi—1+1 , t=>1

2 _ 9 <1 fonksiyonu

Ornek 219: g:T-R, g(t) = {

verilsin.

i. T=Risef,t=1desurekli degildir.
5



ii. T =~7Zisef,t=1desureklidir.

Tamm 2.1.10: f: T — R bir fonksiyon ve t € T* olmak Uzere Ve > 0 ve t

nin bir U c T komsulugundaki her s € U igin,

If (@) = f()-FAE) (0 (t) = )| < elo(t) — 5|

olacak sekilde bir f2(t) sayis1 varsa bu sayiya f fonksiyonunun t noktasindaki delta
tiirevi denir. Ayrica Vt € T® icin £2(t) mevcut ise f fonksiyonuna tiim T* kiimesi
lizerinde delta tirevlenebilirdir ve f4: T — R fonksiyonu, £ nin T* kiimesindeki

delta tlirevi olarak adlandirilir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tamm 2.1.11: f: T — R bir fonksiyon ve t € T, olmak Uzere Ve > 0 ve t
nin bir U c T komsulugundaki her s € U igin,

If (p()) = f(s)- fT(O(p() — 5)| < elp(t) — s

olacak sekilde bir fV(t) sayisi varsa bu sayiya f fonksiyonunun t noktasindaki
nabla tiirevi denir. Ayrica Vt € T, icin £V (t) mevcut ise f fonksiyonuna tim T,
kiimesi Uizerinde nabla tiirevlenebilirdir ve fV: T, = R fonksiyonu, f nin T,

kiimesindeki nabla tiirevi olarak adlandirilir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanim 2.1.12: Bir f: T — R fonksiyonuna, T deki tiim sag-yogun noktalarda
sag limiti sonlu ve mevcut, T deki tim sol-yogun noktalarda sol limitleri sonlu ve

mevcut ise duzenli fonksiyon denir (Bohner ve Peterson 2001).

Tamm 2.1.13: f: T — R fonksiyonu T deki sag yogun noktalarda siirekli ve
sol yogun noktalarda soldan limite sahipse bu fonksiyona sag-yogun-surekli veya rd-
stirekli fonksiyon denir. f: T — R rd-siirekli fonksiyonlarin kiimesi C,.q = C,4(T) =
Crq (T, R) ile gosterilir (Bohner ve Peterson 2001).

Tamm 2.1.14: f: T — R fonksiyonu T deki sol yogun noktalarda siirekli ve
sag yogun noktalarda sagdan limite sahipse bu fonksiyona sol-yogun-surekli veya ld-
strekli fonksiyon denir.f: T — R Id-siirekli fonksiyonlarin kiimesi C;y = C;4(T) =
C;4(T, R) ile gosterilir (Bohner ve Peterson 2001).



Tanmim 2.1.15:f: T — R bir fonksiyonu verilsin. Eger F: T — R fonksiyonu

T* kiimesinde A -tiirevlenebilir ve Vt € T icin FA(t) = f(t) ise F fonksiyonuna

f nin A-antitiirevi denir. Eger f: T — R fonksiyonunun A-antitiirevi varsa f ye A

integrallenebilir fonksiyon denir. Ayrica a, b € T olmak lzere f nin a dan b ye delta
integrali,

b
[ roac=r®) - F@

a

ile tanimlanir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tamm 2.1.16: f: T — R bir fonksiyonu verilsin. Eger F: T — R fonksiyonu

T, kiimesinde V -tiirevlenebilir ve Vt € T, icin FV(t) = f(t) ise F fonksiyonuna
f nin V-antitiirevi denir. Eger f: T — R fonksiyonunun V-antitlirevi varsa f yeV
integrallenebilir fonksiyon denir. Ayrica a, b € T olmak lizere f nin a dan b ye nabla

integrali,

b
f f®)Vt =F(b) — F(a)

ile tantmlanir (Bohner ve Peterson, 2001).

2.2 Beta-Delta Tlrev

Tanmmm 2.2.1: T bir zaman skalasi, f: T — R bir fonksiyon ve a € (0,1]
oldugunu varsayalim. Ve > 0 igin

1

—)E BT (0() - 5)| < elo(t) — 5|, Vs € U,

[[f (e(®)) = F(s)I(t +

olacak sekilde t € T*(t >0) nin U komsulugu varsa f fonksiyonunun «
mertebesinden t noktasindaki Beta-Delta(8 — A) tiirevi #T2(f)(t) ile tanimlanir. f
nin a mertebesinden t = 0 noktasindaki Beta-Delta (8 — A) tirevi AT2(£)(0) =
tl_i)rggr BTA (£)(t) ile tanimlanir (Yaslan 2023).



Beta-Delta tirevin, @ = 1 oldugunda AT2 (f)()=f2(t) ve eger T = R ise 0

zaman BT2(F)()= DE(f)(t) yani a mertebeli B-kesirli tiirev olur.

Teorem 2.2.2 : ¢ € (0,1], T bir zaman skalasi, t € T*(t > 0)ve f: T - R

bir fonksiyon olsun. O halde asagidaki 6zellikler gecerlidir.

i. Eger f fonksiyonu, t noktasinda a mertebesinden g — A kesirli
tlrevlenebilir ise f, t noktasinda sureklidir.

ii.  f fonksiyonu, t noktasinda surekli ve t noktasi sag-yayilmis olsun. Bu
durumda f fonksiyonunun t noktasindaki o mertebesinden g — 4 kesirli

tlrevi

- 1
ST = f(a(ti)(t) LO g L oyes

olur.

fF-1(s) (t +

1-a
— sonlu
t—s r'a) )

iii.  tnoktasi sag-yogun olsun. Eger lim
st

bir sayiya esit ise f fonksiyonunun t noktasindaki a mertebesinden

B — A Kesirli tirevi mevcuttur ve

(t+ L)l‘“

f@) = f(s)
t— I'(a)

PTE() () = lim
olur.

iv.  Eger f fonksiyonunun t noktasindaki a mertebesinden g — A kesirli

tdrevi mevcut ise 0 zaman

1

fle@®) = f(®) +u(®)(t + m)“’l PTZ(H) ()

olur (Yaslan 2023).

Ornek 2.2.3: Herhangi bir ¢ sabiti icin f:T->R , f(t)=c ise
BTA(A)(t) = 0 olur (Yaslan 2023).



Ornek 2.2.4: Eger f: T - R, f(t) = tise FTA(F)(t) = (¢t + %)1-“

olur (Yaslan 2023).

Ornek 2.2.5: Eger h > 0 ve f: hZ — R bir fonksiyon ise o zaman Teorem

2.2.2(ii) den PT2(f)(t) = L L0 ¢ + F(la))l—“ olur (Yaslan 2023).

Teorem 2.2.6: f,g:T - R fonksiyonlart t € T“(t > 0) noktasinda «
mertebesinden B — A Kkesirli tlrevlenebilir olsun. O halde asagidaki Ozellikler

gecerlidir.

i. f+g:T - Rfonksiyonu t noktasinda a mertebesinden 5 — A kesirli
tiirevlenebilirdir ve TA(f + g)(t) = PTA(F)(t) + PTL(g)(t) olur.
ii. ¢ herhangi bir sabit olmak lizere cf: T — R fonksiyonu t noktasinda «
mertebesinden B — A kesirli tiirevlenebilirdir ve FT2(cf)(t) =

c T2 (¢) olur.
iii. f.g: T — R fonksiyonu t noktasinda a« mertebesinden g — A kesirli

tirevlenebilirdir ve
PTe(f. () =PTe(H®IE + fa®) PTG
=PI f ) + g(@(®)) PTL()(®)
olur.

iv. f(t).f(a(t)) #0 olmak (zere % fonksiyonu t noktasinda «

mertebesinden B — A kesirli tirevlenebilirdir ve

1 BTA
Iy = - «(H®

BTA I
Ta (e [AONICO)

olur.
V. g(t).g(a(t)) #0 olmak uzere g fonksiyonu t noktasinda «

mertebesinden g — A kesirli tirevlenebilirdir ve



fo PTADDI®) - £ PTA(g)(0)
T = FONIGO)

olur (Yaslan 2023).

2.3 Beta-Delta Integral

Tammm 2.3.1: Eger f: T — R fonksiyonu dizenli ve ¢ € (0,1] ise f nin «

mertebesinden 8 — A kesirli integrali
D 1 ya-1
[F®A = [FO+ 55) At

seklinde tanimlanir (Yaslan 2023).

Eger a = 1 ise Tanim 2.3.1, belirsiz A-integraline ve eger T = R ise 0 zaman

Tanim 2.3.1, f-kesirli integraline indirgendigine dikkat edelim.

Tammm 2.3.2: Eger f: T — R fonksiyonu diizenli ve a € (0,1] ise f nin

a mertebesinden 8 — A kesirli integrali su sekilde tanimlanir:
ff(t) A%t: = F,(t)+c¢
burada c herhangi bir sabittir ve t € T* icin fT2(F,)(t) = f(t) olur.
Cauchy B — A kesirli integrali,
[ f®8%: = F,(b)—Fy(a) , Vab €T

seklinde tanimlanir (Yaslan 2023).

Teorem 2.3.3: a« € (0,1] ve f: T — R herhangi bir rd_sutrekli fonksiyon,
Vt € T icin FTA(F,)(t) = f(t) olacak sekilde bir F,: T — R fonksiyonu vardir. F,
fonksiyonu f fonksiyonunun g — A —kesirli antiturevi olarak isimlendirilir (Yaslan
2023).
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Teorem 234: a € (0,1], a,b,c€T, f,g € Cry Ve A u € R oldugunda

asagidaki 6zellikler mevcuttur.

i [UIAfO) +pgO1A% = A [] () At +p [ g(8) A%,
i [ 8% =— [} f(©) A%,
iii. [0 (8% = [0 2%+ [T F(0) A%,
iv. [ f(6) A% =0,

v. EgerVt € [a,b)icin|f (t)| < g(t) ise 0 zaman

P F@ s < [P g a%e
olur.

vi. EgerVt € [a,b) icin f(t) = 0 ise 0 zaman

[ f®act=0
olur (Yaslan 2023).
Teorem 2.3.5: Egert € T*, @ € (0,1] ve f € C,4 iSe

o(t) 1

f()A%s = pu®f (O +

t F(a))o(—l

olur (Yaslan 2023).

Teorem 2.3.5: Eger Vt € [a, b] icin AT2(f)(t) =0 ise f fonksiyonu [a, b]
uzerinde azalmayan bir fonksiyondur (Yaslan 2023).

2.4 Beta-Nabla Turev

Tanmmm 2.4.1: T bir zaman skalasi, f: T — R bir fonksiyon ve a € (0,1]
oldugunu varsayalim. Ve > 0 igin
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1

I[f () = FI(Et + 7' = PTI (O (p(®) —9)| S elp(t) — 5|, Vs € U,

olacak sekilde t € T, .(t > 0) nin U komsulugu varsa f nin a mertebesinden
t noktasindaki Beta-Nabla( g —V ) tirevi PTY(f)(t) ile tamimlanir. £ nin a

mertebesinden t = 0 noktasindaki Beta-Nabla(g — V) tlirevi

PTI(F)(©0) = lim PTI(H(©)

ile tanimlanir (Yaslan 2023).

Beta-Nabla(g — V) tirevin, @ = 1 oldugunda #TY (f)(t) = fV(t) eger T = R

ise 0 zaman ATY(f)(t) = DE(f)(t) yani a mertebeli B-Kkesirli tiirev olur.

Teorem 2.4.2: « € (0,1] , T bir zaman skalasi, t € T, ((t >0) ve f: T - R

bir fonksiyon olsun. O halde asagidaki 6zellikler gecerlidir.

Eger f fonksiyonu, t noktasinda a mertebesinden g —V kesirli
tlrevlenebilir ise f, t noktasinda sireklidir.
f fonksiyonu, t noktasinda stirekli ve t noktasi sag-yayilmis olsun. Bu
durumda f fonksiyonunun t noktasindaki @ mertebesinden g —V
kesirli turevi

_f@® = fl®) 1 =

N0 ==~

olur.

. T f(t)—f(S)( 1 )1‘“
t noktast sag-yogun olsun. Eger lsl—r>rtl — t+ @ sonlu

bir sayiya esit ise f fonksiyonunun t noktasindaki a mertebesinden

B — V kesirli tlirevi mevcuttur ve

f(t)_f(s)(t+ 1 )1‘“

PII(A®) = lim— — @

olur.
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iv.  Eger f fonksiyonunun t noktasindaki o mertebesinden S-V kesirli tirevi

mevcut ise 0 zaman

a—

1 1
Flo®) = FO +v® (t+25)  TID®

olur (Yaslan 2023).
Ornek 2.4.3: Herhangi bir ¢ sabiti icin f: T - R, f(t) = c ise

BTY(£)(t) = 0 olur (Yaslan 2023).

1

1-a
F(a)) olur

Ornek 2.4.4: Eger f: T > R, f(t) = tise PTY(f)(t) = (t +

(Yaslan 2023).

Ornek 2.4.5: Eger h > 0 ve f: hZ — R bir fonksiyon ise o zaman Teorem
2.4.2 (ii) den

T3 = LD (¢4 sy

olur (YYaslan 2023).

Teorem 2.4.6: f,g9:T—> R fonksiyonlarn ¢t € T, (t > 0) noktasinda
a mertebesinden f —V kesirli tlrevlenebilir olsun. O halde asagidaki Ozellikler

gecerlidir.

i. f+g:T - Rfonksiyonu t noktasinda a mertebesinden g — V7 kesirli
tiirevlenebilirdir ve ATy (f + g)(t) = PTY(F)(t) + PTY(g)(t) olur.
ii. ¢ herhangi bir sabit olmak lzere cf: T — R fonksiyonu t noktasinda a
mertebesinden B —V kesirli tirevlenebilirdir ve FTY(cf)(t) =

c BTY () (¢) olur.
iii. f.g: T - R fonksiyonu t noktasinda @ mertebesinden g — V kesirli

tarevlenebilirdir ve

PT(f.9) () = PTI (D) + fFlp(®) PT7 (9)(t)
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=FT (@) fF(O) + g(p(O) PTI(H (D)
olur.

iv. f(t).f(p(t)) #0 olmak Uzere % fonksiyonu t noktasinda «

mertebesinden S — V kesirli tirevlenebilirdir ve

1 FTEH®

BTV - _ eIV
TGO == 25 F o)

olur.

v. g).glp()) =0 olmak (zere gfonksiyonu t noktasinda

a mertebesinden g — V kesirli turevlenebilirdir ve

foBTIO®GO) - FO FTI@)(®)
PO = 9. 90(0)

olur (Yaslan 2023).

2.5  Beta-Nabla integral

Tammm 2.5.1: Eger f: T — R fonksiyonu duzenli ve a € (0,1] ise f nin

a mertebesinden g — V kesirli integrali

1
Jf(t)Vo‘t:= Jf(t)(t+ m)“‘lw

seklinde tanimlanir (Yaslan 2023).

Eger a = 1 ise Tanim 2.5.1, belirsiz V-integraline ve eger T = R ise 0 zaman

Tanim 2.5.1, B-kesirli integraline indirgendigine dikkat edelim.

Tammm 2.5.2: Eger f: T — R fonksiyonu dizenli ve a € (0,1] ise f nin

a mertebesinden f — V kesirli integrali su sekilde tanimlanir:
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JfO V= F@) +c
burada c herhangi bir sabittir ve t € T< igin ATY (F,)(t) = f(t) olur.
Cauchy g — V kesirli integrali
[7 f(©) Vet = Fy(b) — Fy(@), Va,b €T
seklinde tanimlanir (Yaslan 2023).

Teorem 25.3: a € (0,1] ve f: T — R herhangi bir Id-sirekli fonksiyon,
Vt € T, icin BTY (E,)(t) = f(t) olacak sekilde bir F,: T — R fonksiyonu vardir. F,
fonksiyonu f fonksiyonunun g — V —kesirli antitirevi olarak isimlendirilir (Yaslan
2023).

Teorem 2.5.4: a € (0,1], a,b,c €T, f,g € C;4 Ve A, u € R olsun. Asagidaki

Ozelliklere sahibiz.

i [ MO+ g0V =4[] fOV+uf] g() Vot
[} FOvee= — [ feve,

ii. [ fOVeE= [ FOVLEH [, F(E)VL,

iv. [T fvee=0,

v. EgerVt € [a,b)icin|f(t)| < g(t) ise 0 zaman
b o b o
[, fOVeI< [, lg®Ivee
olur.

vi. Eger Vt € [a,b) icin f(t) = 0 ise 0 zaman f; f()vV*t=0 olur

(aslan 2023).

Teorem 2.5.5: Egert € T, a € (0,1] ve f € Cy4 iSe

fpt(t) (Vs =v(Of () (t+ %)“—1
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olur (Yaslan 2023).

Teorem 2.5.5: Eger Vt € [a,b] icin ATY(f)(t) = 0 ise f fonksiyonu [a, b]

Uzerinde azalmayan bir fonksiyondur.
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3. ZAMAN SKALASI UZERINDE KESIiRLi MERTEBELI
SINIR DEGER PROBLEMI VE POZIiTiF COZUMLERIN
VARLIGI

Bu bolimde T bir zaman skalas1 olmak tizere,

Sy(b) +y FTR(y(b)) =FTR(y(c)) . c€e(ab) (3.1)

{BTOY(BTctA(y(t)) +o@) fty®)=0 , telab]cT
'BTaA(Y(a))=0 , O0<ac<l1

siir deger problemi ele alinacaktir.

3.1  Temel Tammlar ve Problemle ilgili Lemmalar

Lemma3.1l1l:a € (0,1], § # 0, t € [a,b] ve h € Ci4[a, b] olsun ve

BTY(BTA(y(t)) + h(t) =0 , t€lab]lcT
{Sy(b) +y PTR(y(D)) =PTA(y(c)) , c€(ab) (3.2)
BTA(y(a)) =0 , O0<ac<1

siir deger problemi verilsin.

BTY(BTA(y(t)) + h(t) = 0 olmak lizere, (3.2) smir deger probleminin tek

cozimil,
y(t) = [[b— s+ L] h(s) V¥s— 5 [ h(s) Vis— [ (t — 5) h(s)V"s (3.3)
olur.
Ispat:a € (0,1],6 # 0, t € [a,b] ve h € Ciy[a, b] olsun.
BTY(BTL(y(t)) = — h(t) esitliginde her iki tarafin -V kesirli integralini alirsak,
[ FTICPTL(s) Vs = — [[ () V%S
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elde edilir. Sol tarafin islemi yapildiginda,

PTA (D))~ PTA (@) = — [, h(s) V%

olur. Verilen ikinci sinir kosulunu kullanirsak,

BT2((6) = — [, h(s) V%s (3.4)

elde edilir. Yukaridaki esitlikte her iki tarafin B-A kesirli integralini alirsak,

fa t BTA(y(s)) A% = — j; t fa rh(s) V%s A%

bulunur. Elde edilen esitlikte sol tarafin islemi yapilip sag tarafin integrasyon sirasi

degistirilirse,
t t
y(t) —y(a) = —f f h(s) A%r V%s
a S
olur ve buradan

y(t) = y(@— [,(t—s) h(s) Vs (3.5)

esitligi elde edilir. Simdi (3.2) smir deger probleminde verilen ilk smir kosulunu

kullanalim.
8.y(b) +y T (1)) = PT2(y(c))
esitliginde (3.4) ve (3.5) denklemlerini kullanarak,
b b c
6.[y(a) — f (b —5s) h(s) V¥s] + y[— f h(s)V%s)] = — f h(s)V%s
a a a
elde edilir. Buradan,
8y(@) = 8 [ (b—s) h(s) Vs + v [, h(s) Vs— [*h(s) V%s

oldugundan
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y(a) = f;(s(b;ﬂ h(s)V%s — % fac h(s)V%s (3.6)

olur. (3.6) esitligini (3.5) denkleminde yerine yazarsak,

b c t
y(t) = f [b—s+ %] h(s) V“s—% f h(s) V¥s— f (t—=s)h(s)V%s

a

olur ve ispat tamamlanur. o

Lemma 3.1.2:a € (0,1],6 >0,y = 1, t € [a,b]ve h € Ciy([a, b], [0,0))

olsun. (3.2) smir deger probleminin (3.3) ¢6zimd icin y(t) = 0 saglanir.

ispat: Vt € [a, b] i¢in A(t) = 0 ve buradan AT2(y(t)) = — [, h(t) Vt< 0

oldugundan [a, b] araliginda y(t) artmayandir.
_ b 14 a 1 rc a b a
y(b)= fa[b—s+g] h(s)V s—gfa h(s) Vs — [ (b —s) h(s) Vs
_ by 1 rC
=J, 5 h(s) Vs — Efa h(s) V%s
_rcy-1 by
a5 h(S) V% + fc 5 h(S) V% > 0

esitsizliginden ve [a, b] araliginda y(t) artmayan oldugundan Vt € [a, b] i¢in

y(t) = 0 olur. Buradan ispat tamamlanir.

Lemma 3.1.3 : a € (0,1],6 >0,y =1vet € [a,b] olsun. Vt € [a, b] i¢in

(3.1) sinir deger probleminin (3.3) ¢6zimdi

b—t
y(©) =yl (3.7)
esitsizligini saglar. Burada |l y [= sup |y(t)| olur.
te[a,b]
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Ispat: Vt € [a,b] icin y(t) artmayan oldugundan ||y [l = sup | y(t)| =

te[a,b]
y(a) olur. BTY(BTA(y(t))) = —h(t) < 0 oldugundan [a,b] Uzerinde vy

fonksiyonunun grafigi konkavdir. y , [a, b] tizerinde konkav oldugundan

—b b — b—
y(©) 2 y(6) + 1 (v(0) ~ y(@) 2 ;Y@ = 7— 1 7|

elde edilir. Buradan ispat tamamlanur.

5
Simdi A : Cig[a, b] = Cg[a,b] operatériimiizii tantyalim.
AY@®) = [T —s+E o) f (5,y()) Vs =5 [ d(s)f (5,9(s)) Vs

— [t =) $(5) f(5,(s))V"s (3.8)

Tammm 3.1.4: (X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay olsun ve :DcX->Y
operatori verilsin. Ve >0 ve x, € D olmak (zere Vx € D igin d(x,xy) <&
oldugunda p(Ax, Axy) < € olacak sekilde bir § > 0 sayist varsa A operatorine x,
noktasinda siireklidir denir. A operatorii Vx, € D igin surekli ise A operatoriine
streklidir denir (Kreyszig 1987).

Tanim 3.1.5: M c CJa, b] olsun.

i. Vte€ [ab]veVx € M igin |x(t)| < c olacak sekilde sonlu bir ¢ sabiti
varsa M ye ait fonksiyonlara ayni1 dereceden sinirli fonksiyonlar denir.
ii. Ve> 0 olsun. Vt;,t, € [a,b] icin | t; —t;] < & oldugunda Vx € M
icin |x(t;)-x(t,)| < € olacak sekilde bir § > 0 sayis1 var ise M

klimesine ait fonksiyonlara ayni dereceden siirekli fonksiyonlar denir

(Deimling 1985).

Tanmmm 3.1.6: (X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay olsun ve A:DcX —>Y
operatori, D i¢indeki her sinirhh kiimeyi Y icindeki relatively kompakt kimeye

dontistiiriiyorsa A ya D tizerinde kompakt operatdr denir (Kreyszig 1987).

20



Teorem 3.1.7(Arzela-Ascoli Teoremi): M c C[a,b] kumesinin relatively
kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart M kiimesine ait fonksiyonlarin ayni dereceden

siirli ve ayni dereceden siirekli olmasidir (Terzioglu 1999).

Tammm 3.1.8: (X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay olsun ve :Dc X =Y
operatori hem surekli hem de kompakt operatdr ise A ya tamamen sirekli operat6r
denir (Deimling 1985).

Lemma 3.1.9:
(Hy) : ¢ € Cq([a, b],[0,)) ve ¢(ty) > 0 olacak sekilde t, € [a, b] vardir.

(Hy) : f:]a, b] X [0,00) = [0, ) fonksiyonu slrekli ve t, noktasini i¢eren
T nin herhangi bir alt kiimesinde £(¢t,.) > 0 dur.

kosullar1 saglaniyorsa A: Ci4[a, b] = Cy4[a, b] operatdri tamamen sdreklidir.

Ispat: A operatériiniin siirekli ve kompakt oldugunu gostermeliyiz. A nin
stirekli oldugunu gostermek i¢in Ve > 0 i¢in & > 0 vardir ki || y-y, lI< & oldugunda
Il Ay- Ay, lI< € oldugunu gostermeliyiz.

Ay (O)-Ayo(O] = [[[b = s + 11 ¢(5) [f(5,¥()) = f (5, ¥a(s))] Vs
=3I PO (5,¥()) = f (5, Yo(s))]V%s
—[Lt =) B(S) [F(5,5(5)) = f (5, ¥o(s)IV%s |

ucgen esitsizligini uyguladigimizda,

Ay (O)-Ayo(D] < [ 1b = s + 21 9() IF (5, ¥()) — f (5, Yo(s))] Vs
+5J2 pOIf(5,Y(5)) = f (5, yo(s)) Vs
+ I 1e = 51 () 1F (5, 7()) = f (5, 70(s)) Vs

< 2 -5+ D $O)If(5,¥() — (5, 70(s) Vs
+2 17 PO ¥()) = f (5,70()] Vs
+ L2 = $) $(5) 1f (5, 7(5)) = f (5, ¥o())|V%s

21



< [7(2b — 25 + 55 ¢(5) If (5, () = f (5, Yo(s))| Vs

esitsizligi elde edilir. Buradan, |y-y,| <& oldugundan Vs € [a,b] igin
ly(s)-vo(s)| < & olur. f siirekli oldugundan

€
(b—a) f; (2b — 25 + L) p(s)Ves

1f(s,7(5)) = f(5,yo(s))] <

alinirsa |Ay(t)- Ay, (t)| < € olur. Boylece A sureklidir.
Simdi A operatdriiniin kompakt oldugunu gosterelim. Bunun i¢in herhangi bir

Y c Cyla,b] sinirh kiimesi igin A(Y) kiimesinin relatively kompakt oldugunu
gostermeliyiz. Y sinirli oldugundan Vy € Y icin || y lI< c; olacak sekilde birc; € R
sabiti vardir. A(Y) nin relatively kompakt oldugunu géstermek i¢in Arzela-Ascoli
teoremini kullanacagiz. Yani, A(Y) ye ait fonksiyonlarin ayni dereceden sinirli ve

A(Y) ye ait fonksiyonlar ayn1 dereceden siirekli oldugunu gésterecegiz.

Vy €Y ve Vt € [a,b] icin ¢ fonksiyonu [a,b] kapali araliginda siirekli
oldugundan smirhdir. Yani Vt € [a, b] icin |¢p(t)| < c, olacak sekilde bir ¢, € R
sabiti vardir. f fonksiyonu [a, b] X [—c;, ¢;] kapali araliginda siirekli oldugundan

|f(t,y(t))| < c3olacak sekilde bir c; € R sabiti vardir. Vy € Y ve Vt € [a, b] igin
A= [Tb = 5 +Eb () (5, ¥ ()T — 5 [ p(s)f (5,¥(5))Vs
— [, =5)B(s) f (5, ¥(s))V"s|

< 71 =s+L1 16O 1 (5 y($DI Vs + [ 1§ 1 (5, ¥ () Vs
+ [51e = sl 1) | 1f (s, ()T

b % 1 b
< | =5+ PIB@IFE YIS + 5| 19Oy EDITs
b
+f (b =5) () lIf (s, ¥(s))IV"s
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b y+1
< [ ‘@25 + 55 161 176y 7

< Ccy03 f:(Zb —2s + VTH) Vis= M

oldugundan A(Y) ye ait fonksiyonlar ayni1 dereceden sinirlidir.
Vy €Y, Ve>0ve Vx,x, € [a,b]icin|x; —x,| <& oldugunda

|Ay(x1)-Ay(x;)| <€ olacak sekilde 3¢ >0 sayisinin  var oldugunu

gostermeliyiz.

|Ay(x1)-Ay(x,)| = | f:[b —-s+ %]cp(s)[f(s,y(s)) - f(S.y(s))]V“s
—= [ d®)[f(s.7()) = f(5,¥(s))]ves

— [0 — ) ¢ (5,7(5))V%s
+ 72, — ) $(S) (5, y(s))Vs|
= [0 = $) P(5) f(5,7(s))Vs

— [ (%1 = $) d(5) f(5,y())V%]
1| o= 5= = OISO G YENTS
+ [ (%2 = $) B(s) F (5, ¥ ()IVs]

<1 [ e =] 00 (5.7l
4] f (2 — ) $(S) F(5,y(5)VS|
< [ 1 = xal I (5, y©) 1T
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+[ =l O£y OITS

1
X1 X2 X2
<cz.c3.€f V“s+c2.c3.€] V“s=cz.c3.§f Ves
a X1 a

ifadesinde

€

X
c;.c3 [P Vs

olarak alinirsa,

X2

IMm}MmﬂﬁbwffV%=s

a

olur. Buradan A(Y) kiimesine ait fonksiyonlar ayni1 dereceden siireklidir. Boylece
A(Y) relatively kompakt oldugundan A kompakttir. O halde A operatorii tamamen

sureklidir.
Tamm 3.1.10: B Banach uzay1 olmak iizere

i. P c B bostan farkli, kapali ve konvekstir,
ii. x€PiseVA=0icinAx € P,
iii. x€P,x+0iken —x ¢ P,

sartlarin1 saglayan P B kiimesine koni denir (Liang ve dig. 2009).

Ciq[a, b] Banach uzayi tizerindeki koni,
P={y€Calabl:y(t)20, y(©) 27— Iy I ,t € [a,b]} (3.9)

seklinde tanimlansin.
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3.2  En Az Bir Pozitif Cozimun Varhgi

@ ve y , P konisi Uzerinde negatif olmayan surekli i¢ bukey fonksiyoneller,
1 ve 8, P konisi lizerinde negatif olmayan siirekli dis biikey fonksiyoneller olsun.

7,7, K ve R pozitif sayilari i¢in asagidaki kiimeleri tanimlayalim:

Qle.nrR)y={yeP:r<¢9),nl) <R},
Uy, 1) ={yeQlenrR)t<y®)}
V(0,K) ={y € Q(e,n,7,R): 8(y) < K}.

Simdi ilk olarak (3.1) sinir deger probleminin en az bir pozitif ¢ézlimiiniin

varlig1 i¢in kosullar1 veren teoremi verelim.

Teorem 3.2.1(Dort Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi): P, E Banach
uzayinda bir koni olsun. ¢ ve ¥ , P konisi Uzerinde negatif olmayan strekli i¢ bukey
fonksiyoneller, n ve 6 , P konisi tizerinde negatif olmayan siirekli dis biikey
fonksiyoneller olsun. r , t , K ve R pozitif sayilart vardir Oyle ki
A: Q (o,n1, R) = Ptamamen sirekli bir operator ve Q (¢, n,r, R) simirl bir kiime
olsun.

Eger,

i yeU@:n) < R} n{yeV(K):r < o(}+9,
ii. VyeQ(eonnrR),p(y)=rveK <0(Ay) icin p(Ay) >,
. VyeV(6,K)veop(y)=ricin@(Ay) >,

iv.  Vy€Q(pnrR)nly)=Rvey(dy) <ticinn(Ady) < R,

v. VyeU@®,t)ven(y)=Ricinn(dy) < R,

sartlar1 saglanirsa bu durumda A nin Q (¢, n,r, R) de pozitif bir sabit y noktas1 vardir
(Avery ve dig. 2008).

En az bir pozitif ¢oziimiin varligini gostermek icin Teorem 3.2.1(Dort

Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi) i kullanacagiz.
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Teorem 3.2.2: (H;) ve (H;) kosullart saglansin. « € (0,1], 6 >0,y > 1 ve
[a,b] € T olsun. Varsayalimkir,R, K, 7 ile 0 <r <7 < K < R esitsizligi ve

__t[6(b-a)+y] _ K@y-1) b o b o
R - ]/—1 Jr - 6(b—a)+y'L1 - fa (,b(S)V S, LZ - fc ¢(S’)V S

sabitleri mevcut olsun.

Eger f fonksiyonu,
L feye) = 1 . (5,) € [¢,b] X [, K],
i[O Spgan o 6 EfblX[LR)

kosullarint sagliyorsa (3.1) sinir deger probleminin t € [a, b] i¢in r < y(t) <R

olacak sekilde en az bir pozitif y ¢oziimii vardir.

Ispat : o(y): = ¥(¥): = y(b), 6(y): = y(c),n(¥): = y(a) olarak
tanimlayalim. (3.9) da verilen P konisini alalm. O zaman ¢ ve 1, P (izerinde negatif
olmayan surekli icblkey fonksiyoneller, n ve 6, P Uzerinde negatif olmayan strekli

digbiikey fonksiyonellerdir.

Iy lI= sup [y(t)| =y(a) =n(y) <R oldugundan Vy € Q(¢,n,7,R) igin

te[a,b]
Q (@,n, 7, R) sinirh bir kiimedir. A: Q(¢,n,r, R) — P operatoru, Lemma 3.1.9 ‘a gore

tamamen sireklidir.

Simdi Teorem3.2.1(Dort Fonksiyonlu Sabit Nokta Teoremi) ’nin kosullarim
dogrulayalm. W(K)=K=>1, 6(K)=K,n(K)=K<R,o(K)=K>r dir.
Buradan K e {y e U}, 7) : n(y) < R}N{y € V(6,K):r < ¢(y)} # @ dir. Bu da

Teorem3.2.1(i) kosulunun saglandig1 anlamina gelir.

Simdi Teorem3.2.1 (ii) ’nin saglandigini gosterelim. ¢ (y) =r ve 6(Ay) > K

olsun.
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K < 6(4y) = A(y(0))

b
= [ -5+ 5006) Fye) TS - 5 j OVICAONE

- f (c =5) d(s) f(5,y()Vs] p(s) f(s,¥(s)) Vs

b 1
[[10-5+5166) fsy60 75= [ =5+ 590y 6NTs

<[7Ib = s+ 11 6(s) F(5,7() Vs < [} b — a + 1 p(s) £ (s, y(s)) Vs

K
Buradan
[b—

e < fab @(s) f(s,y(s)) V% bulunur.

@ (Ay)=A(y(b))
= [ b =s+8¢© flsy(N Vs — [ $Of (s y()V%s
= J, (b =) b(s) F(5, y(s))VCs
=, Lo fls v Vs — 5[ ()F(s,y(s)Vs
> [ L o(s) f(s () Vis— 5[, ()f (5, y(s)Vs

=[5 6O [y Vs> I o=

elde edilir. Buradan Teorem3.2.1(ii) saglanmis olur.

Simdi de Teorem 3.2.1 (iii) kosulunun saglandigin1 gosterelim. y € V(6,K) ve
@) =roldugunda t € [c,b] i¢cin r =y(c) < y(t) <y(b) < K olur. O halde (i)

den

@ (Ay) =A(y (b))
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=[(b—s+10E) f&yEN Vs — [ p()f(s,y()V%s
— 76 = 5) d)f (5,y()) V%

= [2 Lop()f (5, 7())Vs— [ $()f (5,7()) V%
> [ L ¢(s) f(5,7() Vs

> 7L ¢(s) f(5,7(5) Vs

y ré
sLay

L2=T

elde edilir. Buradan Teorem 3.2.1(iii) kosulu saglanmis olur.

Simdi Teorem 3.2.1(iv) kosulunun gegerli oldugunu gosterelim.
Vy € Q(@,n,7,R) icinn(y) = y(a) = R ve Y(Ay) = A(y(b)) < T olsun.

> Y(4y) = A(y(b))

b 1
- [=s+Foer6yoms; [ poreye)vs
b
SRR ESYONE

-| " Y o) (s y(5))ves— - | " B (5 9())Vs
B a 6 ,y 6 a ’y

v
>I=

b 1 b
[ X6y [ $6r(sv(s2)ws

a

(o9}

~<

b
-| P2 6 fls () T
Buradan [ ¢(s) £(s,y(s)) Vs < ;T‘Sl bulunur.

n(4y) = A(y(a))
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f H(S)F (s, y(s)Vs

S| =

b
— [ -5+ 519 FGyEN TS -

IA

b 4
[ =5+ 500) Fsv(50 7

b 14 y. 16
<| [b —a+§] P f(s,y(s)V%s < (b —a+§)m =

elde edilir. Buradan Teorem 3.2.1(iv) kosulu saglanmis olur.

Son olarak Teorem 3.2.1(v) kosulunun gegerli oldugunu gdsterelim.
Vye U@, t) ve n(y) =y(a) =R oldugunda t € [a,b] icin T < y(b) < y(t) <
y(a) = R olur. O halde (ii) den

n(4y) = A(y(@)
b 1 re¢
— [ -5+ 8o feyen TS — 5[ ey
b
< [ =5+ 5196) FG 3050 7

< [JIb—a+¢@s) f(s,9(5)) Vs

<b-a+l) R L, =R
—a — —
8’ Li(b—a+%)™

elde edilir. Dolasiyla Teorem 3.2.1°¢ gére (3.1) sinir deger probleminin t € [a, b] igin

r < y(t) < R olacak sekilde en az bir pozitif y ¢oziimii vardir. Ispat tamamlanur.

Ornek 3.2.3: T = Z olsun. (3.1) sinir deger probleminde a =1, c =2, b =
3, a= %,y = %,6 = i,qb(t) =t? ve f(t,y(t)) = ﬁ alarak asagidaki sinir deger

problemini ele alalim:
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( BTY (TR (y(Y) + tzﬁz 0 , te[13]cT
5y(3) +y FT %A(y(3)) = BT%A(y(Z)) (3.10)
PTE(y(1)) = 0

(3.10) sinir deger probleminin en az bir pozitif ¢ézliimiiniin varligin1 Teorem 3.3.1°¢

gore kanitlayalim. Simdi 7, K, L, ve L, degerlerini Teorem 3.3.1’e gore hesaplarsak,
T=2,K =4r,L; =7265142,L, = 4767186  olarak bulunur. Eger r =4 ve

R = 58 alirsak Teorem 3.3.1 deki (i) ve (ii) kosullart saglanmig olur. O zaman t €
[1,3]icin4 < y(t) < 58 olacak sekilde (3.10) sinir deger probleminin en az bir y

pozitif ¢cézimdi vardir.

3.3  En Az iki Pozitif Cozimun Varhg

Teorem 3.3.1(Avery Henderson Sabit Nokta Teoremi): E reel Banach

uzayinda P bir koni olsun.
P (p,r) = {y € P:o(y) <r}kimesini tanimlayalim.

@, n, P lzerinde negatif olmayan artan strekli fonksiyoneller ve 6, P lizerinde

negatif olmayan surekli bir fonksiyonel olsun. Pozitif r ve M sayilar1 verildiginde

0(0) = 0 olmak Uzere,Vy € P(p,r) icin () <0() <n@) vellyll< M.o(y)
olsun.Her0 <A <1vey € adP(6,q) i¢in 8(Ay) < A8(y) olacak sekildep < q <r

pozitif sayilarinin oldugunu varsayalim. Eger A: P(@,r) —» P tamamen sirekli

operatori icin

I. VyE€OodP(p,r)icin p(Ay) >,
ii. VyeadP(8,q) icind(Ay) <q,
ii. VyedP(m,p)icin P (n,p) # @ven(dy) > p,

sartlar1 saglanirsa o zaman

p<n(y) ile 8(y;1)<q ve q< 0(yy) ile p(y) <r
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olacak sekilde A nin en az iki y; ve y, sabit noktalar1 vardir(Avery ve Henderson
2001).

En az iki pozitif ¢oziimiin varligin1 gostermek igin Teorem 3.3.1(Avery

Henderson Sabit Nokta Teoremi) i kullanacagiz.

Teorem 3.3.2: (H;) ve (H;) kosullar1 saglansin. a € (0,1], 6 >0,y > 1 ve
[a, b] c T olsun. Varsayalim ki 0<p<gq<r esitsizligiile p,q,r ve

L = f e, Ly = f C () s

sabitleri mevcut olsun.

Eger f fonksiyonu,

b—a

i.  f(s,y(s)) = m , (8,y) €la,c] X [r,o—1],
3 )

i f(sy(s) SM%H%) . (5,¥) € [a,b] X [0,5=2q],

i.  f(sy(s) > —L—+r , (5,y) €la,c] X [zizp.p],

Ly(b—c+150)

kosullarini sagliyorsa (3.1) sinir deger probleminin
yi(@) >piley,(c) <q ve y2(c) >qiley,(b) <r
olacak sekilde en az iki y; ve y, pozitif ¢ozimleri vardir.

Ispat: ¢(y):= 6 (y):= y(c¢), n(¥): = y(a) olarak tanimlayalim.

(3.9) de verilen P konisini alalim. O zaman ¢, 6 ve n, P Uzerinde negatif olmayan

artan stirekli fonksiyonellerdir.
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Lemma 3.1.9’a gore A: P(@,r) —» P operatdrii tamamen sireklidir. Vy € P
icin o(y) =60(y) =y(c) <y(a) =n(y) olur. Ayrica (3.6) dan Vy € P igin
y(t) = 2_;2 Il y I oldugundan y(c) > S_;Z Il y Il olur. Buradan || y |I< gy(c) olup
M = Z%‘; > 0 almursa || y IS My(c) elde edilir. Ayrica 8(0) = 0 olur. Vy € P ve
A€[0,1]icin  8(Ly) = 10(y) esitligi gegerlidir.

Simdi Teorem 3.2.2 nin diger kosullarin1 dogrulayalim. Vy € dP(p,r) =
{yeP:o(y) =1} icin @(Ay) >r oldugunu gosterelim. Vy € dP(¢p,r) ise t €

[a,clicin r=y

p(Ay) = A(y(0))

b 1r¢
= | B+ 010 FeyE) V- 5 [ #©FEyE)vs

S RGO OVEONE

=, = s + Lo f (5, ¥V — [ (c =5+ $()f (5, ¥(s))VCs
= I — c + 5B f (5 y())IV%s + [ — s + Hp(s)f (5, () Vs
>[7[b — ¢ + E=Hb(s)f (5, y(s)Ves

=[b—c+55 f P($)f (5,y(s))V%s

elde edilir. Boylece Teorem 3.2.2(i) kosulu saglanmis olur.

Simdi Teorem 3.2.2(ii) kosulunun saglandigin1 gosterelim. Vy € dP(6, q)
icin 8(Ay) < q oldugunu gosterelim. Vy € dP(6,q) iset € [a,b]igin 0 < y(t) <
Il y I 2=2q olur. O halde (ii) den
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6(Ay) = A(y(c))

=[(b—s+0¢E) f&yE) Vs — [ pS)f(s,y()Vs
— [7(c =) $(s) f(s,y(s)V*s

b 1
- [1=5+ 5106 feyen Vs [ 0= s+ IO GyENTS
<J2Tb — 5 +116(s) £(5,¥(5)) Vs

b
< f [b—a+ 5] ¢(s) f(5,¥() Vs

v qa__ _
s(b-a+3)l —a+DL, 1

elde edilir. Boylece Teorem 3.2.2(ii) kosulu saglanmis olur.

Son olarak Teorem 3.2.2(iii) kosulunun saglandigimmi gosterelim. Vy €
aP(n,p) = {y € P:in(y) =p} icin L€ P(n,p) ={y € P:n(y) <p} oldugundan
P(n,p) # @ dir. Vy € dP(n,p) i¢in n(Ay) > p oldugunu gosterelim. Vy € dP(n, p)
ise t € [a, b] igin z%flp <y(b) <y() < y(a) < p olur. O halde (iii) den

n(Ay) = A(y(a))
b 1 c
=f[ —-s+ ]¢(S)f(s y(s)) Vs — gf d(S)f (s,y(s))Vs

> [(Ib— s+ 71 6(5) (s, ¥()) Ves + [ — s + 5] ¢(5) (5, 9(s)) Vs
>[7[b— s +H ¢()f (5, 7(s))V%s
> [°[b—c + A $()f (5, y(s))Vs

y—-1 p
>b—c+—)————Lz =p
( ¢ & ) L3(b - c+y—;1) 3

33



Boylece Teorem 3.2.2’nin tiim kosullar1 saglandigindan ispat tamamlanir.

Ornek 3.3.3:T = R olsun. (3.1) simnir deger probleminde a = 1,¢c = 2,

b=3,a= %,y = %,6 = %,gb(t) =% ve f(t,y(t)) = ﬁ alarak asagidaki sinir

deger problemini ele alalim:

( BTY (PTA(y()) + gﬁz 0 , te[13]cT
L 8y(3) +y PTEOE) = T 6/(2) (3.11)
[ ﬁTﬁ(y(l)) = 0.

(3.11) sinir deger probleminin en az iki pozitif ¢6ziimiiniin varligin1 Teorem 3.4.1°¢
gore kanitlayalim. Simdi L, ve Ls degerlerini Teorem 3.4.1°e gore hesaplarsak, L, =
1,231356 , L; = 0,518776 olarak bulunur. Eger p = 0,48, q = 0,49 ve r = 2,05
alirsak Teorem 3.4.1°deki (i), (ii) ve (iii) kosullart saglanmig olur. O zaman (3.11)

sinir deger probleminin
y1(1) > 0,48ile y;(2) < 0,49 ve y,(2) > 0,49 ile y,(3) < 2,05

olacak sekilde en az iki y; ve y, pozitif ¢ozimleri vardir.

3.4  En Az Ug Pozitif Cézimiin Varhg

@, n ve 8, P iizerinde negatif olmayan siirekli digbiikey fonksiyoneller, w ve
Y, P Uzerinde negatif olmayan siirekli ichiikey fonksiyoneller olsun. Negatif olmayan

h,m,n, k, ¥ sayilar i¢in agagidaki digbiikey kiimeleri tanimlayalim:
P, ) ={y e P:op(y) < ?},
P(p,o,n, ) ={y EPin<w(y), o) <1},

Qlp,n,m ) ={yePinly) =m,ey) <},
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P(p,0,wo,nk,£)={y€eP:n < w(y),0y) <k oy <t}

Qle.n Yy, hmt)={y e Ph<y),nly) =me(y) <t}

Teorem 3.4.1(Bes Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi): E reel Banach
uzayinda P bir koni olsun. ¢, n ve 8, P lizerinde negatif olmayan siirekli disbiikey

fonksiyoneller, w ve ¥, P lzerinde negatif olmayan sirekli ichlikey fonksiyoneller ve

Vye P(p /) icin w®@) <n®), Iy Il < Me(y) olacak sekilde negatif olmayan

£, M sayilar1 mevcut olsun. A: P(p,/) —» P(@,/) operatoriniin tamamen sirekli

oldugunu varsayalim. Eger,

i. yYy€EP(p0,wnkt) icin {yeP(pdwnkt):wly>nt+0 ve
w(Ay) > n,
.y €Qle.n,hme) icin {y € Qlo,np,hmL):n(y) <m}+0@ ve
n(dy) <m,
lii. vy € P(p,w,n,?)ile 6(Ay) > k icin w(Ay) > n,
iv. vy € Q(p,n,m?)iley(Ay) > h icin n(Ay) <m,

olacak sekilde 0 <m <n esitsizligini saglayan, negatif olmayan h,m,k,n

sayilarinin mevcut ise 0 zaman A operatorinin

n) <mw@y,) >nw(ys) <nn(ys) >m

olacak sekilde en az ii¢ yy,y,,y3; € P(@,f) sabit noktalar1 vardir(Avery 1999).

En az U¢ pozitif ¢oziimiin varhigint gostermek i¢in Teorem 3.2.3(Bes

Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi)’(i kullanacagiz.

Teorem 3.4.2: (H;) ve (H;) kosullar1 saglansin. a € (0,1], 6 > 0,y > 1 ve

[a,b] € T olsun. Varsayalimki 0 < h< m <n <k < ¥ esitsizligiilem,n, £ ve
__ n(8(b—a)+y) _ my-1 _ (" « — a

k= TSy LT 00T L= [T

sabitleri mevcut olsun.
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Eger f fonksiyonu,

L feYO) gy o (69) € bl x k],
i f6YO) <m0 € [ablx b,
i fOYE) Sigrar G € [ab]x (0.4,

kosullarini sagliyorsa (3.1) sinir deger probleminin

N <mw@,) >nnlys) >m w(yz) <n

olacak sekilde en az U¢ y,, y, Ve y3 pozitif ¢oziimii vardir.

Ispat : w(y):=p@):=y(b),0():=y(c), p(y):=n(»):=y(a) olarak
tanimlayalim. (3.9) da verilen P konisini alalim. O zaman w ve ¥, P izerinde negatif

olmayan surekli icbikey fonksiyoneller, ¢, n ve 8, P lzerinde negatif olmayan

stirekli digbiikey fonksiyonellerdir. Vy € P(g,f) i¢in w(y) =y(b) <y(a) =

n(, Iy ll=y(a) = e()olupM = 1ahnirsa || y | < 1 ¢(y) oldugu agiktir.

Eger y € P(p,f) ise 0 zaman Vt € [a,b] icin 0<y(t)<y(a)< ¢
oldugundan (iii) den

e(4y) = A(y(a))
b ,y 1 c
= f [b—s+51 () (5,¥()) Vs — 5 f $(s)f (5, y(s)) Vs
< [71b — s+ Lo ()f (5, y(s)Vs

b
< [ B -a+ o) 6y

{
<b-a+l ol =
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elde edilir. Buradan A: P(p,?/) - P(p,/) operatordir ve Lemma 3.1.9’a gore

tamamen streklidir.

Simdi Teorem 3.2.3(Bes Fonksiyonlu Sabit Nokta Teoremi)’nin kalan
kosullarin1 dogrulayalim. 0 < h <m <n < k < ¥ esitsizligi ile h,m,n, k, ¢ sabit

sayilarinin oldugunu varsayalim.

[1k olarak Teorem 3.2.3(i) kosulunu dogrulayalim. Vy € P(¢, 8, w,n, k, ) igin
{y e P(,0,w,n,k,£):w(y) >n}#® ve w(Ay)>n oldugunu gosterecegiz.
P(p,0,o,nk,€)={yePn<w(y),0y)<kely)<f } olmak {zere
0 < g <k —nolacaksekilde x; =n+¢go0lsun. n < w(x;)) =n+¢g, 6O(x) =

n+eg <k, ¢(x)=n+¢g <k<? oldugundan
x, E{y €P(p,0,w,n,k, ) w(y)>n}#0

elde edilir. Vy € P(¢p,0,w,n,k,?) ise t € [c,b] icin n<y(b) < y(t) <y(c) <k
olur. O halde (i) den

p(Ay) = A(y(b))

b % 1 r¢
— [B-s+H6@ reyeN s - 5| G

b
— [ 6-996) fG 3507

&=

b 1 r¢
= [ Yo reyenrs — 5[ 9@y

b
>f
a

Py—-1
[ OO

1 b
BE) fYE) T — f S(S)f (s, y(s))Ts

> |=

b, _
> [ 5500 (s y)ees
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y—1 néd _
> S Ly-DT"

elde edilir. Buradan Teorem 3.2.3 (i) kosulu dogrulanmis olur.

Simdi Teorem 3.2.3(ii) kosulunun dogrulandigini  gosterelim. Vy €
Qe n, ¥, h,m,£) icin {y € Q(o,nh,hmL):n(y) <m}#@ ve n(dy) <m

oldugunu gosterecegiz.

Qle,nyhmt) ={y € P: h < Ppy),ny) <me(y) < ¢}olmak uzere
0 < g, < m — h olacak sekilde x, = m — €, olsun. Buradan ¢¥»(x,) = m —¢€, > h,
Nx))=m— g, <mve p(x;)=m— g, < ¥

oldugundan

X, €E{y €Q(p,n, Y, h,mE):n(y) <m}+0@

elde edilir. Vy € Q(o,n, ¥, h,m, ) ise t € [a,b] icinh < y(b) < y(t) <y(a) <7
olur. O halde (ii) den

n(4y) = A(y(a))

b 1

= [ -5+ 5o reyen TS - f (5)f (5,y())Vs
b

< f[ ~ 5+ 51 (5) f(5,¥()) 7%

b
< f [b—a+316) f(5,9()) 7

Y m
<[b- L4
e L —atD T

elde edilir. Buradan Teorem 3.2.3(ii) sart1 saglanmis olur.
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Simdi Teorem 3.2.3(iii) kosulunun dogrulandigini gdsterelim. Bunun igin
VyeP(p,w,nt)={yePnsw(y), o) <{f} ve 6(Ay) >k olmak Uzere
w(Ay) > n oldugunu gosterecegiz.

k < 6(Ay) = A(y(0))

= [0 =5+ [y Vs = 37 9O YT
— [(c =) d(s) f(5,y(s)V%s

=[71b—s+ L ¢() F(5,¥() Vs — [7 (c = s+ ) p()f (5,7(s))Vs
<JJIb = s+ ¢(s) f(s,¥(5)) Vs

< [7b—a+% ¢(s) f(s,y()) Vs

n@b-a)+y)
y-1

< [ () f(s,¥(s)) Vs bulunur. k =

elde edilir. Buradan i 7
[b = a+g]

oldugundan [ ¢(s) f(s,(s)) Vs > y”—fl olur. Boylece
w(4y) = A(y(b))

b 1
- [=s+500 feren o3 [ s@rG IS
b
— [ 6-906) FsyE)7s
—jbz (5) F(s, () Vs — ljc (S)f (5,7(s)7*
= 5(]55 s, y(s 6aq,’>s s, y(s S
by 1 b
2 [ 500 Fayenres= 5[ s@FE s
by—l
= [ oG ye)ves
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elde edilir. Buradan Teorem 3.2.3 (iii) kosulu saglanmis olur.

Son olarak Teorem 3.2.3(iv) kosulunun saglandigini goésterelim. Bunun icin

Vy e Q(o,n,m,£) ={y € P:n(y) <m, ¢(y) < ¥} ve P(Ay) < h olmak uzere
1n(Ay) < m oldugunu gosterecegiz.

h>(Ay) = A(y(b))
= [b=s+H 6 f ) Vs — 1[5 ¢E)f s, v()Ts
— [{(b=5) () f(5,¥()Ts

=[P L) YD Vs — =[S p()f (s y(s)V%s

S| =<

b 1 b
SR OO IR IOV CHONE

<

Py-1
- [ 55 6@ rGyen v

. hé b o _ m(y-1)
elde edilir. Buradan o > fa @(s) f(s,y(s)) V's bulunur. h = Sty

oldugundan f d(s) f(s,y(s)) V%s < mo

S(b-a)+y

olur. Boylece

n(Ay) = A(y(a))
b 1 c
— [ -5+ 8o feyen s — 5[ d6FGyEvS

< [7[b = s+ ¢(s) £(5,¥(5) Vs

< Vb —a+1 () fs,y() Vs
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S5(b—a)+y mé

< o) S(b—a)+y -

elde edilir. Buradan Teorem 3.2.3’iin tim kosullar1 saglanmis oldugundan ispat

tamamlanir.

Ornek 3.4.3: T = {7 : n € Ny} olsun. a = %,c =1,b=

N | W

1
,a—E,V—Z,S—

2
1L,p(t) =4t ve f(t,y(t)) = Y _ alarak asagidaki smir deger problemini ele

y3+1
alalim:
BV Bl y: _ 1
T% ( T% (y(t)) + 4‘ty3+1 =0 , Lt E [2,2] cT
3 3
SyQ) +y FTE (YD) = AT (y(1)) (3.12)
2 2

FTE(Y(3) = 0.

(3.12) smir deger probleminin en az ii¢ pozitif ¢éziimiiniin varhigin1 Teorem 3.5.1%e

gore kanitlayalim. Simdi k, h, L, ve L3 degerlerini Teorem 3.4.1’e gore hesaplarsak,
L, =3,6874, L; =2,0882, k=3nveh =§ olarak bulunur. Eger m = 0,09, n =

0,57 ve £ = 5,87 alirsak Teorem 3.5.1°deki (i), (ii) ve (iii) kosullar1 saglanmis olur. O

zaman (3.12) smnir deger probleminin
n(y;) < 0,09ile n(ys) > 0,09 ve w(y,) > 0,57 ile w(y3) < 0,57

olacak sekilde en az u¢ y,, y, ve y; pozitif ¢dztimleri vardir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda zaman skalasi lizerinde kesirli mertebeli smir deger
problemi ele alinmistir. Beta-kesirli analiz iceren problemimizde 0Once Dort
Fonksiyonel Sabit Nokta teoremiyle en az bir pozitif ¢oziimiin varligi, Avery
Henderson Sabit Nokta Teoremiyle en az iki pozitif ¢6ziimiin varligi ve Bes
Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremiyle de en az ii¢ pozitif ¢oziimiin varligi incelenmistir.
Son olarak elde edilen kosullarin saglanabilir kosullar oldugunu gostermek igin
ornekler verilmistir. Bu c¢aligma zaman skalasinda Beta-kesirli analizle yapilan ilk
caligmadir. Baska simir deger problemleri ele alinarak bu caligmalarin sayisi

arttirilabilir.
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