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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Cla, b] : [a, b] aralig1 tizerinde siirekli reel degerli fonksiyonlar uzay1
G(R) : Tiim kademeli dizilerin kiimesi

L : Lacunary dizilerin kiimesi

lo : Tiim sinirh dizilerin uzay1

3 : Tim smirh ti¢ indisli dizilerin uzay1

Ny : Lacunary kuvvetli yakinsak dizilerin uzay1

) : Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1

So : Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1

S(G) : Kademeli istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

So, : Ug indisli lacunary istatistiksel yakinsak diziler kiimesi
So(G) : Tiim kademeli lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
$9,(G2) : 2-normlu lineer uzayda ii¢ indisli kademeli lacunary istatistiksel

yakinsak dizilerin kiimesi

st — ll(im X, : (x,) dizisinin istatistiksel limiti

N : Dogal sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

w : Reel ya da kompleks terimli dizilerin uzay1

(xn) : Reel veya kompleks say1 dizisi

(Xnkt) : Reel veya kompleks say1 ii¢c veya c¢ok indisli dizisi
5(A) : A kiimesinin alt yogunlugu

5(4) : A kimesinin tist yogunlugu

6(A) : A kiimesinin dogal yogunlugu

63(4) : A kiimesinin de {i¢ indisli dizilerin dogal yogunlugu



o

[

&, 11D
X, 1, 1D
X, 11116
X, 1l-,-lle)

: A kiimesinin eleman sayis1

: (x,,) dizisinin istatistiksel limit noktas1 kiimeleri
: (x,,) dizisinin istatistiksel yigilma noktalari kiimesi
: Lacunary dizisi

: Ug indisli lacunary dizisi

: Cesaro yakinsak diziler uzay1

: Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi

: 2-Norm fonksiyonu

: X lizerinde normlu uzay

: X iizerinde 2-Normlu uzay

: Kademeli normlu lineer uzay

: X lizerinde kademeli 2-Normlu uzay
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Indisli Diziler icin Lacunary Istatistiksel Yakinsakhk

Giilsim DERMENCIOGLU

Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Isil ACIK DEMIRCI

Agustos, 2024

Bu tez ¢alismasinda oncelikle konunun tarihsel siirecteki gelisimi ifade edildi. Daha
sonra tezde kullanilan bazi 6nemli tanim ve temel sonuglar verildi. Ardindan normlu
uzaylar, 2-normlu wuzaylar, istatistiksel yakinsaklik ve lacunary yakinsaklik
kavramlarindan bahsedildi. Son kisimda kademeli 2-normlu uzaylarda ii¢ indisli dizilerin
lacunary istatistiksel yakinsaklig1 incelendi.
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In this thesis, the historical development of the subject is first presented. Then, some
definitions and fundamental results used in the thesis are given. Subsequently, the
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1.GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik fikri, Steinhaus (Steinhaus, 1951) ve Fast (Fast, 1951)
tarafindan bagimsiz olarak tanitilmig ve daha sonra Schoenberg (Schoenberg, 1959)
tarafindan istatistiksel yakinsakligin baz1 temel 6zellikleri incelenmistir.

1993 yilinda, Fridy (Fridy, 1993) lacunary istatistiksel yakinsama kavramini
istatistiksel yakinsamanimn uzantilarindan biri olarak tanitti. 8 = (kj)nenufo} lacunary
dizisi kg =0 ve h, =k, — k,,_; = 00, n = oo sartlarin1 saglayan artan bir tam say1
dizisidir.

Ve > 0 olmak lizere gercek degerli bir (x;) dizisi i¢in I, = (k,_4, k] iken
li}lnil {kel,:|x,—1=¢€}| =0 oluyorsa, bu dizi [ gercek sayisina lacunary

istatistiksel olarak yakinsaktir (kisaca Sy yakinsak) denir.

Bu durumda, [ sayisina (x;) lacunary istatistiksel dizisinin limiti denir ve
sembolik olarak Sy — lim(x;) = [ veya x;, = [(Sg) seklinde yazilir. 6 lacunary bir dizi
olmak {lizere 8’ya istatistiksel olarak yakinsak olan dizilerin timii Sy olarak gosterilir.
Fridy ve Orhan (Fridy ve Orhan, 1993) istatistiksel yakinsama ile lacunary istatistiksel
yakinsama arasindaki iliskiyi kurmustur. Fridy ve Orhan (Fridy ve Orhan, 1993) lacunary

istatistiksel Cauchy dizileri kavramini sunmustur ve Freedman vd. (Freedman vd., 1978)

tarafindan | 01 | smift tiim kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesini ve Ng tiim

lacunary kuvvetli yakinsak dizilerin uzayini géstermek iizere

1(< (1.1)
|01| = (xk):bamlER,lirrlnE(Z |xk—l|>=0}

k=1

L (1.2)
Ng =4 (x) : baz1l € R, lim— Z |xk—l| =0
n hy,

kel

bu iki dizi uzay1 arasindaki iligki incelenmistir.

Ayrica ¢ift diziler iizerine ilk ¢alismalar Bromwich (Bromwich, 1965) tarafindan
olusturulmustur. Cift diziler i¢in diizenli yakinsama kavrami Hardy (Hardy, 1917)
tarafindan tanitilmistir. Daha sonra, Zeltser (Zeltser, 2001) doktora tezinde hem topolojik
cift dizi uzaylari teorisini hem de ¢ift dizilerin toplanabilirlik teorisini esasen incelemistir.

Son zamanlarda, Mursaleen ve Edely (Mursaleen ve Edely, 2003) ve Sahiner, Giirdal ve



Diiden (Sahiner vd., 2007) coklu diziler i¢in istatistiksel yakinsama fikrini ele alan
matematikgilerdir. Cift indisli lacunary istatistiksel yakinsama kavrami ise Patterson ve
Savas (Patterson ve Savas, 2005), ii¢ indisli dizi kiimeleri i¢in lacunary istatistiksel
yakinsaklik Demirci ve Giirdal (Demirci ve Giirdal, 2021) tarafindan ve diger

matematikeiler tarafindan ¢aligilmistir.

Bulanik kiimelerin fikrine bakilirsa, Zadeh tarafindan 1965 yilinda (Zadeh,
1965) klasik kiime kuramsal kavramin bir genislemesi olarak ilk kez tanitilmistir.
Glintimiizde, farkli bilim dallar1 ve miihendislik alanlarinda genis uygulama alanlar
vardir. "Bulanik say1" terimi, bulanik kiime teorisi ¢aligmalarinda 6nemli bir rol
oynamaktadir. Bulanik sayilar aslinda sayilarin degil, araliklarin genellemesidir. Hatta
bulanik sayilar, klasik sayilarin baz1 cebirsel 6zelliklerine uymaz. Bu nedenle, "bulanik
say1" terimi farkli davranisi dolayisiyla birgok yazar i¢in tartismalidir. Birgok yazar
tarafindan "bulanik araliklar" terimi, bulanik sayilar yerine siklikla kullanilir.
Arastirmacilar arasindaki karigikligi agmak i¢in, 2008 yilinda Fortin ve arkadaglar
(Fortin vd., 2008) tarafindan bulanik araliklarin elemanlar1 olarak kademeli (asamali)
gercek sayilar kavrami sunulmustur. Kademeli gergek sayilar, bir iiyelik fonksiyonu
araciligiyla bilinirler. Her gercek sayi sabit bir atama fonksiyonuna sahip (0,1] araliginda
kademeli bir say1 olarak goriilebilir. Kademeli gercek sayilar ayrica klasik gergek
sayilarin tiim cebirsel Ozelliklerine uyar; hesaplama ve optimizasyon problemlerinde
kullanimlar1 vardir.

2011 yilinda Sadeqi ve Azari (Sadeqi ve Azari, 2011) ilk olarak kademeli normlu
lineer uzay kavramini tanitti. Uzayin cesitli 6zelliklerini hem cebirsel hem de topolojik
bakis agisiyla incelediler. Bu yonde daha fazla ilerleme Aiche ve Dubois (Aiche ve
Dubois, 2012), Ettefagh, Azari, ve FEtemad (Ettefagh vd., 2020) tarafindan
gergeklestirildi.

Kademeli normlu lineer uzay dizilerinin yakinsamasi lizerine yapilan ¢aligmalar
heniiz yeterli sayida degildir. Yapilmis olan arastirmalar, kademeli normlu lineer
uzaylarda dizilerin yakinsamasinin davraniglari arasinda giiclii bir benzerlik ortaya
koymaktadir.

Son zamanlarda, Ettefagh vd. (Ettefagh vd., 2020) tarafindan kademeli normlu
lineer uzaylarda dizilerin yakinsamasi kavrami sunulmustur. Aynt zamanda, onlar
topolojik agidan bazi 6zellikleri inceleme firsat1 yakalamiglardir. Choudhury ve Debnath

(Choudhury ve Debnath, 2021) dizilerin kademeli normlu lineer uzaylar i¢inde



yakinsamasimin kavraminit ideal yakinsama olarak genisletmislerdir. Bu nedenle,
kademeli normlu lineer uzaylar icinde dizilerin lacunary istatistiksel yakinsamasinin

incelenmesi ¢ok dogaldir.

1963 yilinda Géhler tarafindan tanitilan ve iki yil sonra, 1965'te yine Géhler
tarafindan gelistirilen “2-Normlu Uzaylar” kavrami, birgcok matematikg¢inin ilgisini ¢eken
onemli bir konu haline gelmistir. Bu kavram, 2-Metrik Uzaylar (Géhler, 1965; Ehret,
1969), Non-Archimedean 2-Normlu Uzaylar (Ingleton, 1952; Gihler, 1965), 2-Banach
Uzaylar (White, 1968; 1969), 2-Fonksiyonel (Lal ve Das, 1982), Lineer 2-Normlu
Uzaylarda Tamlastirma (Ehret, 1969), 2-I¢ ¢arpim Uzay1 (Diminnie ve digerleri, 1973;
1974; 1977), 2-Konvekslik (Diminnie, 1956; Diminnie ve White, 1978), Kombinatorik
Teori (Grant, 1968) gibi matematigin temel alanlar1 ve klasik Fonksiyonel Analiz ile olan
iliskisi sayesinde biiyiik ilgi gormiistiir. Ozellikle, 2001 yilinda Gunawan ve Mashadi
tarafindan “2-normlu Uzaylarda Yakinsaklik ve Cauchy” kavramlarinin tanitilmasiyla
yeni bir analiz yaklagimi ortaya ¢ikmistir. Ayn1 yil igerisinde Gunawan ve Mashadi, “n-
normlu uzaylar ve n-Banach Uzaylar” kavramlarini ele alarak 2-normlu uzaylar1 daha da
genisletmiglerdir. Ayrica, Giirdal ve Pehlivan (2004), A¢ik ve Giirdal (2007), Giirdal ve
Agik (2008) tarafindan yapilan c¢alismalarla 2-normlu uzaylarda yakinsaklik ve
istatistiksel yakinsaklik konusu incelenmis ve bu alanda yeni bir arastirma alam

dogmustur.

Boylelikle, bu tez ¢alismasinda, ii¢ indisli diziler i¢in lacunary istatistiksel

yakinsaklik kavrami kademeli 2-normlu uzaylarda gelistirilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

Simdiki boliimde tez icerisinde kullanilacak 6nemli teoremler ve tanimlar verilecektir.

2.1. Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1. (x,,) bir reel say1 dizisi ve x € R olsun. Her € > 0 iginn > ny oldugundan
|x, — x| < € olacak bi¢iminde € a bagli bir n, € N sayis1 bulunabiliyorsa (x;,) dizisi x ¢

yakinsaktir denir ve lim x,, = x veya (x,) — x ile gosterilir (Maddox, 1977).

Tamm 2.1.2. (x; ) dizisi (x,,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (x;,, ) dizisi yakinsak ve limiti

x ise bu x noktasina (x,) dizisinin bir limit noktasi denir (Maddox, 1977).

Tamim 2.1.3. (x;,) bir reel terimli dizi olsun. (x,,) bir Cauchy dizisi olmasi igin gerek ve
yeter sart her € > 0 i¢in bir ny € N vardir 6yle ki m,n > ny igin |x,, — x,| < € dur

(Maddox, 1977).

Tanim 2.1.4. Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin w uzayimnin bos olmayan her alt

vektor uzayina dizi uzay1 denir (Choudhary ve Nanda, 1989).

Tanim 2.1.5. B kiimesi N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi ve B, = {k < n: k € a}

olsun. B kiimesinin sirayla alt ve {ist yogunlugu

B 2.1

§(B) =lim infln—nl @1
ve

— B 2.2

6(B) =lim supln—nl 2.2)

olarak verilir.

Bal qo e 4 . . o . - < <
1Bl dizisinin limitinin var olmasi durumunda bu limite B kiimesinin dogal yogunlugu
n

denir. B kiimesinin dogal yogunlugu §(B) ile gosterilir (Niven vd., 1991).

Ornek 2.1.6. C = {1,4,9, ...,n?, ...} olsun.

(C(n))_(l 1122 )
n /) \1'2'3’4’5"""

oldugundan



8(0)=8(0) = ,{‘lﬁ%m < lim Vn

n—-oco N
olup 6 (4) = §(4) = 0 dir.

Ornek 2.1.7. A = N olsun.

(A(n))_(l 2345 )
n /) \1'2’3’4’5""
oldugundan
S(A)=84)=1lim1=1
n—->oo
Tanmm 2.1.8..Ve > 0i¢in 6(k € N: [x, —L| =€) =0

yani

1
lim—|{k<n:|x, — L =¢}|=0
n-ooNn

ise x = (xy) dizisi L noktasina istatistiksel yakinsaktir denir ve st — lim x;, = L seklinde

k—o0
gosterilir. Eger L = 0 ise bu takdirde x = (x;) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir

(Freedman ve Sember, 1981).

Teorem 2.1.9. Yakinsak her dizi ayn1 zamanda istatistiksel yakinsaktir. Fakat bunun tersi

her zaman dogru degildir.

Ispat. x = (x,,) dizisi L noktasma yakisak olsun. L her bir £ komsulugu disinda x =
(x,,) dizisinin ancak sonlu sayida elemani bulunabilir. Yani {k:|x, — L| = €} kiimesi
sonlu olup, bu kiimenin yogunlugu 0 dir. Dolayisiyla x = (x,) dizisi L noktasina
istatistiksel yakinsak oldugu elde edilir. Tersine olarak x = (x,,) dizisi,

. :{n, n=k*keN
" 0, n#k*keN

olarak tanmimlansin.

(xn,) = (1,0,0,4,0,0,0,0,9,0,0,...) oldugundan {n:|x, — 0] = &} = {1,4,9, ...} olup

kiimenin yogunlugu 0 dir. Dolayisiyla st — lim x,, = 0 olur. Bu 6rnekte de gorildiigi
n—-0o

gibi x = (x,,) dizisi 0 noktasina istatistiksel yakinsak oldugu halde, bu dizi yakinsak

degildir.



Tamim 2.1.10. x = (x;,) dizisi verilsin. Eger §({n;: i € N}) = 0 ise (xni) dizisine seyrek

alt dizi, aksi taktirde seyrek olmayan alt dizi ad1 verilir (Fridy, 1993).

Tamim 2.1.11. x = (x;) dizisinin seyrek olmayan A ya yakinsak bir alt dizisi varsa, A ya
x = (x;) say1 dizisinin bir istatistiksel limit noktasi denir ve x = (x;) dizisinin
istatistiksel limit noktalar1 kiimesi A, ile gosterilir (Fridy, 1993).

Tanmmm 2.1.12. x = (x;) dizisi verilsin. Ve > 0 i¢in {n € N: |x,, — u| < &} kiimesi sifir
yogunluga sahip degilse u sayisina x = (x;) dizisinin bir istatistiksel yigilma noktasidir
denir. x = (x) say1 dizisinin istatistiksel yi1gilma noktalarinin kiimesi T, ile gosterilir
(Fridy, 1993).

Ornek 2.1.13.

. :{1, k=n?>neN
710, k#n%n€eN

seklinde tanimlanan x = (x) dizisi i¢in

L, ={0,1}, A, = {0} ve [, = {0} dir.

Teorem 2.1.14. Istatistiksel yakinsak bir dizinin istatistiksel y1gilma noktas1 dizinin
istatistiksel limit noktasidir (Tripathy, 1997).

Ispat. x = (x,,) dizisinin istatistiksel limit noktas1 L, istatistiksel y1g1lma noktas1 a olsun.

Biz a # L oldugunu kabul edelim.

a— L|
2
asagidaki kapsami yazabiliriz.

{fkeN:|x, — Ll =e}2{k €N:|x, —al <e&}

<]

Buradan yogunluga gecersek,

S(keN:|x, —Ll=2e)=28({k€N:|x;, —al| <e€})

elde ederiz. (x,,) dizisi istatistiksel yakinsak oldugundan 6(k € N: |x;, — L] = &) = 0 dir
ve §({k € N: |x;, — a| < €}) = 0 bulunur. Bu ise a nin istatistiksel yigilma noktasi
olmastyla celisir. O halde L = a olmalidir.

Tamim 2.1.15. Ve > 0 i¢in

1 2.
lim—|{k<n:|x, —xy| =€} =0 (2:3)
n n
olacak sekilde en az bir N = N (&) sayis1 varsa x = (x;) dizisine bir istatistiksel Cauchy

dizisidir denir. Bu ifade her € > 0 ve hemen hemen her k i¢in |x,, — xy| < € olacak

sekilde bir N = N (&) sayis1 vardir seklinde de yazilabilir (Fridy, 1985).



Tamim 2.1.16. x = (x;,) reel say1 dizisi A © N olmak tizere §(4) = 0 olsun. Eger € > 0
verildiginde Vk > n, i¢in |x;, — L| < € olacak sekilde bir ny € N varsa, x = (x;) dizisi

hemen hemen her k i¢in yakinsaktir (Buck, 1993).

Teorem 2.1.17. Asagidaki ifadeler denktir:

1. x dizisi istatistiksel yakinsak dizidir;
1. x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir;
1. x dizisi verilsin. Hemen hemen her k icin x; = y; olacak sekilde yakinsak bir

y = (yy) dizisi vardir (Fridy, 1985).

Sonug 2.1.18. Eger x dizisi st — limy, = L olacak sekilde bir dizi ise, 0 zaman x dizisi
st — limy, = L olacak sekilde bir y alt dizisine sahiptir (Fridy, 1985).
Yardimci Teorem 2.1.19. Sonsuz sayida t i¢in t, # 0 olacak sekilde bir say1 dizisi ise

hemen hemen her k i¢in x;, = 0 olacak sekilde bir dizisi vardir ve
z xot, (2.4)
k=1

dir (Fridy, 1985).
Ispat. Artan bir pozitif tam sayis1 dizisi olan
{m(k)}]iozl

1

dizisi segilsin. Her k i¢in, m(k) > k? ve ty) # 0 olsun. x dizisi X,y = ——ya da
m(k)
X = 0 seklinde tanimlansin. O halde hemen hemen her £ i¢in
Z Xty = Z Xm@)tmk) = ®
k=1 k=1
olur.
Tanim 2.1.20. x = (x;) kompleks sayilar dizisi olsun. Eger
n
li ! =1L
Lgnn X = (2.5)
k=1

olacak sekilde bir L sayis1 varsa x dizisi L ye Cesaro yakinsaktir denir. Cesaro yakinsak

dizilerin kiimesi

n
1
0, = {x = (xy): limEZ(xk — L) = 0,en az bir L i¢in (2.6)
n
k=1



ile gosterilecektir (Powell ve Shah, 1972).

Tamm 2.1.21. x = (x;,) kompleks terimli bir dizi olsun. p € R* olsun. Eger
n
lim~ Dl —LP =0
im g X = 2.7)
=1

olacak sekilde bir L sayis1 varsa x dizisi L ye kuvvetli p-Cesaro yakinsaktir denir.

Kuvvetli p-Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi
1 n
o, = {x = (xp): limEZka — L|? = 0, en az bir L i¢in (2.8)
n
k=1

ile gosterilecektir (Connor, 1988).

Tanim 2.1.22. N dogal sayilar kiimesi olmak iizere

x:NXN->X

(n, k) = x(n, k) = xpyc

seklinde tanimlanan x fonksiyonuna bir ¢ift indisli dizi denir (Pringsheim, 1898).

Tanim 2.1.23. (x,;) kompleks terimli bir ¢ift indisli dizi olsun. Ve > 0 icinn,k > N
iken |x,; — L| < € olacak sekilde en az bir N € N var ise x = (x,,) ¢ift indisli dizisine
Pringsheim anlaminda L sayisina yakinsaktir denir (Pringsheim, 1900).

2.2. Normlu Uzaylar

Tamim 2.2.1. Bir X bos olmayan bir climle K reel veya kompleks sayilar cismi X X X —
X ve KX X — X olacak sekilde asagidaki kosullar1 sagliyorsa X ciimlesine K cismi

tizerinde bir lineer uzayi ad1 verilir.Vx,y,z, € X ve a,b € K igin

i. x+y)+z=x+W+2)

il. x+y=y+x

1il. Vx € X icin x + 0 = x esitsizligini saglayan bir tek O eleman1 vardir;

iv. Vx € X igin x + (—x) = 0 esitsizligini saglayan bir tek (—x) € X elemani vardir.
V. al(x+y)=ax+ay

Vi. (a+B)x =ax + Bx

vii.  a(Bx) = (aB)x

vi.  1.x = x (Maddox, 1970).



Tanim 2.2.2. X bos olmayan bir kiime d: X X X — R bir fonksiyon olsun. Her x,y,z € X
igin;

M1) d(x,x) =0

(M2) d(x,y) = d(y,x)

M3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,2)

sartlar1 saglanirsa d fonksiyonuna X {izerinde yar1 metrik fonksiyonu denir (Bayraktar,

2006).

(M1) d(x,x) = 0 sart1 yerine (M1)"d(x,y) =0 & x =y alirsak d fonksiyonuna X

tizerinde metrik fonksiyonu denir.

Tamim 2.2.3. X bir lineer uzay ve || .|| : X = R bir fonksiyon olsun. i¢in x, y € X ve her

a € Cicin

(NT) x|l = 0,

(N2) |lx|l =0,

(N3)  Mlax|l = |alllxl|,
N4l +yll < llxll + Iyl

sartlar1 saglaniyorsa || .||[fonksiyonuna X iizerinde bir yar1t norm denir ve (X,]|.]|)

ikilisine bir yar1 normlu uzay denir.

Burada (N2) sart1 yerine (N2)' ||x|]| = 0 & x = 0 sart1 saglaniyorsa || . || bir norm
ve (X, || . ) ikilisine de bir normlu uzay denir (Kreyszig, 1989).

Ornek 2.2.4. V,(R) n-boyutlu bir Oklid uzay1 R iizerinde bir lineer normlu lineer uzaydir
ve V,,(R) tizerindeki norm Vx = (x4, ..., x,) € V,,(R) i¢in

lIxIl = /xf +o X

norm kosullarini sagladigindan (V,(R), ||. ||) bir lineer uzaydir (Raymond vd., 2001).

Ornek 2.2.5. C[a, b] uzay1 R iizerinde bir normlu lineer uzaydir. f € C[a, b] nin normu

IfIl = xgl[%]lf(x)l



olup norm kosullarin1 sagladigindan (C[a, b], ||.||) bir lineer uzaydir (Raymond vd.,
2001).

Tanim 2.2.6. X, 2 < d < o olmak ilizere d boyutlu bir reel vektor uzayi olsun. X iizerinde

II.,.]l: X X X = R fonksiyonu

i. llx, ]| = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x ve y nin lineer bagimli olmasidir,
ii. e, y1I = lly, xII,

i, lx,ayll = lalllx, yll, a € R,

iv. by +zll < llx,yll + [Ix, 2l

kurallarini saghyorsa ||.,. || fonksiyonuna 2-norm denir. (X, ||.,.||) ikilisine ise 2-normlu
uzay denir.

2-normlu uzayin bir standart 6rnegi asagidaki 2-normla donatilmis R? dir:

0, x ve y vektorlerinin olusturdugu iiggenin alan1 veya x ve y vektorlerinin olusturdugu
paralelkenarin alaninin yarisidir. Ayrica x,y,z lineer bagimli ise (6rnegin, d = 2
oldugunda), |lx,y +zll = llx, yll + llx, zll  veya llx,y —z|l = llx, yll + llx, zl|  dir
(Gahler, 1963; 1965; Gunawan ve Mashadi, 2001).

Tanmm 2.2.7. Her y € X i¢in

lim||x, —x,y|l = 0ise
n—->oo

X deki bir (x,) dizisine x € X degerine yakinsaktir denir. Bu durumda lim x,, = x ile

n—-oo

gosterilir ve (x,,) dizisinin limiti x dir, denir (Gunawan ve Mashadi, 2001).

Simdi 2-normlu uzayda yakinsak bir dizinin limitinin tek oldugunu gésterelim: (x;,)
dizisinin X deki iki farkli x ve y limitlerine yakinsadigini kabul edelim. ||[x — v, z|| # 0

olacak sekilde z € X secelim ve

1 2.9
Iew = .21l <5l = 3,21 22

Ve

1 2.10
Iew = 3,21l <5 llx = 3,21 210

olacak sekilde yeteri kadar biiyilk N € N alalim. O zaman ti¢gen esitsizliginde,
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lx =y, zll < llx = xn, 2|l + llxy =y, 2l

1 1 2.11

<slhe=yzll + 5l =zl = Ix - y,zI 10

elde edilir. Bu miimkiin olmadigindan lim x,, tek olmalidir.
n—-oo

Tamim 2.2.8. (X, ||.,.||) lineer 2-normlu uzayinda herhangi bir (x,,) dizisi ve her z € X
i¢in

lim ||x, — xyl|| = 0ise
n,N—oo

(x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Raymond vd., 2001).

Tanim 2.2.9. Eger lineer 2-normlu X uzayinda Cauchy dizisi X de bir x degerine yakinsak

ise (X, ||.,.]l) ikilisine 2-Banach uzayi1 denir (Raymond vd., 2001).

Teorem 2.2.10. (X, ||.,.||) bir lincer 2-normlu uzay olmak tizere a, b degerlerine gore

(xx) ve (¥x) 2-normlu X uzayinda Cauchy dizileri ise
1. (llxx, all) ve (llx, b|]) birer reel Cauchy dizileridir.

il. (ag) bir reel Cauchy dizisi olmak tizere (x; + yi) ve (agxy) dizileri X de Cauchy

dizileridir (Raymond vd., 2001).

Ispat.

i. 2-normlu uzayin ||x,y + z|| < ||x, y|| + ||x, z|| 6zelliginden yola ¢ikarak

%, all < llxx = xm, all + 1%y, all

elde edilir. Buradan

Ik, all = 1%, all < llxg — xm, all

olur. Hipoteze gore (x;,) bir Cauchy dizisi oldugundan

Jim [l = all = [l = alll < lim_lx, = x,all =0

olur ve boylece (||xy, a||) dizisi Cauchy dizisidir. Benzer sekilde (||x, b||) de bir Cauchy
dizisidir.

i G+ yid) = Gon + ymds all = [ = x) + ke = i all < Hloxge = X, all +
1y = Yo all

11



bulunur. Burada limite gecildiginde hipotezden sag taraf 0 bulunur. Bu yiizden sol tarafin
limiti O olur. Bu ylizden (x; + y;) dizisi X de Cauchy dizisidir. Simdi (a,x;) dizisini

inceleyelim.

lakxi — amXm, all = [(akxi — arxm) + (@xm — amXp), all
< lagxyx — arxm, all + llaxxy, — amxm, all

= |aglllxx — xm, all + lag — am|llxm, all

< myllxg — xm, all + nalag — a|

burada (ay) ve (||xg,al|) reel Cauchy dizileri oldugundan sinirlidirlar. Bundan dolay1
once |ag| < ny ve ||xy, al|| < n, yazildi. Ayrica, yine Cauchy dizileri olanlart nedeniyle

llxx — X, all = 0 ve |ay — a,,| = 0 olur ve boylece sag taraf 0 olur. O halde

lim |laxx, — amXm, all =0
km—oo

elde edilir. Bu yiizden (a;xy), X de bir Cauchy dizisidir.

Teorem 2.2.11. 2-boyutlu her lineer 2-normlu uzay tanimlandigi cisim altinda tam ise bir

2-Banach uzayidir (Raymond vd., 2001).

Teorem 2.2.12. Her (X, ||, . |]) lineer 2-normlu uzayinda asagidaki 6zellikler saglanir:

I. Xy 2 X, k—>o00ovey, >y, k—>oise,k > oiginx, +y, =>x+Yy,

1i. X = X,k > oovea, = ak — ooise, k = ooigin agx; — ax,

1il. boy X > 2 ve k = o igin x;, = x ve x;, = y ise x = y dir (Raymond vd., 2001).

Tamim 2.2.13. (x,,), 2-normlu (X, ||.,. ||) uzaymnda bir dizi olsun. Eger Ve > 0 i¢in X de
sifirdan farkli her bir z i¢in {n € N: ||x,, — L, z|| = €} kiimesinin yogunlugu sifir ise (x;,)

dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir (Giirdal ve Pehlivan, 2009).

Tanim 2.2.14. (X, ||., . ||) 2-normlu uzayinda (x,) dizisi alahm. Eger Ve > 0 ve sifirdan
farkli her z € X i¢gin N = N(¢) var Oyle ki

6({n EN: ||xn — xN(s),Z“ > e}) =0 (2.12)

ise, (x,) dizisi X de istatistiksel Cauchy dizisidir denir (Giirdal ve Pehlivan, 2009).
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Ornek 2.2.15.

lx, yIl = |x1y2 — %201, x = (x1,%2), ¥y = Y1, ¥2)
ile formiile edilen (X, ||.,.]]) 2-normu ile donatilmis X = R? uzayim alalim. 2-normlu
(X, I, ) uzayinda bir (x,,), dizisi
(1,n), n=k?%k € Nise
Xn = n—1 ‘o
(1, - ), diger durumlarda

seklinde tanimlansin ve L = (1,1) ve z = (24, Z,) olsun. Eger z; = 0 ise 0 zaman X de

her bir z igin
K={neN:|x,—Lz|=c}=0

dir. Boylece § (K) = 0 dir. Buradan, z; # 0 elde ederiz. Her € > 0 ve z € X,
z
{n EN:n#k?k< |€_1|}

bir sinirli kiimedir ve bu yiizden

’ €
meN:|x,—Lz||=>e}=<neNn=k%k > IZ—+1 U {smurh kiime}
1

dir. Buradan X deki her bir z i¢in

1 1 ) £ 1
—{neN:|x,—Lzl|=e}=—KkneENn=k“ k> [—+1;]U=-0()
n n |z | n

dir. O halde . her e > 0 ve z € X i¢in
dfneN:||x,—L,z[| =€}=0
dir. Bunun anlami

st — lim|jxp, z|| = ||L, z||
n—->oo

dir. Fakat (x,,) dizisi L ye yakinsak degildir (Giirdal ve Pehlivan, 2009).
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2.3. Lacunary Istatistiksel Yakinsakhk

Tamim 2.3.1 6 = (k,) dizisi (r = 1,2,3,...), kg =0ver - oo iken h, = k, — k,_1 =
oo olacak sekilde pozitif tam sayilarin artan dizisi ise, lacunary dizi olarak adlandirilir

(Freedman vd., 1978). Calismada 6 = (k,.) lacunary dizi tarafindan belirlenen araliklar

I, = (hy_q, hy] ile belirtilip

K e .
- ™ orani q, ile gosterilecektir.
n—-1

Tanim 2.3.2. 0 = (k,.) bir lacunary dizi olsun. Eger x = (x,,) dizisi i¢in

n
1
lim—Zka—LI =0

T hy kel
T

(2.13)

olacak sekilde L sayisi varsa, x dizisi L ye kuvvetli lacunary toplanabilirdir denir (Fridy

ve Orhan 1993).
Tanim 2.3.3. 8 = (k,.) bir lacunary dizi olsun. Eger her >0 i¢in

1
lim — |{k € L: |, — L| = £}] = 0 .19

T—00 T

ise x dizisi L ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Sy — limx = L biciminde

gosterilir (Freedman vd., 1978).
Tanim 2.3.4. 6 = (k) bir lacunary dizi olsun. Eger x = (x,,) dizisi i¢in

n (2.15)

lim— ) |x;| =L
oo b,
kel,

olacak sekilde L sayis1 varsa, x dizisi L ye lacunary toplanabilirdir denir (Fridy ve Orhan

1993).
Teorem 2.3.5. 8 = (x;) bir lacunary dizisi olsun;

L xi = L(Ng) = x;c — L(Sp)
il. X € ly vex, — L(Sg) = x; — L(Np)

111 Sg N loo = Ng N loo

Ispat.

i. Eger e > 0 ve x; = L(Np) ise

D=Lz Y b= Ll= k€ hilx — Ll 2 &},
kel el

|xp—L|ze

14



yazilabilir.

ii. X, — L(Sg) ve x € Ly, her kigin |x;, — L| < M saglanir, denilebilir. € > 0,
N e S e N o
R xk — = — xk —_ -— xk -
o kel, hy kel, hr kel,
|xp—L|ze |xE—Ll<e

M
< h—I{k € I:|x; — L| = €}

T
olur.
iii. i ve ii den elde edilir.
Teorem 2.3.6. Herhangi bir 8 = (k,) lacunary dizisi i¢in istatistiksel yakinsakligin
lacunary istatistiksel yakinsaklig1 gerektirmesi i¢in gerek ve yeter kosul lim inf,.q, > 1
T—>00

olmasidir. Eger lim inf,.q, = 1 ise, o zaman istatistiksel yakinsak olan fakat lacunary
T —00

istatistiksel yakinsak olmayan sinirli bir (x,) dizisi vardir.

2.4. Kademeli Normlu Uzaylar

Tanim 2.4.1. 7 kademeli gergel bir say1 ve Az : (0,1] — R fonksiyonu olarak tanimlasin.
Eger 7 gergel say1s1 V¢ € (0, 1], icin Az(&) = 0ise, ¥ = 0 dir. Tiim sifirdan biiyiik veya
esit kademeli gergek sayilarin kiimesi G*(R) ile gosterilir (Fortin vd., 2008).

G*(R) nin elemanlar1 arasindaki kademeli islemler asagidakiler gibi tanimlanmustir:

Tanim 2.4.2. “+” islemi R i¢inde tammlanmus bir islem ve 7, 7, € G(R) sirasiyla Az ve
Ay, tanimli fonksiyonlar olsun. Ardindan 7y * 7, € G(R) , Ay .z, tammh fonksiyonu
Aj 7, (&) = Az () * Az, (8),VE € (0,1] dir. Kademeli toplama 7 + 7, ve kademeli

skaler carpma ¢ (¢ € R) islemleri su sekilde tanimlansin:
Ap 47, (&) = Az () + Ay, (B) ve A#(8) = cAz(Y), vg € (0,1]. (2.16)

Herhangi bir gergek p € R sayzsy, sabit bir gercel say1 p i¢in A;(8) = p V€ € (0, 1] sabit
fonksiyonu seklinde tanimlansin. Ozellikle, 0 ve 1 sirasiyla A5(E) = 0ve A7 (§) =
1 tarafindan tanimlanan sabit kademeli sayilardir. G (R) nin kademeli toplam ve kademeli

skaler ¢arpma ile olusan gercel vektor uzayr oldugu kolayca dogrulanabilir (Fortin vd.,

2008).
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Tanmim 2.4.3. X gercek vektor uzayi olsun. Herhangi x,y € X i¢in asagidaki li¢ kosul
saglandiginda || - ||¢ : X = G*(R) fonksiyonuna V § € (0, 1] igin X iizerinde kademeli

bir norm denir:
(G1) Ay (&) = A5(%) ancak ve ancak x = 0;
(G2) Alllxllg(f) = |}\|A||x||G(E) herhangi bir A € R i¢in;

(G3) Ayl () < Apxiig (&) + Ajy 6 (§)-
(X, || - llg) ciftine kademeli normlu lineer uzay denir (Sadeqi ve Azari, 2011).

Tamim 2.4.4. (x;,) dizisi kademeli normlu lineer uzay (X, || - ||;) i¢indeki bir dizi olsun.

Ardindan herhangi ¢ € (0, 1] i¢in A|kaI|G < B, Yk € N olacak sekilde bir B = B(¢) >

0 saglantyorsa (x) dizisi i¢in kademeli olarak sinirlidir denir (Ettefagh vd., 2020).

Tamim 2.4.5. (x;), kademeli normlu lineer uzay (X, || - ||s) sciftindeki bir dizi olsun.

Ardindan (x;,) dizisi, V€ € (0, 1] ve € > 0 i¢in
Allxk_x”G (g) < g, Vk 2 N (217)

olacak sekilde bir N (= N.(& )) € N varsa (x;) dizisine x € X e kademeli yakinsak denir
(Sadeqi ve Azari, 2011).

Tanmim 2.4.6. (x;), kademeli normlu lineer uzay (X, || - ||¢) de bir dizi olsun. Ardindan

(x) dizisi, V€ € (0,1] ve € > 0 i¢in
A||xk_x.|| &) <eVkj=N (2.18)
e
olacak sekilde N(= N.(&)) € N varsa kademeli olarak Cauchy denilebilir (Sadeqi ve

Azari, 2011).

Teorem 2.4.7. (X, || - ||g)- bir kademeli normlu uzay olsun. X deki her kademeli olarak

yakinsak dizi ayn1 zamanda kademeli olarak Cauchy dizisidir (Sadeqi ve Azari, 2011).

Ornek 2.4.8. X =R™ ve x = (x1, X3, ..., %X,) € R™, E € (0,1] olsun. || -]|s, su
sekilde

Ay ©) = ¢ ) 1l
i=1
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tanimlansin. Ardindan R™ de bir kademeli norm || - || olur ve (R™,]| - ||s) ise bir

kademeli normlu uzaydir (Sadeqi ve Azari, 2011).
Tanmim 2.4.9. 6 = (k,,) bir lacunary dizi ve (x;) bir reel degerli dizi olsun.
1. Herhangi n, k' (n) € I, igin;
11. n — oo iken (xkr(n)) dizisi x e yakinsaktir;
ii.  Herhangi bir e > 0 igin lim— | {k € L;: | x} — %y | = €}| = 0 dir;
n hn
olacak sekilde ti¢ kosulu saglayan (x;) dizisinin (xkr(n)) seklinde bir dizisi varsa (x)
dizisine lacunary istatistiksel Cauchy dizisidir denir (kisaca Sg—Cauchy) (Fridy, 1993).

Teorem 2.4.10. Gergek degerli bir (x) dizisi Sg—yakinsaktir ancak ve ancak

Sg—Cauchydir (Fridy, 1993).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Tanmm 3.1. (X, || - ||g) herhangi bir kademeli normlu uzay olsun. Asagida verildigi

gibi | 0.(G) | ve Ng(G) yeni dizi uzaylari tanimlanir:

|1(@) | ={0a) s bazx € X ve v¢ € (0,1] nm%@ Auxk-qu@) = o}
=1

Ve

No(G) =< (x;) : bazix € X ve V& € (0,1] llm z Ajx—x1c &) | =0

k€l

Tamim 3.2. (x;), kademeli normlu lineer uzay (X, || - ||¢) deki bir dizi olsun. Eger her

£ €(0,1] and € > 0 i¢in

{keN: Ay, © =

kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise, (x) dizisi x € X e kademeli olarak istatistiksel
yakinsaktir denir. Sembolik olarak S(G) -limx; = x veya x; — x(S (G)) seklindedir.
X'deki tiim kademeli olarak istatistiksel yakinsak diziler kiimesi S(G) ile belirtilsin.

Tez boyunca, basit olmasi agisindan 0 ifadesi, (0, 0, ....0, 0) m-li olarak kullanilacaktir.
Tamim 3.3. (x;) kademeli normlu lineer uzay (X, || - ||s) deki bir dizi ve 8 bir lacunary

dizi olsun. Tim € > 0 ve ¢ € (0,1] i¢in

lizn%| {k €l,: A“xk_x”G ) > €}| =0 3.1

ise; (x) dizisi x € X e kademeli Sg—yakinsak (ya da kisaca S (G)—yakinsak) denilebilir.
Bu durumda, Sg(G) — lim x;, = x veya x;, — X'(Sg (G)) ifadesi yazilabilir. Ayrica, Sy (G)
ifadesi X 'deki tiim kademeli Sg-yakinsak dizilerin toplamini temsil eder (Choudhury ve

Debnath, 2022).

Ornek 3.4. Ornek 2.4.8. de tanimlanan X = R™ ve || - ||, ifadeleri olsun. 8 = (6,,)

ifadesi

0, n=20
On {3” n=1

seklinde tanimlansin. Ardindan R™ deki
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v = {(O, 0,..,0,m), eger k = p?,p € Nicin
o (0,0,...,0,0), diger durumlarda

seklinde tamimlanan bir (x;) dizisi; R™’de 0’a kademeli olarak Sg—yakinsaktir.

Gergeklestirmesini yaparken

1 1 _
lim = [ {k € b+ Ao, ©) 2 ef| = 3limm ) e € (37,37 5 Aoy, () 2 2)

< 3lim | {k S 3% A g, © 2 ¢}

< 311m[|\/ﬁ|] ,
n n

[p] ifadesi < p olan en biiyiik tamsay1y1 gosterdiginde; 0 elde edilir.

Bu nedenle x;, — 0(59 (G )) sonucuna ulasilir.

Ornek 3.5. X = R ve herhangi x € R igin, || - ||; ifadeleri

A“x”G - ef|X|

seklinde tanimlanmis olsun. 8 = (6,)) dizisi Ornek 2.4.8’de tanimlanan dizi olarak
diisiiniilsiin. Ardindan x,, = k? seklinde tanimlanan X deki (x;) dizisi Sg(G)—yakimsak

degildir.

Gerekgelendirme. Herhangi x € R i¢in x < 0 veya x > 0 olsun. Ardindan asagidaki tiim

durumlar i¢in (x) dizisi x’e Sg(G)-yakinsak olmayacaktir.

Durum-3.I. x < 0 iken, e = %ef olarak se¢elim. Ardindan,
1 .
117£nh_n| (k€ s Ay © 2 el

=limE|{ke(3”‘1 3" : A (E)>lef}l =1
n ' iz =xl| ;57 = 2

olur.

Durum-3.ILI. x > 0 ise, x 1 < X < xj, olacak sekilde bir ky € N vardir.

3
Alt Durum- 3.I. 0 < x <1 olacak sekilde bir € = %min{x,l — x} secilsin. Bu

durumda
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i = | {k € bt Ay, © 2 | =1

ifadesi kolayca dogrulanabilir.

3
Alt Durum- 3.II. x > 1 olacak sekilde bir € = %min{x — Xg—1) Xy — x} secelim. Bu

durumda

i = | {k € bt Ay, © 2 | =1

ifadesi kolayca dogrulanabilir.

Yukaridaki durum calismasindan (x;) dizisinin Sg(G)—yakinsak olmadigi sonucuna

varilabilir.

Teorem 3.6. (x;.) dizisi, sabit bir 6 i¢in x;, — x(Sg(G))olacak sekilde kademeli normlu

lineer uzay (X, || - ||¢) i¢indeki bir dizidir. Ardindan x tek ve essizdir.

Ispat. X deki bazi x # y igin x, = x(Sp(G)) ve x;, = y(Sp(G)) ifadeleri

varsayilirsa; bazi ¢ € (0,1] ve € > 0 igin,
1 1 . —
11£nH| {ker,: Ali-rl), © = e}| =0
ve
] 1 . —
117£nh_n| {k € In t Ajpgyoyy, () 2 s}| =0
dir. Bu yiizden,
M={kely: A g @ <efnfken:a, , ©<ef=o
dir.
€= A“uH (&) segilsin. Ardindan herhangi bir p € M igin,
2 llg
2e = A“x_y”G & < A||x —x|| &)+ A||x —x” O <e+e=2¢
P Mg L I

elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Bu durumda x = y olmak zorundadir.
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Teorem 3.7. (x;) ve (y,) dizileri x;, = x(S(G)) ve y, = y(So(G)) olacak sekilde

kademeli normlu lineer uzay (X, || - ||¢) de iki dizi olsun. Ardindan herhangi bir ¢ €
R icin,

i. X +ye & (x+ y)(Sg (G)) ve

. cxx = cx(Sg(G)) olur.

ispat.

(1) x; = x(Se(6)) ve v = ¥(S4(G)) oldugundan dolayi, tiim & € (0,1] ve & >

0 i¢in,
€
Cr={k €Iyt Ay ) 25}
ve
C={k by Ay, © 2 ;}
oldugunda
lim—|Cy| =0
n hn (3.2)
ve
1
llgnal C,| =0

{k € ITl : Allxk_yk_x_yllc; (f) 2 8} c Cl V) Cz

oldugunda,
ke © =l <i-lal+o-lel
I e P
olmasi gerekir ve sonug olarak (3.2) den
1 _
lim - [ {ket,: Alpmyezy], © = e} | =0
sonucuna ulasilir. Bu durum ispat1 tamamlamaktadir.
(i)  Bu boliimiin ispat1 kolaylikla atlanabilir.
Teorem 3.8. (x;) dizisi kademeli normlu lineer uzay (X, || - ||¢) de birdizive 8 = (6,)
dizisi lacunary dizi olsun. Ardindan
i. Tersinin dogru olmasi zorunlu olmasa da, x;, — X(Ng (G)) ise x;, — X(Sg (G))

dir.
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ii. (x;) dizisi kademeli sinirlandirilmissa, (i) nin tersi gegerlidir.
ispat.

i g > 0 tesadiifi bir deger ve x;, — x(Ng(G)) olsun. Ardindan ispat asagidaki

sekilde devam eder:

D Mo, @2 ) Ay, @ 2| {k e byt Ay O 2]

keI, keI,
Ay (D)ze
|Ixk x||G
Simdi tersi durum igin, Ornek 2.4.8 de tanimlanan || - ||; de, (R™, || - ||s) kademeli
normlu uzay1 dikkate alarak bir sayisal 6rnek olusturur. 8 verilsin. [,, araligindaki [|w/ h, |]
tam sayilarina gore x;, dizisi (0,0,..,1),(0,0,..,2),.., (0,0, ., [|,/hn|]) seklinde olsun ve

aksine x; = 0 olsun. Ardindan

[[Fal]

0
hy,

lig’t%| {k €, : Allxk—OIIG &)= e}l = lizn

dir. Bu yiizden x;, — 0(59 (®)) olur. Diger taraftan;

! hn h-n 1 1
lLTTlnh_n Z A“xk—o”G (f) = llgn[l\/_l]([zl;l/—l] + ) — E =0

kel, n

olur ve bu da x;, » 0(Sg(G)) anlamina gelir.
il. X = x(SQ (G)) ve (x) kademeli sinirlandirilmis oldugu varsayilsin. Ardindan
(x) nin kademeli sinirliligs, tim k € N igin A||xk_x||G < B olacak sekilde bir B =

B(&) > 0 n varhgni vurgular. Verilen & > 0 igin, x;, > x(Ng(G)) sonucunu ifade eden

1
h, z Aljxy—x1 &)

kel

1 1
~ D A, © o D A, ©

k€l kel
A||xk_x||G (CIET: A||xk_x||G ®<e

(3.2)
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< :;n| {ken A g @ =ze)|+e

ifadesine ulasilir.

Asagidaki yardimci teorem 6 lacunary dizisi igin bazi kisitlamalar altinda S(G) ve Sg(G)

kn

kiimeleri arasindaki iligkiyi inceler ve —— oranini ifade eden q,, kullanilir.

n-1

Yardimci Teorem 3.9. (x,) dizisi kademeli normlu lineer uzay (X, || - ||¢) deki bir dizi
olsun. Ardindan herhangi bir lacunary dizisi 6 i¢in S(G) — lim x;, = x olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul liminf q, > 1 olup Sy(G) — lim x;, = x limitini ima eder. Ayrica eger
n
liminf q, = 1ise herhangi bir limite S, (G)—yakinsak olmayan bir S(G)—yakinsak dizisi
n
vardir.

Ispat. Ilk olarak liminfq, > 1 olarak varsayilsin. Ardindan yeterince biiyiik olan bir n
n

n

igin, :—” < 1% iifade eden q, > 1 + v olacak sekilde bir v > 0 vardir. Simdi herhangi

bir € > 0 ve yeterince biiyiik olan bir n i¢in S(G) — lim x;, = x iken

e g, © = - ﬁ—%l kel Ay © =)

1+v1

S J—
v k,

| {k < len t Ay, () 2 e}|

esitsizlikleri

So(G) — lim x;, = x esitligini verir.

Tersi durum igin, liminf q,, = 1 alinsin. S(G)—yakinsak fakat Sy (G) herhangi bir limit
n

degerine yakinsak olmayacak sekilde bir dizi olusturmak amac¢lanmaktadir. 6 lacunary

Kn._ ;
dizisinin bir alt dizi (knj) segilebilir. Bu dizi n; = n;_; 2 2 oldugunda 2= > L ve

nj j+1
kn j— . . . . . P
P /=2 < j yi saglar. Simdi asagidaki adimlan izleyerek (R™,|| - ||¢) (Ornek 2.4.8 de
nj—1
tanimlanan bir norm || - || ) i¢inde bir kademeli sinirh dizi (x;,) tanimlanabilir.

{(0, 0,..,001) kel,,j=123,..
Xk = J

0, diger durumlarda
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Ardindan, herhangi bir x € R™ igin,

1 .
h_n_ Z A||xk—xl|c &)= A||0,0,...,0,1||G (£),j=1,273,..
T \kel,,
j
ve
1
h_n- Z Allxk_xllG (E) = A||x||G (f)) n =+ nj
J \ kel
ifadeleri
L1
lim = | {k € Iy Ajpgy, ©) 2 €} #0

Yani x; + X(Sg (G)) sonucunu Verir.

Fakat (x;) dizisi S(G)—yakimsaktir, p yeterince biiylik bir tam say1 oldugunda knj_l <

p < knj+ ,—1 ifadesini saglayan egsiz bir j ye sahip olunabilir ve ardindan p — oo iken

14

1 kn_ +he, 1 1 2
- A||x|| (5)3%S7+—.=—.
pzkzl 6 ot ]

j = o olur. Bu nedenle (x;) € |0'1(G) | O dir. Connor (Connor, 1988) makalesinin

kullanilan teknigi uygulayarak, (x;) dizisinin S(G)—yakinsak oldugu gosterilebilir.

Yardimci Teorem 3.10. (x;) dizisi kademeli normlu lineer uzay (X, || - ||¢) iginde bir
dizi olsun. Ardindan herhangi bir lacunary 8 dizisi igin, Sg(G) — lim x;, = x limitinin

olmasi igin gerek ve yeter sart lim sup q,, < o olup S(G) — lim x;, = x limitini ima eder.
n
Ayrica limsup q, = o ise, herhangi bir limite S(G)—yakinsak olmayan Dbir
n
Sp (G)—yakinsak dizisi vardir.
Ispat. i1k olarak Sy (G) — lim x;, = x ile birlikte lim sup q,, < o varsayilsin. Tiim n ler
n
icin q,, < B saglayacak sekilde B > 0 vardir. N,,, {k €L, : A|IXk—XI|G & = s} kiimesinin

kardinal sayisini ifade etsin. Ardindan, n > 0 i¢in varsayim geregi, Vn > no,% <7
n

olacak sekilde bir ny, € N vardir.
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M = max{Nl,Nz, ey Ny } ve k,_1 <t <k, ifadesini saglayan bir t tamsayisi olsun.
Ardindan
S(G) — limx;, = x esitligini veren

1
kn—l

%| {e<tca, o @ zel|<—|{k<hnt Ay © 2 ¢}

1

- {Ny + Ny + -4 Ny, + Ny yq + -+ Ny}
n-—1

M 1 AM +1 A&
< h — 4+ h, —
N kn—l o * kn—l{ Mo+l hn0+1 * * " hn

nogM 1 N
<24 (sup—n>{hn0+1+---+hn}

kn—l kn—l n>ng '‘n

esitsizligi bulunur.

Tersi durum i¢in, lim sup q,, = oo varsayilsin. Sg(G)—yakinsak fakat herhangi bir limit
n

degerine S(G)—yakinsak olmayacak sekilde bir dizi olugsmasi amaglanmaktadir. In; > Ji

olacak sekilde 8 = (k,) lacunary dizisinin alt dizisi olan (knj) olusturulabilir. Simdi

asagidaki adimlar izleyerek (R™, || - ||¢) (Ornek 2.4.8 de tanimlanan bir norm || - ||¢)

icinde bir kademeli sinirli dizi (x;,) tanimlanabilir:

B (0,0,..,0,1) knj_1 <k< an]._l,j =1,2,..
Yie = 0, diger durumlarda

(x) € Ng(G) ama (x;) €& | 0.(G) | oldugu gosterilebilir (Freedman vd., 1978, Fridy, ve
Orhan, 1993).

Yukaridaki iki yardimci teoremin birlesiminden asagidaki teoremler ifade edilir:
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Teorem 3.11. (x;) dizisi kademeli normlu lineer uzay (X, || - ||¢) i¢inde bir dizi olsun.

Ardindan, herhangi bir lacunary 0 dizisi i¢in, 1 < liminf q, < limsupq, < o
n n

olmasi icin gerek ve yeter sart

Se(G) — lim x;, = S(G) — lim x;, dir (Choudhury ve Debnath, 2022).

Tamim 3.12. 6 = (k,,) bir lacunary dizi ve (x;) dizisi kademeli normlu lineer uzay

(X, || - ||¢) igindeki herhangi bir dizi olsun.
i. Herhangi bir n i¢gin, k'(n) € I;;
ii. (xkr(n)) alt dizisi baz1 x € X i¢in n — oo giderken x’e kademeli yakinsaktir;

iii. Herhangi bir e > 0 ve ¢ € (0, 1]igin,

lim— =0
n

n

&)= 8}

{k €l,: A”xk

k' () ” G

sartlarini saglayan (x) dizisinin (xk/(n)) alt dizisi varsa (x;) dizisine kademeli lacunary

istatistiksel Cauchy (kisaca Sg(G)—Cauchy) dizisi denir (Choudhury ve Debnath, 2022).

Teorem 3.13. (x;) dizisi kademeli normlu lineer uzay (X, || - ||g) i¢inde bir dizi olsun.
Ardindan, (x;) dizisinin Sy (G )-Cauchy olmasi igin gerek ve yeter sart S (G)-yakinsaktir
olmasidir (Choudhury ve Debnath, 2022).

ispat. x, — x(Sg(G)) ve tim m € N i¢in K(&,m), {k EN: Ajy—xe ) < %}

kiimesini belirttigi varsayilsin. Ardindan, herhangi bir m € N i¢in K({, m+ 1) €

KEM - _ 4 Jimiti elde edilir, K& 0!

K (&, m) saglanir ve lim
n n n

> 0 oldugunu ifade

eden n = r(1) seklinde bir (1) se¢ilsin (K(§,1) NI, # @). Ardindan K(&,2) N1, # @
oldugunu ifade eden n = r(2) seklinde bir r(2) > r(1) segilsin.

r(1) < n < r(2) saglayan tim n igin, k'(n) € I, N K(&,1) olacak sekilde k'(n) € I,
segilsin (A”xk,( = (¢) < 1). Buradaki gibi ilerleyerek, n > r(p + 1) olacak sekilde
n G

K p+1) NI, # @ oldugunu ifade eden r(p + 1) > r(p) segilebilir. Ardindan,
r(p) <n <r(p + 1) isaglayan herhangi bir n i¢in k'(n) € I, N K(§, p) segilsin:

1 (3.3)
A=, & <3

k' (n)
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Bundan dolay1, herhangi bir r igin k'(n) € I,, ifadesi vardir ve denklem (3.3) de, n — o

iken (x k'(n)) ‘in x’e kademeli yakinsak oldugunu ifade eder.

Ardindan, herhangi bir § € (0,1] ve € > 0 igin;

ha,

{k €l,: A”xk—x | &= 8}

k' (m) |

: | e € I+ Ao ©) 2 ;}|

< —
hn
L1
hn

&
{k €L, : A”xk’(n)_x”G &= E}

ifadeleri elde edilir.

Simdi x;, = x(Sg (G )) varsayimini ve (X)) dizisinin x’e kademeli yakinsadig1 gercegi

kullanilarak, yukaridaki esitsizlik saglanir.

Simdi tersi durum igin, (x;) dizisinin Sg—Cauchy dizisi oldugu varsayilsin. Ardindan

herhangi bir ¢ € (0, 1] ve € > 0 i¢in,

| {k € I+ A ) = €}
&
{k El,: A”xk_xk,(n)”(; &= E}

&
|, &= E}

<

k' (n)

+‘{k€]n=A”x

sonucu x; — .X'(Sg (G)) oldugunu ifade eder.

Pringsheim (Pringsheim, 1900) ve Sahiner, Giirdal ve Diiden (Sahiner vd., 2007)
calismalar1 kullanilarak {i¢ indisli diziler i¢in istatistiksel yakinsama kavrami hatirlansin.
Tanmim 3.14. K(n,m,0),Kdaj < n,k < mvel < o olacak sekilde (j, k, [) sayisive K C
N3 pozitif tamsayilardan olusan ii¢ boyutlu bir kiime olsun. Dolayisiyla, dogal

yogunlugun ii¢ boyutlu bir benzeri asagidaki gibi tanimlanir:

K(n,m,0)

Bir K ¢ N* kiimesinin alt yogunlugu 83(K) = P —lim infyn, sembolii ile

gosterilir. (K(n'm'o)
nmo

), Pringsheim anlaminda bir limite sahip oldugunda, K nin ii¢ indisli

K(n,m,0)

dogal yogunluga sahip oldugu soylenir ve 83(K) = P — lim,,, seklinde

tanimlanir (Sahiner vd., 2007).
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Tamim 3.15. Bir reel (karmasik) ii¢ indisli dizi x = (xjkl), x:N3 > R (veya C)

fonksiyonuna verilen isimdir. V j, k,I > N oldugunda |xjkl - L| < € oldugu gbz oniine

alindiginda, tim € > 0 i¢in N € N vardir. Béylece x = (xjkl) ti¢ indisli dizi Pringsheim

anlaminda bir L sayisina yakinsar (Sahiner vd., 2007).

Tamim 3.16. Sinirh bir ¢ indisli dizi tim (j, k, [, ) igin |xjkl| < M pozitif bir M sayisi

mevcut olan dizidir ve bu tiir i¢ indisli diziler |[[x|/(3) = sup jkl|xjkl| < oo ile

gosterilecektir. P-yakinsak bir ticlii indisli dizinin tek indisli dizilerdeki durumun aksine

siirli olmast gerekmez (Sahiner vd., 2007).

Tamm 3.18. Eger Ve > 0 icin 65({(j, k, 1) € N®: |xj; — L| = €}) = 0 ise, bu durumda

X = (xjkl) reel li¢ indisli dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir (Sahiner vd.,

2007).

Tanim 3.19. Ug indisli bir lacunary dizisi olarak j, = 0, h, = j, — j_; — o iken r -

©, kg =0,hy =k —ky_q >0 iken s > 0, [ =0,h; =1, —l;_; = o0 iken t = ©

kosullarm1 ~ saglayan 05 = 0, = {(j,, ks, [;)} artan pozitif tamsayr dizisi

kastedilmektedir.

Burada ks = jrkli, hyese = hphghy ve Opg ile Iy = {(, k, D)1 jroq <Jj <jr ksq <
ks It

k <k, lt_1<lszt},qr=jj—j1, Q5= 1= Qe =7 Ve Grge = rqsq; araliklan

gosterilmektedir (Esi ve Savas, 2015).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu tezde X reel vektor uzayi, x = {xjkl} ti¢ indisli dizi ve 65 = {65} = {Hnop} = {jnkolp},
(X, |I.,-ll¢) kademeli 2-normlu lineer uzayda herhangi bir ii¢ indisli lacunary dizi olarak

alinacaktir.

Tamim 4.1. Eger herhangi bir £ € (0,1] ve her x,y,z € X igin ||.,.ll;: X X X - G*(R)

fonksiyonu

(G2,). Ajx,z1.(§) = Ap(&) eger x ve z dogrusal bagimliysa;

(G25). | Ax,z16(§) = Ajax,z1(§)> 4 € R oldugunda;

(G23). Alyxz16E) < Alyzic () + Ajx 21, ()

kosullarini saglarsa X tizerinde kademeli 2-norm, (X, II.,. ll¢) cifti ise kademeli 2-normlu

lineer uzay olarak adlandirilir.

Tez boyunca X uzay1 2 < d < oo, d-boyutlu bir uzay, X iizerinde ||.,.llz: X X X = G*(R)

kademeli 2-normlu fonksiyon olsun.

Tanmm 4.2. X tizerinde ||.,.ll;: X XX - G*(R) kademeli 2-normlu fonksiyonu ve

herhangibirz € X,e > 0vez € X, > 0 i¢in
03 ({(]; k1) e InOP:Alxjkl—R,Z|G(E) > g}) =0 4.1)

ise istatistiksel olarak R € X e yakinsak olarak adlandirilir.:Boylece, st3(G2) —
limxj,; = R veya xj; — R{st3(G2)} seklinde yazilabilir.

Tanim 4.3. |I.,.ll;: X X X - G*(R) fonksiyonu ve her z € X, e > 0 ve ¢ € (0,1] igin,

lim
nop hnop

{(j, k1) e IHOP:A||xjkz—R.Z||G(‘>;) > g}| =0

ise {xjkl} dizisi kademeli olarak R € X ‘e Sg,-yakinsak denir.

Bu durumda, Sg, (G2) — limxj; = R yada xj; — R{Se3 (GZ)} yazilir. Ayrica X teki tim

Sg,-yakinsak ii¢ indisli dizilerin kiimesi Sg, (G2) olarak yazilsin.

Ornek 4.4.. Ornek 2.4.8’de tamimlandig1 gibi X = R™ ve ||., .|| 2-norm olsun.
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0, nop =0
Onop = {3""”, nop =1

ile tammlanir. Ug indisli {x]-kl} € R™ dizisi su sekilde tanimlanir:

N {(00 ,0,m), j=r%k=s%1=t?% (r,st) EN3
kL1 (0,0, ...,0,0), aksi halde

R™ de sifira kademeli olarak Sg, -yakinsaktr.

Her z € X i¢in

lim {0 D € nopi Ajg-0.1, () =

=31im 3nop{] € (3"1,3"] k € 3%%,3%],1 € (37, 37]: Ay 0.1 (6) = e}
<30im s U < 3%k <301 S 3P A0, (0) 2 |

< 3l an” _

“ < p” igin en biiyiik tam say1 [p] ile gosterilir.
Dolayistyla xjy; — 0{593(62)} sonucuna ulagilir.

Ornek4.5.X = R, || li; herhangibir R € Rigin Ag;,, = e®|R| olarak tanimlanan norm
olsun. Ornek 4.4’te tanimlanan 65 = {H,wp} ti¢ indisli dizisi disiiniildiigiinde, o halde

Xji = j*k?1? olarak tamimlanan x;,; = j2k?1?, Sp.(G2)-yakinsak degildir.

Mantiksal Gerekce: Her R € R i¢in R < 0 veya R > 0 alinsin. Bu sartlarin saglandigi

tiim durumlarda, x dizisi R ye Sy, (G2)-yakinsak olmayacaktir.

Durum 4.1. R < 0 oldugunda, € = %ef olsun. Buna gore tiim z € X i¢in sunu elde ederiz:

lim - — (G 1D € Inop? Ay () = €]
1
lllcr)lzl)% {] € (3" 3",k € (3°74,3%, L € (3P, 3PL: Ay jarziz_p g (§) >—ef} 1
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Durum 4.IL. Eger R > 0 ise, o halde x; ;-1 < R < % x,1, seklinde (jo, ko, lp) € N*

vardir.

3
Alt durum 4.I. 0 <R <1, oldugunda &= %min{R, 1 — R} olsun. Dolayisiyla,

asagidaki esitlik tiim z € X i¢in kolaylikla gosterilebilir:

lim
nop hnop

{(i; k1) e In"p:A”xjkz—R,Z"G(’f) > g}| =1

3
Alt durum 4.II.. R > 1 ise, o halde € = %min{R — Xjokolo—11 Xjokoly — R} segilirse,
dolayistyla asagidaki esitligi tiim z € X i¢in gostermek kolaydir:

1

lim
nop hnop

{(j; k1) € Inop:A"xjkl—R,Z“G(E) = g}l =1.

Tanim 4.6. Yeni dizi uzaylari olan |01’1’1(GZ)| ve Ny, (G2) asagidaki gibi tanimlanir:
Tim z € X i¢in,

|01,1,1(62)| = {{xjue}: bazi R € X ve v¢
n,o,p

. 0l . 1
€ (0,1] igin, lim — Z A||xjkl—R,z||G(f) =0
Jk1=

nop nop

Ve

No,(62) = {{xjur}: bazi R € X ve V¢

E (0;1] 1(;11’1, ‘}llcl)n Z A”xjkl_R'Z"G (f) = 0

nop (j!k'l)EIn

Teorem 4.7. Asagidakiler gecerlidir:

i Eger xj,; — R{N93 (GZ)} ise o halde xj;; — R{593 (GZ)} olur; ancak tersi
dogru degildir.
il. Eger {xjkl} kademeli siirliysa, (i) nin tersi gecerlidir.

Ispat.

1. € > 0 keyfi secilmis bir deger ve xj; — R{N93 (GZ)} oldugu varsayilsin. Bu

durumda tiim z € X i¢in asagidakiler yazilir:
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A||x]-kl—R,z||G(S;) 2 Z A”xjkl_R'Z”G(E)
(J .k DEInop (U kDEInop
A | (§)ze

[T
1% kL= RX]

=€ |{(]: kD)€ ITlOp:A”xjkl_RJZ"G(E) = 8}|

Daha sonra kademeli 2-normlu uzayr (R™,||.,.|l;) oldugunu dikkate alarak karsi bir

ornek olusturulur. Burada Ornek 2.4.8deki gibi tanimlanan ||.,. ||; 2-normdur.

1 2 3 |7 huop|| O

2 2 3 *haop|| 0
x=|: ; P _

2 [ S/hnop ] 4 hop|| O

0 0 0 - 0 0

05 verilsin (Savas ve Patterson, 2006).

O halde, herhangi bir € > 0 ile tiim z € X i¢in 0 < ge® < 1 vardur.

[/ el _

0
hnop

lim
nop Ny op

{(j' k1) € Inop:A"xjkl—O,zHG(f) = €}| = 111;2

O halde, xj;; — 0{593 (GZ)}. Ve esitligin diger tarafinda, tim z € X i¢in,

Z Alxja-oz) (§)

U.kDEInop

li !
m
nop hnop

e ([13/ o N[ Fropl] + 1)) 1

= —_— O
n 2Nnop 27
dolayistyla xj;; + 0{593 (GZ)}.
1. Xk = R{Sg3(G2)} ve x’in kademeli smirli oldugunu varsayilsin. x kademeli

sinirl oldugundan tiim z € X and (j, k, 1) € N3icin Alxq-rz| . S B kosulunu saglayan
G

pozitif bir B = B(¢) > 0 sabitinin mevcut oldugu anlamina gelir. Bu durumda & > 0 igin

asagidaki esitlik elde edilir:
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Tim z € X igin,

1 1
hnop Z A"xjkl_R'Z”G(E) = hnop Z A"xjkl_R'Z"G(";)

Uk,DEInop Uk DEIop
A >
I jir-r 2], 802

A||Xjkl—R,Z”G(f)

1 ). Ax,mR.zG(f))

nop \ Uk, DEnop

{(f: kD)€ I:Aijkz—R'Z”G(f) = £}| 4

bu da sonug olarak xj; — R{N93 (G2)} oldugunu ifade eder.
Teorem 4.8. Belirli bir 65 i¢in xj;,; = R1{Sp,(G2)} ise bu durumda tek bir R, vardir.

Ispat. X igerisinde xj; = R1{Sp,(G2)} ve xji; = R2{Se,(G2)} (R, # R;) oldugu

varsayilsin. Buna uyarak tim ¢ € (0,1],& > 0 ve z € X igin,

lim {01 D) € hnop: Aeyyy-r, 21, ) = €| =0
ve
}ligrllj o {(]; k, l) € Inop:A"xjkl—Rz,Z“G(E) = S}l =0

olur. Bu nedenle,

M= {(]r k1) € Inop:A||xjkl—R1,z||G(f) < 5} N {(]' k1) € Inop:A"xjkl—Rz,z"G ) < 5}

* Q.

€ = Ayry-r, ; (&) segilirse bu durumda r,s,t € M ve tiim z € X i¢in
P24,
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28 = A||R1—R2,z||G(E) < A"xrst—RpZ"G(";) + Allxrst_RZ'Z”G(E) <&e+e=2¢
gibi ¢eligkili bir durum ortaya ¢ikar. Bu yiizden R; = R, olmak zorundadir.

Teorem 4.9. (X, II., . ll;) kademeli 2-normlu lineer uzay igerisinde {xjkl} ti¢ indisli bir dizi
ve {yjkl} diger li¢ indisli dizi olsun. Eger xj;; — Rl{Ng2 (GZ)} V€ Vjki = RZ{NQ2 (GZ)} ise

bu durumda

1. xjkl + yjkl 4 (Rl + Rz){593 (62)} ve

ii.  Herhangi bir ¢ € Rigin, cxji; = ¢R1{Sp,(G2)}.
Ispat.

i. Xjki = R1{593 (GZ)} Ve Yjk — R2{393(G2)} oldugunda, her & € (0,1] ve € > 0

i¢in

4.2
lim—— |C,| = 0 ve lim——|C,| = 0 4.2)
nop hnop nop hnop
burada

€ = {61 D) € hnop: Ay ory ) 2 5

ve

Co = {01 D) € nop? Ay -y _(©) 2 %} zZEX.
Simdi asagidaki dahil edilirse

{(j' kD) € Inop:A||xjkz+ijz—R1—Rz»Z||G(E) = g} SGUG

elde edilir.
. 1 1
hnop {(]! k, l) € Inop:A||xjkl+yjkl—R1—R2,z||G(E) = €}| < hnop |C1| + Kop |CZ|
ve (4.2) den dolay1
09 Mg {050 € hop: Ay -, (O Z ef| = 0, z€ X
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ve boylece ispat tamamlanmis olur.
1. Ispat1 kolay oldugu i¢in bu kisim atlanmustar.

Asagidaki yardimci teoremlerde 65 lizerindeki belirli kisitliliklara tabi olarak S(G2) ve

Sp,(G2) kiimeleri arasindaki iliskilerin icerikleri incelenecektir.

Gnop = nYoYp €sitligi kullanilacaktir.

Yardimei Teorem 4.10. S(G2) — limx;j,; = R esitliginin Sg, (G2) — limxj,; = R olmasi
igin gerek ve yeter kosul lim infy, 5, qnop > 1 olmasidir.

Bunun yam sira, liminfy,Qqnep =1 ise, bu durumda S(G2)-yakinsak olan fakat
herhangi bir limite Sg, (G2) —yakinsak olmayan bir ii¢ indisli dizi mevcuttur.

Ispat. lim in frnopQnop > 1 olarak alinsin. Yeterince biiylik n, 0, p kosulu altinda g,, > 1 +

v,q, > 1+ v ve q, > 1+ v kosullarin1 saglayan bir v > 0 mevcuttur. Bu da, (i]l—:) <

1%, (:—2) < 1% ve (’ll_p;:) < 1;—” anlamina gelir. Simdi S(G2) — limxj; = R oldugundan,

herhangi bir € > 0 ve yeterince biiylik n, 0, p i¢in asagidaki esitsizlik tim z € X i¢in

Sp,(G2) — limxjy; = R yi verir.

hnop {(]’ kl l) € Inop:A"xjkl—R,z”G(f) 2 €}|

_ knop

{(i' k1) € I:A"xjkl_R'Z"G(f) 2 S}|

hnop knop
1+1n\3 1
<(=)
v knop

Bunun tersi i¢in, lim infy o, qnop = 1 oldugu varsayilsin. S(G2) —yakinsak ama herhangi

{] Sk < kol < lP:A"xjkl_R'Z"G(f) = S}|

bir Sp,(G2) —yakinsak olmayan ii¢ indisli bir dizi olusturulsun. Devam edilirse 6

lacunary ii¢ indisli dizisinin asagidakileri saglayan (knaobpc) ii¢ indisli alt dizisi

secilebilir:

Jng—1 a Jna—1
= > ve | — > aburadan, —ng_q) = 2;
( ]Tla ) (a + 1) <]Tl(a_1)) N (a 1)
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kg 4 b kay-1

C(b-1)

lpc_l ¢ lpc_l
L > T D) ve L > ¢ burada p, — p(c-1) = 2.

Asagida (R™, ||.,.||s) icerisinde kademeli olarak sinirh ti¢ indisli bir x dizisinin nasil
tanimlandig1 gosterilmektedir (burada Ornek 2.4.8°de agiklamasina benzer olarak |I-,-l¢
2-normdur):

_ {(0,0, 20D, (kD € Iyyoyp; @bc=12,..
kl — :

% 0, diger durumlar

]

O halde, her R € R™, igin asagidakiler elde edilir:

Timz € X ven # ng, 0 # 0p,p # p. i¢in

1
<h > z A||xjkz—R,z||G(f) = 4400,..00-rzIc(§); a,b,c =12, ...

NagOpDc (j'k’l)EInaOch

veE

1
< > Z Alxja-rzl, &) | = Air.zis(§)

h
"ta%Pe U.kD€EMmgo,pe

bu da asagidaki sonucu verir:

Tim z € X igin

1 3
lim <hn0p> |{(], k; l) € anP:A"xjkl—R,Z”G(E) = S}l * 0,

nop
yani xjy; + R{593 (GZ)}.

Ancak {xjkl} dizisi S(G2)-yakinsaktir, ¢iinkii @, 8,y yeterince biiyiik herhangi bir
tamsaylysa sadece a,bvec jn, 1 <a< jn,Koyo1 <P <Koplp-1 <y =<1, de

yerine konulursa tiim z € X i¢in a, 8,y — oo iken
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a,fy

—1 A < (jna—lkob—llpc—l + hnaobpc) 2
CZIB]/ Z ”xjkl'Z"G (E) = ( I I ) < abe
j=1k=1,=1 Ing—1Kop-1tp -1

a,b,c — o oldugu sonucu ¢ikar.

Dolayisiyla {xjkl} € |01,1‘1(GZ)|0. Bu yiizden {xjkl} dizisinin S(G2) —yakinsak oldugu

gosterilebilir.
Yardimer Teorem 4.11. S(G2) —limxj; = R olmas: igin gerek ve yeter kosul
lim SUppopGnop < 0 olup Sp,(G2) —limxj,; = R oldugu anlamma gelir. Ayrica,

lim sup qpop = © ise, Sg,(G2)-yakinsaktir fakat herhangi bir limite S(G2)-yakinsak

nop
olmayan {xjkl} ti¢ indisli dizisi vardir.
Ispat. 11k olarak Sp,(G2) — limxjy; = R ile lim SuppopQnop < o oldugunu varsayalim.

Boylece herhangi bir ng, 0y, pg € N ii¢in pep < B (00 > B > 0). Ny, tiim z € X igin

{(j} k' l) E Inop:Aijkl—R,zHG(f) 2 8}

kiimesinin kardinal sayisini1 gostersin. O halde, varsayima gore belli birn > 0, i¢cin VYn >

Nnop

Ny, 0 = 0g,p = po;( > <n olacak bigimde ngy,04,pyo EN vardir M =

hnop
max{Nnop: 1<n<ny,l<o0<0y,1<p< po} olsun ve a,B,y, jm-1)<a<
Jko-1) < B < ko, lp-1) <y <, kosullarin1 saglayan li¢ tamsay1 olsun. Bu durumda
tim z € X i¢in asagidakiler elde edilir:

(a,[13y> |{j <ak<BLl<y: A”x]kl Rz|| &) > g}|

1 . .
< <(j(n_1)k(o_1)l(p_1))> |{] S<jwk <k,l< lp:A”xjkl—R,ZHG(f) > €}|

< >{N111 + Nppp + -0+ Nnooopo + Nn0+100+1p0+1+ ot Nnop}
Un- 1)k(o vlp-1)

1
< NyOpPo + < - >
<(J(n Dko-»lep- 1))> (m-nko-nlp-1)
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hn0+100+1p0+1Nn0+100+1p0+1)) 1. (hnopNnop)}

n0+100+1p0+1 h‘nop

{(
S(} 190pPoM ) 1
(

(n-Dkeo-0lp-1/) Jm-DKko-»Dlp-1)  sup

n>ng,0>00,p>Po

<hn0p> {hno+1oo+1p0+1 + et hnop}

nop

( (nyoopoM) > U(jnkolp_jnokt)olpo)
(m-nko-nlp-1) (mn-vko-nlp-1)

(ngoopoM)
~ (m-vko-nlop-1)

+ Nqnop

(ngoopoM)
" (m-nkeo-nlop-1)

+nB

Buradan S(G2) — limx;j,; = R sonucuna ulasilir.

Bunun tersi durumda, limsupn,p qnop = o oldugu varsayilsin. Simdi Sy, (G2)-yakinsak
degil de herhangi bir limite S(G2)-yakinsak olmayan tg¢lii dizisiyle baslansin. 85 iig
indisli lacunary dizisinin {jnakoblpc} Ug indisli alt dizisi qyp,0,,, > abc olacak sekilde
olusturulsun. Simdi artik (R™, ||.,.||;) kademeli sinirh {xjkl} ti¢ indisli dizi asagidaki

sekilde tanimlansin:

(0,0,...,01)  jny—1<J <2fn,-1, koy-1 <k <2ky,_4
xjkl = lp,;—l <l< ZIpc—l; a, b,C = 1,2,
0, diger halde

X € Ny, (G2) ancak x & |01(G2)| oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla x’in Sp, (G2)-
yakinsak oldugu ortaya ¢ikar. Fakat x’in S(G2)-yakinsak olmadigi kolayca gosterilebilir.

Yukarida bahsedilen iki yardimci 6nerme birlestirildiginde asagidaki teoreme ulasilabilir:
Teorem 4.12.

5(G2) — limxjy; = Sp,(G2) — limx;y,

olmasi icin gerek ve yeter kosul

1 <lim infnopqnop < lim SUPnopGnop < ®
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olmasidir.

Tamm 4.13. 6; = {jnkolp} ti¢ indisli lacunary dizi olsun. Dolayisiyla, eger x dizisinin

Xy’ (o)1’ (py} s€Klinde bir iig indisli alt dizisi meveut ve
i Herhangi bir, n, 0, p igin (j’(n), k'(o0), l’(p)) € Inop;
1. BaziR € X, {xj,(n)k,(o)l,(p)} dizisi kademeli olarak R (n,0,p — o) ya yakinsar;

iii. Herhangi bir € > 0,& € (0,1] ve z € X igin

=0

lim
nop Nyop

{(]', k)€ Inop:A” | &= 8}

xjkl_xj'(n)k’(o)l’(p)'z|

oluyorsa, x dizisinin kademeli lacunary istatistiksel Cauchy oldugu sdylenir (kisaca

Sg,(G2) —Cauchy).

Teorem 4.14. x dizisinin Sy, (G2)-yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Sg, (G2)-

Cauchy olmasidir.
Ispat. Her e € N igin, x;,; - R{Sp,(G2)} ve

. 3 1
KEe) = (G0 D) € N3 Apy oy ©) <]

oldugu varsayilsin. Dolayistyla, herhangi bir e € N igin K(§,e) 2 K(§, e + 1) saglanir

|K(E,e)nlnop| _

ve limp,p — = 1 elde edilir. n = s{,0 = t{,p = w; olacak sekilde sy, t;, wy
nop
) . |K(E.e)nlnop| . .
secilmesi, — > 0 anlamina gelir yani, K(&, 1) N I, # @.
nop

Ardindan s, > sq,t, > t,Wwy > Wy, N> 55,0 = t,,p = w, kosullarmi saglayacak
sekilde segilir bu da K(&,2) N I,,, # @ anlamina gelir. Daha sonra, s; <n < s,t; <
0 < ty,w; < p < w, kosullarimi her bir n,0,p igin saglayan (j'(n),k’(0),!'(p)) €
Liop N K (&, 1) olacak sekilde (j’(n), k'(0), l’(p)) € Ipop secilir. Yani tiim z € X igin

A —ra] 8) <1

i@k ) ()

olur. Bu sekilde devam edildiginde n > S(o11),0 > t(e41), P > W(e41) Olacak sekilde
Ste+1) > Sest(e+1) > tes W(es1) > W, segilebilir bu da K(&,e + 1) N I,,,, # @ oldugu

anlamina gelir.
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Dolayisiyla, tim s,t,w i¢in S, S 7 < S(eq1),te < 0 < teq1), We < P < W(eyq) Olacak

sekilde (j'(n), k'(0),I'(p)) € Liop N K(&, €) yani tiim z € X icin

(4.3)
A"xj'(n)kl(o)U(p)—R,z||G (E) < g

secilir.
O halde herhangi bir s,t,w icin (j'(n),k'(0),U'(p)) € Lo, elde ederiz ve (4.3)

{x]-r(n) k' (0) l’(p)} oldugu anlamina gelir ve (n, 0, p = o) kademeli olarak R ye yakinsaktir.

Buradan asagidakiler elde edilir:

Herhangi bir ¢ € (0,1],&e > 0 ve z € X i¢in,

{(j, k)€ Inop:A” ” = g}

hnop X jk1 = j1(m) 1 (0) / (p)

1
<

. &
hnop {(]’ k' l) € Inop:Aijkl—R,z"G(f) 2 E}|'

Asagidaki varsayim kullanilarak ve yukarida belirtilen esitsizlikten xjz; — x{S 65 (GZ)} ve

{xj,(n) k,(o)l,(p)} dizisinin R ‘ye kademeli olarak yakinsak oldugu sonucu ¢ikar.

Bunun tersi ig¢in, {xjkl} nin bir Sy, -Cauchy dizisi oldugu varsayilsin. Yani herhangi bir

§€(0,1],e>0vez € Xicin

|{(]; k, l) € Inop:A”xjkl_R,Z"G(E) > S}|
= |{(] kL)€ I’wp:A"xfkl‘xjr(n)kr(o)u(p)’ZIIG(f) = §}|

. &
+ |{(]' k' l) € In0p'A"le(n)kl(o)ll(p)_R'Z”G(f) = §}|

esitsizliginden x;j,; — R{Sg3(GZ)} sonucuna ulagilir.
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5. SONUC

Bu ¢alisma, kademeli normlu uzaylarda ti¢ indisli dizilerin lacunary istatistiksel
yakinsaklig1 konusundaki arastirmalarin dnemini vurgulamaktadir. Bu tiir dizilerin
matematiksel Ozelliklerini anlamak ve ¢esitli uygulamalarda nasil kullanilabilecegini
belirlemek, bu alandaki ¢alismalarin temel amacidir. Kademeli normlu uzaylarda iig¢
indisli dizilerin lacunary istatistiksel yakinsaklig1 iizerine yapilan caligmalarin 6nemi
birkac nedene dayanmaktadir. ilk olarak, bu dizilerin matematiksel yapilari ve
davraniglari, islevsel analiz, olasilik teorisi ve sayisal analiz gibi pek ¢ok alanda
uygulanmaktadir. Bu nedenle, bu dizilerin yakinsaklik 6zelliklerini anlamak, s6z konusu
alanlardaki arastirmalara ve uygulamalara katki saglayabilir. Ayrica, bu tiir dizilerin
yakinsaklik 6zelliklerini anlamak, genel matematik teorisine ve metodolojilere de 6nemli
katkilarda bulunabilir.

Bu calismanin bulgulari, gelecekteki arastirmalara ve uygulamalara yonelik bir¢ok
potansiyel a¢ilim sunmaktadir. Ornegin, kademeli normlar yerine daha genel normlar
veya metrikler tanimlayarak {i¢ indisli dizilerin lacunary istatistiksel yakinsakligini
incelemek miimkiindiir. Banach uzaylar1 veya daha genel topolojik vektor uzaylarinda
yapilan ¢aligmalar, daha genis bir baglamda sonuclar elde edilmesini saglayabilir. Hilbert
uzaylari, Sobolev uzaylar1 veya Lebesgue uzaylar1 gibi farkli fonksiyonel uzaylarda ii¢
indisli dizilerin lacunary istatistiksel yakinsakligin1 incelemek, farkli yakinsama ve
konvergans kavramlarin1 anlamaya yardimc1 olabilir.

Kademeli normlu uzaylarda, klasik istatistiksel yakinsama ve lacunary yakinsama
kavramlarmni genisleterek yeni yakisama tiirleri tanimlanabilir. Ornegin, agirhikli
lacunary yakinsama veya zamana bagli yakinsama kriterleri gelistirilebilir. Birden fazla
yakinsama kriterini bir arada kullanarak daha giiglii sonuglar elde etmek de miimkiindiir.
Bu sekilde, bir dizinin hem klasik hem de lacunary anlamda yakinsadigi durumlar daha
derinlemesine incelenebilir. Lacunary istatistiksel yakinsama analizinde, istatistiksel
dagilimlar1 ve olasilik teorisini kullanarak daha ayrintili sonuglar elde edilebilir. Ozellikle
tic indisli dizilerin belirli alt dizilerinin davranmiglarini anlamak i¢in bu yaklagim faydal
olabilir. Ayrica, Monte Carlo simiilasyonlar1 gibi istatistiksel yontemler kullanilarak
teorik sonuclarin pratikte nasil uygulanabilecegi test edilebilir.

Son olarak, kademeli normlu uzaylarda {i¢ indisli dizilerin lacunary istatistiksel
yakinsakligini incelemek i¢in numerik analiz ve hesaplama yontemleri kullanilabilir. Bu

yontemler, 6zellikle karmasik dizilerin ve serilerin davraniglarini anlamada 6nemli bir rol
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oynar. Lacunary dizilerin genellestirilmis versiyonlar1 lizerinde calisarak, farkli tiirde
yakinsama ve konvergans kavramlarinin gelistirilmesine katki saglanabilir.

Bu c¢alismada belirtilen yontemler ve teknikler, kademeli normlu uzaylarda ii¢
indisli dizilerin lacunary istatistiksel yakinsakligi iizerine yapilan arastirmalarda hem
teorik hem de uygulamali bilimlerde yeni buluslarin elde edilmesine olanak taniyabilir.
Bu alanda yapilacak ¢aligmalar, matematiksel analiz, veri bilimi, miithendislik gibi bircok

alanda 6nemli ilerlemelere yol acabilir.
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