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𝑮(ℝ)  : Tüm kademeli dizilerin kümesi 

𝑳  : Lacunary dizilerin kümesi 

𝒍∞  : Tüm sınırlı dizilerin uzayı 

𝒍∞
𝟑   : Tüm sınırlı üç indisli dizilerin uzayı 

𝑵𝜽  : Lacunary kuvvetli yakınsak dizilerin uzayı 

𝑺  : İstatistiksel yakınsak dizilerin uzayı 

𝑺𝜽  : Lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı 

𝑺(𝑮)  : Kademeli istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi 

𝑺𝜽𝟑  : Üç indisli lacunary istatistiksel yakınsak diziler kümesi 

𝑺𝜽(𝑮)  : Tüm kademeli lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi 

𝑺𝜽𝟑(𝑮𝟐) : 2-normlu lineer uzayda üç indisli kademeli lacunary istatistiksel 

yakınsak dizilerin kümesi 

𝒔𝒕 − 𝐥𝐢𝐦
𝒌→∞
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ℕ  : Doğal sayılar kümesi 
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𝜹(𝑨)  : A kümesinin üst yoğunluğu 
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1.GİRİŞ 

İstatistiksel yakınsaklık fikri, Steinhaus (Steinhaus, 1951) ve Fast (Fast, 1951) 

tarafından bağımsız olarak tanıtılmış ve daha sonra Schoenberg (Schoenberg, 1959) 

tarafından istatistiksel yakınsaklığın bazı temel özellikleri incelenmiştir. 

1993 yılında, Fridy (Fridy, 1993) lacunary istatistiksel yakınsama kavramını 

istatistiksel yakınsamanın uzantılarından biri olarak tanıttı. 𝜃 = (𝑘𝑛)𝑛∈ℕ∪{0} lacunary 

dizisi 𝑘0 = 0 ve ℎ𝑛 = 𝑘𝑛 − 𝑘𝑛−1 → ∞, 𝑛 → ∞ şartlarını sağlayan artan bir tam sayı 

dizisidir. 

∀ε >  0 olmak üzere gerçek değerli bir (𝑥𝑘) dizisi için 𝐼𝑛 = (𝑘𝑛−1, 𝑘𝑛] iken 

lim
𝑛

1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝑙| ≥ ε}| = 0 oluyorsa, bu dizi 𝑙 gerçek sayısına lacunary 

istatistiksel olarak yakınsaktır (kısaca 𝑆𝜃 yakınsak) denir.  

Bu durumda, 𝑙 sayısına (𝑥𝑘) lacunary istatistiksel dizisinin limiti denir ve 

sembolik olarak 𝑆𝜃 − 𝑙𝑖𝑚(𝑥𝑘) = 𝑙 veya 𝑥𝑘 → 𝑙(𝑆𝜃) şeklinde yazılır. 𝜃 lacunary bir dizi 

olmak üzere 𝜃’ya istatistiksel olarak yakınsak olan dizilerin tümü 𝑆𝜃 olarak gösterilir. 

Fridy ve Orhan (Fridy ve Orhan, 1993) istatistiksel yakınsama ile lacunary istatistiksel 

yakınsama arasındaki ilişkiyi kurmuştur. Fridy ve Orhan (Fridy ve Orhan, 1993) lacunary 

istatistiksel Cauchy dizileri kavramını sunmuştur ve Freedman vd. (Freedman vd., 1978) 

tarafından │𝜎1│ sınıfı tüm kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin kümesini ve 𝑁θ tüm 

lacunary kuvvetli yakınsak dizilerin uzayını göstermek üzere 

│𝜎1│ = {(𝑥𝑘) ∶ bazı 𝑙 ∈ ℝ, lim
𝑛

1

𝑛
(∑│𝑥𝑘 − 𝑙│

𝑛

𝑘=1

) = 0} 
(1.1) 

𝑁θ = {(𝑥𝑘) ∶ bazı 𝑙 ∈ ℝ, lim
𝑛

1

ℎ𝑛
(∑ │𝑥𝑘 − 𝑙│

𝑛

𝑘∈𝐼𝑛

) = 0} 

(1.2) 

bu iki dizi uzayı arasındaki ilişki incelenmiştir. 

Ayrıca çift diziler üzerine ilk çalışmalar Bromwich (Bromwich, 1965) tarafından 

oluşturulmuştur. Çift diziler için düzenli yakınsama kavramı Hardy (Hardy, 1917) 

tarafından tanıtılmıştır. Daha sonra, Zeltser (Zeltser, 2001) doktora tezinde hem topolojik 

çift dizi uzayları teorisini hem de çift dizilerin toplanabilirlik teorisini esasen incelemiştir. 

Son zamanlarda, Mursaleen ve Edely (Mursaleen ve Edely, 2003) ve Şahiner, Gürdal ve 
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Düden (Şahiner vd., 2007) çoklu diziler için istatistiksel yakınsama fikrini ele alan 

matematikçilerdir. Çift indisli lacunary istatistiksel yakınsama kavramı ise Patterson ve 

Savaş (Patterson ve Savaş, 2005), üç indisli dizi kümeleri için lacunary istatistiksel  

yakınsaklık Demirci ve Gürdal (Demirci ve Gürdal, 2021) tarafından ve diğer 

matematikçiler tarafından çalışılmıştır. 

Bulanık kümelerin fikrine bakılırsa, Zadeh tarafından 1965 yılında (Zadeh, 

1965) klasik küme kuramsal kavramın bir genişlemesi olarak ilk kez tanıtılmıştır. 

Günümüzde, farklı bilim dalları ve mühendislik alanlarında geniş uygulama alanları 

vardır. "Bulanık sayı" terimi, bulanık küme teorisi çalışmalarında önemli bir rol 

oynamaktadır. Bulanık sayılar aslında sayıların değil, aralıkların genellemesidir. Hatta 

bulanık sayılar, klasik sayıların bazı cebirsel özelliklerine uymaz. Bu nedenle, "bulanık 

sayı" terimi farklı davranışı dolayısıyla birçok yazar için tartışmalıdır. Birçok yazar 

tarafından "bulanık aralıklar" terimi, bulanık sayılar yerine sıklıkla kullanılır. 

Araştırmacılar arasındaki karışıklığı aşmak için, 2008 yılında Fortin ve arkadaşları 

(Fortin vd., 2008) tarafından bulanık aralıkların elemanları olarak kademeli (aşamalı) 

gerçek sayılar kavramı sunulmuştur. Kademeli gerçek sayılar, bir üyelik fonksiyonu 

aracılığıyla bilinirler. Her gerçek sayı sabit bir atama fonksiyonuna sahip (0,1] aralığında 

kademeli bir sayı olarak görülebilir. Kademeli gerçek sayılar ayrıca klasik gerçek 

sayıların tüm cebirsel özelliklerine uyar; hesaplama ve optimizasyon problemlerinde 

kullanımları vardır. 

2011 yılında Sadeqi ve Azari (Sadeqi ve Azari, 2011) ilk olarak kademeli normlu 

lineer uzay kavramını tanıttı. Uzayın çeşitli özelliklerini hem cebirsel hem de topolojik 

bakış açısıyla incelediler. Bu yönde daha fazla ilerleme Aiche ve Dubois  (Aiche ve 

Dubois, 2012), Ettefagh, Azari, ve Etemad (Ettefagh vd., 2020) tarafından 

gerçekleştirildi. 

Kademeli normlu lineer uzay dizilerinin yakınsaması üzerine yapılan çalışmalar 

henüz yeterli sayıda değildir. Yapılmış olan araştırmalar, kademeli normlu lineer 

uzaylarda dizilerin yakınsamasının davranışları arasında güçlü bir benzerlik ortaya 

koymaktadır. 

Son zamanlarda, Ettefagh vd. (Ettefagh vd., 2020) tarafından kademeli normlu 

lineer uzaylarda dizilerin yakınsaması kavramı sunulmuştur. Aynı zamanda, onlar 

topolojik açıdan bazı özellikleri inceleme fırsatı yakalamışlardır. Choudhury ve Debnath 

(Choudhury ve Debnath, 2021) dizilerin kademeli normlu lineer uzaylar içinde 
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yakınsamasının kavramını ideal yakınsama olarak genişletmişlerdir. Bu nedenle, 

kademeli normlu lineer uzaylar içinde dizilerin lacunary istatistiksel yakınsamasının 

incelenmesi çok doğaldır. 

1963 yılında Gähler tarafından tanıtılan ve iki yıl sonra, 1965'te yine Gähler 

tarafından geliştirilen “2-Normlu Uzaylar” kavramı, birçok matematikçinin ilgisini çeken 

önemli bir konu haline gelmiştir. Bu kavram, 2-Metrik Uzaylar (Gähler, 1965; Ehret, 

1969), Non-Archimedean 2-Normlu Uzaylar (Ingleton, 1952; Gähler, 1965), 2-Banach 

Uzaylar (White, 1968; 1969), 2-Fonksiyonel (Lal ve Das, 1982), Lineer 2-Normlu 

Uzaylarda Tamlaştırma (Ehret, 1969), 2-İç çarpım Uzayı (Diminnie ve diğerleri, 1973; 

1974; 1977), 2-Konvekslik (Diminnie, 1956; Diminnie ve White, 1978), Kombinatorik 

Teori (Grant, 1968) gibi matematiğin temel alanları ve klasik Fonksiyonel Analiz ile olan 

ilişkisi sayesinde büyük ilgi görmüştür. Özellikle, 2001 yılında Gunawan ve Mashadi 

tarafından “2-normlu Uzaylarda Yakınsaklık ve Cauchy” kavramlarının tanıtılmasıyla 

yeni bir analiz yaklaşımı ortaya çıkmıştır. Aynı yıl içerisinde Gunawan ve Mashadi, “n-

normlu uzaylar ve n-Banach Uzaylar” kavramlarını ele alarak 2-normlu uzayları daha da 

genişletmişlerdir. Ayrıca, Gürdal ve Pehlivan (2004), Açık ve Gürdal (2007), Gürdal ve 

Açık (2008) tarafından yapılan çalışmalarla 2-normlu uzaylarda yakınsaklık ve 

istatistiksel yakınsaklık konusu incelenmiş ve bu alanda yeni bir araştırma alanı 

doğmuştur. 

Böylelikle, bu tez çalışmasında, üç indisli diziler için lacunary istatistiksel 

yakınsaklık kavramı kademeli 2-normlu uzaylarda geliştirilmiştir. 
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2. GENEL BİLGİLER 

Şimdiki bölümde tez içerisinde kullanılacak önemli teoremler ve tanımlar verilecektir. 

2.1. Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1. (𝑥𝑛) bir reel sayı dizisi ve 𝑥 𝜖 ℝ olsun. Her 𝜀 > 0 için 𝑛 >  𝑛0 olduğundan 

|𝑥𝑛 − 𝑥| < 𝜀 olacak biçiminde 𝜀 a bağlı bir 𝑛0 ∈ ℕ sayısı bulunabiliyorsa (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 e 

yakınsaktır denir ve 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑛 = 𝑥 veya (𝑥𝑛) → 𝑥 ile gösterilir (Maddox, 1977). 

Tanım 2.1.2. (𝑥𝑘𝑛) dizisi (𝑥n) dizisinin bir alt dizisi olsun. (𝑥𝑘𝑛) dizisi yakınsak ve limiti 

𝑥 ise bu 𝑥 noktasına (𝑥𝑛) dizisinin bir limit noktası denir (Maddox, 1977). 

Tanım 2.1.3. (𝑥𝑛) bir reel terimli dizi olsun. (𝑥𝑛) bir Cauchy dizisi olması için gerek ve 

yeter şart her 𝜀 > 0 için bir 𝑛0 ∈ ℕ vardır öyle ki 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 için |𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| < 𝜀 dur 

(Maddox, 1977). 

Tanım 2.1.4. Reel veya kompleks terimli bütün dizilerin 𝜔 uzayının boş olmayan her alt 

vektör uzayına dizi uzayı denir (Choudhary ve Nanda, 1989). 

Tanım 2.1.5. B kümesi ℕ doğal sayılar kümesinin bir alt kümesi ve 𝐵𝑛 = {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝑎} 

olsun. 𝐵 kümesinin sırayla alt ve üst yoğunluğu 

𝛿(𝐵) = 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓
|𝐵𝑛|

𝑛
  

(2.1) 

ve  

𝛿(𝐵) = 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝
|𝐵𝑛|

𝑛
 

(2.2) 

olarak verilir. 

|𝐵𝑛|

𝑛
 dizisinin limitinin var olması durumunda bu limite 𝐵 kümesinin doğal yoğunluğu 

denir. 𝐵 kümesinin doğal yoğunluğu 𝛿(𝐵) ile gösterilir (Niven vd., 1991). 

Örnek 2.1.6. C = {1,4,9, … , 𝑛2, … } olsun. 

(
𝐶(𝑛)

𝑛
) = (

1

1
,
1

2
,
1

3
,
2

4
,
2

5
,… ) 

olduğundan  
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 𝛿(𝐶) = 𝛿(𝐶) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐶(𝑛)

𝑛
≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

√𝑛

𝑛
 

 olup 𝛿(𝐴) = 𝛿(𝐴) = 0 dır. 

Örnek 2.1.7. 𝐴 = ℕ olsun. 

(
𝐴(𝑛)

𝑛
) = (

1

1
,
2

2
,
3

3
,
4

4
,
5

5
,… ) 

olduğundan 

𝛿(𝐴) = 𝛿(𝐴) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1 = 1 

Tanım 2.1.8. . ∀𝜀 > 0 için 𝛿(𝑘 ∈ ℕ: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀) = 0 

yani 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

ise 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 noktasına istatistiksel yakınsaktır denir ve 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝐿 şeklinde 

gösterilir. Eğer 𝐿 = 0 ise bu takdirde 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisine istatistiksel sıfır dizisi denir 

(Freedman ve Sember, 1981). 

Teorem 2.1.9. Yakınsak her dizi aynı zamanda istatistiksel yakınsaktır. Fakat bunun tersi 

her zaman doğru değildir. 

İspat. 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi 𝐿 noktasına yakınsak olsun. 𝐿 her bir 𝜀 komşuluğu dışında 𝑥 =

(𝑥𝑛) dizisinin ancak sonlu sayıda elemanı bulunabilir. Yani {𝑘: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} kümesi 

sonlu olup, bu kümenin yoğunluğu 0 dır. Dolayısıyla 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi 𝐿 noktasına 

istatistiksel yakınsak olduğu elde edilir. Tersine olarak 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi, 

𝑥𝑛 = {
𝑛,   𝑛 = 𝑘2, 𝑘 ∈ ℕ

0,   𝑛 ≠ 𝑘2, 𝑘 ∈ ℕ
  

olarak tanımlansın. 

(𝑥𝑛) = (1,0,0,4,0,0,0,0,9,0,0, … ) olduğundan {𝑛: |𝑥𝑛 − 0| ≥ 𝜀} = {1,4,9, … } olup 

kümenin yoğunluğu 0 dır. Dolayısıyla 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olur. Bu örnekte de görüldüğü 

gibi 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi 0 noktasına istatistiksel yakınsak olduğu halde, bu dizi yakınsak 

değildir. 
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Tanım 2.1.10. 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi verilsin. Eğer 𝛿({𝑛𝑖: 𝑖 ∈ ℕ}) = 0 ise (𝑥𝑛𝑖) dizisine seyrek 

alt dizi, aksi taktirde seyrek olmayan alt dizi adı verilir (Fridy, 1993). 

Tanım 2.1.11. 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisinin seyrek olmayan λ ya yakınsak bir alt dizisi varsa, λ ya 

𝑥 = (𝑥𝑘) sayı dizisinin bir istatistiksel limit noktası denir ve 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisinin 

istatistiksel limit noktaları kümesi Λ𝑥 ile gösterilir (Fridy, 1993). 

Tanım 2.1.12. 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi verilsin. ∀𝜀 > 0 için {𝑛 ∈ 𝑁: |𝑥𝑛 − 𝜇| < 𝜀} kümesi sıfır 

yoğunluğa sahip değilse μ sayısına 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisinin bir istatistiksel yığılma noktasıdır 

denir. 𝑥 = (𝑥𝑘) sayı dizisinin istatistiksel yığılma noktalarının kümesi Γ𝑥 ile gösterilir 

(Fridy, 1993). 

Örnek 2.1.13. 

𝑥𝑘 = {
1,   𝑘 = 𝑛2, 𝑛 ∈ ℕ

0,   𝑘 ≠ 𝑛2, 𝑛 ∈ ℕ
 

şeklinde tanımlanan 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi için 

𝐿𝑥 = {0,1}, Λ𝑥 = {0} ve Γ𝑥 = {0} dır. 

Teorem 2.1.14. İstatistiksel yakınsak bir dizinin istatistiksel yığılma noktası dizinin 

istatistiksel limit noktasıdır (Tripathy, 1997). 

İspat. 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisinin istatistiksel limit noktası 𝐿, istatistiksel yığılma noktası 𝑎 olsun. 

Biz 𝑎 ≠ 𝐿 olduğunu kabul edelim. 

𝜀 < |
𝑎 − 𝐿

2
| 

aşağıdaki kapsamı yazabiliriz. 

{𝑘 ∈ ℕ: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} ⊇ {𝑘 ∈ ℕ: |𝑥𝑘 − 𝑎| < 𝜀} 

Buradan yoğunluğa geçersek, 

𝛿(𝑘 ∈ ℕ: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀) ≥ 𝛿({𝑘 ∈ ℕ: |𝑥𝑘 − 𝑎| < 𝜀}) 

elde ederiz. (𝑥𝑛) dizisi istatistiksel yakınsak olduğundan 𝛿(𝑘 ∈ ℕ: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀) = 0 dır 

ve 𝛿({𝑘 ∈ ℕ: |𝑥𝑘 − 𝑎| < 𝜀}) = 0 bulunur. Bu ise 𝑎 nın istatistiksel yığılma noktası 

olmasıyla çelişir. O halde 𝐿 = 𝑎 olmalıdır. 

Tanım 2.1.15. ∀𝜀 > 0 için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑛 − 𝑥𝑁| ≥ 𝜀}| = 0 

(2.3) 

olacak şekilde en az bir 𝑁 = 𝑁(𝜀) sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisine bir istatistiksel Cauchy 

dizisidir denir. Bu ifade her 𝜀 > 0 ve hemen hemen her 𝑘 için |𝑥𝑛 − 𝑥𝑁| < 𝜀 olacak 

şekilde bir 𝑁 = 𝑁(𝜀) sayısı vardır şeklinde de yazılabilir (Fridy, 1985). 
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Tanım 2.1.16. 𝑥 = (𝑥𝑘) reel sayı dizisi 𝐴 ⊆ 𝑁 olmak üzere 𝛿(𝐴) = 0 olsun. Eğer 𝜀 > 0 

verildiğinde ∀𝑘 ≥ 𝑛0 için |𝑥𝑘 − 𝐿| < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ varsa, 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 

hemen hemen her 𝑘 için yakınsaktır (Buck, 1993). 

Teorem 2.1.17. Aşağıdaki ifadeler denktir: 

i.  𝑥 dizisi istatistiksel yakınsak dizidir; 

ii.  𝑥 dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir; 

iii.  𝑥 dizisi verilsin. Hemen hemen her 𝑘 için 𝑥𝑘 = 𝑦𝑘 olacak şekilde yakınsak bir 

𝑦 = (𝑦𝑘) dizisi vardır (Fridy, 1985). 

Sonuç 2.1.18. Eğer 𝑥 dizisi 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚 𝑦𝑘 =  𝐿  olacak şekilde bir dizi ise, o zaman 𝑥 dizisi 

𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚 𝑦𝑘 =  𝐿 olacak şekilde bir 𝑦 alt dizisine sahiptir (Fridy, 1985). 

Yardımcı Teorem 2.1.19. Sonsuz sayıda 𝑡 için 𝑡𝑘 ≠ 0 olacak şekilde bir sayı dizisi ise 

hemen hemen her 𝑘 için 𝑥𝑘 = 0 olacak şekilde bir dizisi vardır ve 

∑ 𝑥𝑘𝑡𝑘 = ∞
∞

𝑘=1
 

(2.4) 

dır (Fridy, 1985). 

İspat. Artan bir pozitif tam sayısı dizisi olan 

{𝑚(𝑘)}𝑘=1
∞   

dizisi seçilsin. Her 𝑘 için, 𝑚(𝑘) > 𝑘2 ve 𝑡𝑚(𝑘) ≠ 0 olsun. 𝑥 dizisi 𝑥𝑚(𝑘) =
1

𝑡𝑚(𝑘)
 ya da 

𝑥𝑘 = 0 şeklinde tanımlansın. O halde hemen hemen her k için 

∑𝑥𝑘𝑡𝑘 =∑𝑥𝑚(𝑘)𝑡𝑚(𝑘) = ∞

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

 

olur. 

Tanım 2.1.20. 𝑥 = (𝑥𝑘) kompleks sayılar dizisi olsun. Eğer 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

𝑛
∑𝑥𝑘 = 𝐿

𝑛

𝑘=1

 

 

 

(2.5) 

olacak şekilde bir 𝐿 sayısı varsa 𝑥 dizisi 𝐿 ye Cesàro yakınsaktır denir. Cesàro yakınsak 

dizilerin kümesi 

𝜎1 = {𝑥 = (𝑥𝑘): 𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

𝑛
∑(𝑥𝑘 − 𝐿) = 0, en az bir 𝐿 için

𝑛

𝑘=1

} 
 

(2.6) 
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ile gösterilecektir (Powell ve Shah, 1972). 

Tanım 2.1.21. 𝑥 = (𝑥𝑘) kompleks terimli bir dizi olsun. 𝑝 ∈ ℝ+ olsun. Eğer 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

𝑛
∑|𝑥𝑘 − 𝐿|

𝑝 = 0

𝑛

𝑘=1

 

 

 

(2.7) 

olacak şekilde bir 𝐿 sayısı varsa 𝑥 dizisi 𝐿 ye kuvvetli 𝑝-Cesàro yakınsaktır denir. 

Kuvvetli p-Cesàro yakınsak dizilerin kümesi 

𝜎𝑝 = {𝑥 = (𝑥𝑘): 𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

𝑛
∑|𝑥𝑘 − 𝐿|

𝑝 = 0, en az bir 𝐿 için

𝑛

𝑘=1

} 

 

 

(2.8) 

ile gösterilecektir (Connor, 1988). 

Tanım 2.1.22. ℕ doğal sayılar kümesi olmak üzere 

𝑥: ℕ × ℕ → 𝑋 

(𝑛, 𝑘) → 𝑥(𝑛, 𝑘) = 𝑥𝑛𝑘 

şeklinde tanımlanan x fonksiyonuna bir çift indisli dizi denir (Pringsheim, 1898). 

Tanım 2.1.23. (𝑥𝑛𝑘) kompleks terimli bir çift indisli dizi olsun. ∀𝜀 > 0 için 𝑛, 𝑘 ≥  𝑁  

iken |𝑥𝑛𝑘 − 𝐿| < 𝜀 olacak şekilde en az bir 𝑁 ∈ ℕ var ise 𝑥 = (𝑥𝑛𝑘) çift indisli dizisine 

Pringsheim anlamında 𝐿 sayısına yakınsaktır denir (Pringsheim, 1900). 

2.2. Normlu Uzaylar 

Tanım 2.2.1. Bir 𝑋 boş olmayan bir cümle 𝕂 reel veya kompleks sayılar cismi 𝑋 × 𝑋 →

𝑋 ve 𝕂 × 𝑋 → 𝑋 olacak şekilde aşağıdaki koşulları sağlıyorsa 𝑋 cümlesine 𝕂 cismi 

üzerinde bir lineer uzayı adı verilir.∀𝑥, 𝑦, 𝑧, ∈ 𝑋 ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝕂 için 

i. (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) 

ii. 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 

iii. ∀𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + 0 = 𝑥 eşitsizliğini sağlayan bir tek 0 elemanı vardır; 

iv. ∀𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + (−𝑥) = 0 eşitsizliğini sağlayan bir tek (−𝑥) ∈ 𝑋  elemanı vardır. 

v. 𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 

vi. (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝛽𝑥 

vii. 𝑎(𝛽𝑥) = (𝛼𝛽)𝑥 

vii. 1. 𝑥 = 𝑥 (Maddox, 1970). 
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Tanım 2.2.2. 𝑋 boş olmayan bir küme 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → 𝑅 bir fonksiyon olsun. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 

için; 

(M1) 𝑑(𝑥, 𝑥) ≥ 0 

(M2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

(M3) 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) 

şartları sağlanırsa 𝑑 fonksiyonuna 𝑋 üzerinde yarı metrik fonksiyonu denir (Bayraktar, 

2006). 

(M1) 𝑑(𝑥, 𝑥) ≥ 0 şartı yerine (M1)'∙𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 alırsak 𝑑 fonksiyonuna 𝑋 

üzerinde metrik fonksiyonu denir. 

Tanım 2.2.3. 𝑋 bir lineer uzay ve ‖ . ‖ ∶ 𝑋 → ℝ bir fonksiyon olsun. için 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve her 

𝛼 ∈ ℂ için 

(N1) ‖𝑥‖ ≥ 0, 

(N2) ‖𝑥‖ = 0, 

(N3) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖, 

(N4) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

şartları sağlanıyorsa ‖ . ‖fonksiyonuna 𝑋 üzerinde bir yarı norm denir ve (𝑋, ‖ . ‖) 

ikilisine bir yarı normlu uzay denir. 

Burada (N2) şartı yerine (N2)' ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 0 şartı sağlanıyorsa ‖ . ‖ bir norm 

ve (𝑋, ‖ . ‖) ikilisine de bir normlu uzay denir (Kreyszig, 1989). 

Örnek 2.2.4. 𝑉𝑛(ℝ) 𝑛-boyutlu bir Öklid uzayı ℝ üzerinde bir lineer normlu lineer uzaydır 

ve 𝑉𝑛(ℝ) üzerindeki norm ∀𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑉𝑛(ℝ) için 

‖𝑥‖ = √𝑥1
2 +⋯+ 𝑥𝑛2 

norm koşullarını sağladığından (𝑉𝑛(ℝ), ‖. ‖) bir lineer uzaydır (Raymond vd., 2001). 

Örnek 2.2.5. 𝐶[𝑎, 𝑏]  uzayı ℝ üzerinde bir normlu lineer uzaydır. 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] nin normu 

‖𝑓‖ = max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥)| 
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olup norm koşullarını sağladığından (𝐶[𝑎, 𝑏] , ‖. ‖) bir lineer uzaydır (Raymond vd., 

2001). 

Tanım 2.2.6. 𝑋, 2 ≤ 𝑑 < ∞ olmak üzere 𝑑 boyutlu bir reel vektör uzayı olsun. 𝑋 üzerinde 

‖. , . ‖: 𝑋 × 𝑋 → ℝ fonksiyonu 

i. ‖𝑥, 𝑦‖ = 0 olması için gerek ve yeter koşul 𝑥 ve 𝑦 nin lineer bağımlı olmasıdır, 

ii. ‖𝑥, 𝑦‖ = ‖𝑦, 𝑥‖, 

iii. ‖𝑥, 𝛼𝑦‖ = |𝛼|‖𝑥, 𝑦‖, 𝛼 ∈ ℝ, 

iv. ‖𝑥, 𝑦 + 𝑧‖ ≤ ‖𝑥, 𝑦‖ + ‖𝑥, 𝑧‖ 

kurallarını sağlıyorsa ‖. , . ‖ fonksiyonuna 2-norm denir. (𝑋, ‖. , . ‖) ikilisine ise 2-normlu 

uzay denir. 

2-normlu uzayın bir standart örneği aşağıdaki 2-normla donatılmış ℝ2 dir: 

0, 𝑥 ve 𝑦 vektörlerinin oluşturduğu üçgenin alanı veya 𝑥 ve 𝑦 vektörlerinin oluşturduğu 

paralelkenarın alanının yarısıdır. Ayrıca 𝑥, 𝑦, 𝑧 lineer bağımlı ise (örneğin, 𝑑 = 2 

olduğunda), ‖𝑥, 𝑦 + 𝑧‖ = ‖𝑥, 𝑦‖ + ‖𝑥, 𝑧‖ veya ‖𝑥, 𝑦 − 𝑧‖ = ‖𝑥, 𝑦‖ + ‖𝑥, 𝑧‖ dir 

(Gähler, 1963; 1965; Gunawan ve Mashadi, 2001). 

Tanım 2.2.7. Her 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦‖ = 0 ise 

𝑋 deki bir (𝑥𝑛) dizisine 𝑥 ∈ 𝑋 değerine yakınsaktır denir. Bu durumda 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ile 

gösterilir ve (𝑥𝑛) dizisinin limiti 𝑥 dir, denir (Gunawan ve Mashadi, 2001). 

Şimdi 2-normlu uzayda yakınsak bir dizinin limitinin tek olduğunu gösterelim: (𝑥𝑛) 

dizisinin 𝑋 deki iki farklı 𝑥 ve 𝑦 limitlerine yakınsadığını kabul edelim. ‖𝑥 − 𝑦, 𝑧‖ ≠ 0 

olacak şekilde 𝑧 ∈ 𝑋 seçelim ve 

‖𝑥𝑁 − 𝑥, 𝑧‖ <
1

2
‖𝑥 − 𝑦, 𝑧‖ 

(2.9) 

ve 

‖𝑥𝑁 − 𝑦, 𝑧‖ <
1

2
‖𝑥 − 𝑦, 𝑧‖ 

(2.10) 

olacak şekilde yeteri kadar büyük 𝑁 ∈ ℕ alalım. O zaman üçgen eşitsizliğinde, 
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‖𝑥 − 𝑦, 𝑧‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑥𝑁 , 𝑧‖ + ‖𝑥𝑁 − 𝑦, 𝑧‖ 

<
1

2
‖𝑥 − 𝑦, 𝑧‖ +

1

2
‖𝑥 − 𝑦, 𝑧‖ = ‖𝑥 − 𝑦, 𝑧‖ 

 

(2.11) 

elde edilir. Bu mümkün olmadığından 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 tek olmalıdır. 

Tanım 2.2.8. (𝑋, ‖. , . ‖) lineer 2-normlu uzayında herhangi bir (𝑥𝑛) dizisi ve her 𝑧 ∈ 𝑋 

için 

lim
𝑛,𝑁→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑁‖ = 0 ise 

(𝑥𝑛) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Raymond vd., 2001). 

Tanım 2.2.9. Eğer lineer 2-normlu 𝑋 uzayında Cauchy dizisi 𝑋 de bir 𝑥 değerine yakınsak 

ise (𝑋, ‖. , . ‖) ikilisine 2-Banach uzayı denir (Raymond vd., 2001). 

Teorem 2.2.10. (𝑋, ‖. , . ‖) bir lineer 2-normlu uzay olmak üzere 𝑎, 𝑏 değerlerine göre 

(𝑥𝑘) ve (𝑦𝑘) 2-normlu 𝑋 uzayında Cauchy dizileri ise 

i. (‖𝑥𝑘, 𝑎‖) ve (‖𝑥𝑘, 𝑏‖) birer reel Cauchy dizileridir. 

ii. (𝑎𝑘) bir reel Cauchy dizisi olmak üzere (𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) ve (𝑎𝑘𝑥𝑘) dizileri 𝑋 de Cauchy 

dizileridir (Raymond vd., 2001). 

İspat. 

i. 2-normlu uzayın ‖𝑥, 𝑦 + 𝑧‖ ≤ ‖𝑥, 𝑦‖ + ‖𝑥, 𝑧‖ özelliğinden yola çıkarak 

‖𝑥𝑘, 𝑎‖ ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑚, 𝑎‖ + ‖𝑥𝑚, 𝑎‖ 

elde edilir. Buradan 

‖𝑥𝑘, 𝑎‖ − ‖𝑥𝑚, 𝑎‖ ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑚, 𝑎‖ 

olur. Hipoteze göre (𝑥𝑘) bir Cauchy dizisi olduğundan 

lim
𝑘,𝑚→∞

|‖𝑥𝑘 − 𝑎‖ − ‖𝑥𝑚 − 𝑎‖| ≤ lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑚, 𝑎‖ = 0 

olur ve böylece (‖𝑥𝑘, 𝑎‖) dizisi Cauchy dizisidir. Benzer şekilde (‖𝑥𝑘, 𝑏‖) de bir Cauchy 

dizisidir. 

ii. ‖(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝑥𝑚 + 𝑦𝑚), 𝑎‖ = ‖(𝑥𝑘 − 𝑥𝑚) + (𝑦𝑘 − 𝑦𝑚), 𝑎‖ ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑚, 𝑎‖ +

‖𝑦𝑛 − 𝑦𝑚, 𝑎‖ 
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bulunur. Burada limite geçildiğinde hipotezden sağ taraf 0 bulunur. Bu yüzden sol tarafın 

limiti 0 olur. Bu yüzden (𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) dizisi 𝑋 de Cauchy dizisidir. Şimdi (𝑎𝑘𝑥𝑘) dizisini 

inceleyelim. 

‖𝑎𝑘𝑥𝑘 − 𝑎𝑚𝑥𝑚, 𝑎‖ = ‖(𝑎𝑘𝑥𝑘 − 𝑎𝑘𝑥𝑚) + (𝑎𝑘𝑥𝑚 − 𝑎𝑚𝑥𝑚), 𝑎‖ 

 ≤ ‖𝑎𝑘𝑥𝑘 − 𝑎𝑘𝑥𝑚, 𝑎‖ + ‖𝑎𝑘𝑥𝑚 − 𝑎𝑚𝑥𝑚, 𝑎‖ 

= |𝑎𝑘|‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑚, 𝑎‖ + |𝑎𝑘 − 𝑎𝑚|‖𝑥𝑚, 𝑎‖ 

 ≤ 𝑛1‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑚, 𝑎‖ + 𝑛2|𝑎𝑘 − 𝑎𝑚| 

burada (𝑎𝑘) ve (‖𝑥𝑘, 𝑎‖) reel Cauchy dizileri olduğundan sınırlıdırlar. Bundan dolayı 

önce |𝑎𝑘| ≤ 𝑛1 ve ‖𝑥𝑚, 𝑎‖ ≤ 𝑛2 yazıldı. Ayrıca, yine Cauchy dizileri olanları nedeniyle 

‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑚, 𝑎‖ → 0 ve |𝑎𝑘 − 𝑎𝑚| → 0 olur ve böylece sağ taraf 0 olur. O halde 

𝑙𝑖𝑚
𝑘,𝑚→∞

‖𝑎𝑘𝑥𝑘 − 𝑎𝑚𝑥𝑚, 𝑎‖ = 0 

elde edilir. Bu yüzden (𝑎𝑘𝑥𝑘), 𝑋 de bir Cauchy dizisidir. 

Teorem 2.2.11. 2-boyutlu her lineer 2-normlu uzay tanımlandığı cisim altında tam ise bir 

2-Banach uzayıdır (Raymond vd., 2001). 

Teorem 2.2.12. Her (𝑋, ‖. , . ‖) lineer 2-normlu uzayında aşağıdaki özellikler sağlanır: 

i. 𝑥𝑘 → 𝑥, 𝑘 → ∞ ve 𝑦𝑘 → 𝑦, 𝑘 → ∞ ise, 𝑘 → ∞ için 𝑥𝑘 + 𝑦𝑘 → 𝑥 + 𝑦, 

ii. 𝑥𝑘 → 𝑥, 𝑘 → ∞ ve 𝑎𝑘 → 𝑎, 𝑘 → ∞ ise, 𝑘 → ∞ için 𝑎𝑘𝑥𝑘 → 𝑎𝑥, 

iii. boy 𝑋 ≥ 2 ve 𝑘 → ∞ için 𝑥𝑘 → 𝑥 ve 𝑥𝑘 → 𝑦 ise 𝑥 = 𝑦 dir (Raymond vd., 2001). 

Tanım 2.2.13. (𝑥𝑛), 2-normlu (𝑋, ‖. , . ‖) uzayında bir dizi olsun. Eğer ∀𝜀 > 0 için 𝑋 de 

sıfırdan farklı her bir 𝑧 için {𝑛 ∈ ℕ: ‖𝑥𝑛 − 𝐿, 𝑧‖ ≥ 𝜀} kümesinin yoğunluğu sıfır ise (𝑥𝑛) 

dizisi 𝐿 ye istatistiksel yakınsaktır denir (Gürdal ve Pehlivan, 2009). 

Tanım 2.2.14. (𝑋, ‖. , . ‖) 2-normlu uzayında (𝑥𝑛) dizisi alalım. Eğer ∀𝜀 > 0 ve sıfırdan 

farklı her 𝑧 ∈ 𝑋 için 𝑁 = 𝑁(𝜀) var öyle ki 

𝛿({𝑛 ∈ 𝑁: ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑁(𝜀), 𝑧‖ ≥ 𝜀}) =0 (2.12) 

ise, (𝑥𝑛) dizisi X de istatistiksel Cauchy dizisidir denir (Gürdal ve Pehlivan, 2009). 
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Örnek 2.2.15. 

‖𝑥, 𝑦‖ = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1|,   𝑥 = (𝑥1, 𝑥2),   𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) 

ile formüle edilen (𝑋, ‖. , . ‖) 2-normu ile donatılmış 𝑋 = ℝ2 uzayını alalım. 2-normlu 

(𝑋, ‖. , . ‖) uzayında bir (𝑥𝑛), dizisi 

𝑥𝑛 = {
(1, 𝑛),    𝑛 = 𝑘2, 𝑘 ∈ ℕ ise

(1,
𝑛 − 1

𝑛
) ,    diğer durumlarda

 

şeklinde tanımlansın ve 𝐿 = (1,1) ve 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2) olsun. Eğer 𝑧1 = 0 ise o zaman 𝑋 de 

her bir 𝑧 için 

𝐾 = {𝑛 ∈ ℕ: ‖𝑥𝑛 − 𝐿, 𝑧‖ ≥ 𝜀} = ∅ 

dir. Böylece 𝛿(𝐾) = 0 dir. Buradan, 𝑧1 ≠ 0 elde ederiz. Her 𝜀 > 0 ve 𝑧 ∈ 𝑋, 

{𝑛 ∈ ℕ: 𝑛 ≠ 𝑘2, 𝑘 ≤
|𝑧1|

𝜀
} 

bir sınırlı kümedir ve bu yüzden 

{𝑛 ∈ ℕ: ‖𝑥𝑛 − 𝐿, 𝑧‖ ≥ 𝜀} = {𝑛 ∈ ℕ: 𝑛 = 𝑘
2, 𝑘 ≥ √

𝜀

|𝑧1|
+ 1} ∪ {sınırlı küme} 

dir. Buradan 𝑋 deki her bir 𝑧 için  

1

𝑛
{𝑛 ∈ ℕ: ‖𝑥𝑛 − 𝐿, 𝑧‖ ≥ 𝜀} =

1

𝑛
|{𝑛 ∈ ℕ: 𝑛 = 𝑘2, 𝑘 ≥ √

𝜀

|𝑧1|
+ 1}| ∪

1

𝑛
𝑂(1) 

dir. O halde . her 𝜀 > 0 ve 𝑧 ∈ 𝑋 için 

𝛿{𝑛 ∈ ℕ: ‖𝑥𝑛 − 𝐿, 𝑧‖ ≥ 𝜀} = 0 

dır. Bunun anlamı 

𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛, 𝑧‖ = ‖𝐿, 𝑧‖ 

dir. Fakat (𝑥𝑛) dizisi 𝐿 ye yakınsak değildir (Gürdal ve Pehlivan, 2009). 
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2.3. Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık 

Tanım 2.3.1 𝜃 = (𝑘𝑟) dizisi (𝑟 = 1,2,3, … ),  𝑘0 = 0 ve 𝑟 → ∞ iken ℎ𝑛 = 𝑘𝑛 − 𝑘𝑛−1 →

∞ olacak şekilde pozitif tam sayıların artan dizisi ise, lacunary dizi olarak adlandırılır 

(Freedman vd., 1978). Çalışmada 𝜃 = (𝑘𝑟) lacunary dizi tarafından belirlenen aralıklar 

𝐼𝑛 = (ℎ𝑛−1, ℎ𝑛] ile belirtilip 
𝑘𝑛

𝑘𝑛−1
 oranı 𝑞𝑛 ile gösterilecektir. 

Tanım 2.3.2. 𝜃 = (𝑘𝑟) bir lacunary dizi olsun. Eğer 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi için 

𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
∑|𝑥𝑘 − 𝐿|

𝑛

𝑘∈𝐼𝑟

= 0 
(2.13) 

olacak şekilde 𝐿 sayısı varsa, x dizisi L ye kuvvetli lacunary toplanabilirdir denir (Fridy 

ve Orhan 1993). 

Tanım 2.3.3. 𝜃 = (𝑘𝑟) bir lacunary dizi olsun. Eğer her ε>0 için 

𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

(2.14) 

ise x dizisi L ye lacunary istatistiksel yakınsaktır denir. 𝑆𝜃 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝐿 biçiminde 

gösterilir (Freedman vd., 1978). 

Tanım 2.3.4. 𝜃 = (𝑘𝑟) bir lacunary dizi olsun. Eğer 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi için 

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
∑|𝑥𝑘|

𝑛

𝑘∈𝐼𝑟

= 𝐿 
(2.15) 

olacak şekilde 𝐿 sayısı varsa, x dizisi L ye lacunary toplanabilirdir denir (Fridy ve Orhan 

1993). 

Teorem 2.3.5. 𝜃 = (𝑥𝑘) bir lacunary dizisi olsun; 

i. 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑁𝜃)  ⟹ 𝑥𝑘 ⟶ 𝐿(𝑆𝜃)  

ii. 𝑥 ∈ 𝑙∞ ve 𝑥𝑘 ⟶ 𝐿(𝑆𝜃)  ⟹ 𝑥𝑘 ⟶ 𝐿(𝑁𝜃)   

iii.  𝑆𝜃 ∩ 𝑙∞ = 𝑁𝜃 ∩ 𝑙∞ 

İspat. 

i. Eğer 𝜀 > 0 ve 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑁𝜃) ise 

∑|𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ ∑ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ |{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}|,
𝑘∈𝐼

|𝑥𝑘−𝐿|≥𝜀
𝑘∈𝐼
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yazılabilir. 

ii. 𝑥𝑘 ⟶ 𝐿(𝑆𝜃) ve 𝑥 ∈ 𝑙∞ her k için |𝑥𝑘 − 𝐿| ≤ 𝑀 sağlanır, denilebilir. 𝜀 > 0, 

1

ℎ𝑟
∑|𝑥𝑘 − 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

=
1

ℎ𝑟
∑ |𝑥𝑘 − 𝐿|
𝑘∈𝐼𝑟

|𝑥𝑘−𝐿|≥𝜀

+
1

ℎ𝑟
∑ |𝑥𝑘 − 𝐿|
𝑘∈𝐼𝑟

|𝑥𝑘−𝐿|<𝜀

 

≤
𝑀

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

olur. 

iii. i ve ii den elde edilir. 

Teorem 2.3.6. Herhangi bir 𝜃 = (𝑘𝑟) lacunary dizisi için istatistiksel yakınsaklığın 

lacunary istatistiksel yakınsaklığı gerektirmesi için gerek ve yeter koşul lim
𝑟→∞

𝑖𝑛𝑓𝑟𝑞𝑟 > 1 

olmasıdır. Eğer lim
𝑟→∞

𝑖𝑛𝑓𝑟𝑞𝑟 = 1 ise, o zaman istatistiksel yakınsak olan fakat lacunary 

istatistiksel yakınsak olmayan sınırlı bir (𝑥𝑘) dizisi vardır. 

2.4. Kademeli Normlu Uzaylar 

Tanım 2.4.1. 𝑟̃ kademeli gerçel bir sayı ve 𝐴𝑟̃ ∶ (0, 1] → ℝ fonksiyonu olarak tanımlasın. 

Eğer 𝑟̃ gerçel sayısı ∀𝜉 ∈ (0, 1], için  𝐴𝑟̃(𝜉) ≥ 0 ise, 𝑟̃ ≥ 0 dır. Tüm sıfırdan büyük veya 

eşit kademeli gerçek sayıların kümesi 𝐺∗(ℝ) ile gösterilir (Fortin vd., 2008). 

𝐺∗(ℝ) nin elemanları arasındaki kademeli işlemler aşağıdakiler gibi tanımlanmıştır: 

Tanım 2.4.2. “∗” işlemi ℝ içinde tanımlanmış bir işlem ve 𝑟̃1, 𝑟̃2 ∈ 𝐺(ℝ) sırasıyla 𝐴𝑟̃1 ve 

𝐴𝑟̃2 tanımlı fonksiyonlar olsun. Ardından 𝑟̃1 ∗  𝑟̃2 ∈ 𝐺(ℝ) , 𝐴𝑟̃1∗𝑟̃2 tanımlı fonksiyonu  

𝐴𝑟̃1∗𝑟̃2(ξ) = 𝐴𝑟̃1(ξ) ∗ 𝐴𝑟̃2(ξ), ∀ξ ∈ (0, 1] dır. Kademeli toplama 𝑟̃1 + 𝑟̃2 ve kademeli 

skaler çarpma 𝑐𝑟̃ (𝑐 ∈ ℝ) işlemleri şu şekilde tanımlansın: 

𝐴𝑟̃1+𝑟̃2(ξ) = 𝐴𝑟̃1(ξ) + 𝐴𝑟̃2(ξ) ve 𝐴𝑐𝑟̃(ξ) = c𝐴𝑟̃(ξ), ∀ξ ∈ (0, 1]. (2.16) 

Herhangi bir gerçek 𝑝 ∈ ℝ sayısı, sabit bir gerçel sayı 𝑝 için 𝐴𝑝̃(ξ) = 𝑝 ∀ξ ∈ (0, 1] sabit 

fonksiyonu şeklinde tanımlansın. Özellikle, 0̃ ve 1̃ sırasıyla 𝐴0̃(ξ) = 0 ve 𝐴1̃(ξ) =

1 tarafından tanımlanan sabit kademeli sayılardır. 𝐺(ℝ) nin kademeli toplam ve kademeli 

skaler çarpma ile oluşan gerçel vektör uzayı olduğu kolayca doğrulanabilir (Fortin vd., 

2008). 
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Tanım 2.4.3. 𝑋 gerçek vektör uzayı olsun. Herhangi 𝑥, 𝑦 ∈  𝑋 için aşağıdaki üç koşul 

sağlandığında || · ||𝐺 ∶ 𝑋 → 𝐺
∗(ℝ) fonksiyonuna ∀ ξ ∈ (0, 1] için 𝑋 üzerinde kademeli 

bir norm denir: 

(G1) 𝐴‖𝑥‖𝐺(𝜉) = 𝐴0̃(ξ) ancak ve ancak 𝑥 = 0; 

(G2) 𝐴‖𝜆𝑥‖𝐺(𝜉) = |λ|𝐴‖𝑥‖𝐺(ξ) herhangi bir λ ∈ ℝ için; 

(G3) 𝐴‖𝑥+𝑦‖𝐺(𝜉) ≤ 𝐴‖𝑥‖𝐺(ξ) + 𝐴‖𝑦‖𝐺(ξ). 

(𝑋, || · ||𝐺) çiftine kademeli normlu lineer uzay denir (Sadeqi ve Azari, 2011). 

Tanım 2.4.4. (𝑥𝑘) dizisi kademeli normlu lineer uzay (𝑋, || · ||𝐺) içindeki bir dizi olsun. 

Ardından herhangi 𝜉 ∈ (0, 1] için 𝐴||𝑥𝑘||𝐺
≤ 𝐵, ∀𝑘 ∈ ℕ olacak şekilde bir 𝐵 = 𝐵(𝜉) >

0  sağlanıyorsa (𝑥𝑘) dizisi için kademeli olarak sınırlıdır denir (Ettefagh vd., 2020). 

Tanım 2.4.5. (𝑥𝑘), kademeli normlu lineer uzay (𝑋, || · ||𝐺)  çiftindeki bir dizi olsun. 

Ardından (𝑥𝑘) dizisi, ∀𝜉 ∈ (0, 1] ve 𝜀 > 0 için 

𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 
(𝜉) < 𝜀, ∀𝑘 ≥ 𝑁 (2.17) 

olacak şekilde bir 𝑁(= 𝑁𝜀(𝜉)) ∈ ℕ varsa (𝑥𝑘) dizisine 𝑥 ∈ 𝑋 e kademeli yakınsak denir 

(Sadeqi ve Azari, 2011). 

Tanım 2.4.6. (𝑥𝑘), kademeli normlu lineer uzay (𝑋, || · ||𝐺)  de bir dizi olsun. Ardından 

(𝑥𝑘) dizisi, ∀𝜉 ∈ (0, 1] ve 𝜀 > 0 için 

𝐴
||𝑥𝑘−𝑥𝑗||

𝐺
 
(𝜉) < 𝜀, ∀𝑘, 𝑗 ≥ 𝑁  (2.18) 

olacak şekilde 𝑁(= 𝑁𝜀(𝜉)) ∈ ℕ varsa kademeli olarak Cauchy denilebilir (Sadeqi ve 

Azari, 2011). 

Teorem 2.4.7. (X, || · ||G).  bir kademeli normlu uzay olsun. X deki her kademeli olarak 

yakınsak dizi aynı zamanda kademeli olarak Cauchy dizisidir (Sadeqi ve Azari, 2011). 

Örnek 2.4.8. 𝑋 = ℝ𝑚 ve 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) ∈ ℝ
𝑚, 𝜉 ∈  (0, 1] olsun. || · ||𝐺 , şu 

şekilde 

𝐴||𝑥||
𝐺
(𝜉) = 𝑒𝜉∑|𝑥𝑖|

𝑚

𝑖=1
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tanımlansın. Ardından ℝ𝑚 de bir kademeli norm || · ||𝐺 olur ve (ℝ𝑚, || · ||𝐺) ise bir 

kademeli normlu uzaydır (Sadeqi ve Azari, 2011). 

Tanım 2.4.9. 𝜃 = (𝑘𝑛) bir lacunary dizi ve (𝑥𝑘) bir reel değerli dizi olsun. 

i. Herhangi 𝑛, 𝑘′(𝑛) ∈  𝐼𝑛 için; 

ii. 𝑛 → ∞ iken (𝑥𝑘′(𝑛)) dizisi 𝑥 e yakınsaktır; 

iii. Herhangi bir 𝜀 > 0 için  lim
𝑛

1

ℎ𝑛
│{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: │𝑥𝑘 − 𝑥𝑘′(𝑛)│ ≥ 𝜀}│ = 0 dır; 

olacak şekilde üç koşulu sağlayan (𝑥𝑘) dizisinin (𝑥𝑘′(𝑛)) şeklinde bir dizisi varsa (𝑥𝑘) 

dizisine lacunary istatistiksel Cauchy dizisidir denir (kısaca 𝑆𝜃−Cauchy) (Fridy, 1993). 

Teorem 2.4.10. Gerçek değerli bir (𝑥𝑘) dizisi Sθ−yakınsaktır ancak ve ancak 

Sθ−Cauchydir (Fridy, 1993).  
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

Tanım 3.1. (𝑋, || · ||𝐺) herhangi bir kademeli normlu uzay olsun. Aşağıda verildiği 

gibi│𝜎1(𝐺)│ve 𝑁θ(𝐺)  yeni dizi uzayları tanımlanır: 

│𝜎1(𝐺)│ = {(𝑥𝑘) ∶ bazı 𝑥 ∈ 𝑋 ve ∀𝜉 ∈ (0, 1] , 𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

𝑛
(∑𝐴‖𝑥𝑘−𝑥‖𝐺(𝜉)

𝑛

𝑘=1

) = 0} 

ve 

𝑁θ(𝐺) = {(𝑥𝑘) ∶ bazı 𝑥 ∈ 𝑋 ve ∀𝜉 ∈ (0, 1] , 𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

ℎ𝑛
(∑ 𝐴‖𝑥𝑘−𝑥‖𝐺(𝜉)

𝑘∈𝐼𝑛

) = 0} 

Tanım 3.2. (𝑥𝑘), kademeli normlu lineer uzay (𝑋, || · ||𝐺) deki bir dizi olsun. Eğer her 

𝜉 ∈ (0, 1] and 𝜀 > 0 için  

{𝑘 ∈ ℕ: 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 
(𝜉) ≥ 𝜀} 

kümesinin doğal yoğunluğu sıfır ise, (𝑥𝑘) dizisi 𝑥 ∈ 𝑋  e kademeli olarak istatistiksel 

yakınsaktır denir. Sembolik olarak 𝑆(𝐺) -𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑘 = 𝑥 veya 𝑥𝑘 → 𝑥(𝑆(𝐺)) şeklindedir. 

𝑋'deki tüm kademeli olarak istatistiksel yakınsak diziler kümesi 𝑆(𝐺) ile belirtilsin. 

Tez boyunca, basit olması açısından 0 ifadesi, (0, 0, ....0, 0) m-li olarak kullanılacaktır. 

Tanım 3.3. (𝑥𝑘) kademeli normlu lineer uzay (𝑋, || · ||𝐺) deki bir dizi ve 𝜃 bir lacunary 

dizi olsun. Tüm 𝜀 > 0 ve 𝜉 ∈  (0, 1] için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| = 0  
(3.1) 

ise; (𝑥𝑘) dizisi 𝑥 ∈ 𝑋 e kademeli 𝑆𝜃−yakınsak (ya da kısaca 𝑆𝜃(𝐺)−yakınsak) denilebilir. 

Bu durumda, 𝑆𝜃(𝐺) − 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑘 = 𝑥 veya 𝑥𝑘 → 𝑥(𝑆𝜃(𝐺)) ifadesi yazılabilir. Ayrıca, 𝑆𝜃(𝐺) 

ifadesi 𝑋 'deki tüm kademeli 𝑆𝜃-yakınsak dizilerin toplamını temsil eder (Choudhury ve 

Debnath, 2022). 

Örnek 3.4. Örnek 2.4.8. de tanımlanan 𝑋 = ℝ𝑚 ve || · ||𝐺 ifadeleri olsun. 𝜃 =  (𝜃𝑛) 

ifadesi 

𝜃𝑛 = { 
0,       𝑛 = 0
3𝑛,     𝑛 ≥ 1

 

şeklinde tanımlansın. Ardından ℝ𝑚 deki 
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𝑥𝑘 = {
(0, 0, … , 0,𝑚),         eğer 𝑘 = 𝑝2, 𝑝 ∈ ℕ için

(0, 0, … , 0, 0),         diğer durumlarda
 

şeklinde tanımlanan bir (𝑥𝑘) dizisi; ℝ𝑚’de 0’a kademeli olarak 𝑆𝜃−yakınsaktır. 

Gerçekleştirmesini yaparken 

lim
𝑛

1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝟎||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| = 3 lim
𝑛

1

3𝑛
| {𝑘 ∈ (3𝑛−1, 3𝑛] ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝟎||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

≤ 3 lim
𝑛

1

3𝑛
| {𝑘 ≤  3𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝟎||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

≤ 3 lim
𝑛

[|√𝑛|] 

𝑛
, 

⟦𝑝⟧ ifadesi ≤ 𝑝 olan en büyük tamsayıyı gösterdiğinde; 0 elde edilir. 

Bu nedenle 𝑥𝑘 → 𝟎(𝑆𝜃(𝐺)) sonucuna ulaşılır. 

Örnek 3.5. 𝑋 = ℝ ve herhangi 𝑥 ∈ ℝ için, || · ||𝐺 ifadeleri 

𝐴||𝑥||
𝐺
 = e

𝜉|𝑥| 

şeklinde tanımlanmış olsun. 𝜃 =  (𝜃𝑛) dizisi Örnek 2.4.8’de tanımlanan dizi olarak 

düşünülsün. Ardından 𝑥𝑘 = 𝑘
2 şeklinde tanımlanan 𝑋 deki (𝑥𝑘) dizisi 𝑆𝜃(𝐺)−yakınsak 

değildir. 

Gerekçelendirme. Herhangi 𝑥 ∈ ℝ için 𝑥 ≤ 0 veya 𝑥 > 0 olsun. Ardından aşağıdaki tüm 

durumlar için (𝑥𝑘) dizisi x’e 𝑆𝜃(𝐺)-yakınsak olmayacaktır. 

Durum-3.I. 𝑥 ≤ 0 iken , 𝜀 =
1

2
𝑒𝜉  olarak seçelim. Ardından, 

lim
𝑛

1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

= lim
𝑛

3

𝑛
| {𝑘 ∈ (3𝑛−1, 3𝑛] ∶ 𝐴

||𝑘2−𝑥||
𝐺
 
(𝜉) ≥

1

2
𝑒𝜉}| = 1   

olur. 

Durum-3.II.  𝑥 > 0 ise, 𝑥𝑘0−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑘0 olacak şekilde bir 𝑘0 ∈ ℕ vardır. 

Alt Durum- 3.I.  0 < 𝑥 < 1 olacak şekilde bir 𝜀 =
𝑒𝜉

2
min{𝑥, 1 − 𝑥} seçilsin. Bu 

durumda 
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lim
𝑛

1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| = 1 

ifadesi kolayca doğrulanabilir. 

Alt Durum- 3.II. 𝑥 ≥ 1 olacak şekilde bir 𝜀 =
𝑒𝜉

2
min{𝑥 − 𝑥𝑘0−1, 𝑥𝑘0 − 𝑥} seçelim. Bu 

durumda 

lim
𝑛

1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| = 1 

ifadesi kolayca doğrulanabilir. 

Yukarıdaki durum çalışmasından (𝑥𝑘) dizisinin 𝑆𝜃(𝐺)−yakınsak olmadığı sonucuna 

varılabilir. 

Teorem 3.6. (𝑥𝑘) dizisi, sabit bir 𝜃 için 𝑥𝑘 → 𝑥(𝑆𝜃(𝐺))olacak şekilde kademeli normlu 

lineer uzay (𝑋, || · ||𝐺) içindeki bir dizidir. Ardından 𝑥 tek ve eşsizdir. 

İspat. 𝑋 deki bazı 𝑥 ≠  𝑦  için 𝑥𝑘  →  𝑥(𝑆𝜃(𝐺)) ve 𝑥𝑘  →  𝑦(𝑆𝜃(𝐺)) ifadeleri 

varsayılırsa; bazı 𝜉 ∈ (0,1] ve 𝜀 > 0 için,  

lim
𝑛

1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| = 0 

ve 

lim
𝑛

1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑦||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| = 0  

dir. Bu yüzden, 

𝑀 = {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 
(𝜉) < 𝜀} ∩ {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑦||𝐺 

(𝜉) < 𝜀} ≠ ∅ 

dır. 

𝜀 = 𝐴
||
𝑥−𝑦

2
||
𝐺
 
(𝜉) seçilsin. Ardından herhangi bir 𝑝 ∈  𝑀 için, 

2𝜀 = 𝐴||𝑥−𝑦||
𝐺
 (𝜉) ≤ 𝐴||𝑥𝑝−𝑥||

𝐺
 
(𝜉) + 𝐴

||𝑥𝑝−𝑥||
𝐺
 
(𝜉) < 𝜀 + 𝜀 = 2𝜀 

elde edilir ki bu bir çelişkidir. Bu durumda 𝑥 = 𝑦 olmak zorundadır. 
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Teorem 3.7. (𝑥𝑘) ve (𝑦𝑘) dizileri 𝑥𝑘  →  𝑥(𝑆𝜃(𝐺)) ve 𝑦𝑘  →  𝑦(𝑆𝜃(𝐺)) olacak şekilde 

kademeli normlu lineer uzay (𝑋, || · ||𝐺) de iki dizi olsun. Ardından herhangi bir 𝑐 ∈

ℝ için, 

i.  𝑥𝑘 + 𝑦𝑘  →  (𝑥 + 𝑦)(𝑆𝜃(𝐺)) ve 

ii.  𝑐𝑥𝑘 →  𝑐𝑥(𝑆𝜃(𝐺)) olur. 

İspat. 

(i)  𝑥𝑘  →  𝑥(𝑆𝜃(𝐺)) ve 𝑦𝑘  →  𝑦(𝑆𝜃(𝐺)) olduğundan dolayı, tüm 𝜉 ∈ (0, 1] ve 𝜀 >

0 için, 

𝐶1 = {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 
(𝜉) ≥

𝜀

2
} 

ve 

𝐶2 = {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑦𝑘−𝑦||𝐺 
(𝜉) ≥

𝜀

2
} 

olduğunda 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

ℎ𝑛
| 𝐶1| = 0  

ve 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

ℎ𝑛
| 𝐶2| = 0 

 

(3.2) 

{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑦𝑘−𝑥−𝑦||𝐺 
(𝜉) ≥ 𝜀} ⊆ 𝐶1 ∪ 𝐶2 

olduğunda, 

1

ℎ𝑛
│ {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑦𝑘−𝑥−𝑦||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}│ ≤
1

ℎ𝑛
│𝐶1│ +

1

ℎ𝑛
│𝐶2│ 

olması gerekir ve sonuç olarak (3.2) den 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

ℎ𝑛
│ {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑦𝑘−𝑥−𝑦||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}│ = 0  

sonucuna ulaşılır. Bu durum ispatı tamamlamaktadır. 

(ii) Bu bölümün ispatı kolaylıkla atlanabilir. 

Teorem 3.8. (𝑥𝑘) dizisi kademeli normlu lineer uzay (𝑋, || · ||𝐺) de bir dizi ve 𝜃 =  (𝜃𝑛) 

dizisi lacunary dizi olsun. Ardından  

i. Tersinin doğru olması zorunlu olmasa da, 𝑥𝑘  →  𝑥(𝑁𝜃(𝐺)) ise 𝑥𝑘  →  𝑥(𝑆𝜃(𝐺)) 

dir. 
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ii. (𝑥𝑘) dizisi kademeli sınırlandırılmışsa, (i) nin tersi geçerlidir. 

İspat. 

i. 𝜀 > 0 tesadüfi bir değer ve 𝑥𝑘  →  𝑥(𝑁𝜃(𝐺)) olsun. Ardından ispat aşağıdaki 

şekilde devam eder: 

∑ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 
(𝜉) ≥

𝑘∈𝐼𝑛

∑ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 
(𝜉) ≥

𝑘∈𝐼𝑛
𝐴
||𝑥𝑘−𝑥||𝐺

 
(𝜉)≥𝜀

𝜀 | {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 
(𝜉) ≥ 𝜀}|. 

Şimdi tersi durum için, Örnek 2.4.8 de tanımlanan || · ||𝐺 de, (ℝ𝑚, || · ||𝐺) kademeli 

normlu uzayı dikkate alarak bir sayısal örnek oluşturur. 𝜃 verilsin. 𝐼𝑛 aralığındaki [|√ℎ𝑛|] 

tam sayılarına göre 𝑥𝑘 dizisi (0,0, . . , 1), (0,0, . . ,2), . . , (0,0, . , [|√ℎ𝑛|])  şeklinde olsun ve 

aksine  𝑥𝑘  =  𝟎  olsun. Ardından  

𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−0||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

[|√ℎ𝑛|]

ℎ𝑛
= 0 

dır. Bu yüzden 𝑥𝑘  →  𝟎(𝑆𝜃(𝐺)) olur. Diğer taraftan; 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

ℎ𝑛
(∑ 𝐴||𝑥𝑘−𝟎||𝐺 

(𝜉)

𝑘∈𝐼𝑛

) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

[|√ℎ𝑛|]([|√ℎ𝑛|] + 1)

2ℎ𝑛
=
1

2
≠ 0 

olur ve bu da 𝑥𝑘 ↛ 𝟎(𝑆𝜃(𝐺)) anlamına gelir. 

ii. 𝑥𝑘 → 𝑥(𝑆𝜃(𝐺)) ve (𝑥𝑘) kademeli sınırlandırılmış olduğu varsayılsın. Ardından 

(𝑥𝑘) nın kademeli sınırlılığı, tüm 𝑘 ∈  ℕ  için 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺
≤ 𝐵 olacak şekilde bir 𝐵 =

𝐵(𝜉) > 0 ın varlığını vurgular. Verilen  𝜀 > 0 için, 𝑥𝑘 → 𝑥(𝑁𝜃(𝐺)) sonucunu ifade eden  

1

ℎ𝑛
(∑ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉)

𝑘∈𝐼𝑛

) 

=
1

ℎ𝑛

(

  
 

∑ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 
(𝜉)

𝑘∈𝐼𝑛
𝐴
||𝑥𝑘−𝑥||𝐺

 
(𝜉)≥𝜀

)

  
 
+
1

ℎ𝑛

(

  
 

∑ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 
(𝜉)

𝑘∈𝐼𝑛
𝐴
||𝑥𝑘−𝑥||𝐺

 
(𝜉)<𝜀

)

  
 

 

 

 

 

 

 

 

(3.2) 
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≤
𝐵

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| + 𝜀 

 

ifadesine ulaşılır. 

Aşağıdaki yardımcı teorem 𝜃 lacunary dizisi için bazı kısıtlamalar altında 𝑆(𝐺) ve 𝑆𝜃(𝐺) 

kümeleri arasındaki ilişkiyi inceler ve 
𝑘𝑛

𝑘𝑛−1
 oranını ifade eden 𝑞𝑛 kullanılır. 

Yardımcı Teorem 3.9. (𝑥𝑘) dizisi kademeli normlu lineer uzay (𝑋, || · ||𝐺) deki bir dizi 

olsun. Ardından herhangi bir lacunary dizisi 𝜃 için 𝑆(𝐺) − 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑘 =  𝑥 olması için gerek 

ve yeter koşul 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓
𝑛

𝑞𝑛 > 1 olup 𝑆𝜃(𝐺) − 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑘 = 𝑥 limitini ima eder. Ayrıca eğer 

𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓
𝑛

𝑞𝑛 = 1 ise herhangi bir limite 𝑆𝜃(𝐺)−yakınsak olmayan bir 𝑆(𝐺)−yakınsak dizisi 

vardır. 

İspat. İlk olarak lim inf
𝑛

𝑞𝑛 > 1 olarak varsayılsın. Ardından yeterince büyük olan bir 𝑛 

için, 
𝑘𝑛

ℎ𝑛
 ≤  

1+𝑣

𝑣
 i ifade eden 𝑞𝑛  >  1 + 𝜈 olacak şekilde bir 𝜈 > 0 vardır. Şimdi herhangi 

bir 𝜀 > 0 ve yeterince büyük olan bir 𝑛 için 𝑆(𝐺) − lim𝑥𝑘 = 𝑥 iken 

1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| =
𝑘𝑛
ℎ𝑛

1

𝑘𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

≤
1 + 𝑣

𝑣

1

𝑘𝑛
| {𝑘 ≤ 𝑘𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

eşitsizlikleri 

𝑆𝜃(𝐺) − 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑘 = 𝑥 eşitliğini verir. 

Tersi durum için, 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓
𝑛

𝑞𝑛 = 1 alınsın. 𝑆(𝐺)−yakınsak fakat 𝑆𝜃(𝐺) herhangi bir limit 

değerine yakınsak olmayacak şekilde bir dizi oluşturmak amaçlanmaktadır. 𝜃 lacunary 

dizisinin bir alt dizi (𝑘𝑛𝑗) seçilebilir. Bu dizi 𝑛𝑗 − 𝑛𝑗−1  ≥  2 olduğunda 
𝑘𝑛𝑗−1

𝑘𝑛𝑗
>

𝑗

𝑗+1
 ve 

𝑘𝑛𝑗−1

𝑘𝑛𝑗−1
< 𝑗 yi sağlar. Şimdi aşağıdaki adımları izleyerek (ℝ𝑚, || · ||𝐺) (Örnek 2.4.8 de 

tanımlanan bir norm || · ||𝐺 ) içinde bir kademeli sınırlı dizi (𝑥𝑘) tanımlanabilir.  

𝑥𝑘 = {
(0, 0, … , 0, 1)       𝑘 ∈ 𝐼𝑛𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, …

𝟎,                           diğer durumlarda
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Ardından, herhangi bir 𝑥 ∈ ℝ𝑚 için,  

1

ℎ𝑛𝑗
(∑ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉)

𝑘∈𝐼𝑛𝑗

) = 𝐴||0,0,…,0,1||
𝐺
 (𝜉), 𝑗 = 1, 2, 3, … 

ve 

1

ℎ𝑛𝑗
(∑ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉)

𝑘∈𝐼𝑛

) = 𝐴||𝑥||
𝐺
 (𝜉), 𝑛 ≠ 𝑛𝑗 

ifadeleri 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| ≠ 0  

Yani 𝑥𝑘 ↛ 𝑥(𝑆𝜃(𝐺)) sonucunu verir.  

Fakat (𝑥𝑘) dizisi 𝑆(𝐺)−yakınsaktır, 𝑝 yeterince büyük bir tam sayı olduğunda 𝑘𝑛𝑗−1 <

𝑝 ≤ 𝑘𝑛𝑗+1−1 ifadesini sağlayan eşsiz bir 𝑗 ye sahip olunabilir ve ardından 𝑝 → ∞ iken 

1

𝑝
∑𝐴||𝑥||

𝐺
(𝜉) ≤

𝑘𝑛𝑗−1 + ℎ𝑛𝑗
𝑘𝑛𝑗−1

𝑝

𝑘=1

≤
1

𝑗
+
1

𝑗
=
2

𝑗
 

𝑗 → ∞ olur. Bu nedenle (𝑥𝑘) ∈ │𝜎1(𝐺)│
0 dır. Connor (Connor, 1988) makalesinin 

kullanılan tekniği uygulayarak, (𝑥𝑘) dizisinin 𝑆(𝐺)−yakınsak olduğu gösterilebilir. 

Yardımcı Teorem 3.10. (𝑥𝑘) dizisi kademeli normlu lineer uzay (𝑋, || · ||𝐺) içinde bir 

dizi olsun. Ardından herhangi bir lacunary 𝜃 dizisi için, 𝑆𝜃(𝐺) − 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑘 = 𝑥 limitinin 

olması için gerek ve yeter şart 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝
𝑛

𝑞𝑛 < ∞ olup 𝑆(𝐺) − 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑘 = 𝑥 limitini ima eder. 

Ayrıca 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝
𝑛

𝑞𝑛 = ∞ ise, herhangi bir limite 𝑆(𝐺)−yakınsak olmayan bir 

𝑆𝜃(𝐺)−yakınsak dizisi vardır. 

İspat. İlk olarak 𝑆𝜃(𝐺) − 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑘 = 𝑥 ile birlikte lim sup
𝑛

𝑞𝑛 < ∞ varsayılsın. Tüm 𝑛 ler 

için 𝑞𝑛 < 𝐵 sağlayacak şekilde 𝐵 > 0 vardır. 𝑁𝑛, {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 
(𝜉) ≥ 𝜀} kümesinin 

kardinal sayısını ifade etsin. Ardından, 𝜂 >  0 için varsayım gereği, ∀𝑛 > 𝑛0,
𝑁𝑛

ℎ𝑛
<  𝜂 

olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ vardır.  
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𝑀 = max{𝑁1, 𝑁2, … , 𝑁𝑛0  } ve 𝑘𝑛−1 < 𝑡 < 𝑘𝑛 ifadesini sağlayan bir 𝑡 tamsayısı olsun. 

Ardından 

𝑆(𝐺) − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝑥 eşitliğini veren 

1

𝑡
| {𝑘 ≤ 𝑡 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| ≤
1

𝑘𝑛−1
| {𝑘 ≤ 𝑘𝑛 ∶ 𝐴||𝑥𝑘−𝑥||𝐺 

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

=
1

𝑘𝑛−1
{𝑁1 + 𝑁2 +⋯+𝑁𝑛0 + 𝑁𝑛0+1 +⋯+𝑁𝑛} 

 ≤
𝑀

𝑘𝑛−1
𝑛0 +

1

𝑘𝑛−1
{ℎ𝑛0+1

𝑁𝑛0+1

ℎ𝑛0+1
+⋯+ ℎ𝑛

𝑁𝑛
ℎ𝑛
} 

 ≤
𝑛0𝑀

𝑘𝑛−1
+

1

𝑘𝑛−1
(sup
𝑛>𝑛0

𝑁𝑛
ℎ𝑛
) {ℎ𝑛0+1 +⋯+ ℎ𝑛} 

≤
𝑛0𝑀

𝑘𝑛−1
+ 𝜂

𝑘𝑛 − 𝑘𝑛0
𝑘𝑛−1

 

≤
𝑛0𝑀

𝑘𝑛−1
+ 𝜂𝑞𝑛 

≤
𝑛0𝑀

𝑘𝑛−1
+ 𝜂𝐵 

eşitsizliği bulunur. 

Tersi durum için, 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝
𝑛

𝑞𝑛 = ∞ varsayılsın. 𝑆𝜃(𝐺)−yakınsak fakat herhangi bir limit 

değerine 𝑆(𝐺)−yakınsak olmayacak şekilde bir dizi oluşması amaçlanmaktadır. 𝑞𝑛𝑗 > 𝑗 

olacak şekilde 𝜃 = (𝑘𝑛) lacunary dizisinin alt dizisi olan (𝑘𝑛𝑗) oluşturulabilir. Şimdi 

aşağıdaki adımları izleyerek (ℝ𝑚, || · ||𝐺) (Örnek 2.4.8 de tanımlanan bir norm || · ||𝐺) 

içinde bir kademeli sınırlı dizi (𝑥𝑘) tanımlanabilir: 

𝑥𝑘 = {
(0, 0, … , 0, 1)      𝑘𝑛𝑗−1 < 𝑘 < 2𝑘𝑛𝑗−1, 𝑗 = 1, 2, …

𝟎,                                                diğer durumlarda
 

(𝑥𝑘) ∈ 𝑁𝜃(𝐺) ama (𝑥𝑘) ∉ │𝜎1(𝐺)│ olduğu gösterilebilir (Freedman vd., 1978, Fridy, ve 

Orhan, 1993). 

Yukarıdaki iki yardımcı teoremin birleşiminden aşağıdaki teoremler ifade edilir: 
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Teorem 3.11. (𝑥𝑘) dizisi kademeli normlu lineer uzay (𝑋, || · ||𝐺) içinde bir dizi olsun. 

Ardından, herhangi bir lacunary θ dizisi için, 1 ≤  𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓
𝑛

𝑞𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝
𝑛

𝑞𝑛 < ∞  

olması için gerek ve yeter şart 

𝑆𝜃(𝐺) − 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑘 = 𝑆(𝐺) − 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑘 dır (Choudhury ve Debnath, 2022). 

Tanım 3.12. 𝜃 = (𝑘𝑛) bir lacunary dizi ve (𝑥𝑘) dizisi kademeli normlu lineer uzay 

(𝑋, || · ||𝐺) içindeki herhangi bir dizi olsun. 

i.  Herhangi bir 𝑛 için, 𝑘′(𝑛) ∈ 𝐼𝑛; 

ii. (𝑥𝑘′(𝑛)) alt dizisi bazı 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑛 → ∞ giderken 𝑥’e kademeli yakınsaktır; 

iii. Herhangi bir 𝜀 > 0 ve 𝜉 ∈  (0, 1]için, 

lim
𝑛

1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴‖𝑥𝑘−𝑥𝑘′(𝑛)‖𝐺

 
(𝜉) ≥ 𝜀}| = 0 

şartlarını sağlayan (𝑥𝑘) dizisinin (𝑥𝑘′(𝑛)) alt dizisi varsa (𝑥𝑘) dizisine kademeli lacunary 

istatistiksel Cauchy (kısaca 𝑆𝜃(𝐺)−Cauchy) dizisi denir (Choudhury ve Debnath, 2022). 

Teorem 3.13. (𝑥𝑘) dizisi kademeli normlu lineer uzay (𝑋, || · ||G) içinde bir dizi olsun. 

Ardından, (𝑥𝑘) dizisinin 𝑆𝜃(𝐺)-Cauchy olması için gerek ve yeter şart 𝑆𝜃(𝐺)-yakınsaktır 

olmasıdır (Choudhury ve Debnath, 2022). 

İspat.  𝑥𝑘 →  𝑥(𝑆𝜃(𝐺)) ve tüm 𝑚 ∈ ℕ için 𝐾(𝜉,𝑚), {𝑘 ∈ ℕ ∶  𝐴‖𝑥𝑘−𝑥‖𝐺  (𝜉) <  
1

𝑚
 } 

kümesini belirttiği varsayılsın. Ardından, herhangi bir 𝑚 ∈ ℕ için 𝐾(𝜉,𝑚 + 1) ⊆

𝐾(𝜉,𝑚) sağlanır ve 𝑙𝑖𝑚
𝑛

|𝐾(𝜉,𝑚)∩𝐼𝑛|

ℎ𝑛
   = 1 limiti elde edilir. 

|𝐾(𝜉,𝑚)∩𝐼𝑛|

ℎ𝑛
> 0 olduğunu ifade 

eden 𝑛 ≥ 𝑟(1) şeklinde bir 𝑟(1) seçilsin (𝐾(𝜉, 1) ∩ 𝐼𝑛 ≠ ∅). Ardından 𝐾(𝜉, 2) ∩ 𝐼𝑛 ≠ ∅ 

olduğunu ifade eden 𝑛 ≥ 𝑟(2) şeklinde bir 𝑟(2) > 𝑟(1) seçilsin. 

𝑟(1) < 𝑛 ≤ 𝑟(2) sağlayan tüm 𝑛 için, 𝑘′(𝑛) ∈ 𝐼𝑛 ∩ 𝐾(𝜉, 1) olacak şekilde 𝑘′(𝑛) ∈ 𝐼𝑛 

seçilsin (𝐴
‖𝑥

𝑘′(𝑛)
−𝑥‖

𝐺
 
(𝜉) < 1). Buradaki gibi ilerleyerek, 𝑛 > 𝑟(𝑝 + 1) olacak şekilde 

𝐾(𝜉, 𝑝 + 1) ∩ 𝐼𝑛 ≠ ∅ olduğunu ifade eden 𝑟(𝑝 +  1) > 𝑟(𝑝) seçilebilir. Ardından, 

𝑟(𝑝) ≤ 𝑛 < 𝑟(𝑝 +  1) i sağlayan herhangi bir 𝑛 için 𝑘′(𝑛) ∈ 𝐼𝑛 ∩ 𝐾(𝜉, 𝑝) seçilsin: 

𝐴
‖𝑥

𝑘′(𝑛)
−𝑥‖

𝐺
 
(𝜉) <

1

𝑝
   

(3.3) 
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Bundan dolayı, herhangi bir 𝑟 için 𝑘′(𝑛) ∈ 𝐼𝑛 ifadesi vardır ve denklem (3.3) de, 𝑛 → ∞ 

iken (𝑥𝑘′(𝑛)) ‘in 𝑥’e kademeli yakınsak olduğunu ifade eder. 

Ardından, herhangi bir 𝜉 ∈  (0, 1] ve 𝜀 > 0 için; 

1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴‖𝑥𝑘−𝑥𝑘′(𝑛)‖𝐺

 
(𝜉) ≥ 𝜀}|

≤
1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴‖𝑥𝑘−𝑥‖𝐺 (𝜉) ≥

𝜀

2
}|   

+
1

ℎ𝑛
| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴‖𝑥

𝑘′(𝑛)
−𝑥‖

𝐺
 
(𝜉) ≥

𝜀

2
}|  

ifadeleri elde edilir. 

Şimdi 𝑥𝑘 → 𝑥(𝑆𝜃(𝐺)) varsayımını ve (𝑥𝑘′(𝑛)) dizisinin 𝑥’e kademeli yakınsadığı gerçeği 

kullanılarak, yukarıdaki eşitsizlik sağlanır. 

Şimdi tersi durum için, (𝑥𝑘) dizisinin  𝑆𝜃−Cauchy dizisi olduğu varsayılsın. Ardından 

herhangi bir 𝜉 ∈  (0, 1] ve 𝜀 > 0 için,  

| {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴‖𝑥𝑘−𝑥‖𝐺 (𝜉) ≥ 𝜀}|

≤ | {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴‖𝑥𝑘−𝑥𝑘′(𝑛)‖𝐺
 
(𝜉) ≥

𝜀

2
}|

+ | {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝐴‖𝑥
𝑘′(𝑛)

−𝑥‖
𝐺
 
(𝜉) ≥

𝜀

2
}| 

sonucu 𝑥𝑘 → 𝑥(𝑆𝜃(𝐺)) olduğunu ifade eder. 

Pringsheim (Pringsheim, 1900) ve Şahiner, Gürdal ve Düden (Şahiner vd., 2007) 

çalışmaları kullanılarak üç indisli diziler için istatistiksel yakınsama kavramı hatırlansın. 

Tanım 3.14. 𝐾(𝑛,𝑚, 𝑜), 𝐾 da 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑘 ≤ 𝑚 ve 𝑙 ≤ 𝑜 olacak şekilde (𝑗, 𝑘, 𝑙) sayısı ve 𝐾 ⊂

ℕ3 pozitif tamsayılardan oluşan üç boyutlu bir küme olsun. Dolayısıyla, doğal 

yoğunluğun üç boyutlu bir benzeri aşağıdaki gibi tanımlanır: 

Bir 𝐾 ⊂ ℕ3 kümesinin alt yoğunluğu 𝛿3(𝐾) = 𝑃 − lim
 
𝑖𝑛𝑓𝑛𝑚𝑜

𝐾(𝑛,𝑚,𝑜)

𝑛𝑚𝑜
 sembolü ile 

gösterilir. (
𝐾(𝑛,𝑚,𝑜)

𝑛𝑚𝑜
), Pringsheim anlamında bir limite sahip olduğunda, 𝐾 nın üç indisli 

doğal yoğunluğa sahip olduğu söylenir ve 𝛿3(𝐾) = 𝑃 − 𝑙𝑖𝑚𝑛𝑚𝑜
𝐾(𝑛,𝑚,𝑜)

𝑛𝑚𝑜
 şeklinde 

tanımlanır (Şahiner vd., 2007). 
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Tanım 3.15. Bir reel (karmaşık) üç indisli dizi 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘𝑙), 𝑥:ℕ
3 → ℝ (veya ℂ) 

fonksiyonuna verilen isimdir. ∀ 𝑗, 𝑘, 𝑙 > 𝑁 olduğunda |𝑥𝑗𝑘𝑙 − 𝐿| < 𝜀 olduğu göz önüne 

alındığında, tüm 𝜀 > 0 için 𝑁 ∈ ℕ vardır. Böylece 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘𝑙) üç indisli dizi Pringsheim 

anlamında bir 𝐿 sayısına yakınsar (Şahiner vd., 2007). 

Tanım 3.16. Sınırlı bir üç indisli dizi tüm (𝑗, 𝑘, 𝑙, ) için |𝑥𝑗𝑘𝑙| < 𝑀 pozitif bir 𝑀 sayısı 

mevcut olan dizidir ve bu tür üç indisli diziler ‖𝑥‖(∞,3) = 𝑠𝑢𝑝𝑗𝑘𝑙|𝑥𝑗𝑘𝑙| < ∞ ile 

gösterilecektir. 𝑃-yakınsak bir üçlü indisli dizinin tek indisli dizilerdeki durumun aksine 

sınırlı olması gerekmez (Şahiner vd., 2007). 

Tanım 3.18. Eğer ∀𝜀 > 0 için 𝛿3({(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ ℕ
3: |𝑥𝑗𝑘𝑙 − 𝐿| ≥ 𝜀}) = 0 ise, bu durumda 

𝑥 = (𝑥𝑗𝑘𝑙) reel üç indisli dizisi 𝐿 sayısına istatistiksel yakınsaktır denir (Şahiner vd., 

2007). 

Tanım 3.19. Üç indisli bir lacunary dizisi olarak 𝑗0 = 0, ℎ𝑟 = 𝑗𝑟 − 𝑗𝑟−1 → ∞ iken 𝑟 →

∞, 𝑘0 = 0, ℎ𝑠 = 𝑘𝑠 − 𝑘𝑠−1 → ∞ iken 𝑠 → ∞, 𝑙0 = 0, ℎ𝑡 = 𝑙𝑡 − 𝑙𝑡−1 → ∞ iken 𝑡 → ∞ 

koşullarını sağlayan 𝜃3 = 𝜃𝑟𝑠𝑡 = {(𝑗𝑟 , 𝑘𝑠, 𝑙𝑡)} artan pozitif tamsayı dizisi 

kastedilmektedir. 

Burada 𝑘𝑟s𝑡 = 𝑗𝑟𝑘𝑠𝑙𝑡, ℎ𝑟𝑠𝑡 = ℎ𝑟ℎ𝑠ℎ𝑡 ve 𝜃𝑟𝑠𝑡 ile 𝐼𝑟𝑠𝑡 = {(𝑗, 𝑘, 𝑙): 𝑗𝑟−1 < 𝑗 ≤ 𝑗𝑟 , 𝑘𝑠−1 <

𝑘 ≤ 𝑘𝑠, 𝑙𝑡−1 < 𝑙 ≤ 𝑙𝑡}, 𝑞𝑟 =
𝑗𝑟

𝑗𝑟−1
, 𝑞𝑠 =  

𝑘𝑠

𝑘𝑠−1
,  𝑞𝑡 =

𝑙t

𝑙t−1
 ve 𝑞𝑟𝑠𝑡 = 𝑞𝑟𝑞s𝑞t aralıkları 

gösterilmektedir (Esi ve Savaş, 2015). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu tezde 𝑋 reel vektör uzayı, 𝑥 = {𝑥𝑗𝑘l} üç indisli dizi ve 𝜃3 = {𝜃3} = {𝜃𝑛𝑜𝑝} = {𝑗𝑛𝑘o𝑙𝑝}, 

(𝑋, ‖. , . ‖𝐺) kademeli 2-normlu lineer uzayda herhangi bir üç indisli lacunary dizi olarak 

alınacaktır. 

Tanım 4.1. Eğer herhangi bir 𝜉 ∈ (0,1] ve her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için ∥. , . ∥𝐺: 𝑋 × 𝑋 → 𝐺
∗(ℝ) 

fonksiyonu 

(𝐺21).  𝐴∥𝑥,𝑧∥𝐺(𝜉) = 𝐴0̃(𝜉) eğer 𝑥 ve 𝑧 doğrusal bağımlıysa; 

(𝐺22).  |𝜆|𝐴∥𝑥,𝑧∥𝐺(𝜉) = 𝐴∥𝜆𝑥,𝑧∥𝐺(𝜉), 𝜆 ∈ ℝ olduğunda; 

(𝐺23).  𝐴∥𝑦+𝑥,𝑧∥𝐺(𝜉) ≤ 𝐴∥𝑦,𝑧∥𝐺(𝜉) + 𝐴∥𝑥,𝑧∥𝐺(𝜉) 

koşullarını sağlarsa 𝑋 üzerinde kademeli 2-norm, (𝑋, ∥. , . ∥𝐺) çifti ise kademeli 2-normlu 

lineer uzay olarak adlandırılır. 

Tez boyunca 𝑋 uzayı 2 ≤ 𝑑 < ∞, d-boyutlu bir uzay, X üzerinde ∥. , . ∥𝐺: 𝑋 × 𝑋 → 𝐺
∗(ℝ) 

kademeli 2-normlu fonksiyon olsun. 

Tanım 4.2. X üzerinde ∥. , . ∥𝐺: 𝑋 × 𝑋 → 𝐺
∗(ℝ) kademeli 2-normlu fonksiyonu ve 

herhangi bir 𝑧 ∈ 𝑋, 𝜀 > 0 ve 𝑧 ∈ 𝑋, 𝜀 > 0 için 

𝛿3 ({(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴|𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧|𝐺
(𝜉) ≥ 𝜀}) = 0 (4.1) 

ise istatistiksel olarak 𝑅 ∈ 𝑋 e yakınsak olarak adlandırılır.:Böylece, 𝑠𝑡3(𝐺2) −

lim𝑥𝑗𝑘𝑙 = 𝑅 veya 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑅{𝑠𝑡3(𝐺2)} şeklinde yazılabilir. 

Tanım 4.3.  ∥. , . ∥𝐺: 𝑋 × 𝑋 → 𝐺
∗(ℝ) fonksiyonu ve her 𝑧 ∈ 𝑋, 𝜀 > 0 ve 𝜉 ∈ (0,1] için, 

lim
𝑛𝑜𝑝

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| =0 

ise {𝑥𝑗𝑘𝑙} dizisi kademeli olarak 𝑅 ∈ 𝑋 ‘e 𝑆θ3-yakınsak denir. 

Bu durumda, 𝑆θ3(𝐺2) − lim𝑥𝑗𝑘𝑖 = 𝑅 ya da 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑅{𝑆θ3(𝐺2)} yazılır. Ayrıca 𝑋’teki tüm 

𝑆𝜃3-yakınsak üç indisli dizilerin kümesi 𝑆θ3(𝐺2) olarak yazılsın. 

Örnek 4.4.. Örnek 2.4.8’de tanımlandığı gibi 𝑋 = ℝm ve ‖. , . ‖ 2-norm olsun. 
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𝜃𝑛𝑜𝑝 = {
0,       𝑛𝑜𝑝 = 0

3𝑛𝑜𝑝,   𝑛𝑜𝑝 ≥ 1
 

ile tanımlanır. Üç indisli {𝑥𝑗𝑘𝑙} ∈ ℝ
𝑚 dizisi şu şekilde tanımlanır: 

𝑥𝑗𝑘𝑙 = {
(0,0, … ,0,𝑚), 𝑗 = 𝑟2, 𝑘 = 𝑠2, 𝑙 = 𝑡2;  (𝑟, 𝑠, 𝑡) ∈ ℕ3

(0,0, … ,0,0), aksi halde
 

ℝm de sıfıra kademeli olarak 𝑆𝜃3-yakınsaktır. 

Her 𝑧 ∈ 𝑋 için 

lim
𝑛𝑜𝑝

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−0,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

= 3 lim
𝑛𝑜𝑝
 
1

3𝑛𝑜𝑝
{𝑗 ∈ (3𝑛−1, 3𝑛], 𝑘 ∈ (30−1, 3𝑜], 𝑙 ∈ (3𝑝−1, 3𝑝]: 𝐴∥𝑥𝑗𝑘𝑙−0,𝑧∥𝐺(𝜉) ≥ 𝜀} 

 ≤ 3 lim
𝑛𝑜𝑝
 
1

3𝑛𝑜𝑝
|{𝑗 ≤ 3n, 𝑘 ≤ 3𝑜 , 𝑙 ≤ 3𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−0,𝑧∥∥𝐺

(𝜀) ≥ 𝜀}| 

≤ 3lim
𝑛𝑜𝑝
 
[|√𝑛𝑜𝑝|]

𝑛𝑜𝑝
= 0 

“ ≤ 𝑝” için en büyük tam sayı ⟦𝑝⟧ ile gösterilir. 

Dolayısıyla 𝑥𝑗𝑘𝑖 → 𝟎{𝑆𝜃3(𝐺2)} sonucuna ulaşılır. 

Örnek 4.5. 𝑋 = ℝ , ∥ .  ∥𝐺  herhangi bir 𝑅 ∈ ℝ için 𝐴∥R∥𝐺 = 𝑒
𝜉|𝑅| olarak tanımlanan norm 

olsun. Örnek 4.4’te tanımlanan 𝜃3 = {𝜃𝑛𝑜𝑝} üç indisli dizisi düşünüldüğünde, o halde 

𝑥𝑗𝑘𝑙 = 𝑗
2𝑘2𝑙2 olarak tanımlanan 𝑥𝑗𝑘𝑙 = 𝑗

2𝑘2𝑙2, 𝑆𝜃3(𝐺2)-yakınsak değildir. 

Mantıksal Gerekçe: Her 𝑅 ∈ ℝ için 𝑅 ≤ 0 veya 𝑅 > 0 alınsın. Bu şartların sağlandığı 

tüm durumlarda, 𝑥  dizisi 𝑅 ye 𝑆𝜃3(𝐺2)-yakınsak olmayacaktır. 

Durum 4.I. 𝑅 ≤ 0 olduğunda, 𝜀 =
1

2
𝑒𝜉  olsun. Buna göre tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için şunu elde ederiz: 

lim
𝑛𝑜𝑝

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

lim
𝑛𝑜𝑝

3

𝑛𝑜𝑝
|{𝑗 ∈ (3𝑛−1, 3𝑛], 𝑘 ∈ (3𝑜−1, 3𝑜], 𝑙 ∈ (3𝑝−1, 3𝑝]: 𝐴∥∥𝑗2𝑘2𝑙2−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥
1

2
𝑒𝜉}| = 1 
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Durum 4.𝐈𝐈.. Eğer 𝑅 > 0 ise, o halde 𝑥𝑗0𝑘0𝑙0−1 ≤ 𝑅 ≤ 𝑥𝑗0𝑘0𝑙0 şeklinde (𝑗0, 𝑘0, 𝑙0) ∈ ℕ
3 

vardır. 

Alt durum 4.I. 0 < 𝑅 < 1, olduğunda 𝜀 =
𝑒𝜉

2
min{𝑅, 1 − 𝑅} olsun. Dolayısıyla, 

aşağıdaki eşitlik tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için kolaylıkla gösterilebilir: 

lim
𝑛𝑜𝑝

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| =1 

Alt durum 4.𝐈𝐈.. 𝑅 ≥ 1 ise, o halde 𝜀 =
𝜀𝜉

2
min{𝑅 − 𝑥𝑗0𝑘0𝑙0−1, 𝑥𝑗0𝑘0𝑙0 − 𝑅} seçilirse, 

dolayısıyla aşağıdaki eşitliği  tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için göstermek kolaydır: 

lim
𝑛𝑜𝑝

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| =1. 

Tanım 4.6. Yeni dizi uzayları olan |𝜎1,1,1(𝐺2)| ve 𝑁𝜃3(𝐺2) aşağıdaki gibi tanımlanır: 

Tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için, 

|𝜎1,1,1(𝐺2)| = {{𝑥𝑗𝑘𝑙}: bazı 𝑅 ∈ 𝑋 ve ∀𝜉

∈ (0,1] için, lim
𝑛𝑜𝑝

1

𝑛𝑜𝑝
( ∑ 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉)

𝑛,𝑜,𝑝

𝑗,𝑘,1=1,1,1

) = 0} 

ve 

𝑁𝜃3(𝐺2) = {{𝑥𝑗𝑘𝑙}: bazı 𝑅 ∈ 𝑋 ve ∀𝜉

∈ (0,1] için, lim
𝑛𝑜𝑝

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
( ∑ 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉)

(𝑗,𝑘,𝑙)∈𝐼𝑛

) = 0} 

Teorem 4.7. Aşağıdakiler geçerlidir: 

i. Eğer 𝑥𝑗𝑘𝑖 → 𝑅{𝑁𝜃3(𝐺2)} ise o halde 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑅{𝑆𝜃3(𝐺2)} olur; ancak tersi 

doğru değildir. 

ii. Eğer {𝑥𝑗𝑘𝑙} kademeli sınırlıysa, (i) nin tersi geçerlidir. 

İspat. 

i.  𝜀 > 0 keyfi seçilmiş bir değer ve 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑅{𝑁𝜃3(𝐺2)} olduğu varsayılsın. Bu 

durumda tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için aşağıdakiler yazılır: 
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∑  
(𝑗,𝑘,𝑙)∈𝐼𝑛𝑜𝑝

 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺
(𝜉) ≥ ∑  

(𝑗,𝑘,𝑙)∈𝐼𝑛𝑜𝑝

𝐴
∥
∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑥∥

∥
𝐺

(𝜉)≥𝜀

 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺
(𝜉) 

≥ 𝜀 |{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺
(𝜉) ≥ 𝜀}| 

Daha sonra kademeli 2-normlu uzayı (ℝ𝑚, ‖. , . ‖𝐺) olduğunu dikkate alarak karşı bir 

örnek oluşturulur. Burada Örnek 2.4.8’deki gibi tanımlanan ‖. , . ‖𝐺 2-normdur. 

𝑥 =

(

 
 
 
 
 
 
 
1 2 3 ⋯ [|√ℎ𝑛𝑜𝑝

3
|] 0 ⋯

2 2 3 ⋯ [|√ℎ𝑛𝑜𝑝
3

|] 0 ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

2 [|√ℎ𝑛𝑜𝑝
3

|] ⋯ ⋯ [|√ℎ𝑛𝑜𝑝
3

|] 0 ⋯

0 0 0 ⋯ 0 0 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱)

 
 
 
 
 
 
 

 

𝜃3 verilsin (Savaş ve Patterson, 2006). 

O halde, herhangi bir 𝜀 > 0 ile tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için 0 < 𝜀𝑒𝜉 ≤ 1 vardır. 

lim
𝑛𝑜𝑝

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−0,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| =  lim
𝑛𝑜𝑝

[|√ℎ𝑛𝑜𝑝
3 |]

ℎ𝑛𝑜𝑝
= 0 

O halde, 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝟎{𝑆𝜃3(𝐺2)}. Ve eşitliğin diğer tarafında, tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için, 

 lim
𝑛𝑜𝑝
 
1

ℎ𝑛𝑜𝑝
( ∑  
(𝑗,𝑘,𝑙)∈𝐼𝑛𝑜𝑝

 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−0,𝑧∥∥𝐺
(𝜉)) 

= lim
𝑛𝑜𝑝
 
[|√ℎ𝑛𝑜𝑝
3 |] ([|√ℎ𝑛𝑜𝑝

3 |]([|√ℎ𝑛𝑜𝑝
3 |] + 1))

2ℎ𝑛𝑜𝑝
=
1

2
≠ 0 

dolayısıyla 𝑥𝑗𝑘𝑙 ↛ 𝟎{𝑆𝜃3(𝐺2)}. 

ii. 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑅{𝑆𝜃3(𝐺2)} ve 𝑥’in kademeli sınırlı olduğunu varsayılsın. 𝑥 kademeli 

sınırlı olduğundan tüm 𝑧 ∈ 𝑋 and (𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ ℕ3için 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺
≤ 𝐵 koşulunu sağlayan 

pozitif bir 𝐵 = 𝐵(𝜉) > 0 sabitinin mevcut olduğu anlamına gelir. Bu durumda 𝜀 > 0 için 

aşağıdaki eşitlik elde edilir: 
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Tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için, 

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
( ∑  
(𝑗,𝑘,𝑙)∈𝐼𝑛𝑜𝑝

 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺
(𝜉)) =

1

ℎ𝑛𝑜𝑝

(

 
 
 
 

∑  
(𝑗,𝑘,𝑙)∈𝐼𝑛𝑜𝑝

𝐴
∥
∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥

∥
𝐺

(𝜉)≥𝜀

 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺
(𝜉)

)

 
 
 
 

 

+
1

ℎ𝑛𝑜𝑝

(

 
 
 

∑  
(𝑗,𝑘,𝑙)∈𝐼𝑛𝑜𝑝

𝐴∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥𝐺
(𝜉)

 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺
(𝜉)

)

 
 
 

 

 

 ≤
𝐵

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}|

              

+ 𝜀 

bu da sonuç olarak 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑅{𝑁𝜃3(𝐺2)} olduğunu ifade eder. 

Teorem 4.8. Belirli bir 𝜃3 için 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑅1{𝑆𝜃3(𝐺2)} ise bu durumda tek bir 𝑅1 vardır. 

İspat. 𝑋 içerisinde 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑅1{𝑆𝜃3(𝐺2)} ve 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑅2{𝑆𝜃3(𝐺2)} (𝑅1 ≠ 𝑅2) olduğu 

varsayılsın. Buna uyarak tüm 𝜉 ∈ (0,1], 𝜀 > 0 ve 𝑧 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑛𝑜𝑝

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅1,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| =0 

ve 

lim
𝑛𝑜𝑝

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅2,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| =0 

olur. Bu nedenle, 

M = {(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅1,𝑧∥∥𝐺
(𝜉) < 𝜀} ∩ {(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅2,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) < 𝜀}

≠ ∅. 

𝜀 = 𝐴
∥
∥𝑅1−𝑅2

2
,𝑧∥
∥
𝐺

(𝜉) seçilirse bu durumda 𝑟, 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑀 ve tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için 
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2𝜀 = 𝐴∥𝑅1−𝑅2,𝑧∥𝐺(𝜉) ≤ 𝐴∥∥𝑥𝑟𝑠𝑡−𝑅1,𝑧∥∥𝐺
(𝜉) + 𝐴∥∥𝑥𝑟𝑠𝑡−𝑅2,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) < 𝜀 + 𝜀 = 2𝜀 

gibi çelişkili bir durum ortaya çıkar. Bu yüzden 𝑅1 = 𝑅2 olmak zorundadır. 

Teorem 4.9. (𝑋, ∥. , . ∥𝐺) kademeli 2-normlu lineer uzay içerisinde {𝑥𝑗𝑘𝑙} üç indisli bir dizi 

ve {𝑦𝑗𝑘𝑙} diğer üç indisli dizi olsun. Eğer 𝑥𝑗𝑘𝑖 → 𝑅1{𝑁𝜃2(𝐺2)} ve 𝑦𝑗𝑘𝑖 → 𝑅2{𝑁𝜃2(𝐺2)} ise 

bu durumda 

i. 𝑥𝑗𝑘𝑙 + 𝑦𝑗𝑘𝑙 → (𝑅1 + 𝑅2){𝑆𝜃3(𝐺2)} ve 

ii. Herhangi bir 𝑐 ∈ ℝ için, 𝑐𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑐𝑅1{𝑆𝜃3(𝐺2)}. 

İspat. 

i. 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑅1{𝑆𝜃3(𝐺2)} ve 𝑦jkl → 𝑅2{Sθ3(G2)} olduğunda, her ξ ∈ (0,1] ve ε > 0 

için 

lim
𝑛𝑜𝑝

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|𝐶1|   = 0  ve lim

𝑛𝑜𝑝

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|𝐶2|  = 0 

(4.2) 

 

burada 

𝐶1 = {(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅1,𝑧∥∥𝐺
(𝜉) ≥

𝜀

2
} 

ve 

𝐶2 = {(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑦𝑗𝑘𝑙−𝑅2,𝑧∥∥𝐺
(𝜉) ≥

𝜀

2
} ,  𝑧 ∈ 𝑋. 

Şimdi aşağıdaki dahil edilirse 

{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙+𝑦𝑗𝑘𝑙−𝑅1−𝑅2,𝑧∥∥𝐺
(𝜉) ≥ 𝜀} ⊆ 𝐶1 ∪ 𝐶2 

elde edilir. 

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙+𝑦𝑗𝑘𝑙−𝑅1−𝑅2,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| ≤
1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|𝐶1| +

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|𝐶2| 

ve (4.2) den dolayı 

 lim
𝑛𝑜𝑝

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙+𝑦𝑗𝑘𝑙−𝑅1−𝑅2,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| = 0 ,  𝑧 ∈ 𝑋 
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ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

ii. İspatı kolay olduğu için bu kısım atlanmıştır. 

Aşağıdaki yardımcı teoremlerde 𝜃3 üzerindeki belirli kısıtlılıklara tabi olarak 𝑆(𝐺2) ve 

𝑆𝜃2(𝐺2) kümeleri arasındaki ilişkilerin içerikleri incelenecektir. 

𝑞𝑛𝑜𝑝 = 𝑞n𝑞o𝑞p eşitliği kullanılacaktır. 

Yardımcı Teorem 4.10. 𝑆(𝐺2) − lim𝑥𝑗𝑘𝑙 = 𝑅 eşitliğinin 𝑆𝜃3(𝐺2) − lim𝑥𝑗𝑘𝑙 = 𝑅 olması 

için gerek ve yeter koşul lim
 
𝑖𝑛𝑓𝑛𝑜𝑝𝑞𝑛𝑜𝑝 > 1  olmasıdır. 

Bunun yanı sıra, lim
 
𝑖𝑛𝑓𝑛𝑜𝑝𝑞𝑛𝑜𝑝 = 1  ise, bu durumda 𝑆(𝐺2)-yakınsak olan fakat 

herhangi bir limite 𝑆𝜃3(𝐺2) −yakınsak olmayan bir üç indisli dizi mevcuttur. 

İspat. lim
 
𝑖𝑛𝑓𝑛𝑜𝑝𝑞𝑛𝑜𝑝 > 1 olarak alınsın. Yeterince büyük 𝑛, 𝑜, 𝑝 koşulu altında 𝑞𝑛 > 1 +

𝜈, 𝑞𝑜 > 1 + 𝜈 ve 𝑞𝑝 > 1 + 𝜈 koşullarını sağlayan bir 𝑣 > 0 mevcuttur. Bu da, (
𝑗𝑛

ℎ𝑛
) ≤

1+𝑣

𝑣
, (
𝑘𝑜

ℎ𝑜
) ≤

1+𝑣

𝑣
 ve (

𝑙𝑝

ℎ𝑝
) ≤

1+𝑣

𝑣
 anlamına gelir. Şimdi 𝑆(𝐺2) − lim𝑥𝑗𝑘𝑙 = 𝑅 olduğundan, 

herhangi bir 𝜀 > 0 ve yeterince büyük 𝑛, 𝑜, 𝑝 için aşağıdaki eşitsizlik tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için 

𝑆𝜃3(𝐺2) − lim𝑥𝑗𝑘𝑙 = 𝑅 yi verir. 

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

=
𝑘𝑛𝑜𝑝

ℎ𝑛𝑜𝑝

1

𝑘𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

≤ (
1 + 𝑣

𝑣
)
3 1

𝑘𝑛𝑜𝑝
|{𝑗 ≤ 𝑗𝑛, 𝑘 ≤ 𝑘𝑜 , 𝑙 ≤ 𝑙𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

Bunun tersi için, lim
 
𝑖𝑛𝑓𝑛𝑜𝑝𝑞𝑛𝑜𝑝 = 1  olduğu varsayılsın. 𝑆(𝐺2) −yakınsak ama herhangi 

bir 𝑆𝜃3(𝐺2) −yakınsak olmayan üç indisli bir dizi oluşturulsun. Devam edilirse 𝜃3 

lacunary üç indisli dizisinin aşağıdakileri sağlayan (𝑘𝑛a𝑜b𝑝c) üç indisli alt dizisi 

seçilebilir: 

(
𝑗𝑛𝑎−1

𝑗𝑛𝑎
) >

𝑎

(𝑎 + 1)
 ve (

𝑗𝑛a−1

𝑗𝑛(a−1)
) > 𝑎 burada 𝑛𝑎 − 𝑛(𝑎−1) ≥ 2; 
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(
𝑘𝑎b−1

𝑘𝑎𝑏
) >

𝑏

(𝑏 + 1)
 ve (

𝑘𝑎0−1

𝑘c(𝑏−1)
) > 𝑏 burada 𝑜𝑏 − 𝑞(𝑏−1) ≥ 2; 

(
𝑙𝑝𝑐−1

𝑙𝑝𝑐
) >

𝑐

(𝑐 + 1)
 ve (

𝑙𝑝𝑐−1

𝑙𝑝𝑐−1
) > 𝑐 burada 𝑝𝑐 − 𝑝(𝑐−1) ≥ 2. 

Aşağıda (ℝ𝑚, ‖. , . ‖𝐺) içerisinde kademeli olarak sınırlı üç indisli bir 𝑥 dizisinin nasıl 

tanımlandığı gösterilmektedir (burada Örnek 2.4.8’de açıklamasına benzer olarak ∥⋅,⋅∥𝐺 

2-normdur): 

𝑥𝑗𝑘𝑙 = {
(0,0, … ,0,1), (𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑎𝑜𝑏𝑝𝑐;  𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1,2, …

𝟎, diğer durumlar
. 

O halde, her 𝑅 ∈ ℝ𝑚, için aşağıdakiler elde edilir: 

Tüm 𝑧 ∈ 𝑋 ve 𝑛 ≠ 𝑛𝑎 , 𝑜 ≠ 𝑜𝑏 , 𝑝 ≠ 𝑝𝑐 için 

(
1

ℎ𝑛𝑎𝑜𝑏𝑝𝑐
)( ∑  

(𝑗,𝑘,𝑙)∈𝐼𝑛𝑎𝑜𝑏𝑝𝑐

 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺
(𝜉)) = 𝐴∥(0,0,…,0,1)−𝑅,𝑧∥𝐺(𝜉);  𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1,2, … 

ve 

(
1

ℎ𝑛𝑎𝑜𝑏𝑝𝑐
)( ∑  

(𝑗,𝑘,𝑙)∈𝐼𝑛𝑎𝑜𝑏𝑝𝑐

 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺
(𝜉)) = 𝐴∥𝑅,𝑧∥𝐺(𝜉)  

bu da aşağıdaki sonucu verir: 

Tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için 

lim
𝑛𝑜𝑝
(
1

ℎ𝑛𝑜𝑝
) |{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝑙𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| ≠ 0, 

yani 𝑥𝑗𝑘𝑙 ↛ 𝑅{𝑆𝜃3(𝐺2)}. 

Ancak {𝑥𝑗𝑘𝑙} dizisi 𝑆(𝐺2)-yakınsaktır, çünkü 𝛼, 𝛽, 𝛾 yeterince büyük herhangi bir 

tamsayıysa sadece 𝑎, 𝑏 ve 𝑐 𝑗𝑛𝑎−1 < 𝛼 ≤ 𝑗𝑛𝑎 , 𝑘𝑜𝑏−1 < 𝛽 ≤ 𝑘𝑜𝑏 , 𝑙𝑝𝑐−1 < 𝛾 ≤ 𝑙𝑝𝑐 de 

yerine konulursa tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için 𝛼, 𝛽, 𝛾 → ∞ iken 
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1

𝛼𝛽𝛾
( ∑  

𝛼,𝛽,𝛾

𝑗=1,𝑘=1,𝑙=1

 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙,𝑧∥∥𝐺
(𝜉)) ≤  (

(𝑗𝑛𝑎−1𝑘𝑜𝑏−1𝑙𝑝𝑐−1 + ℎ𝑛𝑎𝑜𝑏𝑝𝑐)

(𝑗𝑛𝑎−1𝑘𝑜𝑏−1𝑙𝑝𝑐−1)
) <

2

𝑎𝑏𝑐
 

𝑎, 𝑏, 𝑐 → ∞ olduğu sonucu çıkar. 

Dolayısıyla {𝑥𝑗𝑘𝑙} ∈ |𝜎1,1,1(𝐺2)|
0
. Bu yüzden {𝑥𝑗𝑘𝑙} dizisinin 𝑆(𝐺2) −yakınsak olduğu 

gösterilebilir. 

Yardımcı Teorem 4.11. 𝑆(𝐺2) − lim𝑥𝑗𝑘𝑙 = 𝑅 olması için gerek ve yeter koşul 

lim
 
𝑠𝑢𝑝𝑛𝑜𝑝𝑞𝑛𝑜𝑝 < ∞ olup 𝑆𝜃3(𝐺2) − lim𝑥𝑗𝑘𝑖 = 𝑅 olduğu anlamına gelir. Ayrıca, 

𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝
𝑛𝑜𝑝

𝑞𝑛𝑜𝑝 = ∞ ise, 𝑆𝜃3(𝐺2)-yakınsaktır fakat herhangi bir limite 𝑆(𝐺2)-yakınsak 

olmayan {𝑥𝑗𝑘𝑙}  üç indisli dizisi vardır. 

İspat. İlk olarak 𝑆𝜃3(𝐺2) − lim𝑥𝑗𝑘𝑙 = 𝑅 ile lim
 
𝑠𝑢𝑝𝑛𝑜𝑝𝑞𝑛𝑜𝑝 < ∞ olduğunu varsayalım. 

Böylece herhangi bir 𝑛0, 𝑜0, 𝑝0 ∈ ℕ i için 𝑞𝑛𝑜𝑝 < 𝐵 (∞ > 𝐵 > 0).  𝑁𝑛𝑜𝑝, tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için  

{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺
(𝜉) ≥ 𝜀} 

kümesinin kardinal sayısını göstersin. O halde, varsayıma göre belli bir 𝜂 > 0, için ∀𝑛 ≥

𝑛0, 𝑜 ≥ 𝑜0, 𝑝 ≥ 𝑝0; (
𝑁𝑛𝑜𝑝

ℎ𝑛𝑜𝑝
) < 𝜂 olacak biçimde 𝑛0, 𝑜0, 𝑝0 ∈ ℕ vardır. 𝑀 =

max{𝑁𝑛𝑜𝑝: 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑛0, 1 ≤ 𝑜 ≤ 𝑜0, 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑝0} olsun ve 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑗(𝑛−1) < 𝛼 <

𝑗𝑛, 𝑘(𝑜−1) < 𝛽 < 𝑘𝑜 , 𝑙(𝑝−1) < 𝛾 < 𝑙𝑝 koşullarını sağlayan üç tamsayı olsun. Bu durumda 

tüm  𝑧 ∈ 𝑋  için aşağıdakiler elde edilir: 

(
1

𝛼𝛽𝛾
) |{𝑗 ≤ 𝛼, 𝑘 ≤ 𝛽, 𝑙 ≤ 𝛾: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

≤ (
1

(𝑗(𝑛−1)𝑘(𝑜−1)𝑙(𝑝−1))
) |{𝑗 ≤ 𝑗𝑛, 𝑘 ≤ 𝑘𝑜 , 𝑙 ≤ 𝑙𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

= (
1

(𝑗(𝑛−1)𝑘(𝑜−1)𝑙(𝑝−1))
) {𝑁111 + 𝑁222 +⋯+𝑁𝑛0𝑜0𝑝0 + 𝑁𝑛0+1𝑜0+1𝑝0+1+⋯+𝑁𝑛𝑜𝑝} 

≤ (
𝑀

(𝑗(𝑛−1)𝑘(𝑜−1)𝑙(𝑝−1))
) 𝑛0𝑜0𝑝0 + (

1

(𝑗(𝑛−1)𝑘(𝑜−1)𝑙(𝑝−1))
) 
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     {
(ℎ𝑛0+1𝑜0+1𝑝0+1𝑁𝑛0+1𝑜0+1𝑝0+1))

ℎ𝑛0+1𝑜0+1𝑝0+1
+⋯+

(ℎ𝑛𝑜𝑝𝑁𝑛𝑜𝑝)

ℎ𝑛𝑜𝑝
} 

≤ (
𝑛0𝑜0𝑝0𝑀

𝑗(𝑛−1)𝑘(𝑜−1)𝑙(𝑝−1)
) +

1

𝑗(𝑛−1)𝑘(𝑜−1)𝑙(𝑝−1) sup
𝑛>𝑛0,𝑜>𝑜0,𝑝>𝑝0

 

    (
𝑁𝑛𝑜𝑝

ℎ𝑛𝑜𝑝
) {ℎ𝑛𝑜+1𝑜0+1𝑝0+1 +⋯+ ℎ𝑛𝑜𝑝} 

≤ (
(𝑛0𝑜0𝑝0𝑀)

(𝑗(𝑛−1)𝑘(𝑜−1)𝑙(𝑝−1))
) +

𝜂(𝑗𝑛𝑘𝑜𝑙𝑝 − 𝑗𝑛0𝑘𝑜0𝑙𝑝0)

(𝑗(𝑛−1)𝑘(𝑜−1)𝑙(𝑝−1))
 

≤
(𝑛0𝑜0𝑝0𝑀)

(𝑗(𝑛−1)𝑘(𝑜−1)𝑙(𝑝−1))
+ 𝜂𝑞𝑛𝑜𝑝 

≤
(𝑛0𝑜0𝑝0𝑀)

(𝑗(𝑛−1)𝑘(𝑜−1)𝑙(𝑝−1))
+ 𝜂𝐵 

Buradan 𝑆(𝐺2) − lim𝑥𝑗𝑘𝑙 = 𝑅 sonucuna ulaşılır. 

Bunun tersi durumda, 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑛𝑜𝑝 𝑞𝑛𝑜𝑝 = ∞ olduğu varsayılsın. Şimdi 𝑆𝜃3(𝐺2)-yakınsak 

değil de herhangi bir limite 𝑆(𝐺2)-yakınsak olmayan üçlü dizisiyle başlansın. 𝜃3 üç 

indisli lacunary dizisinin {𝑗𝑛a𝑘𝑜𝑏𝑙𝑝c} üç indisli alt dizisi 𝑞𝑛𝑎𝑜𝑏𝑝𝑐 > 𝑎𝑏𝑐 olacak şekilde 

oluşturulsun. Şimdi artık (ℝ𝑚, ‖. , . ‖𝐺) kademeli sınırlı {𝑥𝑗𝑘𝑙} üç indisli dizi aşağıdaki 

şekilde tanımlansın: 

𝑥𝑗𝑘𝑙 = {

(0,0, … ,0,1) 𝑗𝑛𝑎−1 < 𝑗 < 2𝑗𝑛𝑎−1, 𝑘o𝑏−1 < 𝑘 < 2𝑘o𝑏−1
 𝑙𝑝𝑐−1 < 𝑙 < 2𝑙𝑝𝑐−1; 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1,2, …

0,  diğer halde 

. 

𝑥 ∈ 𝑁𝜃3(𝐺2) ancak 𝑥 ∉ |𝜎1(𝐺2)| olduğu gösterilebilir. Dolayısıyla 𝑥’in 𝑆𝜃3(𝐺2)-

yakınsak olduğu ortaya çıkar. Fakat 𝑥’in 𝑆(𝐺2)-yakınsak olmadığı kolayca gösterilebilir. 

Yukarıda bahsedilen iki yardımcı önerme birleştirildiğinde aşağıdaki teoreme ulaşılabilir: 

Teorem 4.12. 

𝑆(𝐺2) − lim𝑥𝑗𝑘𝑙 = 𝑆𝜃3(G2) − lim𝑥𝑗𝑘𝑙    

olması için gerek ve yeter koşul 

1 ≤ lim
 

𝑖𝑛𝑓𝑛𝑜𝑝𝑞𝑛𝑜𝑝 ≤ lim
 
𝑠𝑢𝑝𝑛𝑜𝑝𝑞𝑛𝑜𝑝 < ∞ 
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olmasıdır. 

Tanım 4.13. 𝜃3 = {𝑗𝑛𝑘𝑜𝑙𝑝} üç indisli lacunary dizi olsun. Dolayısıyla, eğer 𝑥 dizisinin 

{𝑥𝑗′(𝑛)𝑘′(𝑜)𝑙′(𝑝)} şeklinde bir üç indisli alt dizisi mevcut ve 

i. Herhangi bir, 𝑛, 𝑜, 𝑝 için (𝑗′(𝑛), 𝑘′(𝑜), 𝑙′(𝑝)) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝; 

ii. Bazı 𝑅 ∈ 𝑋, {𝑥𝑗′(𝑛)𝑘′(𝑜)𝑙′(𝑝)} dizisi kademeli olarak 𝑅 (𝑛, 𝑜, 𝑝 → ∞) ya yakınsar; 

iii. Herhangi bir 𝜀 > 0, 𝜉 ∈ (0,1] ve 𝑧 ∈ 𝑋 için 

lim
𝑛𝑜𝑝

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴‖𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑥

𝑗′(𝑛)k′(𝑜)𝑙
′(𝑝)

,𝑧‖
𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| = 0 

oluyorsa, 𝑥 dizisinin kademeli lacunary istatistiksel Cauchy olduğu söylenir (kısaca 

𝑆𝜃3(𝐺2) −Cauchy). 

Teorem 4.14. 𝑥 dizisinin 𝑆𝜃3(𝐺2)-yakınsak olması için gerek ve yeter koşul 𝑆𝜃3(𝐺2)-

Cauchy olmasıdır. 

İspat. Her 𝑒 ∈ ℕ için, 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑅{𝑆𝜃3(𝐺2)} ve 

𝐾(𝜉, 𝑒) = {(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ ℕ3: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺
(𝜉) <

1

𝑒
} 

olduğu varsayılsın. Dolayısıyla, herhangi bir 𝑒 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛  𝐾(𝜉, 𝑒) ⊇ 𝐾(𝜉, 𝑒 + 1) sağlanır 

ve limnop  
|𝐾(𝜉,𝑒)∩𝐼𝑛𝑜𝑝|

ℎ𝑛𝑜𝑝
= 1  elde edilir. 𝑛 ≥ 𝑠1, 𝑜 ≥ 𝑡1, 𝑝 ≥ 𝑤1 olacak şekilde 𝑠1, 𝑡1, 𝑤1 

seçilmesi, 
|𝐾(𝜉,𝑒)∩𝐼𝑛𝑜𝑝|

ℎ𝑛𝑜𝑝
> 0 anlamına gelir yani, 𝐾(𝜉, 1) ∩ 𝐼nop ≠ ∅. 

Ardından 𝑠2 > 𝑠1, 𝑡2 > 𝑡1, 𝑤2 > 𝑤1, 𝑛 ≥ 𝑠2, 𝑜 ≥ 𝑡2, 𝑝 ≥ 𝑤2 koşullarını sağlayacak 

şekilde seçilir bu da 𝐾(𝜉, 2) ∩ 𝐼𝑛𝑜𝑝 ≠ ∅ anlamına gelir. Daha sonra, 𝑠1 < 𝑛 ≤ 𝑠2, 𝑡1 <

𝑜 ≤ 𝑡2, 𝑤1 < 𝑝 ≤ 𝑤2 koşullarını her bir 𝑛, 𝑜, 𝑝 için sağlayan (𝑗′(𝑛), 𝑘′(𝑜), 𝑙′(𝑝)) ∈

𝐼𝑛𝑜𝑝 ∩ 𝐾(𝜉, 1) olacak şekilde (𝑗′(𝑛), 𝑘′(𝑜), 𝑙′(𝑝)) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝 seçilir. Yani tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için 

𝐴
∥∥
∥𝑥
𝑗′(𝑛)𝑘′(𝑜)𝑙′(𝑝)

−𝑅,𝑧∥∥
∥
𝐺

(𝜉) < 1 

olur. Bu şekilde devam edildiğinde 𝑛 > 𝑠(𝑒+1), 𝑜 > 𝑡(𝑒+1), 𝑝 > 𝑤(𝑒+1) olacak şekilde 

𝑠(𝑒+1) > 𝑠𝑒 , 𝑡(𝑒+1) > 𝑡𝑒 , 𝑤(𝑒+1) > 𝑤𝑒 seçilebilir bu da 𝐾(𝜉, 𝑒 + 1) ∩ 𝐼𝑛𝑜𝑝 ≠ ∅ olduğu 

anlamına gelir.  



 

40 

Dolayısıyla, tüm 𝑠, 𝑡, 𝑤 için 𝑠𝑒 ≤ 𝑟 < 𝑠(𝑒+1), 𝑡𝑒 ≤ 𝑜 < 𝑡(𝑒+1), 𝑤𝑒 ≤ 𝑝 < 𝑤(𝑒+1) olacak 

şekilde (𝑗′(𝑛), 𝑘′(𝑜), 𝑙′(𝑝)) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝 ∩ 𝐾(𝜉, 𝑒) yani tüm 𝑧 ∈ 𝑋 için 

𝐴
∥∥𝑥𝑗′(𝑛)𝑘′(𝑜)𝑙′(𝑝)−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) <
1

𝑒
   

(4.3) 

seçilir. 

O halde herhangi bir 𝑠, 𝑡, 𝑤 için (𝑗′(𝑛), 𝑘′(𝑜), 𝑙′(𝑝)) ∈ 𝐼nop elde ederiz ve (4.3) 

{𝑥𝑗′(𝑛)𝑘′(𝑜)𝑙′(𝑝)} olduğu anlamına gelir ve (𝑛, 𝑜, 𝑝 → ∞) kademeli olarak 𝑅 ye yakınsaktır. 

Buradan aşağıdakiler elde edilir: 

Herhangi bir 𝜉 ∈ (0,1] , 𝜀 > 0 ve 𝑧 ∈ 𝑋 için, 

1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴‖𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑥𝑗′(𝑛)𝑘′(𝑜)𝑙′(𝑝) ,𝑧‖𝐺

(𝜉) ≥ 𝜀}| 

≤
1

ℎ𝑛𝑜𝑝
|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺

(𝜉) ≥
𝜀

2
}|. 

Aşağıdaki varsayım kullanılarak ve yukarıda belirtilen eşitsizlikten 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑥{𝑆𝜃3(𝐺2)} ve 

{𝑥𝑗′(𝑛)𝑘′(𝑜)𝑙′(𝑝)} dizisinin 𝑅 ‘ye kademeli olarak yakınsak olduğu sonucu çıkar. 

Bunun tersi için, {𝑥𝑗𝑘𝑙} nin bir 𝑆𝜃3-Cauchy dizisi olduğu varsayılsın. Yani herhangi bir 

𝜉 ∈ (0,1], 𝜀 > 0 ve 𝑧 ∈ 𝑋 için 

|{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑅,𝑧∥∥𝐺
(𝜉) ≥ 𝜀}|  

≤ |{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗𝑘𝑙−𝑥𝑗′(𝑛)𝑘′(𝑜)𝑙′(𝑝),𝑧∥∥𝐺
(𝜉) ≥

𝜀

2
}| 

 + |{(𝑗, 𝑘, 𝑙) ∈ 𝐼𝑛𝑜𝑝: 𝐴∥∥𝑥𝑗′(𝑛)𝑘′(𝑜)𝑙′(𝑝)−𝑅,𝑧∥∥𝐺
(𝜉) ≥

𝜀

2
}| 

eşitsizliğinden 𝑥𝑗𝑘𝑙 → 𝑅{𝑆𝜃3(𝐺2)} sonucuna ulaşılır. 
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5. SONUÇ 

Bu çalışma, kademeli normlu uzaylarda üç indisli dizilerin lacunary istatistiksel 

yakınsaklığı konusundaki araştırmaların önemini vurgulamaktadır. Bu tür dizilerin 

matematiksel özelliklerini anlamak ve çeşitli uygulamalarda nasıl kullanılabileceğini 

belirlemek, bu alandaki çalışmaların temel amacıdır. Kademeli normlu uzaylarda üç 

indisli dizilerin lacunary istatistiksel yakınsaklığı üzerine yapılan çalışmaların önemi 

birkaç nedene dayanmaktadır. İlk olarak, bu dizilerin matematiksel yapıları ve 

davranışları, işlevsel analiz, olasılık teorisi ve sayısal analiz gibi pek çok alanda 

uygulanmaktadır. Bu nedenle, bu dizilerin yakınsaklık özelliklerini anlamak, söz konusu 

alanlardaki araştırmalara ve uygulamalara katkı sağlayabilir. Ayrıca, bu tür dizilerin 

yakınsaklık özelliklerini anlamak, genel matematik teorisine ve metodolojilere de önemli 

katkılarda bulunabilir. 

Bu çalışmanın bulguları, gelecekteki araştırmalara ve uygulamalara yönelik birçok 

potansiyel açılım sunmaktadır. Örneğin, kademeli normlar yerine daha genel normlar 

veya metrikler tanımlayarak üç indisli dizilerin lacunary istatistiksel yakınsaklığını 

incelemek mümkündür. Banach uzayları veya daha genel topolojik vektör uzaylarında 

yapılan çalışmalar, daha geniş bir bağlamda sonuçlar elde edilmesini sağlayabilir. Hilbert 

uzayları, Sobolev uzayları veya Lebesgue uzayları gibi farklı fonksiyonel uzaylarda üç 

indisli dizilerin lacunary istatistiksel yakınsaklığını incelemek, farklı yakınsama ve 

konvergans kavramlarını anlamaya yardımcı olabilir. 

Kademeli normlu uzaylarda, klasik istatistiksel yakınsama ve lacunary yakınsama 

kavramlarını genişleterek yeni yakınsama türleri tanımlanabilir. Örneğin, ağırlıklı 

lacunary yakınsama veya zamana bağlı yakınsama kriterleri geliştirilebilir. Birden fazla 

yakınsama kriterini bir arada kullanarak daha güçlü sonuçlar elde etmek de mümkündür. 

Bu şekilde, bir dizinin hem klasik hem de lacunary anlamda yakınsadığı durumlar daha 

derinlemesine incelenebilir. Lacunary istatistiksel yakınsama analizinde, istatistiksel 

dağılımları ve olasılık teorisini kullanarak daha ayrıntılı sonuçlar elde edilebilir. Özellikle 

üç indisli dizilerin belirli alt dizilerinin davranışlarını anlamak için bu yaklaşım faydalı 

olabilir. Ayrıca, Monte Carlo simülasyonları gibi istatistiksel yöntemler kullanılarak 

teorik sonuçların pratikte nasıl uygulanabileceği test edilebilir. 

Son olarak, kademeli normlu uzaylarda üç indisli dizilerin lacunary istatistiksel 

yakınsaklığını incelemek için numerik analiz ve hesaplama yöntemleri kullanılabilir. Bu 

yöntemler, özellikle karmaşık dizilerin ve serilerin davranışlarını anlamada önemli bir rol 
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oynar. Lacunary dizilerin genelleştirilmiş versiyonları üzerinde çalışarak, farklı türde 

yakınsama ve konvergans kavramlarının geliştirilmesine katkı sağlanabilir. 

Bu çalışmada belirtilen yöntemler ve teknikler, kademeli normlu uzaylarda üç 

indisli dizilerin lacunary istatistiksel yakınsaklığı üzerine yapılan araştırmalarda hem 

teorik hem de uygulamalı bilimlerde yeni buluşların elde edilmesine olanak tanıyabilir. 

Bu alanda yapılacak çalışmalar, matematiksel analiz, veri bilimi, mühendislik gibi birçok 

alanda önemli ilerlemelere yol açabilir.  
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