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OZET

Bu tez calismasinda, bir optik fiber ile iligkili bir uzay egrisi boyunca hareket eden polarize 151k dalga-
sinin polarizasyon durumlari incelenmigtir. Bu aragtirmada, hareket geometrisinin temel araglarindan
biri olan kuaterniyonlardan, Rodrigues formiillerinden ve Pliicker koordinatlarindan yararlanilmistir.
Ayrica kuaterniyonlar ile Stokes vektorlerinin iliskisi kullanilarak, polarizasyon durumlari Stokes pa-
rametreleri ile yorumlanmigtir. Tiim polarizasyon durumlari, elde edilen formiilasyonlar sayesinde,
matematik programlar1 yardimiyla drneklendirilmis ve gorsellestirilmistir.

Bes boliimden olusan tez ¢alismasinin birinci boliimi, tezde ad1 gecen konu ile ilgili yapilmis calis-
malar1 ve bu tezde yapilanlarin motivasyonunun anlatildig1 bir giris kismindan olusmaktadir. ikinci
boliimde, tezi hazirlarken yararlanilacak olan matematiksel ve fiziksel tanimlara ve teoremlere yer
verilmistir. Ugiincii boliimde, tezin diger boliimlerinin olusturulmasinda 6rnek alman eliptik ve da-
iresel polarizasyon durumu tanitilmigtir. Tezin 6zgiin boliimiinii olusturan dordiincii boliimiinde ise
hiperbolik boliinmiis kuaterniyonlar ve dual boliinmiis kuaterniyonlar yardimiyla optik fiber boyunca
polarize 151k dalgasinin polarizasyon durumlari aragtirtlmigtir. Polarizasyon durumlar1 Rodrigues for-
miilleri, Pliicker koordinatlar1 ve vida hareketlerine gore incelenmis ve bu sayede polarizasyon du-
rumlar1 formiilasyonlar1 elde edilmistir. Tiim arastirilan polarizasyon durumlari, Stokes vektorlerin
kuaterniyonlar ile iligkisi yardimiyla, Stokes parametreleri yardimiyla hesaplanmigtir. Son olarak bu-
lunan sonuclar1 dogrulayan ornekler verilerek matematik programlar1 yardimiyla gorsellestirilmistir.
Tezin son boliimiinii olugturan beginci bolimde ise elde edilen sonuclar, geometriksel ve fiziksel
olarak yorumlanmaigtir.

Sayfa Adedi 155
Anahtar Kelimeler : Kuaterniyonlar, Elektromanyetik dalga, Optik fiber
Danigman : Dog. Dr. Zehra OZDEMIR



GEOMETRIC INTERPRETATION OF POLARIZATION PLANE IN THE OPTICAL
FIBER
(M. Sc. Thesis)
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GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
August 2024

ABSTRACT

In this thesis study, the polarization states of the polarized light wave moving along the optical fiber
associated with a curve are examined. In this research, quaternions, one of the fundamental tools of
kinematic geometry, Pliicker coordinates and Rodrigues formula are used. In addition, these polari-
zation states are shown with Stokes parameters by using the relationship between quaternions and
Stokes vectors. Some polarization states have been investigated using the surface-dependent curve
associated with the optical fiber, along with the surface on which the curve is located. All polari-
zation states are exemplified and visualized with the help of mathematical programs, thanks to the
obtained formulations.

The first chapter of the thesis, which consists of seven chapters, consists of an introduction where
the studies on the subject mentioned in the thesis and the motivation of what is done in this thesis
are explained. In the second chapter, mathematical and physical definitions and theorems used in
preparing the thesis are included. In the third chapter, elliptical and circular polarization cases, which
are taken as examples in the creation of other chapters of the thesis, are introduced. In the fourth
which constitutes the original part of the thesis, the polarization states of the polarized light wave
along the optical fiber are investigated with the help of hyperbolic split quaternions and dual split
quaternions. Polarization states are examined according to Rodrigues formula, Pliicker coordinates
and screw motions, and thus polarization state formulations are obtained. All investigated polarization
states are calculated with the help of Stokes parameters, with the help of the relationship of Stokes
vectors with quaternions. Finally, examples confirming the results are given and visualized with the
help of mathematical programs. In the fifth chapter, which is the last part of the thesis, the results
obtained are interpreted geometrically and physically.
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Keywords : Quaternions, Electromagnetic wave, Optic fiber
Supervisor : Dog. Dr. Zehra OZDEMIR



vi

ON SOZ ve TESEKKUR

Bu calismanin gerceklestirilmesinde, degerli bilgilerini benimle paylasan, kendisine ne za-
man danigsam biiylik bir 6zveriyle, samimiyetle, giilen yiiziiyle yardimci olan ve meslek
hayatimda 6rnek aldigim degerli danisman hocam Sayin Dog. Dr. Zehra OZDEMIR e , tez
calisgmam boyunca fikirlerini ve zamanini esirgemeyen hocam Sayin Dr. Hazal CEYHAN’a

sonsuz sayg1 ve tesekkiirlerimi sunarim.

Hayatim boyunca bana hep destek olan annem, babam ve kardeslerime, bu siirecteki sabirli

duruslariyla ogullarim Akif ve Asim’a ve her daim yanimda olan esime tesekkiir ederim.



ICINDEKILER

ABSTRACT . . . . . e

ONSOZve TESEKKUR . . . . . . .. . e,

ICINDEKILER . . . .. .. . . . e

SEKILLERDIZINI . . . . . .. ... . . .

SIMGELER VE KISALTMALARDIZINT . . . . . .. .. .. ... ... ......

3.

2.1. Reel Kuaterniyonlar . . . . . . . .. ... ... ... ... .. ...,
2.2. Eliptik Kuaterniyonlar . . . . . . . . . .. .. ... ... ..
2.3. Bolinmiis Kuaterniyonlar . . . . . . . .. ... ... oo
2.4. Hiperbolik Boliinmiis Kuaterniyonlar . . . . . . . .. ... ... ......
2.5. Dual Sayilar ve Eliptik Dual Kuaterniyonlar . . . . . ... ... ... ...
2.6. Eliptik Dual Kuaterniyon Operatérii . . . . . . . ... .. ... ......
2.7. Dual Hiperbolik Boliinmiis Kuaterniyon Operatorit . . . . . . . ... ...
ELIPTIK VE DAIRESEL POLARIZASYON . . ... .. ... ... ......
3.1. Bir Optik Fiber Boyunca Polarize Isik Dalgasinin Dairesel Polarizasyonu
3.2. Bir Optik Fiber Boyunca Polarize Isik Dalgasiin Eliptik Polarizasyonu

3.3. Polarizasyon Durumlarinin Stokes Parametreleri ve Matris Formlari ile Yo-

rumlanmast . ... .. L e e e e e e e e

vil

Sayfa

v

vi
Vil
X

Xi

11

12



viii

4. UZAY BENZERI VE ZAMAN BENZERI EGRILERLE iLISKILI BiR OPTIK
FIBER BOYUNCA POLARIZASYON DURUMLARI . . ... ......... 34

4.1. Polarizasyon Durumlarinin Rodrigues Formiilleri Araciligi ile Yorumlan-

MASL . . v v e e e e e e e e e e s 34

4.2. Polarizasyon Durumlarinin Hiperbolik Boliinmiis Kuaterniyonlar Araciliiyla

Yorumlanmast . . . . . . ... 37

4.3. Polarizasyon Durumlarinin Vida ve Pliicker Koordinatlar1 Yardimiyla Ince-

lenmesi . . . . . .. s 43

4.4. Polarizasyon Durumlarinin Stokes Vektorleri ve Matris Formu ile Yorumlan-

5. SONUC VEONERILER . . . ... ... ... ... ... ... 50

OZGECMIS . . . . 55



SEKILLER DIiZiNi
Sekil

Sekil 1.1. z-ekseni boyunca elektromanyetik dalgamodeli . . . . . . . ... ... ..
Sekil 3.1. Elektrik alanin eliptik donme modeli . . . . . . . . . ... ... ... ...
Sekil 3.2. dy, ekseni boyunca 0 agis1 kadar donme ve ayni eksen yoniinde 6 kadar
Oteleme yaptiran bir vida hareketimodeli . . . . . ... ... ... ....
Sekil 3.3. (a) z-ekseni boyunca dairesel polarizasyonu (vida hareketi) ifade eden elekt-
romanyetik dalga modeli ve (b) dairesel polarizasyonun polarizasyon diizle-
mindeki goriiniimii. (c)z-ekseni boyunca eliptik polarizasyonu (eliptik vida
hareketi) ifade eden elektromanyetik dalga modeli ve (d) eliptik polarizas-
yonun polarizasyon diizlemindeki goriiniimii . . . . . .. ... ... ...
Sekil 3.4. (a) Bir helis egrisi ile iligkili optik fiber boyunca dairesel polarizasyonu ifade
eden elektromanyetik dalga modeli ve (b) dairesel polarizasyonun polarizas-
yon diizlemindeki goriintimii. (c) Helis egrisi boyunca polarizasyon durumu
sonucu olusan donen ve biikiilen dairesel-Rytov egrisi ve (d) dairesel-Rytov
egrisinin polarizasyon diizlemindeki gortinimii . . . . . .. .. oL oL L
Sekil 3.5. (a) Bir eliptik helis egrisi ile iligkili optik fiber boyunca eliptik polarizas-
yonu ifade eden elektromanyetik dalga modeli ve (b) eliptik polarizasyonun
polarizasyon diizlemindeki goriiniimii. (c¢) Eliptik helis egrisi boyunca po-
larizasyon durumu sonucu olusan donen ve biikiilen eliptik-Rytov egrisi ve
(d) eliptik-Rytov egrisinin polarizasyon diizlemindeki goriinimii . . . . . .
Sekil 4.1. (a) x-ekseni ile iligkilendirilmis bir optik fiber boyunca zaman benzeri diiz-
leminde eliptik polarizasyon durumunun goriiniimii ve (b) polarize 1s1k dal-
gasiin yayilimi esnasinda polarizasyon vektoriiniin u¢ noktalarinin cizdigi
zaman benzeri diizlemindeki ¢ember egrisinin (hiperbol) goriintimii . . . .
Sekil 4.2. (a) x-ekseni ile iligkilendirilmis bir optik fiber boyunca uzay benzeri diiz-
lemde eliptik polarizasyon durumunun goriiniimii ve (b) polarize 1s1k dal-
gasiin yayilimi esnasinda polarizasyon vektoriiniin u¢ noktalarinin ¢izdigi
uzay benzeri diizlemindeki ¢ember egrisinin (elips) goriinimii . . . . . . .
Sekil 4.3. (a) x-ekseni ile iligkilendirilmis bir optik fiber boyunca uzay benzeri diiz-
lemdeki dairesel polarizasyon durumununun goriiniimii ve (b) polarize 151k
dalgasinin yayilimi esnasinda polarizasyon vektoriiniin u¢ noktalarinin ¢iz-
digi uzay diizlemdeki ¢cember egrisinin goriinimii . . . . . . ... .. ..
Sekil 4.4. (a) x-ekseni ile iligkilendirilmis bir optik fiber boyunca dogrusal polarizas-

yon durumunda polarizasyon diizlemindeki goriintim . . . . . . . ... ..

1X

27

28

29

30

39

39

40



Sekil 4.5. (a) Uzay benzeri bir y egrisi ile iligkili bir optik fiber boyunca polarize 151k
dalgasinin zaman benzeri diizlemde eliptik polarizasyonunu gosteren elekt-
romanyetik dalga modeli ve (b) ilgili Rytovegrist . . .. ... ... ... 41

Sekil 4.6. (a) Zaman benzeri bir y egrisi ile iligkili bir optik fiber boyunca polarize 151k
dalgasinin uzay benzeri diizlemde eliptik (dairesel) polarizasyonunu goste-
ren elektromanyetik dalga modeli ve (b) ilgili eliptik (dairesel) Rytov egrisi 41

Sekil 4.7. ((a),(c)) H!2 Lorentz kiiresi iizerindeki uzay benzeri bir y e8risi ile iliskili
bir optik fiber boyunca zaman benzeri diizlemde eliptik polarizasyon duru-
munu veren elektromanyetik dalga modelleri ve ((b),(d)) ilgili Rytov egrileri 42

Sekil 4.8. ((a),(c)) S!2 Lorentz kiiresi iizerindeki zaman benzeri bir Y egrisi ile iligkili
bir optik fiber boyunca dairesel polarizasyon durumunu ifade eden elektro-

manyetik dalga moddelleri ve ((b),(d)) ilgili Rytov egrileri . . . . . .. .. 43



Xi

SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINi

Bu calismada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar ile birlikte asagida su-

nulmustur.

Simgeler

S ® e e moE T

Q

SO(3)
s0(3)

Aciklama

Reel sayilar kiimesi

Dual sayilar kiimesi

D-Modiil

Tanjant vektor uzay1

3-Boyutlu reel vektor uzayi

M manifoldu iizerindeki vektor alanlarinin kiimesi
Metrik

Levi-Civita koneksiyonu
Toplam sembolii

Lie operatorii

Elektrik alan

Lorentz kuvveti

Lorentz kuvveti operatorii
Elektrik potansiyeli

Manyetik alan

Elektrik 6z direnci

Elektrik iletkenligi

Ozel ortogonal grup (Lie grubu)

Lie cebiri



1. GIRIS

Euler-Rodrigues formiilii, 3-boyutlu uzayda bir vektor donmesini tanimlar. Formiil geomet-
rik acidan, verilen herhangi bir eksen ve ag1 i¢in SO(3)” de bir donme matrisini hesaplamak
icin kullanilmigtir. Bagka bir deyisle Euler-Rodrigues formiilii, iistel doniisiim ile, so(3) Lie
cebirinin elemant olan bir anti-simetrik matristen, SO(3) Lie grubunun elemant olan bir or-
togonal matris hesaplamak i¢in bir algoritma verir. Euler-Rodrigues formiilii ilk olarak, 1775
yilinda Leonhard Euler tarafindan yayinlanan calismada hareketin Newton-Euler denklem-
leri olarak bilinen denklemlerde ele alinmistir (Euler, 1775). Daha sonra Euler-Rodrigues
formiilii 1840 yilinda donme ekseninin koordinatlarina karsilik gelen Rodrigues parametre-
leri ile birlikte Olinde Rodrigues tarafindan yeniden incelenmistir (Rodrigues, 1840). Oene
Bottema ve Bernard Roth tarafindan diizlemsel ve uzaysal hareketlerde Rodrigues formiilii-
niin vektorel ifadesi kullanilmis ve hareket matrislerinin formlari1 sunulmustur (Bottema ve
Roth, 1990).

Karmagik sayilarin uygulama alaninin genislemesiyle birlikte, karmasik sayilara benzer iiclii
bir say1 sistemi kurulmaya calisilmistir. 1843 yilinda Hamilton kuaterniyon cebiri olarak ad-
landirdig1 dortlii say1 sistemini kurmustur. Bu 6nemli ¢alisma ile birlikte, ic boyutlu uzayda
donme hareketinin kuaterniyonlar yardimiyla incelenebilecegi anlagilmistir. Bu bilgiler 1s1-
ginda kuaterniyon cebiri bir¢ok farkli alanda kullanim alani bulmustur. Bu alanlardan bazi-
lar1 sunlardir: fizik, geometri, mekanik, bilgisayar bilimi, animasyon, robotik uygulama ve
kinematiktir. Diizlemde kinematik uygulamalar, yani donme, teleme, simetri gibi énemli
hareketler karmagik sayilarla ifade edilerek incelenebilmektedir, benzer sekilde ayni hare-
ketler ii¢ boyutlu uzaylarda kuaterniyon cebiri kullanilarak ifade edilerek incelenebilir. Ku-
aterniyonlarin iic boyutlu uzaylarda herhangi bir eksen etrafinda donme hareketinin ifade
edilmesine olanak saglamasi, vektorel ¢alismalarda kullanilmasi, kiiresel geometri ve bazi
fiziksel denklemlerin kuaterniyonlar yardimiyla yorumlanmasi ve ifade edilmesi, kuaterni-
yonlarin uygulama alanini oldukca genisletmistir. Ayrica kuaterniyonlar yardimiyla dort bo-
yutlu uzaylarda donme hareketini yorumlamak miimkiindiir. Reel kuaterniyonlarin yani sira
boliinmiis kuaterniyon, dual kuaterniyon, eliptik kuaterniyon, hiperbolik kuaterniyon gibi
farkli uzaylarda kullanilabilmesi i¢in bir¢ok farkli kuaterniyon tiirii vardir. Bilesenleri dual
sayilardan olusan kuaterniyonlar, dual kuaterniyonlar olarak adlandirilmistir. Dual kuater-
niyonlar, 1898 yilinda, McAulay tarafindan bulunmugtur. Bu kuaterniyonlar, sekiz boyutlu
reel cebir olarak diisiiniilebilir. Dual kuaterniyonlar yardimiyla vida hareketi, yani bir eksen
etrafinda donme ve ayni eksen boyunca 6teleme harekti tanimlanabilir. Vida teorisi, Ball ta-
rafindan 1876 yilinda kinematik ve kat1 cisim mekanigi alanlarinda arastirma yapilmasi i¢in
ortaya cikmistir. Vida hareketi ve dual kuaterniyonlar robotik, hesaplamali geometri, robot

mekanigi, mekanik tasarim gibi bir ¢ok uygulama alanina sahiptir.



Diger taraftan, elektromanyetik dalgalar ilk olarak James Clerk Maxwell tarafindan 6ne sii-
riilmiistiir ve daha sonra Heinrich Hertz tarafindan dogrulanmistir. Elektromanyetik dalgalar,
elektrik alani ile manyetik alan arasindaki titresimler sonucunda olusur. Sekil 1.1’ de bir

elektromanyetik dalga modeli verilmisgtir.

Electrik alam

Manyetik alan ‘

[ ]1 Yayilma yoni

Sekil 1.1  z-ekseni boyunca elektromanyetik dalga modeli

Elektromanyetik dalgalar yayilmak i¢in bir ortama ihtiya¢c duymazlar. Yani, sadece maddesel
ortamlarda degil, ayn1 zamanda boslukta da hareket edebilirler. 1860’lar ve 1870’lerde James
Clerk Maxwell adinda bir bilim insani, elektrik ve manyetik alanlarin elektromanyetik dalga
olusturmak i¢in bir ¢iftlenim meydana getirebilecegini agiklamistir. Bugiin Maxwell Denk-
lemleri olarak bilinen denklem sistemi, elektrik ve manyetizma arasindaki iliskinin matema-
tiksel temelidir. Heinrich Hertz, Maxwell’in teorilerini radyo dalgalarinin iiretimi ve alimi
icin uyarlamistir ve radyo dalgalarinin bir saniyedeki devinim sayis: (frekans) ile hertz bi-
rimi tammmlanmistir. Hertz’in radyo dalgalari ile yaptig1 caligsmalar iki problemi ¢ozmiistiir:
I1ki, radyo dalgalariin 151k hizinda ilerlemesi bilgisinin edinilmesidir. Yani radyo dalgalari,
15121 (dolayisiyla elektromanyetik dalganin) bir formudur. Isigin bir diger 6zelligi de ku-
tuplanabilmesidir, buna polarizasyon da denir. Elektromanyetik alanin hizalanmasinin bir
Olciisii olan kutuplanma, kumbaraya metal para atma olayiyla canlandirilabilir. Belli bir yo-
nelim haricinde para kutuya giremez. Cogumuzun kullandig1 polarize caml giines gozliikleri
de gozii rahatsiz edebilecek parlakliklar (fazladan yonelim bilesenleri ile olusan) bu sekilde
yok eder. Elektromanyetik dalgalarin tipki okyanus dalgalari gibi tepe noktalar: vardir. Bu
tepe noktalarinin bir saniyede belli bir referans noktasina gore gegisi, frekansi; iki tepe nok-
tas1 aras1 mesafe de dalga boyunu verir. Elektromanyetik dalgalar ve elektromanyetik rad-
yasyon ayni fiziksel olguyu isaret eder: Her ikisi de elektromanyetik enerji ile ilgilidir. Bu
enerji frekans (radyo dalgalarinda), dalga boyu (kizilotesi ve goriiniir bolgede) veya direkt
enerji (x ve gama 1sinlarinda) ile ifade edilebilir. Ucii de matematiksel olarak birbirleriyle
iligkilidir ve biri bilinirse diger ikisi bulunabilir. Uzayda herhangi bir yonde dik diizlemler

seklinde hareket eden dalgalar, fizikte diizlem dalgalar olarak adlandirilir. Diizlem dalganin



dogasina uygun olarak hem elektrik hem de manyetik alan bilesenleri hareket yoniine diktir.

Elektromanyetik dalgalar icin dalga denklemi, Maxwell denklemlerinden tiiretilmektedir.

Polarize 151k dalgasinin polarizasyon durumlarini incelemek i¢in Rodrigues formiilleri ve
kuaterniyon cebiri ¢ok giiclii matematiksel araglardir. Polarizasyon vektoriiniin pozisyonunu
ve yOniinii belirtmek i¢in birim kuaterniyon kullanilabilir. Kuaterniyon cebiri, hareket teorisi
alaninda kullanilmasiyla birlikte bir¢ok konuda 6nemli avantajlar elde edilmesini saglar. Bu
avantajlar fizik ve geometri alaninda arastirma yaparken, daha ac¢ik ve anlagilir olmasini ve
cebirsel anlamda hesaplama yapilabilinmesini saglar. Polarize 1s1ik dalgasinin hareketi, son
zamanlarda fizik¢iler kadar matematikg¢ilerin de ilgisini cekmektedir. Ayrica polarizasyon
durumlarini incelemek icin kullanilan Stokes vektorleri, kuaterniyonlar ile yorumlanmasiyla
onemli aragtirma alanlarindan biri olmustur. Kuaterniyonlar ile birlikte Stokes vektorleri es-
lestirilmig, bu sayede polarizasyon durumunun geometrik olarak incelenebilmesine imkan

saglanmisgtir.

1.1. Teoriyi Olusturmak Icin Literatiir Incelemesi

Bu boliimde tez calismasina konu olan Rodrigues formiilii, kuaterniyonlar, dual kuaterniyon-
lar, vida hareketi, Stokes vektorleri ve polarizasyon durumlari ile ilgili calismalar tizerinde
durulacaktir. Euler-Rodrigues formiilii ilk olarak, 1775 yilinda Leonhard Euler tarafindan
yayinlanan calismada hareketin Newton-Euler denklemleri olarak bilinen denklemlerde ele
alinmistir (Euler, 1775). Daha sonra Euler-Rodrigues formiilii 1840 yilinda donme ekseninin
koordinatlarina kargilik gelen Rodrigues parametreleri ile birlikte Olinde Rodrigues tarafin-
dan yeniden incelenmistir (Rodrigues, 1840). Oene Bottema ve Bernard Roth tarafindan diiz-
lemsel ve uzaysal hareketlerde Rodrigues formiiliiniin vektorel ifadesi kullanilmig ve hareket
matrislerinin formlar1 sunulmustur (Bottema ve Roth, 1990). Hamilton 1844 yilinda, mate-
matik bilimi ve diger bilimlerin uygulama alanlarinda kulllanilacak 6nemli araclardan biri
olan kuaterniyonlar1 tanimlamistir (Hamilton, 1844). Bu tanim ile birlikte kuaterniyon cebiri
ile ilgili birgok ¢alisma yapilmistir. Uygulama alanlarinin kesfedilmesi ile birlikte kuaterni-
yonik yapinin, farkli uzaylarin sahip oldugu metriklere uygun olarak yeni tanimlari ortaya
cikmistir. Bu ¢alismalar soyle ozetleyebiliriz: Clifford, Bikuaterniyonlar olarak adlandiri-
lan kuaterniyonlar1 tamtmustir (Clifford, 1871). Ardindan McAulay, bikuaterniyonlar: farkl
bakis a¢isiyla yeniden yorumlamigtir (McAulay, 1898). Ward, kuaterniyonlar ve Cayley sa-
yilar1 arasindaki iligkiyi aragtirmistir (Ward, 1997). Boliinmiis kuaterniyonlar ise Cockle ta-
rafindan kesfedilmistir, (Cockle, 1849 ). Daha sonra, Kula ve Yayli boliinmiis kuaterniyon-
larin donme matrislerini incelemistir ve boylelikle Lorentz-Minkowski uzayinda boliinmiis
kuaterniyonlarm uygulama alani tanitilmistir (Kula ve Yayli, 2007). Ozdemir, boliinmiis ku-
aterniyonlarin koklerini arastirarak yeni bir bakis acisi1 sergilemistir (Ozdemir, 2009). Ar-

dindan Ozdemir, eliptik kuaterniyonlar yardimiyla eliptik hareketi arastirmistir (Ozdemir,



2016). Aym dénemde, Ozdemir ve Simsek hiperbolik kuaterniyonlar yardimiyla hiperbo-
loid iizerinde hiperbolik dénme matrisini arastirmistir (Simsek ve Ozdemir, 2016). Flamant
ve digerleri, kuaterniyon cebirini spektropolimetrik goriintiileme yonteminde kullanmigtir
(Flamant ve digerleri, 2019). Ozdemir, 2020 yilinda kuaterniyon tiirlerinin ve kuaterniyonik

donme matrislerinin anlatildig1 kapsamli bir kitap yayimlamistir (Ozdemir, 2020).

Kuaterniyonlar ile birlikte uygulama alani1 genisleyen dual sayilar kullanilarak elde edilen
calismalardan ise soyle bahsedebiliriz: 1985 yilinda, Pennock ve Yang dual sayilar ve ro-
bot teorisinde aragtirmasini1 yapmistir (Pennock ve Yang, 1985). Ardindan, McCarthy, ma-
nipiilator kinematik alaninda dual ortogonal matrisleri kullanmistir (McCarthy, 1986). Ayni
yillarda, Gu ve Luh, dual sayilar1 robotik transformation alaninda aragtirmistir (Gu ve Luh,
1987). Han ve digerleri kontrol teorisinde dual sayilar: kati hareketi ile incelemistir (Han ve
digerleri, 2008). Ayn1 y1l Ata ve Yayli geometri alaninda dual birim matris ve birim dual
kuaterniyonlar1 arastirmistir (Ata ve Yayli, 2008). Gouasmi, dual sayilar ve robot kinema-
tigine farkli bir soluk getirmistir (Gouasmi, 2012). Guillaume, birim dual kuaterniyonlar
sinir bilimi alaninda kullanarak ii¢ boyutta kinematik iligkisini incelemistir (Leclercg ve di-
gerleri, 2013). Adorno, 2017 yilinda robot kinemtiginde dual kuaterniyonlardan yararlan-
mistir (Adorno, 2017). Yiica ve Yayli, dual hareketleri geometrik olarak incelemistir (Yiica
ve Yayli, 2021).

Kuaterniyonlar ve dual sayilarin kullanilmas: ile birlikte vida hareketi ile ilgili ¢aligmalar
yayinlanmaya baglamistir. 1876 yilinda, Ball, vida hareketini yorumlamugstir (Ball, 1876).
Dimentberg, vida hareketini mekanik alaninda uygulamistir (Dimentberg, 1969). Ardindan
uygulama alanlarinda kullanilmasinin artmasiyla birlikte, Yang, dizayn teorisi alaninda vida
hareketini kullanmigtir (Yang, 1974). Funda ve Paul, robotic alaninda vida transformation
uygulamasini arastirmigtir (Funda ve Paul, 1990). Sariyildiz ve Temeltas, robotik teoride

vida hareketini farkli bir baki¢ acisi ile yorumlamistir (Sariyildiz ve Temeltas, 2011).

1852 yilinda, polarize edilmis 1s181n polarizasyon durumunu inceleyebilmek icin 6nemli
araclardan biri olan Stokes vektorleri, Stokes tarafindan tanimlanmistir (Stokes, 1852). Berry
ve digerleri bu ¢alismaya farkli bir bakis acisi ile yaklagsmistir (Berry ve digerleri, 1977).
Uc boyutta Stokes vektorleri yardimiyla polarizasyon durumu da arastirilmistir (Sheppard,
2014). Kuntman ve digerleri kuaterniyonlar ve Stokes parametre iligkisini arastirmistir (Kunt-
man ve digerleri, 2019). Stenflo, Stokes vektorlerini Minkowski uzayindaki vektorler ile bir-
likte aragtirmistir (Stenflo, 2019).



Polarizasyon durumu ve polarize 151k dalgasinin hareketi fizikciler ve matematikgiler igin
Oonemli arastirma konularindan biridir. Kuaterniyon cebirinin, dual kuaterniyonlarin ve vida
hareketinin uygulama alanlarindan yukarida bahsetmistik. Bu uygulama alanlarindan biri de
polarize 151k dalgasinin hareketidir. Stokes vektorleriyle kuaterniyonlarin iligkisinin aragti-
rilmasi ile de birlikte, polarizasyon durumlari geometri alaninda da arastirilmaya baglan-
mistir. Kuskusuz bu ilerlemenin en énemli sebeplerinden biri de geometrik faz arastirma-
sidir. Kompfner dalga tiipleri icerisinde mikrodalgalarin hareketini arastirmistir (Kompfner,
1947). Ayn1 yilda, Lewin kesit egriligi ile yayilim egrileri ve biikiilmiis dalgalarini aragtir-
mistir (Lewin, 1955). Waldron, elektromanyetik teoride helisel koordinat sistemlerini aras-
tirmistir (Waldron, 1958). Hareket teorisi ile dalga tiiplerinin iligkisi aragtirllmistir (Kompf-
ner, 1976). Cift kinnmh optik fiber ile ilgili calisma yayinlanmistir (Rashleigh ve Ulrich,
1979). Ross, polarize 151k dalgasinin polarizasyon durumlarini geometrik olarak arastirmigtir
(Ross, 1984). Qian ve Hussey, helis merkezli optik fiber boyunca dairesel hareketi incele-
migstir (Qian ve Hussey, 1986). Dairesel cift kirimli fiberlerin karakterizasyonu aragtirilmigtir
(Birch, 1987). Ayrica, ¢iftk kinnml optik fiber yardimiyla elektrik sensorleri arastirilmistir
(Laming ve Payne, 1989). Menyuk ve Wai biikiilmiis fiber boyunca polarizasyon durumla-
rin1 donme hareketi aracilifiyla incelemistir (Menyuk ve Wai, 1994). Goldstein, polarize 151k
dalgasina yeni bir bakis acisi ile yaklagmistir (Goldstein, 2003). Nicolet, elektromanyetizm
teoride hesaplamali yontem yardimiyla geometrik olarak incelemeler yapmistir (Nicolet ve
digerleri, 2008). Helisel optik ve helisel merkezli optikler ile ilgili de arastirmalara yer veril-

migstir (Alexeyev ve Yavorsky, 2008; Alexeyev ve digerleri, 2015).



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1 Tanim V, R cismi iizerinde tanimli bir vektor uzayr olmak iizere, her x = (x1,x2,x3),

y= ()’17)’20’3) S 1911’1

F:VxV SR, 2.1)
(x,y) = F(x,y) 2.2)

doniistimii, her a,b,c,d € R ve x,y,z € V ic¢in,

F(ax+by,z) = aF (x,z) + bF (y,2), (2.3)
F(x,cy+dz) = cF(x,y) +dF(x,z), (2.4

esitliklerini sagliyorsa F' doniisiimiine V' vektor uzayi iizerinde bilineer form ad verilir (Ha-
cisalihoglu, 1980).

2.2 Tamm F bilineer form olmak tizere F doniisiimii, her x,y € V icin F(x,y) = F (y,x) ise
simetrik bilineer form, F(x,y) = —F (y,x) ise ters simetrik bilineer form olarak adlandirilir.
Her x € V i¢in F(x,y) = 0 esitligi sadece x = 0 i¢in saglaniyorsa F doniigsiimiine dejenere

olmayan bilineer form denir. Aksi halde dejenere form denir (Hacisalihoglu, 1980).

2.3 Tanim F bir bilineer form olmak iizere, her x € V i¢in F(x,x) > 0 ve F(x,x) = 0 olmasi
ancak x = 0 i¢in saglaniyorsa, F bilineer formuna pozitif tanimlidir denir. Eger, F(x,x) > 0
kosulu saglaniyorsa, x = 0 iken F(x,x) = 0 ise, ama F(x,x) = 0 iken x sifir vektoriinden

bagka bir vektor de olabiliyorsa, F yar1 pozitif tanimlidir denir (Hacisalihoglu, 1980).

2.4 Tamim V bir vektor uzay1 olmak iizere, g : V X V — R biciminde tanimlanan doniisiim
bilineer, simetrik ve dejenere olmayan bir doniisiim ise, g doniisiimiine V vektor uzayi iize-
rinde bir skaler ¢carpim, V vektor uzayina da, R cismi iizerinde tanimli skaler ¢arpim uzay1
denir (Hacisalihoglu, 1980).

2.5 Tanim V bir vektor uzayr olmak iizere, g : V X V — R bi¢iminde tanimlanan doniisiim,
her x,y,z € V ve her a,b € R i¢in asagidaki kosullar1 sagliyor ise V vektor uzaymna R cismi
izerinde bir i¢ carpim uzay1, g doniisiimiine de V iizerinde bir i¢ ¢carpim denir.

i. g(ax+by,z) = ag(x,z) + bg(y,z) ve g(x,ay +bz) = ag(x,y) + bg(x,z)

ii. g(x,y) = g(»x)

iii.Her x € V i¢in g(x,x) >0

iv. g(x,x) = 0 ancak ve ancak x =0

Eger yukaridaki 6zelliklerden ilk ii¢ii saglaniyor ve dordiincii zellik yerine, x = 0 ise g(x,x) =



0 ozelligi saglaniyor ise g doniisiimiine yari i¢ ¢carpim denir (Hacisalihoglu, 1980).
2.6 Tamim V bir vektor uzay1 olmak iizere,

[V xV =R, (x,y) = f(x,y) = €aix1yr +axx2y2 + azx3ys (2.5)

ai,ay,az € RY ve € = +1 olmak iizere seklinde tammli metrigi goz 6niine alalim. Eger € = 1
ise elde edilen metrige genellestirilmis skaler metrik adi verilir. Bu tez boyunca genellesti-

rilmis skaler metrigi gr notasyonu ile, lizerinde tamimh gg metrigiyle birlikte tanimlanan
3

ap,az,as

3-boyutlu uzay1 ise R ile gosterecegiz. Buradan agikg¢a goriiliir ki e§er a; = ar» = a3 =
€ = 1 ise elde edilen metrik standart Oklid metrigidir. Bu tez boyunca Oklid metrigi g no-
tasyonu ile iizerinde tanimh g metrigiyle birlikte Oklidiyen 3-uzay1 da R? ile gosterecegiz.
Eger € = —1 ise elde edilen metrige Lorentzian g-i¢ ¢carpim ad1 verilir. Bu tez boyunca bu
sekilde tanimlanan Lorentzian g-i¢ ¢carpimi gy notasyonu ile, iizerinde tanimli gy metrigiyle
birlikte tanimlanan 3-boyutlu uzay1 ise R}lf%% ile gosterecegiz. Benzer sekilde eger € = —1
ve a; = ap = a3z = 1 ise elde edilen metrik standart Lorentz metrigidir. Bu tez boyunca Lo-
rentz metrigi gy notasyonu ile, tizerinde tanimli g metrigiyle birlikte tanimlanan 3-boyutlu

uzay1 ise L3 ile gosterecegiz (Lopez, 2014; Ozdemir, 2016; Simsek ve Ozdemir, 2016).
Asagidaki tanimlari

f(x,y) = €aix1y1 + axx2y2 + azxsy; (2.6)
seklinde tanimlanan metrik i¢in verecegiz.

Yukaridaki gibi tanimli f metrigi ile iliskili vektorel carpim, her x = (x1,x2,x3),y = (y1,¥2,¥3)

icin asagidaki gibi tanimlanir:

881/611 ez/az e3/a3
XXfy= A U up us 22.7)

Vi V2 V3

burada A = \/ajasaz, ay,a,a; € Rt bicimindedir,
(Lépez, 2014; Ozdemir, 2016; Simsek ve Ozdemir, 2016).

€ = —1 olmasi durumunda Lorentz uzayinda tanimlanan metrigin yapisindan dolayi bir x €

12 e o . .
Ra} 4y a5 vektorii icin agsagidaki karakterizasyonlar mevcuttur:

i. g (x,x) > 0 veya x = 0 ise x vektoriine uzay benzeri vektor denir.
ii. gu(x,x) < 0 ise x vektdriine zaman benzeri vektor denir.

iii. gy (x,x) =0, x # 0, ise x vektoriine 151k benzeri vektor denir.



Her ikiside ayn1 anda 151k benzeri olmayan vektorler i¢in g (x,y) = 0 ise bu iki vektor birbi-
rine diktir denir. Her ikisi de ayn1 anda 151k benzeri olan iki vektor i¢in gz (x,y) = 0 olmasi
demek bu iki vektoriin lineer bagimli olmast demektir.

Aynm1 zamanda Lorentz uzayina ait metrikten dolay1 bu uzayda bulunan egriler ii¢ farkl ka-
rakterde ifade edilir. Bu karakterler egrilerin teget vektorlerine gore degisiklik gostermek-
tedir. Yani uzay benzeri bir egri teget vektorii uzay benzeri vektor olan egri, zaman benzeri
egri teget vektorii zaman benzeri vektor olan egri ve 151k benzeri egri ise teget vektorii 151k

benzeri vektor olan egridir (Lépez, 2014; Ozdemir, 2016).

2.7 Tamm Lorentz uzayinda p,v € R? ve r > 0 olmak iizere,

i) a(t) = p+1tv bir dogru belirtir ve bu dogrunun karakteri v vektorii ile ayni1 karakterdedir.

ii) (1) = p+r(cost,sint,0) egrisi uzay benzeri cember egrisidir ve uzay benzeri diizlemde
bulunmaktadir.

iii) o (t) = p+r(0, sinht, cosht) egrisi uzay benzeri hiperbol egrisidir ve zaman benzeri diiz-
lemde bulunmaktadir.

iv) o () = p+r(0,cosht, sinht) egrisi zaman benzeri hiperbol egrisidir ve 151k benzeri diiz-
lemde bulunmaktadir.

v) o(t) = (t,1%,1%) egrisi uzay benzeri parabol egrisidir ve 151k benzeri diizlemde bulunmak-
tadir.

(Lépez, 2014; Ozdemir, 2016)

2.8 Tanim ]Rcl,’lz?az’a3 uzaymda gy metrigine gore asagidaki gibi verilen ii¢ tiir kiire yiizeyi

vardir:
Sﬁll’lzﬂza% - {x € Rclliz,az,cg :gH(xax) = 1}7 (28)
Hy oy 0y = {X € Ry 4y 8H (X, %) = —1}, (2.9)
LC4ur 0y = {% € Ry, 4y * 81 (x,x) = 0} (2.10)

Bu yiizeyler sirasiyla gz —de Sitter 2-uzay, g —hiperbolik 2-uzay ve gy —1sik konisi olarak
adlandirilir (Ozdemir, 2016).

Elektrik ve manyetik alanlarin davranist Maxwell denklemleri tarafindan yonetilir: Diver-
janst sifir olan vektor alanlarina manyetik vektor alan1 adi verilir. Bir B manyetik alan1 Gauss

yasasini saglar:

g(V,B)=0 2.11)



B manyetik alan E elektrik alan olmak iizere Faraday Yasasi

%—?:—chE:Vx(va) (2.12)

seklindedir. Burada J akis ve Ly = ¢/47 boslugun gegirgenligi (sabit), ¢ 131k hizi olmak iizere

Ampere yasasi
VxB=Ju (2.13)

seklinde verilir (Pontin ve Priest, 2022).

2.9 Tammm Lie grubu hem grup hem de sonlu boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olup,

(G,.) grubu iizerinde, grup islemi yardimiyla tanimlanan fonksiyonlar

n:GxG— G (2.14)
(x,y) = n(x,y) =x.y (2.15)

ve {(x,y) = x~ .y fonksiyonlar1 diferansiyellenebilirdir (Ozdemir, 2020) .

2.10 Tamim V, bir F cismi iizerinde vektor uzayi olmak iizere

[,.]: VXV >V (2.16)
doniisiimii, her x,y,z € V icin,
1. 2-lineer
ii. Ters simetrik, yani
[xvy] = _[yvx]a (217)
iii. Jakobi 6zdesligini saglayan, yani
b, 2l + [z, [yl + D, [z, 4] = 0, (2.18)
kosullarini sagliyorsa [.,.] dontigiimiine V iizerinde bir Lie operatorii denir. Bu operatoér V

vektor uzayinda yeni bir carpma iglemi tanimlar. Bu yeni iglemle birlikte V uzayi bir cebir

olusturur. Bu cebire Lie cebiri denir (Ozdemir, 2020).

2.11 Tanim Exponensiyel doniisiim, Lie cebirinden Lie grubuna giden bir doniisiimdiir. G
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bir Lie grubu ve g ise bu grubun Lie cebiri olsun,
exp:g—G (2.19)

bi¢iminde tanimlanan bir doniisiimdiir. Ornegin,

1 1
exp(A) = e :I+A+5A2+§A3+... (2.20)
olmak iizere,
exp : so(n) — SO(n) (2.21)

biciminde tanimlanir (Euler, 1775; Rodrigues, 1840; Bottema ve Roth, 1990; Ozdemir, 2020).
Burada so(n) ters simetrik matrislerin vektor uzay1 olup bir Lie cebiri, SO(n) kiimesi n X n
donme matrislerinin kiimesi olup matris ¢arpimui ile birlikte bir 6zel ortonormal gruptur ve

ayni zamanda bir Lie grubudur.

2.12 Tanim
exp :so(n) — SO(n) (2.22)

biciminde tanimlanan exponensiyel doniisiim, iyi taniml1 ve 6rten oldugundan n = 3 olmak
iizere, her A antisimetrik matrisi icin bir donme matrisi iiretir. Boylece ¢* icin agik bir formiil
verilerek, donme matrisleri iiretilebilir, bu formiile Rodrigues formiilii denir (Euler, 1775;
Rodrigues, 1840; Bottema ve Roth, 1990; Ozdemir, 2020).

2.1 Teorem A € so(3) bir ters simetrik matris olsun. Bu durumda Rodrigues formiili
e =T +sinOA+ (1 —cos 0A?) (2.23)

biciminde verilir (Euler, 1775; Rodrigues, 1840; Bottema ve Roth, 1990; Ozdemir, 2020).

b 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir vektor olmak iizere, 3-boyutlu Lorentz uzayinda Rodrigues
formiilleri ise asagidaki gibi verilir.

i. Eger b uzay benzeri bir vektor ise
¢! = I+sinh @A + (—1 +coshpA?) (2.24)
i1. Eger b zaman benzeri bir vektor ise

e = I+sinOA + (1 —cos A?) (2.25)
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bicimindedir (Kahveci ve dig., 2016).

iii. Eger b 151k benzeri bir vektor ise

2
Rﬁmu — A0 OA+ %AZ (2.26)

seklindedir (Simsek ve Ozdemir, 2016).

2.1. Reel Kuaterniyonlar
2.13 Tamim Reel kuaterniyonlar agagidaki gibi tanimlanir:
H={q+qit+qsj+qk: = > =k =ijk=—-1,g:€R,i={1234}}.

Dortlii say1 kiimesine, kuaterniyonlar kiimesi denir ve bu kiime H ile gosterilir (Hamilton,
1844). Bu kiimenin elemanlarina reel kuaterniyonlar denir. Kuaterniyon carpimi, Oklid i¢

carpim ve Oklid vektorel carpimi yardimiyla asagidaki gibi tanimlanr:

®:HxH—H; (p,q9) = ®(p,q) =p®q, (2.27)

Ayrica p ve g olarak gosterilen iki has kuaterniyonun ( yani iki ii¢ boyutlu vektoriin) kuater-

niyon carpimi agagidaki gibi tamimlanabilir:
p®q=—8uVp,Vy)+V, xV,, (2.29)

burada V), ve V,, p ve g kuaterniyonlarinin vektdrel kismini belirtmek iizere, gy (,) i¢ car-
pim ve X dis carpimi gostermektedir. p = py + pai+ p3j+ pak ve g = q1 + q2i + q3j + qak
iki kuaterniyon olmak iizere, bu iki kuaterniyonun kuaterniyon ¢arpiminin matris gdsterimi

asagidaki gibi belirtilir:

P11 —P2 —Pp3 —D4 q1

2 1 — P4 3 2

pog=| P> TP @ (2.30)
P3 D4 D1 —pP2 q3
P4 —Pp3 D2 D1 q4

Bir reel kuaterniyon g = g1 + g2+ g3 j + qak olmak iizere, bu kuaterniyonun eslenigi g olarak

gosterilir ve § = q1 — q2i — 3] — qak seklinde bulunur. ¢ = g1 + q2i + g3j + g4k € H ile
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gosterilen reel kuaterniyonun normu agagidaki gibi tanimlanir:

|- E R UO): g =l q = Va®G=vi®a=\/G+ B+ +d (23D

q = q1 + q2i + q3j + qak bir reel kuaterniyon olsun. Eger || ¢ ||= 1 ise, ¢ birim kuaterniyon
olarak adlandirilir. Ayrica ¢ kuaterniyonun tersi g~ ! = # seklinde tanimlanir. Her kuater-

niyon kutupsal formda asagidaki gibi yazilabilir:
qg=| g (cos®+nsin0) (2.32)

burada S, ve V, sirasiyla g kuaterniyonun skaler ve vektorel kismim belirtir. Ayrica n =

%, n?> = —1 olmak iizere, cos 6 = % ve sinf = % olarak hesaplanir. U¢ boyutlu Oklid
q

uzayinda her birim kuaterniyon dénme hareketine karsilik gelir (Ozdemir, 2020).

2.2 Teorem g = cos8 + nsinO bir birim kuaterniyon olmak iizere asagidaki gibi verilen
R,(u) doniisiimii, bir u vektoriiniin n ekseni etrafinda 26 agis1 kadar doniisiinii ifade eden bir

lineer doniisiimdiir:
R,(u) =qou®q™! (2.33)
(Ozdemir, 2020).

2.2. Eliptik Kuaterniyonlar

q1,92,q43,94 € R ve A= \/ayazas, ay,a2,a3 € R* olmak iizere eliptik kuaterniyonlar asag1-

daki gibi verilir:
He = {qe = q1+ q2i+q3j + qak : ¥ = —a1, > = —ap, k> = —a3,ijk = —A}.

HEg kiimesi eliptik kuaterniyonlar kiimesi olarak adlandirilir. Ayrica eliptik kuaterniyon car-

pimu agagidaki gibi tanimlanir:

®g :Hg x Hg — Hg; (pe,qe) = ®E(PE,qE) = PE QE qE, (2.34)

PE ®EGE = SppSqp — gE(VPE7Vf1E) +SpeVar +VpeSar + Ve XE Vyg (2.35)

Burada gg ile gosterilen eliptik skaler carpim agagidaki gibi belirtilir:
ge(x,y) = a1x1y1 + axxayz + azx3ys ve X ile belirtilen eliptik dig carpim da asagidaki gibi
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gosterilir:

ifay jlax kja
XXEY = X1 X2 X3 . (236)

Y1 2 y3

Bununla birlikte, pg ve gg has eliptik kauetrniyon ise iki kuaterniyonun carpimi asagidaki

gibi tanimlanir:

PE KE qe = _g(VpEaqu) + VpE XE VqE- (237)

PE = p1+ p2i+ p3j+ pak ve qg = q1 + q2i + g3 ] + g4k iKi eliptik kuaterniyon olmak iizere,

PE Ve gg kuaterniyonlarinin kuaterniyon ¢arpiminin matris gosterimi asagidaki gibi verilir:

P —aip2 —azps —azps q1
D2 D1 —pasAjay  p3A/a; qQ
PE QEqE = / / . (2.38)
p3  palAjay P1 —p2Ajas q3
pa —p3A/az  prA/az P1 qa

qE = q1 + q2i + q3j + g4k bir eliptik kuaterniyon olmak iizere, bu kuaterniyonun eslenigi gg
ile gosterilir ve gg = q1 — q2i — q3J — g4k olarak tamimlanir. Ayrica, gg = q1 + q2i +q3j +

qak € HE kuaterniyonun normu :

| ||le: He — RTU{0}: ge =l g€ ||lE= VaE ®E 4E = VdE OF g = \/CI%Jralq%Jrazq% +azq;
(2.39)

olarak tammlanir. gz = q1 + q2i + q3j + g4k H eliptik kuaterniyonu i¢in || gg ||[g=1 ise,

ge birim eliptik kuaterniyon olarak adlandirilir. gg eliptik kuaterniyonun tersi, qgl = _dE

lgellE
seklinde tamimlanir. Her g = S, + V. eliptik kuaterniyonu, kutupsal formda, asagidaki
gibi yazilabilir:
gt =|| q& ||E (cos 6 +ngsin6) (2.40)
burada ng = V"—E, n% =—1,cos0 = ,vesinf = WVag |12 olarak belirlenir. Ug boyutlu
Ve |l H || Tlaele

Oklid uzayinda, her birim kuaterniyon bir désnme hareketi tanimlar (Ozdemir, 2020).

2.3 Teorem g = cos 0+ €sin 6 birim eliptik kuaterniyon olmak iizere, asagidaki doniisiim €

ekseni etrafinda, 20 eliptik a¢1 kadar, eliptik donme hareketi belirten bir lineer doniisiimdiir:

Ry (1) = qp ®pu® 6]151 (2.41)
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(Ozdemir, 2020).

2.3. Boliinmiis Kuaterniyonlar

Boliinmiis kuaterniyonlarin kiimesi,

2=-1, j2=1, k=1 (2.42)
ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik

seklinde belirtilen ozellikleri saglayan ve g = go + q1i + q2j + g3k elemanlarindan olusan
ve H; semboliiyle gosterilen bir kiimedir. Bir boliinmiis kuaterniyonun skaler ve vektorel
kisimlar sirasiyla S, = go ve V; = q1i+ g2 j + g3k seklinde gosterilir. p = po+ p1i+ p2j+
p3k ve ¢ = qo + q1i + q2j + g3k boliinmiis kuaterniyonlarinin ¢carpimi asagidaki gibi verilir,

pOLq = poqo+8&u (Vp:Vy) + PoVe+a0Vp+ (Vo XL Vy)

burada sirasiyla gy ve X, Lorentz i¢ carpimi ve Lorentz vektorel carpimi géstermektedir.

Boliinmiis kuaterniyon ¢carpiminin matris formu ise asagidaki gibidir:

pPo —P1 P2 D3 q0

P1 Po p3 —Dp2 q1
pRLg =

P2 p3 po —Pi1 q2

pP3 —pP2 P11 Do q3

Bir g = g0 + q1i + g2j + g3k boliinmiis kuaterniyonunun eslenigi § = qo — q1i — q2j — g3k
biciminde tanimlidir. Bir hiperbolik boliinmiis kuaterniyonun normu ve tersi sirasiyla asagi-

daki gibi tamimlanir:

N, = Vigerd=+/laorq]=/|@+ 4 - B -4

g =

1
Jq
burada J, = q% + q% — q% — q% seklindedir. Burada metrik yapisindan dolay1 ii¢ tip kuaterni-
yon tanimlanabilir. Bunlar uzay benzeri, zaman benzeri veya 151k benzeri kuaterniyonlardir
ve sirastyla J, <0,J, > 0 veya J, = 0 esitliklerini saglarlar. Herhangi bir uzay benzeri kuater-
niyonun vektor kism1 uzay benzeri bir vektordiir. Zaman benzeri bir kuaterniyonun vektor

kismu ise uzay benzeri, zaman benzeri veya 151k benzeri olabilir (Ozdemir, 2020).

Bir boliinmiis kuaterniyon kutupsal formda asagidaki gibi ii¢ farkli sekilde ifade edilir:



15

i. Eger ¢ H-uzay benzeri bir kuaterniyon ise,

g =N, (sinh¢ + Eycosh @)

2 2 2

\/T

burada sinh ¢ = £ > cosh¢ = Vot d e
q

_ qiitqaj+tqsk R3

bi¢iminde olup &y = , R” uza-
V—aitaita

yinda birim uzay benzerl birim vektordiir.

ii. Eger ¢ H-zaman benzeri bir kuaterniyon ve vektor kismi1 uzay benzeri ise
g = Ny (cosh¢ + &ysinh @)

seklindedir. Burada cosh¢ = £ >, sinh ¢ = q1+q2+q3 seklindedir, &) = w

R? uzayinda birim uzay benzerl bir vektordiir.

iii. Eger g H-zaman benzeri bir kuaterniyon ve vektor kismi zaman benzeri ise
g = Ng(cos ¢ +&osing)

burada cos ¢ = q(’ ,sing = Y2203 0 q2 a seklindedir, &) = w , R3 uzayinda birim
Vai-a-43

zaman benzeri blI‘ vektordiir.

Burada & vektorii hiperbolik donme eksenidir (Ozdemir, 2020).
Ayrica, H-zaman benzeri hiperbolik boliinmiis kuaterniyonlar kiimesi, hiperbolik boliinmiig

kuaterniyon carpimi altinda bir grup olusturur ve asagidaki gibi gosterilir:

T={q9=(q91,92.93,94) : 91,92,93,94 € R,J; > 0}

2.4 Teorem 3-boyutlu Lorentz uzayinda donme hareketleri, zaman benzeri birim boliinmiis
kuaterniyonlar tarafindan ifade edilebilir. Zaman benzeri birim boliinmiis ¢ kuaterniyonuna

karsilik gelen Lorentz uzayindaki donme haraketinin matris formu asagidaki gibidir:

RBHE+BHE 29093 2029192 —29092 — 29193
Ry=| 20192429003 @ —GB+d5  —2q90q1 — 29293
2q193 — 29092 29091 — 29293 G5 — 4+ 95— 43

(Ozdemir, 2020).



16

2.5 Teorem {&y,&;,&,} ortonormal kiimesi agagidaki esitligi saglar:

Soxrbi=8&, &Hxrbh=-E&, &ixit&h=&

burada &; zaman benzeri vektor, v vektorii &y ve &; vektorlerinin gerdigi diizlemde yatan bir

vektor olmak iizere agsagidaki ifadeler gerceklenir:

i. Eger g = cosh¢ + &ysinh ¢ uzay benzeri vektor kismina sahip, birim zamana benzer
boliinmiis kuaterniyon ise R,(v) = ¢®, v®7 ¢! doniisiimii 2¢ hiperbolik agil ve &

uzay benzeri eksenli bir donme hareketi tanimlar.

ii. Eger ¢ = cos¢ + &ysing zaman benzeri vektor kismina sahip, birim zamana benzer
boliinmiis kuaterniyon ise Ry (V) = ¢ @5 v®r g~ doniisiimii 2¢ acili ve &) H-zaman

benzeri eksenli bir donme hareketi tanimlar .

(Ozdemir ve Ergin, 2005; Ozdemir ve Ergin, 2000).

2.4. Hiperbolik Boliinmiis Kuaterniyonlar

Bu boliimde 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir hiperboloid iizerindeki donmeyi agiklayan hi-
perbolik boliinmiis kuaterniyonlar verilecektir.

{1,i, j,k} asagidaki esitlikleri saglasin:

P=—a, j=a, kK =as, (2.43)
A —A A

burada aj,az,a3 ERT ve A= y/aiazaz. Tim hiperbolik boliinmiis kuaterniyonlarin kiimesi,
yukarida belirtilen dort temel 6geye sahip, degismeli olmayan, boliimlii olmayan bir halkadir
ve bu kiime Hy, 4, 4, ile gosterilir. Bir gy = qo +q1i + g2 j + g3k hiperbolik boliinmiis kuater-
niyonunun skaler ve vektorel kisimlar sirasiyla S;,, = qo ve Vy, = q1i+ q2j + g3k seklinde
gosterilir. pyg = po + p1i+ pa2j + p3k ve gg = qo + q1i + g2 j + g3k hiperbolik boliinmiis

kuaterniyonlarinin ¢arpimi asagidaki gibi verilir,

PH @H qH = Poqo+ & (VpH ; VqH) + poVay +90Vpy + (VpH XH VqH)
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burada sirasiyla gy ve X g, hiperbolik i¢ ¢carpimi ve hiperbolik vektorel ¢carpimi gostermek-

tedir. Hiperbolik boliinmiis kuaterniyon carpiminin matris formu ise agsagidaki gibidir:

pbo —aip1 azpz aszpj q0
A —pA
pr po e = a1
PH®OH qH = p3A JATAY
p2 gA POA ~a q2
_mA piA
P3 s a3 Po q3

Bir gy = qo + q1i + g2 j + g3k hiperbolik boliinmiis kuaterniyonunun eslenigi gy = qo —
q1i — q2j — g3k biciminde tanimlidir. Bir hiperbolik boliinmiis kuaterniyonun normu ve tersi

sirastyla asagidaki gibi tanimlanir:

Nyw = g @udul =\ 91 @uqn Z\/Iq%+a1q%—azq%—aaq§
qH

-1
dg = 5
J‘IH

burada J,;;, = q(z) +ai q% — azq% — a3q§ seklindedir.

Bu uzaydaki metrik yapisindan dolay: ii¢ tip kuaterniyon tanimlanabilir. Bunlar H-uzay ben-
zeri, H-zaman benzeri ve H-151k benzeri kuaterniyonlardir ve sirasiyla J,,, < 0,J,,, > 0 veya
Jgy = 0 esitliklerini saglarlar. Herhangi bir H-uzay benzeri kuaterniyonun vektor kismi uzay
benzeri bir vektortiir. H-zaman benzeri bir kuaterniyonun vektor kismi ise uzay benzeri, za-
man benzeri veya 151k benzeri olabilir.

Bir hiperbolik boliinmiis kuaterniyon kutupsal formda asagidaki gibi ii¢ farkli sekilde ifade

edilir:
1. Eger gy H-uzay benzeri bir kuaterniyon ise,

q = Ngy; (sinh ¢ 4 Eocosh @)

2 2 2 . .
: —aiq|tarqs+a .. k
burada sinh ¢ = 7%~ cosh¢ = v 1q1N 20750 biciminde olup & = —~LIGk
9H 9H \/fa1q1+a2q2+a3q3

1.2 Cge . v Tes
Rajaya; uzayinda uzay benzeri birim bir vektordiir.

ii. Eger gy H-zaman benzeri bir kuaterniyon ve vektor kismi uzay benzeri ise

qH = Ng;; (cosh¢ +&osinh @)

_ 2 2 2
seklindedir. Burada cosh ¢ = 1\?70, sinh¢ = Vo ;q@qﬁ% %3 seklindedir. Burada & =
H H

. . 1 2 . . . . . e
1 ’J;q” +‘213k =, Ryjaa; Uzayinda uzay benzeri birim bir vektordiir.
\/*al% +axgs+azqs
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iii. Eger gy H-zaman benzeri bir kuaterniyon ve vektor kismi zaman benzeri ise

qH = Ngy (cos ¢ +&psing)

2 2 2 . .
\/aiq;s—arqs—a . . 1,2
19 N 2954343 seklindedir, 50 = Ditayjtqik 1
9H

» Rajasras
Vargi—arg3—a3q3

_qo

burada cos ¢ = ,sin¢ =

uzayinda zaman benzen birim bir vektordiir.

Burada &) hiperbolik dénme eksenidir. Ayrica, H-zaman benzeri hiperbolik boliinmiis ku-
aterniyonlar kiimesi, hiperbolik boliinmiis kuaterniyon carpimi altinda bir grup olusturur ve

asagidaki gibi gosterilir:
THal7a2703 = {QH = (QI7QZ7q37Q4) 1q1,92,93,94 € Rv‘]q > 0}

(Ozdemir, 2020).

2.6 Teorem Genel bir hiperboloid iizerindeki hiperbolik donme hareketleri, H-zaman ben-
zeri birim boliinmiis kuaterniyonlar tarafindan olusturulabilir. H-zaman benzeri birim boliin-

miis g kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik donme haraketinin matris formu asagidaki

gibidir:
B+ad+ad+ad 2928 2amqiq — 200028 243145
Ryy = 21192+ 252 @ — a1} — axg} + asq 2q0q1 —2a3q2q3
2a19193 — 2Aq""2 2BD2 _Dargrgs  qf— alql +ag; —azq;

(Ozdemir, 2020).

2.7 Teorem {&y, &, &} ortonormal kiimesi asagidaki esitligi saglar:

Soxnbi=6&, &xub=-&, &ixubb ==&

burada &; H-zaman benzeri vektor, v vektorii &y ve &; vektorlerinin gerdigi diizlemde yatan

bir vektor olmak lizere asagidaki ifadeler gerceklenir:

i. Eger gy = cosh ¢ + & sinh ¢ uzay benzeri vektor kismina sahip, birim H-zamana ben-
zer hiperbolik boliinmiis kuaterniyon ise Ry, (V) = gy ®p V®n q;ll doniisiimii 2¢

hiperbolik ag¢ili ve &) H-uzay benzeri eksenli bir hiperbolik dénme hareketi tanimlar.

ii. Eger gy = cos @ + &psin ¢ zaman benzeri vektor kismina sahip, birim H-zamana ben-
zer hiperbolik boliinmiis kuaterniyon ise R, (V) = gy ®n Vv ®p q,}l doniisiimii 2¢

hiperbolik ag¢ili ve &) H-zaman benzeri eksenli bir hiperbolik donme hareketi tanimlar.
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(Ozdemir, 2016).
2.8 Teorem u 151k benzeri vektor parcasina sahip bir zaman benzeri kuaterniyon gz =1 — %u
formunda ifade edilebilir. Bu durumda, bu kuaterniyon u 151k benzeri eksen etrafinda ¢ acili

bir donme hareketi (parabolik) verir (Simsek ve Ozdemir, 2016).

2.9 Teorem pp ve gy asagidaki gibi verilen ayn1 u 151k benzeri vektor parcasina sahip iki
H-zaman benzeri hiperbolik boliinmiis kuaterniyon olsun,
¢

1
pﬂzl—%u, qn=1+>u

Bu durumda, R, 5,4, doniisiimii u ekseni etrafinda ¢ + ¢, acili bir donme hareketi tanimlar
(Simsek ve Ozdemir, 2016).

2.10 Teorem A, bir semi-gg-anti simetrik matris ve u bir 151k benzeri vektor u € span(N),
N = (u1,up,u3) olsun. A matrisi asagida belirtilen esitlik ile birlikte u 151k benzeri eksen
etrafinda gz donme matrisi belirtir.

¢

2
Ry =e M =1—9A+ 7,42. (2.44)

Burada A matrisi asagidaki formda verilir:

0 us/ay —up/ai
A= M3/G2 0 —ul/az (245)
—u2/613 ul/a3 0

RgH7u 2

p matrisi, ajx> = a»y* + a3z” 151k benzeri konisi iizerinde donme hareketi yaptirir ve

asagidaki gibi belirtilir:

142 2 2 142 142
507 (acus +azuz) +1 —(%LgA*—z(p aruiuy %uzA*—qu aruiuy
g _ | 142 2 ¢ * 142 2 2 ¢ 142
Ry = |20 awuiuy +azuz — JusA* 1—5¢ (ajuy — azuy) L WA — 30 asurus
o x4 142 o x _ 142 142 2 2
%uzA + 50 ajuuz —gulA — 30 auuz 1 — 50" (au] —axu;)

(2.46)
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2.5. Dual Sayilar ve Eliptik Dual Kuaterniyonlar

Dual sayilar, reel sayilarin, €2 = 0, € # 0 olacak sekilde bir eleman ile genisletilmesiyle

olusan bir say1 sistemidir. Dual sayilar cebiri, Clifford tarafindan tanimlanmaisgtir.

2.14 Tanim Dual sayilar kiimesi agsagidaki gibi belirtilir:
D={a+eb:a,becR e =0} (2.47)

(Clifford, 1871; Ozdemir,2020).

2.15 Tanim Bilegenleri dual sayilardan olusan kuaterniyonlara dual kuaterniyonlar denir.

Yani, dual kuaterniyonlar kiimesi de agagidaki gibi verilir:

H(D), = {a+bi+cj+dk:a,b,c,d €D,i* = j* =k* =ijk=—1}. (2.48)

Benzer sekilde bilesenleri dual sayilardan olusan eliptik (hiperbolik boliinmiis) kuaterniyona

eliptik (hiperbolik boliinmiis) dual kuaterniyon denir.

2.6. Eliptik Dual Kuaterniyon Operatorii

PE, qe kuaterniyonlarinin dual kuaterniyon ¢arpimi asagidaki gibi belirtilir:
PE®EqE = —8E(PE.qE) + PE XEq = —c0s®+ Nsin®, (2.49)

burada ® = 0 + €0*, pg ve g arasindaki dual agiy1 belirtmektedir. Ayrica N birim vektori,

_ _PEXEYE
[PE*E4E]

alinsin,

seklinde tanimlanir. Bununla birlikte, agagidaki gibi bir birim dual kuaterniyon

Or = —qE @ PE = 45 ®F PE = qE QF Pg (2.50)

bu durumda Qg = cos® + Nsin® dual kuaterniyon operatorii olarak adlandirilir. Q =
qE QF pgl denklemini kullanarak, Qr ®g pr = qr elde edilir. Bu sayede, Qr operatoriiniin
pE kuaterniyonunu N ekseni etrafinda 0 agis1 kadar eliptik dondiiriip ayn1 eksen yoniinde 6*

kadar 6teleme yaptirdigini sdyleyebiliriz.

2.11 Teorem qg = q1 + q2i + g3 ] + qak birim kuaterniyonu yardimiyla tamimlanan Qp =
gk + Sugg bir dual kuaterniyondur. P noktasinin dual gosteriminin 1+ £P olarak verildigini

varsayalim, agsagidaki sekilde verilen doniisiim, P noktasinin ng ekseni etrafinda 26 kadar
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ac1 ile donmesini ve u yoniinde otelemesini gosterir:

R}, H(D) — H(D); P — RH(P) = Q®k (1+€P) @£ Q. (2.51)

Bir eksen etrafinda donme ve ayni eksen boyunca 6telemenin birlesimi olan hareket vida
hareketi olarak adlandirilir (Ozdemir, 2020).

2.12 Teorem © = 0 + €60* bir dual a¢1 ve O = cos® + N sin® bir birim dual kuaterniyon

olsun. Asagidaki sekilde verilen doniigiim:
Ly : H(D) — H(D), Or — LV(QE) =V Qe OF (2.52)

olmak iizere, Ry, 4, 4; Uzayinda, dy etrafinda, N esas alinarak, 0 agisi kadar eliptik donme

ve dy yoniinde 6 kadar 6telemeyi belirtir.

2.7. Dual Hiperbolik Bo6liinmiis Kuaterniyon Operatorii

qH = qH + £qj; hiperbolik dual boliinmiis kuaterniyonunu alalim. gz kuaterniyonunun vek-

torel kismi1 uzay benzeri bir vektor ise
On = cosh® + sinh®N (2.53)

bicimindedir. Burada ® = ¢ + €¢* seklinde tanimhidir.Eger gy kuaterniyonunun vektorel

kismi zaman benzeri bir vektor ise,
On = cos® + sin®ON (2.54)

formunda yazilabilir. Burada ® = 6 4 €6* bi¢imindedir. Eliptik dual kuterniyon operatoriine
benzer olarak yukarida tanimlanan kuaterniyon operatérleri, R}lf%% uzayinda, dy etrafinda,
N esas alinarak, ¢ (0) acis1 kadar hiperbolik (eliptik) donme ve dy yoniinde ¢* (6*) kadar

otelemeyi belirtir.
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3. ELIPTIK VE DAIRESEL POLARIZASYON

Dual kuaterniyonlar, kinematik alaninda vida hareketinin cebirsel gosterimi i¢in kullanilir.
Bu calismada, vida hareketi yardimiyla dairesel ve eliptik polarizasyon formiilize edilmistir.
Optik fiberde polarize edilmis 15181n hareketini incelerken, bu hareketin vida hareketi ile dual
kuaterniyonlarin vektorel ve skaler kisimlar yardimiyla iligkisi, ayrica sonuclardan elde edi-
len fiziksel ve matematiksel anlam1 gosterilmistir. Genel olarak, 151k dalgasini polarize etmek
yonlendirmek anlamina gelir. Elektrik alan, manyetik alan ve 151g1n polarizasyon yonii ( yani
optik fiber ile iligkili egrinin teget vektorii ) elektromanyetik dalgalari olusturur. Bu dalga-
lar, genel olarak elektrik alan yonii boyuncadir. Elektromanyetik dalgalar, boslukta (vakum),

Maxwell denklemlerinin ¢oziimleri olarak bulunur. Bu denklemler agagida belirtilmistir:

g(V,E) =0, 3.1)
g(V,B) =0, (32)
JB
VXE= 50 (3.3)
JE
VXB:sO.“OE- 3.4)

Bu dort onemli denklemin ayni anda saglanmasi i¢in, dalgalarin, yayilim yoniine ¢arpraz ola-
rak E ve B alanlarina sahip olmak gerekir. Polarize edilmis 1s181n dairesel ve eliptik hareketi,
bir vidanin donme hareketi yardimiyla gosterilebilir. Aynadaki yansima hareketi ile birlikte,
sag yonlii donme gosteren bir vida hareketi, sol yonlii donme gosteren bir vida hareketine
doniisiir. Bunun tersi de gegerlidir. Bu yiizden optik fiberde polarize edilmis 15181n dairesel
ve eliptik hareketini incelemek icin vida hareketi olduk¢a kullanilgl bir yontemdir. Her dual

kuaterniyon, asagidaki formda dual vektor yardimu ile ifade edilebilir:
a+bi+cj+dk=u-+eu". (3.5)

Boylece, her uygun dual kuaterniyon, yonii u tarafindan belirlenen u* vektoriine dik diiz-
lemdeki uzayda bir yonlii dogru parcasina karsilik gelir. Bunu kullanarak vida operatorii ta-
nimlanmig ve vida operatorii yardimiyla dairesel ve eliptik polarizasyon ifade edilmistir. Bir
eksen etrafinda donme ve ayni eksende 6telemeyi ifade eden harekete vida hareketi denir. Bu

hareketi yaptiran operatore de vida operatorii denir.

3.1. Bir Optik Fiber Boyunca Polarize Isik Dalgasinin Dairesel Polarizasyonu

Elektrik alan1 E = (E\, E,) biciminde ifade edelim. Burada E, ve E, biiyiikliikleri esitse, bir
optik fiber boyunca polarizasyon durumunda elektrik alan vektoriiniin u¢ noktalar1 polari-

zasyon diizleminde bir daire tanimlar ve dalganin dairesel polarize oldugu sdylenir. Polari-
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zasyon durumu E elektrik alani, eger sag vida hareketi yapiyorsa sag dairesel polarizasyon,

sol yonlii bir vida hareketi yapiyorsa, sol dairesel polarizasyon olarak adlandirilir.

Bir optik fiber ile iliskili uzay egrisi 7y iizerindeki Frenet ¢ati elemanlar1 {t,n,b} ve ¢ =
cos 0 + tsin O reel birim kuaterniyon olsun. Polarize 151k dalgasinin yayilma yoniiniin optik

fiber ile iligkilendirilmis egrinin t teget vektorii boyunca oldugunu varsayalim. Bu durumda:

&
Q=q+§t5®q (3.6)

biciminde tanimlanan birim kuaterniyon ile optik fiber boyunca polarize 151k dalgasinin da-

iresel polarizasyonu asagidaki gibi ifade edilebilir:
R, =H(D) — H(D);1+€E — R)(1+€E) = (1 + €E) 0, (3.7)

burada E polarizasyon vektorii tg ekseni boyunca 26 agis1 kadar bir donme ve tg ekseni

yoniinde 6teleme hareketi yapar. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir:

3.1 Teorem R uzayinda bir optik fiber ile iliskilendirilmis y egrisinin Frenet cati eleman-
lar1 {t,n,b} olmak iizere t teget vektorii ile E polarizasyon vektorii arasindaki agi dik aci
olsun. Bu durumda g = cos 6 + tsin 0 birim kuaterniyonu ile elde edilen Q = cos® + tsin®
birim dual kuaterniyonu araciligiyla bir optik fiber boyunca polarize 11k dalgasinin dairesel

polarizasyonu asagidaki gibi ifade edilebilir:
Zp H(D) - H(D);E —- %(E)=0®E (3.8)

burada E polarizasyon vektorii t teget vektorii etrafinda 6 agis1 kadar sol yonlii vida hareketi

yapar. Benzer sekilde,
Zo:H(D) — H(D);E - Zp(E) =E®Q 3.9

burada da E polarizasyon vektorii t teget vektorii etrafinda 6 acis1 kadar sag yonlii bir vida

hareketi yapar.

Kamit E(s) ve E' = E(s + As) has birim kuaterniyonik formda elektrik alanin iki gosterimi
olsun. Bu durumda, E ve E’ elektrik alanlarina karsilik gelen yonlii dogrular sirasiyla dg ve
dyg olarak gosterilir. Bu iki dogru arasindaki dual ag1y1 ® = 6 + £0*ile gosterelim. t vektorii

polarizasyon diizlemine dik oldugundan asagidaki ifade yazilabilir:

E®rE = —cos®+tsin0®, (3.10)
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EQE '=E 'QFE =cos® +tsin®, (3.11)
EQE '=E'@FE =0. (3.12)
0

Bu nedenle asagidaki esitlikler elde edilmis olur:

Zo(E)=0E=E ve Eg(E)=EQE =E. (3.13)
3.2 Teorem R? uzayinda bir optik fiber ile iliskilendirilmis y egrisi ve bu egrinin Frenet cat1
elemanlar {t,n,b} Gyle ki y egrisinin teget vektorii t ile polarizasyon vektorii E arasindaki
ac1 dik a¢1 olsun. Bu durumda, optik fiber boyunca dairesel polarizasyon durumunda, polari-

zasyon vektoriiniin u¢ noktalar1 dairesel-Rytov egrisi olarak adlandirilan bir egri ¢izer ve bu

edri g = cos(kms) + tsin(kms) birim kuaterniyonu yardimiyla agagidaki gibi ifade edilebilir:
Dr=y+rg®n (3.14)

burada k dairesel-Rytov egrisinin yoniinii ve adimini, r ise yarigapin belirtir.

Kanit R? uzayinda bir optik fiber ile iliskilendirilmis y egrisi, bu egrinin Frenet cati eleman-
lar1 {t,n,b} 6yle ki y egrisinin teget vektorii t ile polarizasyon vektorii E birbirine dik olsun.
Bu durumda E polarizasyon vektorii, t te§et vektorii etrafinda doner ve teget vektdr boyunca

otelenir. Dolayisiyla, asagidaki esitlik yazilabilir:
Dg =7y+r(ngcosO +bgsinh),

burada 6 = kms’dir. Eger ¢ = cos(kms) + tsin(k7s) birim kuaterniyonu ile n has kuaterni-

yonu, kuaterniyon carpimi yardimiyla isleme sokulursa, asagidaki esitlik elde edilir:
qe ®gng = ng cos(kms) + bg sin(k7ws),
Bu durumda asagidaki denklem saglanir:
Dg = y+rqe @ ng,

burada k katsayis1 helis egrisinin adimini ve yoniinii belirtir. ]
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3.2. Bir Optik Fiber Boyunca Polarize Isik Dalgasimin Eliptik Polarizasyonu

Elektrik alan1 E = (E\, E,) bi¢iminde ifade edelim. E, ve E, bilesenlerinin biiyiikliikleri esit
degilse, bir optik fiber boyunca polarizasyon durumunda elektrik alan vektoriiniin u¢ nok-
talar1 polarizasyon diizleminde bir elips egrisi ¢izer ve polarize 151k dalgasinin yayiliminin
eliptik olarak polarize oldugu soylenir. Elektromanyetik dalgalar, elektrik alaninin yayilma
yonil boyunca donmesine bagl olarak eliptik (dairesel) sag polarize veya eliptik (dairesel)
sol polarize olabilir. Bu durumu bir 6rnekle aciklayalim: E(6) = (acos 6, bsin 0) elipsi iize-
rindekiA =E(}) = (a%,b@) ve B=E(7+3%)= (a% — a‘/Tg, b? —i—a\/Ta) noktalarini ele
alalim, bu iki nokta optik fiber boyunca polarize 151k dalgasinin yayilimi sirasinda elektrik
alanin u¢ noktalarinin belirttigi iki noktadir. Yani, A u¢ noktasini % acis1 kadar eliptik ola-
rak dondiiriirsek, B u¢ noktasini elde ederiz. Bu sonucu gostermek igin g(x,y) = % + )%
eliptik i¢ carpimini ve asagida belirtilen eliptik ortogonal matrisi kullaniriz:

asin @
1 2 CO.SQ - 7 922
bsinb o5 6 3

MA = B esitligini elde ederiz.

B= £(rnt/4+ n/3)

Polarization ellipse

Sekil 3.1 Elektrik alanin eliptik donme modeli

Yukaridaki 6rnekte, a = b olarak alirsak, dairesel polarizasyon modeli elde ederiz. Baz1 6zel
durumlarda eliptik polarizasyon, dairesel ve dogrusal polarizasyon gibi diger polarizasyon

bicimlerini de igerir.

Asagidaki boliimlerde kuaterniyon cebiri yardimiyla eliptik, dairesel ve dogrusal polarizas-

yon durumlarini agiklayacagiz.
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Bir optik fiberle iligkili y egrisinin Frenet ¢ati elemanlart {tg,ng,bg} ve gg = cos 0 +tg sin 6
birim eliptik kuaterniyon olsun. Bu durumda optik fiber boyunca polarize 151k dalgasinin

eliptik polarizasyonu

€
Ok ZQE+§tE QEYqE (3.15)

birim dual kuaterniyonu ile asagidaki sekilde ifade edilebilir:
R}, =Hg(D) — Hg(D);1+€E — R}, (1+€E) = 0r ®p (1+€E)®: Q;  (3.16)

burada E polarizasyon vektorii, tz ekseni etrafinda 26 agis1 kadar eliptik bir doniis ve tg

yoniinde bir 6teleme hareketi yapar.

QF = cos O + tg sin® birim dual eliptik kuaterniyonunu alalim, 6yle ki @ = 6 + £60* bi¢i-

minde tanimlansin. Bu durumda asagidaki karakterizasyonlar elde edilir:

* Egera; # 1,i={1,2,3}, 0 #0 ve 0% £ 0 ise gg(x,y) = aix1y1 + axxoy2 + azxzys
eliptik i¢ carpimuini kullanirsak, Qg birim dual kuaterniyonu optik fiber boyunca eliptik

polarizasyon durumunu olusturur.

s Egeraj =ay =a3 =1, 8 # 0 ve 8* # 0 ise ggstandart Oklid i¢ ¢arpimu olur ve bu
durumda Qf birim dual kuaterniyonu bir optik fiber boyunca dairesel polarizasyon

durumunu olusturur.

* Eger 0 =0 ve 0* # 0 ise O birim dual kuaterniyonu lineer polarizasyon durumunu

olusturur.

Bu durumda asagidaki teorem elde edilir:

3.3 Teorem R} |.a»,a; Uzayinda bir optik fiber ile iliskilendirilmis y egrisinin Frenet ¢ati ele-
manlari {tg,ng,bg} olmak iizere tg teget vektorii ile E polarizasyon vektorii arasindaki agi
dik ac1 olsun. Bu durumda gg = cos 0 + tg sin 0 birim eliptik kuaterniyonu ile elde edilen
Qf = cosO + tg sin® birim dual eliptik kuaterniyonu araciligiyla bir optik fiber boyunca

polarize 1s1k dalgasinin eliptik polarizasyonu asagidaki gibi ifade edilebilir:
20, Hg(D) = Hg(D);E = %p,(E) = Qr R E (3.17)

burada vida operatorii E polarizasyon vektoriine tg teget vektorii etrafinda, sol eliptik pola-

rize olarak vida hareketi yaptirir. Ayni sekilde;

Ry, - Hg(D) — Hg(D);E — %y, (E) = E®p QF (3.18)
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burada vida operatorii E polarizasyon vektoriine tg teget vektorii etrafinda, sag eliptik pola-

rize olarak vida hareketi yaptirir.

I 3
v
2
o

ekil 3.2 dy, ekseni boyunca 0 acisi kadar donme ve ayn1 eksen yoniinde 6* kadar 6teleme
E y y y
yaptiran bir vida hareketi modeli

Sonug¢ Eger O = O + €0y dual agis1 g = 0 i¢in 05 # 0 ise, gg = cosOf + tgsinOf
operatoril yalmzca oteleme hareketi yaptirir. E§er ®f = 0 + €65 dual acis1 6 # 0 icin
0" =0 ise gg = cos O + tg sin O operatorii yalnizca donme hareketi yaptirir. Bu durumda
qE = cos O +tg sin O birim kuaterniyonu, ®f = O 4 €07 dual acisinda O = 0 i¢in 65 # 0

iken, optik fiberde lineer polarize 151k dalgas1 modeli belirtir.

3.4 Teorem R} |.ax.a; Uzayinda bir optik fiber ile iliskilendirilmis y egrisi, bu egrinin Fre-
net ¢at1 elemanlar1 {tg,ng,bgp} Oyle ki egrinin teget vektorii tg ile polarizasyon vektorii E
birbirine dik olsun. Polarize edilmis 15181n eliptik polarizasyon durumunda, polarizasyon
vektoriiniin u¢ noktalar: eliptik-Rytov egrisi olarak adlandirilan bir egri ¢izer ve bu egri
qe = cos(kms) + tg sin(kms) eliptik birim kuaterniyonu yardimiyla asagidaki gibi ifade edi-

lebilir:
Er =Y+ rqg ®Eng (3.19)

burada k eliptik-Rytov egrisinin adimin1 ve yoniinii belirtirken r de yaricapin belirtir.

Kamit 3.2. Teorem’ in ispatina benzer sekilde yapilabilir. [
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Ornek Bir dogrusal optik fiber (z ekseni) boyunca sol dairesel ve sol eliptik polarizasyonlu

elektromanyetik dalganin goriiniisiiniin bir temsili Sekil 3.3’de verilmistir.

e

e

(a) (b)

1

T =] *

1

i,

(© (d)

Sekil 3.3 (a) z-ekseni boyunca dairesel polarizasyonu (vida hareketi) ifade eden elektro-
manyetik dalga modeli ve (b) dairesel polarizasyonun polarizasyon diizlemindeki
goriiniimil. (c)z-ekseni boyunca eliptik polarizasyonu (eliptik vida hareketi) ifade
eden elektromanyetik dalga modeli ve (d) eliptik polarizasyonun polarizasyon
diizlemindeki goriiniimii

Ornek Bir optik fiber ile iliskilendirilmis helis egrisi

¥(s) := [coss/V/2,sins/V/2,5/V?2] (3.20)

biciminde verilsin. Bu durumda helissel bir optik fiber boyunca dairesel ve eliptik polari-
zasyon durumlarinin birer temsili ve ilgili Rytov egrileri, Sekil 3.4 ve Sekil 3.5’deki gibi

gorsellestirilebilir.
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Sekil 3.4 (a) Bir helis egrisi ile iligkili optik fiber boyunca dairesel polarizasyonu ifade
eden elektromanyetik dalga modeli ve (b) dairesel polarizasyonun polarizasyon
diizlemindeki goriiniimii. (c) Helis egrisi boyunca polarizasyon durumu sonucu
olusan donen ve biikiilen dairesel-Rytov egrisi ve (d) dairesel-Rytov egrisinin
polarizasyon diizlemindeki goriiniimii
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Sekil 3.5 (a) Bir eliptik helis egrisi ile iligkili optik fiber boyunca eliptik polarizasyonu
ifade eden elektromanyetik dalga modeli ve (b) eliptik polarizasyonun polarizas-
yon diizlemindeki goriiniimii. (c) Eliptik helis egrisi boyunca polarizasyon du-
rumu sonucu olusan donen ve biikiilen eliptik-Rytov egrisi ve (d) eliptik-Rytov
egrisinin polarizasyon diizlemindeki goriiniimii
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3.3. Polarizasyon Durumlarinin Stokes Parametreleri ve Matris Formlari ile Yorum-
lanmasi

Polarizasyon bilgisi astrofizik ve biyoloji gibi bir¢cok goriintiilleme uygulamasi icin gerek-
lidir. Son yillarda geleneksel hiperspektral goriintiileme sistemleriyle birlikte polarizasyon
bilgisi iizerine arastirmalar artmigtir. Spektropolarimetrik goriintiiler, uzaysal, spektral ve
polarizasyon farkliliklarini toplayan bir 3 boyutlu veri dizisi olarak temsil edilebilir. Bu tiir
goriintiileme teknigi, 15181n polarizasyon 6zelliklerini tanimlayan bir Stokes vektoriiniin elde

edilmesini icerir. Stokes vektorii polarizasyon fizigi icin cok 6nemli bir aractir.

Kuaterniyonlar da polarize sinyaller durumuna genelleme yapan yeni bir aractir. Polarizas-
yon bilgisinin kuaterniyonlar araciligiyla cebirsel temsili, Stokes parametreleri ve polarizas-
yon genellemesi ile iligkili fiziksel kavramlarin a¢iklanmasinda basit ve hesaplama acisindan

verimli bir iglev saglar (Flamant ve digerleri, 2019; Kuntman ve digerleri 2019).

Bu boliimde eliptik kuaterniyonlarin yardimiyla Stokes parametrelendirmeleri i¢in yeni bir
ara¢ sunacagiz. Bu yeni arag, eliptik polarizasyon durumunu (ayrica dairesel ve dogrusal po-
larizasyonun 6zel durumlar1) matematiksel olarak agik ve fiziksel olarak anlaml bir sekilde

aciklamamiza olanak taniyacaktir. Dort stokes parametresi asagidaki gibi ifade edilir:

So=E§, + Egy,

g E(%x_E(%y
| = ——(F—
Vaz
2
Sy = ——EyEp,cos(0
2 \/61_3 OxL=0y ( )7
2

burada (So,S1,S2,S3) vektorii Stokes vektorii olarak adlandirilir (Berry ve dig., 1977; Shep-
pard, 2014). i. Dogrusal polarize: Dogrusal polarize bir 151k modeli icin, ¢ = 0 oldugunu
varsayalim. E uzaysal bir vektor oldugundan, Eg, = acosd, Eg, = asind bigiminde segi-
lebilir. Boylece, x-ekseniyle 6 agisiyla yonlendirilmis dogrusal polarize bir 151k dalgasinin
stokes vektorii agagidaki gibi hesaplanir:

S =a? S : 00826 S i sin25 S 0
O _a s —_ —_— s 2 —_ —_— s 3 f— .
1 \/_2 \/_3

ii. Eliptik ve dairesel polarize: Bu durumlar i¢in, ¢ = 7 ve Eo, = Eoy = a biciminde segilirse
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asagidaki esitlikler elde edilir:

2 2
S() = 2612,51 :0,S2 20,53 = L

Vaz
Egera; = 1,i={1,2,3} ise dairesel polarize 151k modeli elde edilir. Eger a; = 1,i = {1,2,3}
degerlerinden herhangi biri digerlerinden farkliysa, o zaman eliptik polarizasyon elde edilir.
S

_ S y_% 5 :
Sonra, X = 5o Y = 5 Ve Z = S elde ederiz,

X’ +a3Y? +a, 2> =1. (3.21)

Boylece polarizasyon durumunun (X,Y,Z) parametreleri, durumun Kartezyen koordinatla-

rina agagidaki gibi karsilik gelir:

X = Lcos(l[/) cosh(6) (3.22)
a

Y = \/La_3cos(l//) sinh(6)) (3.23)

z=_L sty (3.24)

Denklemi yukarida elde edilen eliptin 2-kiiresi S, 4,4, lizerine ¢izilmistir. Dolayisiyla bu
kiireye eliptik Poincaré kiiresi denilebilir ve polarizasyon durumlari bu kiirenin yardimiyla
su sekilde yorumlanabilir; Ekvatordaki noktalar dogrusal polarize 1s18a karsilik gelir, ku-
tuplardaki noktalar dairesel (eliptik) polarize 15181 temsil eder ve kiirenin geri kalanindaki

noktalar diger eliptik polarizasyon durumlarini gosterir.

Bir Stokes vektorii geometrik olarak gz = (So + S3i+ S1j + S2k) € Hg kuaterniyonuyla tem-
sil edilebilir. Ayrica asagidaki esitlik yazilabilir:

S3i+S1j+95>
\/alS§ +a25% +a3S%

qr = So+ \/ang —I—azS% +a3S%

S3i+S1j+S2
1S§+a2S%+a3

Buradan I = Sy = \/ a183 + axS? + a3S3 olmak iizere, U = yazilirsa, asagi-
Va 83

daki esitlik bulunur:

burada I toplam yogunluk ve ® € [0, 1] polarizasyon derecesidir. Ayrica, y polarizasyon
ekseni olup u? = —1 esitligini saglayan bir saf kuaterniyondur. @ = 1 ise 15181n tamamen
polarize oldugu, ® = 0 ise 15181n polarize olmadig1 ve 0 < ® < 1 ise 15181 kismen polarize

oldugu soylenir. Diger ti¢ Stokes parametresi {S;,S5>,53} dalganin polarizasyon durumunu
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asagidaki gibi tamimlar: Sy ve S, dogrusal polarizasyon durumlarini ifade ederken S3 dairesel
polarizasyon durumlarini ifade eder. gg kuaterniyonik formu kullanilirsa, Stokes parametre-

leri icin asagidaki dual kuaterniyonu yazabiliriz:

€
Or =qg+ EtE QEYqE- (3.25)

Bu durumda elektrik alaninin dikey ve yatay bilesenlerine iligkin eliptik, dairesel ve dogru-
sal polarizasyon durumlari modellenmis olur. Ayrica, Stokes vektorleri matris gosterimi ile

asagidaki gibi temsil edilebilir:

SO —a153 —61351 —61352
Sg S() —SzA/al SlA/al
Sl SQA/(IZ S() —S3A/a2

Sy —Si1A/az  S3A/a3 So

3.5 Teorem R3

ap,az,as

aterniyon olsun, bu durumda g kuaterniyonu, F : R? — R3;u — F(u) = ggugy' biciminde

uzayinda gg = qo + q1i + q2j + g3k = cos 0 + ngsin @ bir birim ku-

lineer bir doniisiim tanimlar. F doniisiimii a;x> + ary* + azz> = 1 elipsoidi iizerinde ng ek-
seni etrafinda , 260 acis1 kadar eliptik bir doniis olusturur. F' lineer bir doniisiim oldugundan,

asagidaki matris formuyla ifade edilebilir:

G +aqi —args —asq; 2429192 — 254093 2a3q193 + 254042
Mep = | 20112 +25q093  qh—aqi+argi—asqs  2a3qaq3 — 259041
2419193 — 259092 2a02q2q3+ 259091 4 — a1qi — a2g3 + a3q3
(3.26)

Eger a; = ap = ap = 1 alirsak Mg matrisi x2 4+ y2 + 72 = 1 birim kiire iizerinde ng ek-
seni dogrultusunda 26 agis1 kadar bir dairesel donme hareketi belirtir. Stokes vektoriiniin
S = [80,81,52,83] vektor kismim Vg = [S1,S,,S3] olarak gosterelim. Bu durumda Mg mat-
risi a1x% + azy? + asz® = 1 elipsoidi iizerinde Vs = [S1, S5, 53] vektoriinden Vg = [S, S5, S5]

vektoriine doniisiimiinii ifade eder. S, = \/ ars’ % + a8'3 4 a3S'3 oldugundan Mg matrisinin

S vektoriinden S’ vektoriine Stokes vektorlerinin doniigiimiinii gergeklestirdigi sdylenebilir.
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4. UZAY BENZERI VE ZAMAN BENZERI EGRILERLE iLiSKiLi BiR
OPTIiK FIBER BOYUNCA POLARIZASYON DURUMLARI

Bu boliimde Réi%a2703 uzaymda zaman benzeri ve uzay benzeri bir egri ile ilgkili optik fi-
ber boyunca polarizasyon durumlar1 Rodrigues formiilii, vida hareketi ve Stokes vektorleri
araciliiyla aciklanacaktir. Ayrica, verilen teoriye iligkin 6rnekler verilerek, matematik prog-

ramlar araciligiyla gorsellestirilecektir.

4.1. Polarizasyon Durumlarmin Rodrigues Formiilleri Aracihigi ile Yorumlanmasi

R},’f%% uzayinda, bir optik fiberle iligkilendirilmis y egrisi ve gy = S, + V;,, birim dual
hiperbolik bolinmiis kuaterniyon olsun. Eger V;,, bir uzay benzeri vektor ise, A (g g,,) Rodri-

gues formiilii asagidaki gibi ifade edilebilir:
A(@tyy) = I+ sinh @ty + (—1 + cosh @) (t)* 4.1

burada ® = ¢ + €¢* bir dual a¢1 ve ty optik fiber ile iligkili egrinin birim teget vektorii-
diir. Eger V,,, bir zaman benzeri vektor ise, A (g ,) Rodrigues formiilii agagidaki gibi ifade
edilebilir:

Aoty = I +sin®ty + (1 —cos ©)(ty)?, (4.2)

burada ® = 6 + €6* bir dual ag1 ve ty vektoriiniin gy anti-simetrik matrisi asagidaki gibi

tanimlanir:

0 t3/a1 —l‘z/al
tgy=A t3/a2 0 —tl/a2 (4.3)

—l‘z/a3 tl/a3 0

burada A = /a;aza3 bigimindedir. Ao ¢,,) Ve A (@ t,,) matrisleri ty ekseni dogrultusunda vida

hareketi tanimlar. Boylece asagidaki teoremler ve sonuclar elde edilir.

4.1 Teorem Bir optik fiberle iligkilendirilmis y egrisi iizerindeki frenet ¢atis1 {ty,ng, by}
biciminde verilsin. Bu durumda polarizasyon durumlar1 asagidaki gibi elde edilir:

1. Eger y uzay benzeri bir egri ise A (g1, matrisi E polarizasyon vektoriine, t etrafinda hi-
perbolik vida hareketi yaptirir yani ¢ agis1 kadar donme ve ayni eksen boyunca ¢* kadar
oteleme hareketi yaptirir. Sonug olarak bu durumda zaman benzeri diizlemde eliptik polari-
zasyon durumu elde edilir.

ii. Eger 7y egrisi zaman benzeri bir egri ise A g ¢,,) matrisi E polarizasyon vektdriine, ty et-
rafinda eliptik vida hareketi yaptirir yani ty etrafinda 6 acis1 kadar donme ve ty boyunca
0* kadar 6teleme hareketi yaptirir. Sonug olarak bu durumda uzay benzeri diizlemde eliptik

polarizasyon durumu elde edilir.
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Kanit 7y egrisi ile iligkili optik fiber boyunca polarize 151k dalgasini géz Oniine alalim ve
iliskili Frenet ¢atisi {tz,ng, by} olsun. Hiperbolik donme agis1 @, eliptik donme agis1 © ile
gosterilsin. Bu durumda, ty = 11,i+ 15, j +13,k, E = Eji+ E> j + E3zk olmak lizere A(@,tH)
ve Ay 1) Rodrigues formiilleri agagidaki gibi yazilabilir:

Ao 1) E = cosh®E +sinh ®(ty <y E) + (1 — cosh®) gy (ty, E)ty (4.4)

ve
A(@,4;)E = cosOE +sinO(ty x gy E) + (1 —cos®)gn (tu, E)ty. (4.5)

Eger gy (ty,E) = 0 ise, agsagidaki esitlikler elde edilir:

A((D,tH)E = cosh®E +sinh ®(ty Xy E), (4.6)
A t;)E =cosOE +sinO(ty xy E). 4.7)
Eger ¢* =0 ise,
A4 E = cosh¢E + sinh¢ (ty Xy E)+ (1 —cosh@)gy (ty,E)ty (4.8)
ve
A(g 1) E=cosOE +sin0(ty xpg E) + (1 —cos 0)gn (tu, E)ty (4.9)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler sayesinde ty etrafinda ¢ hiperbolik ve 0 eliptik acis1 ka-
dar vida hareketi ile sirasiyla E zaman benzeri diizlemde ve uzay benzeri diizlemde eliptik
polarizasyonlariin elde edildigini soyleyebiliriz. Eger ¢ = 0 ise, asagidaki esitlikler elde

edilir:

A(p+ 1) E = cosh VO'E+sinhv¢™(ty xg E) + (1 —coshv¢™ ) gy (ty, E)ty =+ €0 ty
(4.10)

ve

A(g+ 1) E =cosVO'E+sin 00" (ty xy E) + (1 —cos 00" )gn (ty,E)ty = I3 + €07 ty.

4.11)
Bu esitlikler E vektoriiniin optik fiber boyunca lineer polarizasyonunu gosterir. O]
1,2
Sonu¢ Ry 4,.q; uzayinda
R ty) = I3+ sinh@ty + (=1 + coshd) (ty)* (4.12)

ve
Rip,) =D+ sinbty + (1— cosO) (tn)? (4.13)
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matrisleri optik fiber boyunca ty etrafinda ¢ ve 6 acilar1 kadar, sirasiyla zaman benzeri

diizlemde ve uzay benzeri diizlemde eliptik polarizasyon durumlarini belirtir.

Sonug
Tips p) =B+ €0 ty 4.14)

ve
Tigay) =13+ €07ty (4.15)

matrisleri optik fiber boyunca ty etrafinda lineer polarizasyon durumunu belirtir.

4.2 Teorem Bir optik fiber ile iligkili y egrisi iizerindeki Frenet ¢at1 elemanlari {ty,ng, by}
ile gosterilsin. Bu durumda, optik fiber boyunca elde edilen polarizasyon durumlariyla iligkili
Rytov egrileri asagidaki gibi belirlenir:

Y uzay benzeri bir egri ise,

Hg = Y+ 1R opzi ) E, (4.16)
Y zaman benzeri bir egri ise,

Er =Y+ 1Rz ) E 4.17)
bicimindedir.

Kamt Eger polarizasyon vektorii E = Eji+ Ej j + Esk seklinde yazilirsa, A (g g,) Ve Ay t)
matrisleri asagidaki gibi verilebilir:
Ap t;)E = cosh@E +sinh ¢ (ty Xy E) + (1 —cosh@)gn (ty, E)ty, (4.18)
A(g,t;)E =cos OE +sin 0 (ty Xy E) + (1 —cos 0)gn (tu, E)ty. (4.19)
Burada gy (ty,E) = 0 oldugu goz oniine alinirsa asagidaki esitliklere ulagilir:

A4 E = cosh@E +sinh ¢ (ty x g E), (4.20)

Ag t;)E = cos OE +sinO(ty Xy E) (4.21)

Eger y uzay benzeri bir egri ise A g ¢,y = R(2kni ) Matrisi, eger Y zaman benzeri bir egri ise
A ty) = R(2kn ;) matrisi elde edilir. Bu esitlikler sayesinde Rytov egrileri asagidaki gibi

elde edilir:

Hg = Y+ rR ki gy E, (4.22)
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ER = '}/+ rR(Zkﬂ?,tH)E' (423)

]

4.2. Polarizasyon Durumlarinin Hiperbolik Boéliinmiis Kuaterniyonlar Aracihigiyla
Yorumlanmasi

4.3 Teorem gy kuaterniyonu birim zaman benzeri hiperbolik boliinmiis kuaterniyon ve E
vektorii de polarizasyon vektoriinii gostersin. Ry, : TH — TH; R, (E) = qHEq;II lineer
doniistimil ile birlikte hiperbolik polarizasyon durumunu belirtir. Yani, R, doniigtimii, optik
fiber ile iligkilendirilmis y egrisi boyunca polarize 151k dalgasinin E polarizasyon vektoriiniin

20 hiperbolik a¢is1 kadar donme hareketi yaptigini ifade eder.

4.4 Teorem qp = qu + €qj; hiperbolik dual boliinmiis quaterniyonunu alalim. gy kuaterni-

yonunun vektorel kismi uzay benzeri bir vektor ise

6} o
qy = coshz + sinhEtH 4.24)

biciminde zaman benzeri bir vektor ise,
0 0
qH = cosz + sinEtH (4.25)

formunda yazilabilir. Burada, ®y = ¢y 4 £¢;; ve O = O + €05 dual agilar1 gosterir. Burada
qp hiperbolik dual boliinmiis kuaterniyonu vida hareketi yardimiyla asagidaki polarizasyon
durumlarini saglar:

Eger ¢ # 0 (sirasiyla 6 # 0 ) icin ¢* = 0 (sirastyla 8% = 0) ise, gy = cos® 4ty sin® ve
qr = cos P + ty sin P operatorleri yalnizca donme hareketi belirtir. Boylelikle, optik fiber
boyunca sirasityla, zaman benzeri diizlemde ve uzay benzeri diizlemde eliptik polarize 151k
dalgas1 modeli olusturur.

Eger ¢* # 0 (sirasiyla 8* # 0 ) icin ¢ = 0 (sirasiyla 6 = 0) ise, gy = cos® 4ty sin® ve
qr = cosP 4ty sin P operatorleri yalnizca dteleme hareketi belirtir. Boylelikle, optik fiber

boyunca lineer polarize 151k dalgasi modeli olusturur.

4.5 Teorem Bir optik fiber ile iligkilendirilmis y egrisi boyunca Frenet cati elemanlari
{tg,ng,by} ile gosterilsin. Optik fiber boyunca polarizasyon durumlari gergeklesirken, po-
larizasyon vektoriiniin u¢ noktalarinin cizdigi Rytov egrilerinin kuaterniyonik formu asagi-
daki gibi ifade edilebilir:

Eger y egrisi bir uzay benzeri egri ise, g = cosh(kmis) + ty sinh(kmis) ve

Hr=7+rqu@n E (4.26)
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olarak elde edilir. Eger y bir zaman benzeri egri ise gy = cos(kms) + ty sin(k7ms) ve
Er=7Y+rqu ®nE, (4.27)

olarak elde edilir. Burada, » Rytov egrisinin yaricapini, k ise egrinin yoniinii belirtir.

Kanit Bu teoremi zaman benzeri egriler i¢in ispatlayacagiz. Aymi hesaplamalar ile birlikte
uzay benzeri egri i¢in de ispat gosterilebilir. Ré’lz,%% uzayinda bir optik fiber ile iliskilen-
dirilmis y egrisi boyunca cati elemanlar1 {ty,ng, by} ile gosterilsin, 6yle ki gz (ty, E) =0
olsun. Bu durumda, optik fiber boyunca E polarizasyon vektorii ty teget vektorii etrafinda

donme ve ty boyunca 6teleme hareketi belirtir. Boylelikle asagidaki esitligi yazabiliriz:
Cr=7+r(Ecos+ty xyEsinf),

burada 6 = k7s bicimindedir. Eger kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla g = cos(k7s) + tg sin(k7s)

kuaterniyonu ile E saf kuaterniyonunu carparsak, asagidaki esitligi elde ederiz:
qu @ E =Ecos(kms)+Cg = v+ r(Ecos 0 +ty x Esin0) sin(k7s).
Bunun sonucunda asagidaki denklem elde edilir:
Er=7v+rqu®nE.
burada r eliptik-Rytov egrilerinin yarigapini ve k bu egrilerin yoniinii belirtir.

]

Elektrik alaninin bilesen vektorleri bulunduklar1 uzaya gore degisen, sabit bir boyut ve ag1
ile karakterize edilir. ]Rg,ﬁaz,% uzayinda, polarize 151k dalgasinin optik fiber boyunca yayi-
lim1 esnasinda, yayilim yoniine dik konumda olan elektrik alan ve manyetik alan tarafindan
gerilen diizleme polarizasyon diizlemi denir. Uzay benzeri ve zaman benzeri bir egri ile ilis-
kilendirilmis bir optik fiber boyunca polarizasyon durumlar elektrik alaninin u¢ noktalari
tarafindan ¢izilen egrilerin bu diizlem {iizerindeki goriiniimii ile, dairesel polarizasyon, elip-
tik polarizasyon ve lineer polarizasyon seklinde ii¢ tipte siniflandirilabilir. Ayrica Lorentz
uzayinda bulundugu diizleme gore polarizasyon durumlar1 birbirlerinden farkli sekilllerde
goriiniim sergilemektedirler. Bu da Lorentz uzayinin metrik yapisindan kaynaklanmaktadir.
Lorentz uzayinda farkl diizlemlerde belirlenen polarizasyon durumunu arastirmak bu tezin
baglica amacidir. Bu nedenden dolay1 Lorentz uzayinda tanimlanan hiperbolik boliinmiis ku-

aterniyonlardan yararlanmaktayiz.
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Oncelikle ii¢ tip polarizasyon durumunu ve polarizasyon diizleminde goriintiilenen egri mo-
dellerinin goriiniimlerini verecegiz. Eger bir optik fiberle iliskilendirilmis uzay benzeri bir
egriyl goz Oniine alirsak: Bu durumda optik fiber boyunca polarizasyon vektorii hiperbolik
bir hareket belirtir. Diger bir deyisle, 151k dalgasinin hareketi boyunca zaman benzeri polari-
zasyon diizleminde elektrik alan vektoriiniin u¢ noktalar1 hiperbol egrisi cizer (bakiniz Sekil
4.1). Eger bir optik fiberle iligkilendirilmis zaman benzeri bir egriyi géz Oniine alirsak. Bu
durumda optik fiber boyunca polarizasyon vektorii eliptik veya dairesel bir hareket belirtir.
Diger bir deyisle, 151k dalgasinin hareketi boyunca uzay benzeri polarizasyon diizleminde
elektrik alan vektoriiniin u¢ noktalar: elips veya cember egrisi ¢izer (bakimiz Sekil 4.2-4.3).
Yukaridaki polarizasyon durumlarinin 6zel durumlarinda elde edilen dogrusal polarizasyon
durumunda ise elektirik alanin goriinimii Sekil 4.4’ teki gibidir ve bir optik fiber boyunca

dogrusal polarizasyon durumunda elektrik alaninin u¢ noktalart bir dogru ¢izer.

1—1%, o
"%, o

MT\T
ITIT\T\T\T\T\T\

I

1 T 1 T 1

T T T T TP T T ET Eyekd b [ 5 B [ 1 F L& [T
-15 -10 -5 0 5 10 15

(a) (b)

Sekil 4.1 (a) x-ekseni ile iligkilendirilmis bir optik fiber boyunca zaman benzeri diizle-
minde eliptik polarizasyon durumunun goriiniimii ve (b) polarize 151k dalgasinin
yayilimi esnasinda polarizasyon vektoriiniin u¢ noktalarinin ¢izdigi zaman ben-
zeri diizlemindeki ¢cember egrisinin (hiperbol) goriinimii

b 2TV

iHITHIITHH‘HHTH

() (b)

Sekil 4.2 (a) x-ekseni ile iligskilendirilmis bir optik fiber boyunca uzay benzeri diizlemde
eliptik polarizasyon durumunun goriiniimii ve (b) polarize 151k dalgasiin yayi-
limi1 esnasinda polarizasyon vektoriiniin u¢ noktalarinin ¢izdigi uzay benzeri diiz-
lemindeki cember egrisinin (elips) goriiniimii
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Sekil 4.3 (a) x-eksent ile iligkilendirilmis bir optik fiber boyunca uzay benzeri diizlemdeki
dairesel polarizasyon durumununun goriiniimii ve (b) polarize 1s1k dalgasinin ya-
yilim1 esnasinda polarizasyon vektoriiniin u¢ noktalarinin ¢izdigi uzay diizlem-
deki ¢cember egrisinin goriiniimii

|1.1.|1|rT||| Ilrl.lll.Tllrr:T-l Ll |:|-||||.1.rr

=

Sekil 4.4 (a) x-ekseni ile iligkilendirilmis bir optik fiber boyunca dogrusal polarizasyon
durumunda polarizasyon diizlemindeki goriiniim

Ornek Bir optik fiber ile ilskilendirilmis y(s) = [\% ,COS \%, 2sin %] uzay benzeri egrisi bo-
yunca frenet ¢ati elemenlart {ty,ng, by} olmak iizere gy = cosh% + sinh%tH birim zaman
benzeri dual kuaterniyonunu alalim. Bu durumda optik biber boyunca elde edilen zaman

benzeri diizlemde eliptik polarizasyon durumu Sekil 4.5°deki gibi gorsellestirilir.
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Sekil 4.5 (a) Uzay benzeri bir 7y egrisi ile iligkili bir optik fiber boyunca polarize 11k dalga-
sinin zaman benzeri diizlemde eliptik polarizasyonunu gésteren elektromanyetik
dalga modeli ve (b) ilgili Rytov egrisi

Ornek Bir optik fiberle iliskilendirilmis y(s) = [2cosh \%, sinh \%, \%] zaman benzeri egrisi
boyunca Frenet vektor alanlart {ty, ng, by } olmak iizere gy = cos% + sin%tH dual kuaterni-
yonu yardimiyla elde edilen optik fiber boyunca uzay benzeri diizlemde eliptik polarizasyon
modeli Sekil 4.6’daki gibi gosterilmistir.

LT

(@ (b)

ekil 4. a) Zaman benzeri bir y egrisi ile iligkili bir optik fiber boyunca polarize 151k dal-

kil4.6 (a)Z b i bi grisi ile iligkili bi ik fiber b lari k dal
gasinin uzay benzeri diizlemde eliptik (dairesel) polarizasyonunu gosteren elekt-
romanyetik dalga modeli ve (b) ilgili eliptik (dairesel) Rytov egrisi

Bu kisimda Lorentz kiireleri {izerindeki polarize 1s1k dalgasinin polarizasyon durumlarini
uzay benzeri ve zaman benzeri olarak iki karakteri iceren egri ile iliskilendirilmis bir optik
fiber boyunca ifade eden ornekler verilmistir. Sekil 4.7°de uzay benzeri bir egri ile iligki-
lendirilmis bir optik fiber boyunca polarize 151k dalgasinin zaman benzeri diizlemde eliptik
polarizasyonunu bulundugu kiire ile birlikte gorsellestirdik. Zaman benzeri bir egri ile iligki-

lendirilmis bir optik fiber boyunca 1s1k dalgasinin hareketi ise Sekil 4.8 de gorsellestirilmistir.
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Ornek H'"? Lorentz kiiresinde, bir optik fiber ile iliskilendirilmis
Y(s) = [cosh(2),cos(z) sinh(2), sin(z) sinh(2)]

egrisi boyunca zaman benzeri diizlemde eliptik polarizasyon durumu Sekil 4.7 *de gorselles-
tirilmigtir.

] %

+* <
| o.'oon" o
10| = oy gl
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) LI B T T 17T [rrrrrrot -5 0 5 10 15
-10 -5 i) 5 10 15
(c) Onden gortiniim (d) Onden goriiniim

Sekil 4.7 ((a),(c)) H'? Lorentz kiiresi iizerindeki uzay benzeri bir y egrisi ile iligkili bir op-
tik fiber boyunca zaman benzeri diizlemde eliptik polarizasyon durumunu veren
elektromanyetik dalga modelleri ve ((b),(d)) ilgili Rytov egrileri

Ornek S'? Lorentz kiiresinde, bir optik fiber ile iliskilendirilmis zaman benzeri

4

Y(s) = [5 cos(5s), % sin(8s) — g sin(2s), % cos(8s) + gcos(Zs)]

egrisi boyunca 1s1k dalgasinin dairesel polarizasyon durumu Sekil 4.8 ’de gOsterilmigtir.
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(a) Yan goriiniim (b) Yandan goriiniim

(c) Onden goriiniim (d) Onden goriiniim

Sekil 4.8  ((a),(c)) S'? Lorentz kiiresi iizerindeki zaman benzeri bir y egrisi ile iligkili bir
optik fiber boyunca dairesel polarizasyon durumunu ifade eden elektromanyetik
dalga moddelleri ve ((b),(d)) ilgili Rytov egrileri

4.3. Polarizasyon Durumlarimin Vida ve Pliicker Koordinatlar1 Araciligla Yorumlan-

masi

Bir o egrisi ile iliskilendirilmis polarize 1s1k dalgasinin Frenet ¢atis1 {t,n,b} olmak iizere
polarizasyon vektorii E = (E1, E;, E3) biciminde yazilsin ve o egrisinin teget vektorii t =
(t1,t2,13) bir U matrisi ile iligkili olsun. Bu durumda v = (vi,v;,v3) herhangi bir vektor
olmak iizere polarize 151k dalgasi i¢in, altt boyutlu Q = (t,v) vektorii viday1 gostermektedir.
t' =Ut, v/ =n x _j Ut+Uv oldugunu varsayalim. Bu durumda Q = (t,v) vidas1 Q' = (t',v/)
vidasina doniisiir, bdylece bu doniisiim asagidaki gibi ifade edilir:

t u 0 t

v v ullv] (4.28)



44

PR

burada n vektorii g --anti simetrik 7" matrisi ile iligkilidir. Referans catis1 degistiginde vida-
nin nasil degistii bu denklemle agiklanmaktadir. Q = (t,v) vidasi t yoniine dik ve paralel
— 8x(v0) seklinde hesaplanir. Dik

bilesen ise E = v — pt biciminde hesaplanir. Bu durumda, polarizasyon durumunun vida ek-

olacak sekilde iki bilesene ayrilabilir. p paralel bileseni p

seni iizerinde p X 4t = v — pt olacak sekilde bir p noktasi denklemi kullanilarak bulunabilir.

;;f‘: ‘t’) seklindedir. Vida hareketi d = p + ¢t dogrusu etrafinda

gerceklesir, bu dogru ayn1 zamanda Ré’i 0,0, Uzayindaki anlik vida ekseni olarak da bilinir.

Bu denklemin ¢oziimii p =

Genel vida Q = (t,v), v= p X s t+ pt denklemini kullanarak standart formda agagidaki gibi
hesaplanabilir: Q = (t, p X s t+ pt). Burada d = p + ¢t dogrusu vidanin ekseni ve p ekseni

sabiti vidanin adimdir.

Ayrica, 15181n polarizasyonuyla iligkili vida koordinat doniisiimlerini basitlestirmek i¢in mat-
ris ¢carpimu ve dual say1 6zellikleri kkullanilabilir. Q = (t,v) ve Q' = (', V') sirasiyla dual
vektorler ¥ = t+ev ve ¥ = t' + eV ile iliskili vidalar olsun. Bu durumda, vida donii-
siimii ¥ = U7 olarak hesaplanabilir, burada U = U + €TU ve T g-antisimetrik bir mat-
ristir. U g-ortogonal dual matristir. Yani, U7 vU = v. UZI) t ile parametrelendirilmis bir
g-ortogonal dual matris olsun, o zaman U7 vU = v elde edilir. Her iki tarafin tiirevi al-
nirsa U = v~ 10T U elde edilir. Boylece, polarizasyon durumu i¢in v vektorii teget vek-
toriine paralel ve dik olacak sekilde iki bilesene ayrilabilir ve asagidaki gibi yazilabilir:
vV=kX pt+pt.

tx o(t
LY RN FAC\) (4.29)
g (1) g (1)
Buradan dual vektor ¥ asagidaki sekilde ifade edilir:
F=t+v(kx pt+pt)=(1+vp)(t+ Vk X pt) (4.30)

burada 1 4 vp bir dual skalerdir. Dual vektor t 4 vk X, t anlik vida eksenini tanimlar ve p
vida hareketinin adimidir. Bir vidanin énemli bir 6zel durumu p = 0 oldugunda elde edilir.
Yani, hiz vektorii yoktur ve vida S = (t, p X s t) bigimine sahiptir. L = p + rt dogrusuna
gore cismin agisal hiz1 vardir ancak dogrusal hizi yoktur. Bu durumda vida L dogrusunu ta-
nimlar ve bilesenlerine dogrunun Pliicker koordinatlari ad1 verilir. Vidanin lineer vida haline
doniistiigii bir bagka durum, vida S = (0,v) oldugunda gergeklesir. Bu durum cismin agi-
sal hizinin olmadigi, yalnizca otelemeyle iligkilendirilen dogrusal hizin oldugu bir harekete

karsilik gelir. Yani bu dogrusal polarize bir 151k modeli verir.

4.4. Polarizasyon Durumlarinin Stokes Vektorleri ve Matris Formu ile Yorumlanmasi

Hiperbolik boliinmiis kuaterniyonlar teorisine iliskin ek ayrintilar icin (Ozdemir, 2020) ay-

rintili olarak incelenebilir. Astrofizik ve biyoloji de dahil olmak iizere goriintiilemeyle ilgili
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cok sayida uygulamada polarizasyon bilgisi ¢cok 6nemlidir. Geleneksel hiperspektral goriin-
tilleme ekipmanlarinin ortaya ¢cikmasiyla birlikte, polarizasyon bilgisi son yillarda daha fazla
arastirmaya konu olmustur. Spektrofolarimetrik resimler, tic boyutlu olarak gorsellestirilebi-
len, uzaysal, spektral ve polarizasyon farkini toplayan veri dizileridir. Bu tiir goriintiileme
yaklagimini kullanmak i¢in 151k polarizasyonunun 6zelliklerini tantmlayan Stokes vektorii-
niin elde edilmesi gerekir. Polarizasyon fizigindeki en 6nemli araclardan biri Stokes vek-
toriidiir. Polarize sinyaller durumunda ise yarayan yeni bir teknik kuaterniyonlardir. Stokes
parametreleri ve polarizasyon genellemesi ile ilgili fiziksel fikirleri aciklamaya yonelik basit
ve hesaplama ag¢isindan etkili bir fonksiyon, kuaterniyonlar kullanilarak polarizasyon bilgisi-
nin cebirsel temsili ile saglanir (Flamant ve digerleri, 2019; Kuntman ve digerleri, 2019). Bu
boliimde Stokes parametrelestirmelerine yardimci olmak i¢in hiperbolik boliinmiis kuaterni-
yonlar1 kullanan yeni bir ara¢ tanitacagiz. Bu yeni tamimlamanin yardimiyla, polarizasyon
durumlar i¢in matematiksel olarak giizel ve fiziksel olarak anlamli bir agiklamanin yani sira

dairesel ve dogrusal polarizasyonun 6zel 6rneklerini sunabilecegiz.

Hiperbolik boliinmiis kuaterniyonlar Stokes vektorlerini agsagidaki gibi ifade etmemizi sag-
lar;
qu = So+S3i+S1j+S2k (4.31)

Ayrica, sirastyla uzay benzeri vektor kismina ve zaman benzeri vektor kismina sahip zaman
benzeri hiperbolik boliinmiis kuaterniyonlarin farkli temsillere sahip oldugunu belirtiyoruz.
Boylece, hiperbolik boliinmiis kuaterniyonlar1 kullanarak Stokes vektorlerini tanimlamak

icin iki duruma bagimsiz olarak baktik.

Ik olarak Stokes vektorlerinin kullanilmasiyla, her g zaman benzeri hiperbolik boliinmiis

kuaterniyonun uzay benzeri vektorlere sahip kismi asagidaki gibi temsil edilebilir:

S3i+ 817+ Sk

. (4.32)
\/—CZIS% + CZQS% + a3S%

g =So+ \/—6115% +azS% —|—a3S%

Burada S(Z) + ang — azS% — (135% > 0’dir. Anlatim1 kolaylastirmak i¢in yukarida adi gecen

terimlere asagidaki isimleri verelim. Varsayalim ki J = Sy = \/ —ang + azS% + a3S% ve E =
S3i+S1 j+S2k

\/—alS%+azS%+a3S%

temsil edilebilir:

olsun. Boylece zaman benzeri hiperbolik boliinmiis kuaterniyon su sekilde

G0 =J+IDE (4.33)

Aynm1 zamanda, uzay benzeri vektorlere sahip zaman benzeri hiperbolik boliinmiis kuaterni-

yonlar icin kutupsal form ve elektrik alan bilesenlerinin kullanilmasiyla, dort Stokes para-
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metresini ayn1 anda asagidaki gibi ifade edilir:

So = Eg, +Eg,,
2 2

_ EOx _EOy
a2

2
S» = ——Eo«Egycosh(¢),

NG

2 .
S3 = _EOxEOy smh((])),

Jar

burada J toplam yogunluk ve & € [0, 1] polarizasyon derecesidir.® = 1 ise 1511 tamamen

S

polarize oldugu, ® = 0 ise 15181n polarize olmadig1 ve 0 < ® < 1 ise 15181n kismen polarize
oldugu soylenir. {S1,S5,,S3} Stekes vektorleri ile dalganin polarizasyon durumunu agagidaki
gibi tamimlanir: 7 ve S> dogrusal polarizasyon durumlarini ifade ederken S3 hiperbolik po-
larizasyon durumlarimn ifade eder.

i. Dogrusal polarize: Dogrusal polarize bir 151k modeli i¢in, ¢ = 0 oldugunu varsayin. Eger
E zaman benzeri bir vektor ise Eo, = acoshd, Egy, = asinhé biciminde segilebilir. Eger E
uzay benzeri bir vektor ise Eo, = acos 8, Eq, = asin 0 bi¢iminde segilebilir. Boylece, zaman
benzeri ve uzay benzeri durumlar i¢in x-eksenine sahip 6 acisiyla yonlendirilmis dogrusal

polarize bir 151k dalgasinin stokes vektorii asagidaki gibi hesaplanir;

a2 2

a
So =cosh20,S] = —, 82 = ——=sinh26,53 = 0.
0 =cosh20,5] \/a,z \/@Sln 193

ve
2 2

So=d>, 8| = \j—a_200325,52 - \j—a?siHZS,Sg —0.

ii. Eliptik ve dairesel polarize: Bu durumlar icin, ¢ # 0 ve Eo, = Eo, = a segilirse asagidaki
hesaplamalar elde edilir:
2 2

2a 2a
So=2a%8,=0,8 = ——cosh¢,S3 = — sinh .
0=2a",51=0,5 \/@COS 0,53 \/a_lSlnfp

Eger a; = 1, i = {1,2,3} ise dairesel polarize 151k modeli elde edilir. ¢; = 1, i = {1,2,3}
degerlerinden herhangi biri digerlerinden farkliysa, eliptik polarize 151k dalgast modeli elde
edilir. Daha sonra, X = ~S9_(1), Y = g—g veZ = §—3 yazalim, sunu elde ederiz:

—w X+ Y+ a 27 =1. (4.34)

Boylece polarizasyon durumunun (X,Y,Z) parametreleri, durumun Kartezyen koordinatla-
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rina agagidaki sekilde karsilik gelir:

xe:-;%ESnmqosnﬁme) 4.35)
Y = \/%_3 sin(y)cosh(6)) (4.36)
Z=—1 cos(w) (4.37)

OKlid 3-uzayinda, polarizasyon durumlari, diinya kiiresi iizerindeki noktalar1 konumlandir-
mak i¢in kullanilan enlem ve boylam sistemine benzer bir yaklasim kullanilarak Poincaré
kiiresine eglenir. Poincaré kiiresinin iki acisal degeri (azimut ve elipslik), polarizasyon du-
rumlarinin parametreleriyle yorumlanmasina olanak tanir. Benzer sekilde, burada, denklemi
yukarida elde edilen Lorentz kiiresi S},fazm lizerine ¢izilmigtir. Dolayistyla, bu kiire Lorentz
Poincaré kiiresi olarak adlandirilabilir ve polarizasyon durumlar1 bu kiirenin yardimiyla su
sekilde yorumlanabilir; Ekvatordaki noktalar dogrusal polarize 1s18a karsilik gelir, kutuplar-
daki noktalar zaman benzeri diizlemde yatan eliptik (a; = a; = a3 = 1 ise dairesel polari-
zasyona karsilik gelir) polarize 15181 temsil eder ve kiirenin geri kalanindaki noktalar eliptik

polarizasyon durumlarini gosterir.

qe kuaterniyonik formu kullanilirsa, Stokes parametreleri i¢in asagidaki dual kuaterniyonu

yazilabilir:

S3i+S1j+ Sk
\/a1S§ — azS% — a3S%

g = o+ \/ 0153 — @S} — 38} (4.38)

Burada S(z) + alS§ — azS% — a3S% > (0 ’dir. Anlatim1 kolaylagtirmak icin yukarida adi gecen

terimlere asagidaki isimleri verelim. Varsayalim ki J = Sy = \/ a185 — arS? —azS3 ve & =

7 5 *S’;’ S”;LZS 2k = olsun. Boylece, zaman benzeri hiperbolik boliinmiis kuaterniyon su sekilde
a185—aS7—azS;
temsil edilebilir:

gu =J+JO& (4.39)

® € [0, 1] olmak iizere ® = 1 ise 15181n tamamen polarize oldugu, ® = 0 ise 15181n pola-
rize olmadig1 ve 0 < ® < 1 ise 15181in kismen polarize oldugu sdylenir. {S1,S>,53} Stekes
vektorleri ile dalganin polarizasyon durumunu asagidaki gibi tanimlanir: S ve S> dogrusal
polarizasyon durumlarini ifade ederken S3 dairesel polarizasyon durumlarini ifade eder. Ayni

zamanda, zaman benzeri hiperbolik kuaterniyonlar i¢in kutupsal form ve elektrik alan bile-
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senlerinin kullanilmasiyla, dort Stokes parametresini ayni1 anda asagidaki gibi ifade edilir:

So = Eg, + Eg,,

S E02x_E(%y
1= \/Cl_z
2
Sy = —EgE 0
2 \/61_3 Ox OyCOS( )7
2
S3 = —E()XE()y sin(@),

Jar

1. Dogrusal polarize: Dogrusal polarize bir 151k modeli i¢in, ¢ = 0 oldugunu varsayalim. E
uzaysal bir vektor oldugundan, Eo, = acosd, Egy, = asind big¢iminde segilebilir. Boylece,
x-ekseniyle O agisiyla yonlendirilmis dogrusal polarize bir 1s1k dalgasinin stokes vektorii
asagidaki gibi hesaplanir:
2 2
a a
So =a*,S) = ——c0s28,5, = ——sin28,8; = 0.

NG NG
ii. Eliptik ve dairesel polarize: Bu durumlar i¢in, ¢ = 7 ve Eo, = Eoy = a biciminde segilirse
asagidaki esitlikler elde edilir:

2 2
So=2a2,5=0,8 =0,85 = ——_.

NG

Egera; = 1,i={1,2,3} ise dairesel polarize 151tk modeli elde edilir. Eger a; = 1, i = {1,2,3}
degerlerinden herhangi biri digerlerinden farkliysa, o zaman eliptik polarizasyon elde edilir.

Sonra, X = %, Y = g—z veZ = % elde ederiz,
0 0 0
wX?—a3Y? —a1Z? = 1. (4.40)

Boylece polarizasyon durumunun (X,Y,Z) parametreleri, durumun Kartezyen koordinatla-

rina asagidaki gibi karsilik gelir:

X= \/La_zcosh(l//) cosh(0) (4.41)
Y = \/%_3 cosh(y)sinh(0)) (4.42)
Z= 1 sinh(y) (4.43)

Jar

Benzer sekilde, burada, denklemi yukarida elde edilen Lorentz kiiresi ]I-]Iéf%% lizerine ¢i-
zilmistir. Dolayistyla bu kiireye Lorentz Poincaré kiiresi denilebilir ve polarizasyon durum-

lar1 bu kiirenin yardimiyla su sekilde yorumlanabilir; Ekvatordaki noktalar dogrusal polarize
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1518a karsilik gelir, kutuplardaki noktalar dairesel polarize 15181 temsil eder ve kiirenin geri

kalanindaki noktalar diger eliptik polarizasyon durumlarini gosterir.

Ayrica, elektrik alaninin yatay ve dikey bilesenleriyle iligkili eliptik, dairesel ve dogrusal po-
larizasyon durumlar1 modellenebilir. Ek olarak Stokes vektorlerini ifade etmek i¢in agagidaki

matris formu kullanilabilir:

So —a1853 —a3S —a3SH
S3 S() —SzA/al SlA/al
Sl SzA/az S() —S3A/a2

S —SlA/a3 S3A/a3 So

4.6 Teorem R3

ap,az,ds

uzayinda, Stokes vektorleriyle iliskilendirilmis, gg = qo + q1i + g2 j +
g3k = So+ S3i+S1j+ S2k kuaterniyonu, birim zaman benzeri hiperbolik boliinmiis kuaterni-
yon olsun. Bu durumda gy kuaterniyonu ile bir lineer déniigiim olan F : R} , .. = R2 , ..
Fy(u) = qHquZI1 = SuS~! seklinde tanimlanir, burada u € R*’dir. F Lorentz uzayinda ty
ekseni dogrultusunda 2¢ acilik bir donme yaptirir. Ayrica, F lineer doniisiimii, asagidaki

sekilde matris formuyla gosterilir:

So+a1S3 — @St —a3S3  2a2S381 225082 243838 + 255051
Fj = 2018351 +25805  Sg—ar1S5+axSt—azS;  2a3S1S2— 2455083
2418352 — 248081 208182 +288083  S§—a1S5 —axSt+asS;

(4.44)

Bu durumda Fg matrisi hiperboloid tizerinde Vs = [S}, 52, 53] vektoriinden Vg = [S],S5,55]

vektoriine doniisiimiinii ifade eder. S, = \/ a15'3 — a>8'? — a38'5 oldugundan F, qf matrisinin S

vektoriinden S’ vektoriine Stokes vektorlerinin doniigiimiinii gerceklestirdigi sdylenebilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, iiclincii bolimde verilen optik fiber boyunca polarize 151k dalgasinin eliptik ve
dairesel polarizasyonunun arastirildig: temel yayin motivasyon olarak alinarak (bakimz, Oz-
demir, 2022), R;ﬁazm uzayindaki bir egri ile ilskilendirilmis optik fiber boyunca polarizas-
yon durumlari incelenmistir. Bu polarizasyon durumlarinin incelenebilmesi i¢in uygun ku-
aterniyonlar, Rodrigues formiilleri ve vida operatorlerinden yararlanilmigtir. Ayrica, Stokes
vektorleri ve matris formlar1 araciligiyla da polarizsyon durumlari yorumlanmigtir. Dahasi
polarizasyon durumlarinda elektrik alanin u¢ noktalar: tarafindan ¢izilen Rytov egrileri elde
edilerek ilgili elektromanyetik dalga modeli ile birlikte matematik programlart aracilifiyla

gorsellestirilmisgtir.

Dordiincii boliimde, 1s1k dalgalarinin yayilimini ve polarizasyon durumlarini geometrik ve
fiziksel acidan yorumlamak i¢in Rodrigues formiilleri, hiperbolik boliinmiis kuaterniyonlar,
dual boliinmiis kuaterniyonlar, vida operatorii, Pliicker koordinatlari, Stokes vektorleri ve
matris formlart kullanilmistir. Bu boliimde, kuaterniyonlarin kutupsal form temsili kullani-
larak, uzay ve zaman benzeri bir egri ile ilskilendirilmis bir optik fiber boyunca polarizasyon
durumlarini ve ilgili Rytov egrilerini agiklamak i¢in 6nemli teoremler verilmistir. Bu bo-
liimiin literatiire en 6nemli katkisi, kullanilan teknik ve elde edilen teorem ve sonuglarla
birlikte ii¢ tip (lineer, dairesel, eliptik) polarizasyon tiiriiniide kapsayan genel bir bakis agis1

sunulmasidir.

Sonug olarak, bu tez ¢aligmast ile R;f%% uzayindaki tiim polarizasyon durumlari fiziksel

ve matematiksel acidan yorumlanmis ve ilgili 6rnekler verilerek gorsellestirilmistir.

Bu tez ¢alismasi araciligiyla yapilacak bazi oneriler asagidaki gibi verilebilir: Uciindii bo-
limde elde edilen sonuglara ek olarak gz (E,ng) =0 ve gg(E,bg) = 0 durumlart ayr ayr dii-
siiniilerek eliptik ve dairesel polarizasyon durumlart modellenebilir. Bu durumlar i¢in eliptik
(dairesel) polarizasyon durumlar sirasiyla Qr = g + $ng ®f qe ve Op = qr + $be @k g
kuaterniyonlart yardimiyla elde edilebilir. Bu kuaterniyonlar vida operatorii yardimi ile E
polarizasyon vektoriine sirasiyla ng ve bg etrafinda 0 agis1 kadar donme ve yine aynm eksen-
ler boyunca 0* kadar oteleme hareketi yaptirir. Boylelikle, eliptik (dairesel)-Rytov egrileri
sirastyla g = cos(kms) +ng sin(kzs) ve g = cos(kms) + bg sin(kms) birim kuaterniyonlari
yardimiyla belirlenebilir. Ayrica, 151k benzeri ve yari-1s1k benzeri egriler i¢in de polarizasyon

durumlar1 da gelecekteki calismalarda incelenecektir.
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