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OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci béliimde Oklid Uzayinda Egriler teorisiyle ilgili temel tanim ve kavramlara yer

verilmistir.

Ikinci boliimde 6zel egrilerden olan bertrand egrisi, involiit-evoliit egrisi, helis (egilim

¢izgisi) tanimlanarak konu ile ilgili 6rnek ve teoremlere yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde 3-boyutlu 6klid uzayinda Frenet catisina gdre Mannheim egrilerinin
ve Mannheim egri ¢iftlerinin tanimlar1 verilip, bu tip egrilerin egrilik ve torsiyonlar1
yardimiyla cesitli karakterizasyonlarina yer verilmistir. Ayrica bazi o6zel egrilerin

Mannheim egri ve Mannheim egri ¢ifti olmas1 durumlari incelenmistir.
Tezin son boliimiinde sonug ve Onerilerinden olusmustur.

Anahtar kelimeler: Oklid uzay1, baz1 6zel egriler, bertrand egrisi, Mannheim egrileri,

Mannheim egri ¢iftleri, Frenet ¢atisi, egrilik fonksiyonlari.
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EUCLIDEAN SPACE, SOME SPECIAL CURVES AND MANNHEIM CURVES

Eda YILDIRIM
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Advisor: Prof. Nural YUKSEL

ABSTRACT

This thesis consists of four sections.

In the first section, fundamental names and concepts related to curves in Euclidean

space are given.

In the second section, special curves such as Bertrand curve, involute-evolute curve and

helices are described and examples and theorems related to them are presented.

In the third section, Mannheim curves and Mannheim curve pairs in 3 dimensional
Euclidean space are defined according to Frenet formulat and various characterizations
of these curves are given through curvature and torsion. Also, situations where some

special curves are Mannheim curve pairs are examined.
In the final section, general evaluations and conclusions are presented.

Keywords: Euclidean space, some special curves, Bertrand curve, Mannheim curves,

Frenet frame, curvature functions.
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GIRIS

Diferensiyel geometride, sik c¢alisilan konulardan biri de egriler teorisidir. Egriler
teorisinde genellikle geodezikler, cemberler, genel helisler, rektifiyan egriler gibi 6zel
egriler bulunmaktadir. Oklid uzaymnda en ¢ok arastirilan problemlerden biri de regiiler
bir egrinin karakterizasyonudur. Bu problemin ¢oziimiinde x (egrinin egriligi) ve t

(egrinin burulmasi) nin énemli bir roli vardir.

Egrilerin egrilikleri ve burulmasi arasindaki iliskilerden faydalanarak bazi 6zel egriler
kullanilir. Ornegin; k =1 =0 ise egri bir geodeziktir. Eger  sifirdan farkli bir sabit ve

1=0 ise egri bir gemberdir. Egrilik ve burulmanmn sifirdan farkli sabit ise egri bir

dairesel helistir. Eger k ve t egrilikleri sabit degil fakat L —sht ise egri bir genel
K

helistir. Eger L —as+b seklinde sabitten farkli ve yay parametresine bagl lineer bir
K

fonksiyon seklinde yazilabiliyorsa egri bir rektifiyan egridir. Egriligi sabit ve burulma
fonksiyon, degisken olan egriye Salkowski, egriligi degisken ve burulmasi sabit olan
egdriye ise anti-Salkowski egri adi verilir. 3- boyutlu Oklid uzayinda egrilik ve burulma

fonksiyonlar1 yardimiyla bazi 6zel egrilerin karakterizasyonlar1 mevcuttur.

Egriler teorisinde farkli yaklasim da iki egrinin Frenet vektorleri arasindaki baglantiy1
ele alarak egrilerin karakterizasyonlarini belirlemektir. P egrisinin asli normal
dogrultusu R egrisinin asli normal dogrultusu ile gakisir ise P egrisine Bertrand egri, R
egrisine ise P egrisinin Bertrand egri ¢ifti denir. Eger iki egrinin tegetleri birbirine dik
ise bu egrilere involiite-evoliite egri ¢ifti denir. Eger P egrisinin asli normal dogrultusu
R egrisinin binormal dogrultusu ile ¢akisir ise P egrisine Mannheim egri, R egrisine de
P egrisinin Mannheim egri ¢ifti denir. Bu tez ¢alismasinda, egri ¢iftlerinin bir ¢esidi

olan Bertrand, involiit-evoliit, Mannheim egrileri ve ¢iftleriyle ilgilidir.



Mannheim egrileri 1878 yilinda Mannheim tarafindan bulunmustur [1]. 1966 yilinda 3-
boyutlu Oklid uzayinda Riccati denklemleri yardimiyla Mannheim egrileri ile ilgili
olarak farkli teoremler verilmistir [2]. Son yillarda Liu ve Wang tarafindan 3-boyutlu

Oklid uzayinda Mannheim egri ¢iftleri ve bu egri ciftleriyle ilgili bagintilar ¢alisildi [3].

Bu tez calismasinda baglangi¢ olarak [1] ve [3] nolu ¢alismalarda yer alan 3 boyutlu
Oklid uzaymdaki Mannheim egrilerinin ve Mannheim egri giftlerinin
karakterizasyonlar1 verilerek bazi 6zel egrilerin Mannheim egrisi ve Mannheim egri ¢ifti

olmast durumlar1 gz oniinde bulunulacaktir.



1. BOLUM
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tamm 1.1.1 B bostan farkli bir climle ve bir K cismi iizerindeki vektor uzay1 V olsun.

f:BxB —V fonksiyonu asagidaki sartlart sagliyorsa B ye V ile birlestirilmis afin uzay

adi verilir
i. VP,Q,ReBicin f(P,Q)+f(Q,R)=f(P,R)
ii. VP e Bveae Vigin f(P,Q) =a seklinde tek Q € B noktasi vardir [4].

Tanmm 1.1.2 V vektor uzayr ve <,> VXV — R olmak iizere u,v,weV ve r,seR
i¢in;

. <U,v>=<V,u>

ii. <U,IV+SW>=r<u,v>+s<u,w>

. <u,u>>0<u=0
sartlar1 saglantyor ise <,>’e i¢ ¢arpim ve (V, <,>) ikilisine de i¢ ¢arpim uzay: denir
[5].
Tanim 1. 1. 3 B gergel afin uzay1 ve V ise B ile birlesen vektor uzay1 olsun. V de;

<>VXV >R

n {xi = (X4, Xp 00, X, )

X, Y)=2<X,Yy>= D) XY,
(x.y) 2 Yy = (YY)

i=1

bir nokta carpim varsa, B afin uzayma Oklid uzay: denir. B=R" olarak segilirse, B

standart reel Oklid uzay1 denir ve E" ile ifade edilir [4].



Tanim 1. 1. 4

d:E"XE" >R

(4y) > 8(x3) =[] = (320~

seklindeki d (X, y) gercel degerinede X,y € E" noktalarindaki uzaklik denir [4].

Tanmm 1. 1.5

E" de y € E"i¢in y vektoriiniin normu

9] =<y, v

tanimlanir [4].

Tamm 1. 1. 6 | cRigin (1,p) haritasi ile tanimi verilen p: I - E"diferensiyellenebilen

fonksiyona E" de egri ad1 verilir [4].

Tanim 1. 1. 7 E" de bir P egrisi (I,1) ve (I,n)gibi iki haritast verilsin.
h=pon:J—I

diferensiyellenebilir fonksiyonuna P’nin parametre degisim fonksiyonu denir [4].

Tamm 1. 1. 8 E"de P egrisi (I,1) haritast olsun. p:1— E"nin Oklid fonksiyonlari

My, Hyyenny W, olmak lizere

ey [duy dunj
lJ(S)_(ds " ds

dir. (}.l(S),pl'(S))eTEn (s) teget vektoriine P egrisinin S€ lya karsilik gelen p(s) de

(I,u) haritasina hiz vektorii ad1 verilir [4].



Tamm 1. 1.9 E" de P egrisi (I,u) haritast olsun. || H || I = R fonksiyonunu P egrisinin

(I,u) haritasina gore skalar hiz fonksiyonuna ve || u’||(s) gercel degerine u(s) deki

skalar hiz1 ad1 verilir [4].

Tamm 1. 1. 10 |'(s)| =1 ve P egrisine (I,1) haritasina gore birim hizli egri, S €l ya da

yay parametresi denir [4].

Tamm 1. 1. 11 P egrisi (I,p.) haritasi ile verilmis olsun. a,b e li¢in a- dan b- ye P

egrisine, p(a) ve u(b) noktalarindaki uzunluguna denk gelen

[ It te
gercel saytya yay uzunlugu adi verilir [4].

Tanm 1. 1. 12 Vs € ligin i (s)=0ise u ye regiiler egri ad1 verilir [4].

Tanmm 1. 1. 13 E"de P egrisi (I,u) haritasi ile verilsin. O halde wz{u’,p”,...,u(”)}

lineer bagimsiz ve Vp(k) eSp{\y},k >T1 i¢in, u(k) eSp{\v} de bulunan {Vl,VZ,...,Vr}
sistemine, P egrisinin Serret-Frenet r- ayakli alani ve S € P igin {\/l (S),V2 (S),...,Vr (S)}

ye ise s € P deki Serret-Frenet r- ayaklisi ad1 verilir [4].

Tamm 1. 1. 14 E" de bir P egrisi (I,1) haritasi olsun. €| i¢in p(s)daki Serret-Frenet
r-ayaklisi {Vl (S) VA (S) yory V. (S)} dir. Buna gore;

ki:l >R,1<i<r

s—>k;(s)=<V/(s),V,.(s)>

olmak tizere S € ligin K; (S) degerine de u(s) deki P’ nin i-yinci egriligi ad1 verilir [4].

Teorem 1.1.1 E"de P egrisi (I,u) haritasi olsun. S€l igin u(s) deki P’ nin i- yinci

egriligi ve Frenet r ayaklisi {\/l (S) VA (S) yoey V. (S)} icin



(s), 1<i<r

dir [4].

n=3 de, E° p(s)de P nin Frenet 3-ayaklsi,

T=\,

1
N=—u",
[

B=TxN

yazilir. 1-inci egrilik olan kl(s):K(s)ifadesine egrilik, 2-nci egrilik K, (S):r(s)

degerine de burulma denir. Frenet vektorleriyle tiirevleri arasindaki baginti

T 0 K o||T

N |=| —x 0 T| N

B’ 0 -1 0| B
ile verilir [4].

Tamm 1. 1. 15 Egrinin hiz vektorii sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yaparsa bu egriye

egilim ¢izgisi denir. E®de egrinin egilim ¢izgisi olmasi icin <> egrinin torsiyonu ve

egriligi orani (lj #0 dir [6].
K

Tammm 1. 1. 16 E®de herhangi rektifiyan egri olmasi i¢in <> & >0ve (lj oraninin
K

sabit olmayan lineer fonksiyona esit olmasidir [6].

Tanmim 1. 1. 17 Egrinin egriligi « = sabit ve t burulmasi sabit degilse egriye Salkowski

egrisi denir [6].



Tanim 1. 1. 18 Egrinin egriligi « sabit degilse ve torsiyonu 7 =sabitse bu egriye anti

Salkowski egrisi ad1 verilir [7].



2. BOLUM
BERTRAND EGRI CIiFTI

Tamm 2.1.1 P,R e E"egrileri (I,u) ve (I,n)koordinat komsuluklar1 ile verilsin.
Vsel i¢in u(s)eP, n(s)eR, noktalarinda P ve R nin Frenet r-ayaklilart
(VL(8) Vo (8) -V, ()} AV (5), Vs o V7 (5)) - olarak verildiginde  {V, (s),V,"(s)}

lineer bagimli ise; (P, R) ikilisine Bertrand partneri denir [9].

Teorem 2.1.1 (P, R) Bertrand partneri verilsin. P ve R (I,n),(l,p) haritalar: ile

verildiginde
vs el igin d(p(s),n(s)) = sabit
olur [4].

Ispat (Sekil 2.2) yardimiyla n(s) = u(s)+kV2 (S) yazilabilir. Burada P ve R sirasiyla

p(s) ve n (S) noktalarinda Frenet r-ayaklilar

ile gbsterilmistir.

VIR YRS B RYS MRS

dir. {Vz* (s).V, (s)} lineer bagimli oldugundan

<V, (8),V,(s)>=0=21"(s) =0 = A(s) =sabit, Vsel

bulunur. Halbuki



S(u(e)1E) (@)W, ] B e
=d(u(s),n(s))=sabit, Vsel

elde edilir.

/ M N
v, (s) v, *(s) 1)

WS>

Sekil 2.1. (Bertrand egri ¢ifti)

Teorem 2.1.2

P,R c E3egrileri (I,u) ve (I,n) haritalariyla verilsin. P nin egrilikleri K, Kk, ise (P, R)

Bertrand ¢iftidir <> 3a,b e R i¢in ak, + bk, =1 dir [4].
Ispat. (=): u(s)ve n(s)noktalarnda P ve R nin Frenet 3-ayaklari sirasiyla
VL(5) V2 (5) Vs (), {V71(5), V7, (5).- V75 (s)} olsun.
Buna gre V, (s)ve V,(s)arasindaki ag1 6 olmak iizere
V, (s) =cosBV, (s)+sin 6V, (s)
yazilir. Tiirev alarak bu esitlik

(jj_i'kl* (s)V, (s)=[K,(s)cos0 -k, (s)sin0 |V, (s)+ d (ZZS J V, (s)+ d (S(;: J V,(s)

dir. {Vz* (s).V, (S)} paralel oldugundan 0 =sabit olur ki
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V, (5) =cos8V, (s)+sin 6V, (s)

ve

*

n'(s)= Zis.\/l* (s)=(1-ak, (s))V,(s)+ak, (s)V,(s)

esitliklerinden

1-ak,(s) ak,(s)
cosd  sind

elde edilir.
Buradan,

ak, + bk, =1
dir.

Ornek 2. 1. 1 p diizlem egrisinin tanjantlarina normal sonsuz egriden 1, (Sekil 2.2)

de goriildiigii gibi ikisinin normalleri bu egriler boyunca beraberdir.

Sekil 2.2. (u,, 1, ) Bertrand egri ¢ifti

Ornek 2. 1. 2 Dairesel egilim ¢izgisinde bulunan dénel silindirin ekseni bir Bertrand

partneri olusturur. (Bakiniz Sekil 2.3)

X3



Sekil 2.3. (Doner silindir ekseni bertrand egri ¢ifti)

11

Ornek 2. 1. 3 « egriligi sabit olan egri ile bunun egrilik merkezlerinin geometrik

yerinin normalleri paraleldir. Béylece Bertrand partneri meydana getirirler

2.1. involiit ve Evoliit

Tanim 2. 2. 1P,R < E" egrileri sirast ile (I,p) ve (1,n) haritalart olsun. Vs € ligin
H(s) € P, n(s) € R noktalarindaki Frenet r-ayaklilari

P egrisi igin {V;(s),V,(s),... V,(s)}
R egrisi i¢in {V,"(s),V,"(s),..., ;" (s)} igin

<V,(5). V; (5)>=0

oluyorsa R ye P nin involiitii, P ye de R nin evoliitii ad1 verilir[4].

Teorem 2. 2. 1 P,R c E™ egrileri (I,u) ve (I,n)haritalarl olsun. Eger Vseli¢in R, P

nin involity ise

d(p(s).n(s))=[c—s|, c=sht

olur [11].
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Ispat (Sekil 2. 2. 1) yardimiylan (S) = u(S) +AV, (s) yazilir.
Boylece S € I nin u egrisi i¢in yay parametresi oldugu kabul edilirse,

dn
ds

=3, {Vl* (S)}

S

dan

*

<V, (s),Vi(s)>=0
bulunur. Boylece
1+1(s)=0=>A"(s)=—1=>A=-s+C
veya
A =|c—s]|, Vc = sabit
elde edilir. Buradan
d(k(s):(s) =[n(s)=k(s)| = Vi (o]
= d(u(s).n(s)) =le-s

bulunur.

) R’nin

Evoluti
P’nin involiti

Sekil 2.4. (P,R) Involiit-Evoliit egri ¢ifti
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Teorem 2. 2. 2 P,R c E" egrileri birbirinin involiitii ve evoliitii olsun. p(s)ve n(s)
noktalarindaki Frenet r-ayaklilari

P egrisi i¢in {\/1 (S) vV, (S) yoer V, (S)}

R egrisi igin {Vl* (s),V; (8),n V) (s)} olsun.

P nin egrilikleri k,(s), 1<i<r

R nin egrilikleri k, (s), 1<i<rolmak iizere

dir [4].

ispat P,R c E" egrileri birbirinin involiitii ve evoliitii oldugundan p(s), n(s) noktalar
i¢in
n(s)=u(s)+(c-s).V,(s) (2.2.2)

bagmtis1 yazilir. P nin yay parametresi s, R nin parametresi S olsun. (2. 2. 2) nin tiirevi

aliir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

dnds"
O o +(—Vl(s)+(c—s)Vll)

«, \ds
\/1 (S)E:(C—S)klvz
ds”
= _(c—=s)k
:ds (c—s)k,



*

«, +ds
V, (s)g =—k,V, +k,V,

*

. N
k, (5)V, (S)E =—k,V, +k,V,

bulunur. Buradan

elde edilir.

Ornek 2. 2. 1 Bir egilim ¢izgisinin involiitlerinden her biri birer diizlem egrisidir.

w niin involiitlerinden biri n ve n nmn ikinci egriligi k, (s)olsun.

. kK, —k/K,

© ok (k2 +k,)(c-s)

olur. p bir egilim ¢izgisi oldugundan

ﬁ = sabit = ﬁ =0 olacagindan
K, K,
kz* =0

bulunur. Boylece 1) bir diizlem egridir.

Ornek 2. 2. 2 Parametrik ifadesi

2t+1
X, =

t-1

t2
X, =——
|
X, =t+2

14

olan bir egrinin egrilik merkezlerinin geometrik yerinin, egrinin evoliitlerinden biridir.
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2
a(t)- (2t+1t_t 2]
t-1"t-1

parametrik ifadesi ile verilen egrinin egrilik merkezlerinin geometrik yerleri,

oc(t)=(2+t31,

t+1+ 1 ,t+2j
t-1

( o 1]
o J
o

olur,
a”(t)=-3a"(t)
ve dolayistyla
det(o'(t),a"(t),a”(t))=0
ve bunun sonucu olarak
k,(t)=0
dir.

onm o (t) ye karsilik gelen noktasindaki egrilik merkezi C(t) ise anin a (t) ye karsilik

gelen noktasindaki egrilik merkezi yay parametresi s olmak {iizere;
k,=0

oldugu da g6z 6niine alinarak;
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bulunur. Bu da {C'(t),VZ(t)}lineer bagimli oldugunu gosterir. Buna gore;

V) =c'(t)/

C'(t)” ile V, dik oldugundan o, ¢ nin bir evoliitiidiir.
2.2. Helis (Egilim Cizgileri) Egrisi

Tamm 2. 3. 1 P c E" egrisi (I,p)haritast olsun. VS € ligin p'(s) vektorii, bir U sabit
vektoril ile sabit a1 yapiyorsa, P ye egilim ¢izgisi ve Sp{U}ya ise P helis egilim ekseni
ad1 verilir [4].

Tamm 2. 3. 2 ,PcE" (I,u)haritam olsun. Vs e lya i¢in u(s)e Pde P nin 1. ve 2.

egrilikleri k, (s) ve k,(s)ise

seklinde tanimli H, fonksiyonuna, P nin 1.inci harmonik egriligi denir [4].
Teorem 2. 3.1 P c E’egrisi, (I,},t) haritast ile verilsin.

P bir helis egrisidir < Vs e | igin H, (s) = sabittir [4].
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Ispat (:>):Pbir helis olsun. P nin egilim ekseni Sp{u} ile gosterelim. Tanim 2. 3. 1

den,
<p'(s),u>=cose = sabit
dir.
u(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklis {V, (s),V, (s), V; (s)} ise
<V,(s),u>=cose
yazilabilir. Buna gére,
<k (s)V,(s),u>=0=<V,(s),u>=0
yazilabilir. O halde,
ueSp{V,(s), Vs (s)}
dir. Bu ise,
u=coseV, (s)+sineV,(s)
demektir. (2. 3.1) esitliginden,
<—k,(s)V,(s)+k,(s)V;(s),u>=0
= -k, (s) < V,(s),u>+k,(s)<V,(s),u>=0
= —k, (s)cosp+k,(s)sing=0
= H, =tgp = H, =sabit
elde edilir.
(<):Vseligin H,(s)=A=sabit olsun. A =tge olmak iizere

u=coseV, (s)+sineV,(s),

(2.3.1)
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vektoriinli tanimlayalim.

U sabit bir vektordiir. Ciinki,
vV, u= COScp(kl (s)V,(s)+sine(—k,(s)V, (s)))
Vv, u=(k,(s)cosp—singk,(s))V,(s)

dir. H,(s) =2 =tgo yazilirsa
k,(s)cosp—singk,(s)=0

yazilir.
V., U=0=u=sabit

dir.

P, egilim ekseni Sp{u} helis (egilim ¢izgisi) egrisidir.

Ciinkii,
<a/(s),u>=<V,(s),cos¢V,(s)+sineV,(s)>
=cosp<V,(s),V,(s)>+sinp < V,(s),V,(s)>
=< a'(s),u >=cos ¢ = sabit

Ornek 2. 3. 1 Parametrik ifadesi

X, =t, X, :%tz, X, :%ts

olan egrinin bir helis (egilim ¢izgisi) dir. Gergekten,

1.1
X :(xl,xz,XS):(t,Etz,gﬁJ

:X’:(l,t,ltzj
2



= X"=(0,11)

= X"= (O 0 1)
=XV = (O 0, O)
olup,
0 1 t
det (X", X", X")=| 0 1|=0
0 0 0
dir. X bir helis egrisidir.
A
1 I,\ ~ 't\\\\\.
D\/"\:

Sekil 2.5. (Helis egrisi)

Ornek 2. 3. 2 Parametrik ifadesi x, = 6t,x, =3t*, X, =t° olan egrinin
a) Bir egilim ¢izgisidir ve
X =Xy, Xy Xg) = (6t,3t2,t3)

’

=1

X'=(6,6t,3t2), X

dir.
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X"=(0,6,6t),
X"=(0,0,6),
X" =(0,0,0),
0
det(X", X", X" )=|0
0

olup, X bir helis egrisidir.

6 6t
0 6 |=0
0 0

20

b) Bu helis (egilim ¢izgisi) egrisinin sabit ac1 yaptig1 u sabit dogrultusu ve sabit ac¢iy1 da

asagidaki sekilde hesaplariz.

€ €,
X'AX"=6 6t
0 6
olup
X' A X" =18(t* +2),
X =3(t* +2),
<=3 (¢ +2)
ve dolaystyla
18(t* +2)

K, =

e3
3t :18(t2,—2t, 2)
6t

2

ve

27(t+2).(€+2) 3(t+2)

6.6.6 2

B det (xr’ X", xm)
X AXT

1818(12+2) 3(2+2)



dir.
tanezﬁ:1:>6:E
K, 4
olup
X! (6,6t,3t*)
X J36+36t7 +ot*
(2,2t,t2)
242
ve

X AX" 18(1%,-2t,2) (*,-2t,2)

TIXAX T 18(P+2)  (P+2)
esitliginden, egilim ekseninin dogrultusu U

U =cos 0T +cos 9B, 6:(p+g,

= CO0S 6T+cos(g—6j B,

=co0sOT +sin 0B,

gleze) g((e-n2)

2| tt+2 | 2 (t2+2)

(2J§+J§t2,o,2ﬁ+ﬁt2)

t? 42

dir.

21



Sekil 2.6. (Helis egrisi)
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3. BOLUM

3- BOYUTLU OKLID UZAYINDA MANNHEIM EGRILERI VE
MANNHEIM EGRI CIFTLERI

Tamm 3. 1. 1 E*, normal i¢ ¢arpim ile tanimli Oklidyen uzayi olsun. P ve R egrilerinin
karsilikli noktalarinda, P egrisinin asli normal dogrultusu ile R egrisinin binormal

dogrultusu paralelse, P egrisine bir Mannheim egri, R egrisine ise P egrisinin Mannheim
egri ¢ifti denir. {P, R} ikilisine de Mannheim partneri denir [3].

P: X(S) , bir Mannheim egrisi olsun. P: X(S) egrisinin Frenet catisi {T(S), N(S), B(S)}
olmak iizere P: X(S) , Mannheim egrisinin egrilik fonksiyonu K(S) , torsiyon

fonksiyonu t(s) dir [3].
R:x, (Sl), S, yay parametresine bagli P Mannheim egrisinin ¢ifti varsayalim.
R:X,(s,), egrisinin Frenet atisi {Tl (s,),N;(s;). B, (31)} seklinde verilsin [3].

3.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Mannheim Egrileri

1878 yilinda Mannheim tarafindan bulunan Mannheim egrisinin karakterizasyonuna yer
verilecek [1,11,12,13,14] ve baz1 6zel egrilerin Mannheim egri olmasi durumlari

incelenecektir.

Teorem 3. 2. 1 Bir egrinin Mannheim egrisi olmasi igin A sifirdan farkli sabit olacak

sekilde egrinin egriligi k Ve torsiyonurt igin
KZ?\,(K2+’C2) (3.2)

dir [1].
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Ispat x(s) egrisi Mannheim egri, X, (S)egrisi Mannheim partneri olsun.
Tanim 3. 1. 1. den X, (S) egrisi

X, (5) =x(s)+A(S)N(s) (3.3)
dir.

(3. 3) esitliginde gerekli islemler yapilarak Frenet formiilleri kullanilirsa,

dx(;s(s) = (1-2(3)k(s)) T(s)+ 1 (5)N(5)+A(5)7(s)B(S) (3. 4)

bulunur. (3. 4) esitligi N(S) ile i¢ carpim yapilirsa,

dx, (s)
ds

N(s)>=21'(s)

bulunur. N(s)ile B,(s)paralel oldugundan A'(s)=0 bulunur. Bu ise A nin sifirdan

farkli, sabit oldugu anlamindadir. Bu durumda (3. 4) denklemi

dx, (s)
ds

=(1-2c(s)) T(s)+2z(s)B(s)

seklinde yeniden yazilir. Buradan

ds

7= S () T(0) (5 B(S)

— 3.5
' ds ds (3.9)

yazilir. (3. 5) esitliginin S, e gore tiirevi alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa,

85 (9T () 205 3 (<) N

+((1—>u<(s,))T(s,)m(s)B(s))—2 (3.6)
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(3, 6) esitligi N (S) ile carpilirsa,

<%§—§l N(S)>:<(K—K2X—T2K)N(S)(;j—ssl, N(s)>=0

K= 7\,(1{2 +1:2)
bulunur.

3.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Bazi1 Ozel Egriler ve Mannheim Egrileri

Teorem 3. 3. 1 Eger x Mannheim egrisi bir egilim ¢izgisi ise x bir dairesel helistir ve

egriligi, burulmasi

1
S a(1+c?)’

= C
a(1+¢?)

dir.

Ispat x bir genel helis olsun. O halde x in egriligi « ve burulmasi t olmak iizere Tanim

1.1.15den

T e (3.7)
K

esitligi karsilar. (3. 7) esitligi
T=CK (3.8)

yazilir. X egrisi bir Mannheim egrisi de olup (3. 2) denklemi karsilar. (3. 8) denklemi

(3. 2) esitliginde yerine yazilip diizenlenirse,

o 1
_x(1+c2)’
c

T=
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bulunur. k¥ ve t sabit oldugu i¢in x bir dairesel helis olur.

Teorem 3. 3. 2 Eger x Mannheim egrisi bir rektifiyan egri ise o zaman x in egriligi ve

torsiyonu
o 1
x(1+(as+b)2)’
o as+b
k(1+(as+b)2)
dir.

Ispat x bir rektifiyan egri olsun. O halde Tanim 1. 1. 17 den

T _as+b (3. 9)
K

esitligi bulunur. (3. 9) esitligi

t=k(as+b) (3.10)

kullanilip (3. 2) esitliginde yazilirsa,

1
x(1+(as+ b)z)

K=

bulunur. (3. 10) dan

as+b
k(1+(as+b)z)

T=

dir.
Teorem 3. 3. 3 Mannheim Salkowski egrisi yoktur [11].

Ispat x bir Salkowski egrisi olsun. O halde Tamim 1. 1. 17 den

Kk =sht=c, ‘CZT(S) (3.11)
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dir. (3. 11) ve (3. 2) kullanilarak x in burulmasi sabit bulunur. Bu bir ¢eliski olup ispati

sunar.
Teorem 3. 3. 4 Mannheim anti-Salkowski egrisi yoktur [10].

Ispat x anti-Salkowski egrisi olsun. O halde Tanim 1. 1. 18 den
K =1%(s), t=sht=c (3.12)

dir. (3. 12) ve (3. 2) kullanilarak x in egrilik fonksiyonu sabit bulunur.

x Mannheim egrisi ise x in egrilik fonksiyonlarinin ya her ikisi sabittir ya da her ikisi
degiskendir. Yoksa Teorem 3. 3. 3 ve Teorem 3. 3. 4 de goriildiigii gibi birinin sabit

digerinin degisken olmasi durumunda Mannheim egrisi bulunmaz [10].

3.3. 3- Boyutlu Oklid Uzayinda Mannheim Egri Ciftleri

Teorem 3.4.1 P: X(S) , bir Mannheim egri olsun.

R:x, (Sl)egrisinin P egrisinin Mannheim ¢ifti olmas1 <> Sifirdan farkli herhangi bir A

reel sabiti i¢in R egrisinin egriligi «, ve burulmasit, fonksiyonlar i¢in asagidaki esitlik

dogrudur [3].

. _dflzﬁ

=% (1+2%) (3.13)
Ispat Kabul edelim ki P:x(s) Mannheim egrisi olsun. Tanim 3. 2. den X(S, ) egrisi
X(s,)=%,(s,)+2(s,) B, (s,) (3. 14)
dir.

(3. 14) esitliginin tiirevi alinip ve Frenet kurallar1 kullanilirsa,

T8 _ T, — AN, +AB, (3.15)
ds,

bulunur. (3. 15) esitligi B, (S) vektori ile carpilirsa,
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< T,g_ss' B, >=<T,—At,N, +AB,,B, >= 14

1

bulunur. N(s) ve B,(s)paralel oldugundan A =0 olarak elde edilir. Bu ise Animn

stfirdan farkli sabit oldugu anlamina gelir. (3. 15) esitliginden

ds
Td—s1 =T,-\1,N, (3. 16)

elde edilir. Tanim 3. 2. den,X(S) egrisinin Sp{T,B} diizlemi ile Xl(Sl)egrisinin

Sp{T,, N, } diizlemleri de karsilik bulabilir. Bu yiizden
T =cosOT, +sinON, (3.17)

seklinde ifade edilir. Burada 0, P ve R egrilerinin T ve T,teget vektorleri arasindaki

acidir. (3. 17) esitliginin tlirevi aliirsa

N :TS — —(Kl +é)sin 0T, +(K1 + ('9)cos(9N1 +1,5iN0B, (3. 18)
1

elde edilir. N(s) ile B, (s) ayn: dogrultuda oldugu igin (3. 18) denkleminden

< KN(;j—s,Tl >= —(Kl +9)Sin 0,

Sy

<KN(5)- Ny (5) 5= (1, +0)cos

S1

ve

(x,+6)sin6=0
(x,+6)cos6=0

elde edilir. Buradan

0=—x, (3. 19)



bulunur. (3. 17) denklemi (3. 16) da yerine yazilirsa,

T = (coseﬁ—l}t Nl(sin GEJJ@IJ =0
ds, ds,

elde edilir.

T, ve N, (S) lineer bagimsiz oldugu igin

coseﬁ—lz 0,
ds,

sin 6£+Ml =0,
ds,

ds 1 Ay

ds, cos® sin@
Buradan

At =-tan0®
bulunur.

(3. 20) esitliginin tiirevi alinip (3.19) kullanilirsa,

t, = -1 (1+2°77) elde edilir.
2
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(3. 20)

Tersine n egrisine egriligi K, ve torsiyonu T, 0’dan farkli herhangi bir A degeri i¢in

i = %(u A%r?)

esitligi olsun. O halde (3. 14) esitligindeki P egrisinin bir Mannheim egri ve R egrisinin

de P nin Mannheim partneri oldugu gosterilecektir.

(3. 14) iin tiirevi alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

T(;j—sle—Ml N, (s),

S

(3. 21)



2 2
KN (S)[(?_SSJ +TES T+ (-4, )N, — A1, 7B,
1 1
denklemleri elde edilir.
(3. 21) ve (3. 22) den,
d 3
Ks(fj = AT+ 0N + (i, — A + A2 ) By
1

bulunur.
K, —M, =\t K

esitligi (3.23) de kullanilirsa,

3]
kB [E] =121 T, + At N,
ds,

bulunur.

(3. 24) esitliginin (3. 21) esitligi ile carpimi yapilir ise,

4
KN(S)[:—SSJ =’ (1427 1)7) B,
1

bulunur.

(3. 22)

(3. 23)

(3. 24)
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Bu ise P:X(s) egrisinin asli normal dogrultusu N(s)ile R:x,(s,)in binormaliile B, in

paralel oldugunu sdyleyebiliriz. Buradan P: X(S) bir Mannheim egri ve R:X; (Sl) de

bir Mannheim partneri olur.
At = U ile (3. 13) ifadesi birlikte diistiniiliirse,

du
1+ u?

=K, ds,

bulunur. (3. 25) esitligin den

(3. 25)
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du
Il+u

2 =IK1dSl’

arctanu = ([x,ds, +, )
bulunur. Buradan

T, = L ian (JKds, +c,)

A

bulunur [3].
Her bir Mannheim egrisi i¢in, bir tek Mannheim egri ¢ifti vardir.
Teorem 3. 4. 2 P:x(s), Mannheim egri ve R:X,(s;) Mannheim partneri olsun. Eger
P:x(s)bir egilim ¢izgisi ise R:X,(s,) dogrudur [3].

Ispat. Tanim 1. 1. 15 den X(S) egrisinin teget vektorii T, sabit birim bir dogrultu p ile

sabit a¢1 yapar. Yani

<T,p>=cos0O (3. 26)
yazilir. (3. 26) denklemin tiirevi alinirsa,

<N(s),p>=0 (3. 27)
bulunur. Tanim 3. 2. den, sabit bir p vektorii igin (3. 27) den

<B,,p>=0 (3. 28)

yazilir. (3. 28) den p sabit vektoriiniin B, e dik oldugu goriiliir. Buradan p vektorii T, ve

N, (s) vektérlerinin gerdigi diizlemdedir. Bdylece p vektdri,

p=COSET, +SinEN, (3. 29)
yazilir. (3. 29) dan tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa,

0=—sing(k, +&)T,+cos&(k, +& )N, +(sin&r, ) B, (3. 30)
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elde edilir. (3. 30) denkleminde T,, N,, B, vektor alanlar1 lineer bagimsiz oldugu i¢in

cos&(k, +&')=0, (3.31)
sing(i, +&')=0, (3. 32)
sinér, =0 (3.33)

elde edilir. (3. 31) ve (3. 32) denkleminden

K+&=0, Kk =-¢ (3. 34)
dir. Diger taraftan (3. 33) denkleminden sin&=0veya T, =0 elde edilir.
Eger

E=0 ise E=mk =sbt

tir. (3. 34) den x, =0 oldugu sdylenir ve R dogru olur. Eger T, =0ise (3. 13) den

K, =0 bulunur ve R egrisi bir dogru olur.

farkli C,ve C,sabitleri i¢in X(S) egrisinin egriligi ve torsiyonu arasindaki baginti

asagidaki sekilde ifade edilir.

T C 1
_=_zecls__e

K 2 2¢,

—cs

Buradan €, =C, =lalinirsa

S —S

_£-¢ =sinhs
2

dir [3].

Ispat T, N,B; x(s) egrisinin Frenet vektor alanlari olmak tizere. Tamim 1. 1. 15 den
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<T,p>=cosp (3.35)
yazilir. (3. 35) esitliginin tlirevi alinirsa,
<N,,p>=0 (3. 36)

elde edilir. (3.36) denkleminde p nin N, e dik oldugu anlasilir. Bu sebepten p vektorii

T,ve B, in gerdigi diizlemde bulunmaktadir. p sabit vektorii,

p=T,cosp+B,sinu (3.37)
ifade edilir. (3. 37) esitligi B, ile ¢arpilirsa,

<B,,p>=sinp (3.38)
bulunur. Tanim 3. 1. 1 den

<B,,p>=<N,,p>=sinp (3.39)
olur. 0, gibi sabit bir ac1 i¢in (3. 39) denklemi

<N(s),p>=cos6, (3. 40)

seklinde yazilir. Teorem 3. 4. 2. den biliyoruz ki X(S) bir helis ise X, (Sl)bir dogrudur.
Diger yandan X; (Sl)bir dogru degilse X(S)bir helis degildir. X(S) dogru se¢ilmedigi
i¢in helis secildigi i¢in €0SO, # 0ve %7& sbt dir. (3. 40) denkleminin s’ye gore iki kez
tlirevi alinirsa,

—-Kk<Tp>+1<Bp>=0 (3.41)
—Kk'<T,,p>+1<B,,p>=(x,+1)Cc0s6, (3.42)

denklemleri elde edilir. (3. 2) denklemi ve (3. 41) denklemleri (3. 42) denkleminde

yerine yazilirsa,



T
< Tlp >= WCOS 60 ,

AK
ds

<B,p>= cos 0,

1
7Ld(r/K)
ds

ifade edilir. (3. 43) ve (3. 44) denklemlerinin tiirevi kullanilirsa,

dz(’E/K)
3 ds?

d? (’C/K)
ds?

bulunur. (3. 45) ve (3. 46) denklemleri ile verilen © ve k oranlanirsa,

T

d? (/)

bulunur.

(3. 47) denkleminde t/k = y(s) ifadesi yerine kullanilirsa,

d? dy \?
(1+y2)d—5¥—y(d—3slj -

(3. 43)

(3. 44)

(3. 45)

(3. 46)

(3. 47)
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bulunur. Bu ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir. y’' = p doniistimii yapilirsa,

dp_y
p o 1+y’

dy

(3. 48)
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bulunur. (3. 48) esitliginden,

dp vy
Ip-11+y2

dy

In(p/c)=Iny1+y’ (3. 49)
bulunur. (3. 49) denkleminden

dy

J1+y°

diferensiyel denklemi bulunur. (3. 50) esitliginden ,

=C,ds (3.50)

sinh™y=cs+c, (3.51)

bulunur. (3. 51) denkleminden

y(S) =Co
_ C_z S _i ¢S
y(s)= 5 e %, e

olarak bulunur.

3.4. 3-Boyutlu Oklid Uzayda Baz1 Ozel Egrilerde Mannheim Egrilerin

Karakterizasyonlari

Bu baslikta baz1 6zel egrilerin Mannheim egri ¢ifti olmast durumlari goéz Oniinde

bulundurularak egrilerin egrilikleri ve torsiyonlar1 karakterize edilecektir.

Teorem 3. 5. 1 X, Mannheim egri ¢ifti bir genel helis ise egrilik ve torsiyonlari

S

oo
ﬁ L
—e*)2%c?+d

S

c e

‘C =" —
N EE
—e )¢’ +d

K]_:
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dir. ¢, d sabitlerdir [10].

Ispat X, egilim ¢izgisi oldugunu varsayalim. O halde X, in egriligi «,ve burulmas: T,

olarak alinip Tanim 1. 1. 15 den

ho¢ (3. 52)

Ky
esitligi saglar. (3. 52) denklemi

Ty = 0Ky (3.53)

seklinde ifade edilir. X, egrisi ayn1 zamanda bir Mannheim egrisi ¢ifti de oldugundan (3.
13) denklemini saglar. (3. 53) esitligi (3. 13) denkleminde yerine yazilirsa,

. K
K, = —L+Ack,’
CA

diferansiyel denklemi bulunur. Bulunan denklem bir Bernoulli diferensiyel denklemidir.

Z= K{Z degisken degistirmesi yapilirsa,

Z +2 =—-2\C
AC

diferensiyel denklemi bulunur. Bulunan denklem ¢oziiliirse,

S1

eic

\/ 25
—e*)\%c? +d

K, =

ifade edilir. (3. 53) denkleminden

S1

ce’e
U
\V—e* 222 +d

elde edilir.

Teorem 3. 5. 2 X, Mannheim egri ¢ifti bir rektifiyan egri ise egrilik ve torsiyonlari
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1
K, = ,
—12(as, +b)" + d 5
(as, +b)£M—2j
b
. (as,+b)

A2 (as,+b) + d
\/ " ) (asl+b)[72a’2)

dir. Burada d sabittir [10].

Ispat X, rektifiyan egri olsun. X,in egriligi k;ve burulmasi T, olmak iizere Tamim 1. 1.

16 dan

M _as,+b (3. 54)

Ky
esitligini saglar. (3. 54) denklemi

T, =k, (as, +b) (3. 55)

seklinde ifade edilir. X;egrisi ayn1 zamanda bir Mannheim egri ¢ifti de oldugundan (3.

13) denklemini saglar. (3. 55) esitligi(3. 13) denkleminde yerine yazilacak olur ise;

1 a
¢ = - A (as, +b)i,
e Kl(}»(alerb) (alerb)]+ (85, +b)ry

diferensiyel denklemi bulunur. Bu bir Bernoulli denklemidir. z=K,? doniisiimii

yapilirsa,

2 2a
; - —_2).(as, +b
Z+(k(asl+b) (asl+b)JZ (a5, +b)

denklemi bulunur. Denklemin ¢6ziimii yapilirsa,
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olur. (3. 55) den
(as,+b)

\/kz (as, +b)’ +

T, =

d
(as, + b)(fza‘zj

elde edilir.

Teorem 3. 5. 3 X;, Mannheim egri ¢ifti bir Salkowski egri ise burulma fonksiyonu

olarak elde edilir. Burada c,d integral sabitleridir [10].

Ispat X, egrisi bir Salkowski egrisi olsun. Bu durumda X, in egriligi ,ve torsiyonu T,

olmak tzere Tanim 1. 1. 17

K, =C Ve 1,=1,(s) (3. 56)

esitligini saglar. X, egrisi ayn1 zamanda bir Mannheim egri ¢ifti de oldugundan (3. 13)

denklemini saglar. (3. 56) esitligi (3. 13) denklemleri birlikte ele alinirsa,
. C
T = X +CA le

diferensiyel denklemi elde edilmis olur. Bu diferensiyel denklemde degiskenlerine

ayirma metodu uygulanirsa

[=3)
tan| cs, +—
BN

A

T, =
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bulunur.

Teorem 3. 5. 4 Anti-Slakowski Mannheim egri ¢ifti yoktur [10].

Ispat Kabul edelim ki X, egrisi bir anti-Salkowski egrisi olsun. Bu durumda Tanim 1. 1.

18 geregince

K =k(s,), T1=cC (3.57)

dir. (3. 57) ve (3. 13) birlikte ele alinirsa X, in egrilik fonksiyonu sabit olarak bulunur.

Bu ise bir geliski olup, ispati tamamlar.



4. BOLUM

SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada [10] nolu ¢alismada yer alan 3-boyutlu Oklid uzayinda bazi1 dzel egriler

ve Mannheim egriler arasindaki karakterizasyonlar incelenmistir.

Bir Mannheim egrisinin genel helis olmasi durumunda ve reftifiyan egri olmasina gore
egrinin egrilik ve torsiyonlar1 bulunmustur. Ayrica egrinin Salkowski ve anti-Salkowski

olmasi durumunda Mannheim egrisi olusturmas ile ilgili sonuglar elde edilmistir.

Bu tez, n-boyutlu uzaylarda farkli ¢atilara gore gelecekte yapilacak olan g¢aligmalara

katk1 saglayacaktir.



10.

11.

12.

13.

14.
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