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KISALTMALAR
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e (&) EkeNuU{0},éeR

w(p, ) ¢ fonksiyonunun siireklilik modiilii



1. GIRIS

Matematigin bircok uygulamasinda, klasik analizdeki standart fonksiyonlardan ¢ok daha
karmasik fonksiyonlarla karsilasiriz. Bu fonksiyonlardan bazilar1 standart fonksiyonlar
araciligiyla kapali bigimde ifade edilememekte, bazilar1 ise yalnizca kapali olarak veya
grafikleri araciligiyla bilinmektedir. Ornegin, zamanin bir fonksiyonu olarak belirli bir
noktada akimi 6l¢tiiglimiiz bir elektrik devresini diisiiniin: sonug¢ olduk¢a karmasik olabilir

ve en iyi sekilde bir grafikle agiklanabilir (Christensen ve Christensen, 2004).

Bir elektrik devresindeki akimi 6l¢en bir miithendis, bir sinyalin varligindan s6z edecektir;
bir matematik¢i icin ise bu, dl¢limiin ¢iktisinin ¢ olarak adlandirilacak bir fonksiyon
oldugu anlamina gelir. Burada ¢ (§), ¢ anindaki akima esittir (Christensen ve Christensen,
2004).

Sinyaller genellikle dogrudan bir fonksiyon yardimiyla verilmez; 6rnegin onlar siklikla
bir 6l¢iim yoluyla ortaya cikarlar. Bu, 6zellikle ¢ ilizerinde bazi hesaplamalar yapmamiz
gerekiyorsa, onu tanimlayan ¢ fonksiyonundan sinyal hakkinda kesin bilgi elde etmeyi
zorlastirir veya imkansiz hale getirir. Bu gibi durumlarda ¢'ye daha basit bir fonksiyonla
yaklasabilmek onemlidir; bunun i¢in g olarak adlandirilacak bir fonksiyonu asagidaki

sekilde bulmak istiyoruz:
+ {lgili hesaplama g fonksiyonu iizerinde gergeklestirilebilir;

* g Uzerinde gerceklestirilen hesaplamanin sonucu, ¢ ile tanimh sinyal hakkinda yararh

bilgiler vermesi bakimindan g fonksiyonu, ¢'ye yakindir.

Baslangic noktamiz, bir fonksiyonun bagka bir fonksiyona yaklagsmasinin ne anlama
geldiginin kesin bir tanim1 olmalidir. Aslinda bunu tanimlamanin birkag farkli yolu vardir
ve dogru tanim, eldeki duruma baglidir. Simdi Yaklagim Teorisi’nin gerekli oldugu yere

somut bir 6rnek verelim:

fole‘fzdf integralini hesaplamak istedigimizi kabul edelim. Elementer fonksiyonlar
cinsinden fol e~ d¢ integrali igin bir formiiliin olmadig iyi bilinmektedir. Bu nedenle

) 01 e~ d¢ integralinin degerini tahmin etmenin baska bir yolunu bulmaliy1z. Yaklagim

1



teorisinin resme girdigi nokta iste burasidir: bu somut 6rnekte g olarak adlandirilacak

fonksiyonu asagidaki sekilde arayacagiz.
[ 9(&)d¢ integrali hesaplanabilir; ve

ot dé& integralinin te=d integralinin degerinden ne kadar sapacagini kontrol
09 0
edebilmemiz agisindan & € [0,1] igin fonksiyonu, e‘fz'ye yakindir.
g

Bunu yapmanin bir yolu, integralini alabilecegimiz pozitif bir g fonksiyonu bulmaktir ve

bunun i¢in, bazi1 € > 0 ve her ¢ € [0,1] i¢in
—e<e " —g@®) <e

veya

—et+g@ <e ¥ <etg(®
yazilabilir. Bu da su anlama gelir

1 1

](—e +9(8)dé < f e~$°dé < J(e +g(9) dé,
0

0 0
ve buradan

1 1 1

_g+fg(§)d§s fe-fzdf s8+fg(€)d€

0 0 0

olur. Boylece [ 01 g(&)dé ifadesi bize istenilen integral igin yaklasik bir deger verir.

Dolayisiyla, amacimiz karmasik bir ¢ fonksiyonunun bir integraline yaklasmaksa, g
fonksiyonu (eger g'nin integralini bulabilirsek), ¢'nin integralini tahmin etmeyi miimkiin
kilar. Bu durumda g fonksiyonunun nasil secilecegi sorusu akla gelir. Bu 6rnekteki
argiiman genellestirilebilir (Christensen ve Christensen, 2004). O halde, karmagsik
nesnelere matematiksel baglamda daha basit nesnelerle yaklagsmak uygundur. Tipik bir
ornek, kapali bir aralikta keyfi siirekli fonksiyonlarin polinomlarla yaklagimidir.

Weierstrass Teoremi bunun her zaman yapilabilecegini belirtir. Bu teorem acik olarak “



I c R kapal1 ve sinirli bir aralik ve ¢, I lizerinde tanimli siirekli bir fonksiyon olsun. Bu
durumda her € > 0 igin bir P polinomu mevcuttur 6yleki her & € I igin |p(&) — P(§)]| <
¢ gerceklenir.” seklinde ifade edilir (Weierstrass, 1885). Bu teorem, reel tek degiskenli
Yaklagim Teorisindeki ilk 6nemli sonugtur ve Genel Yaklasim Teorisinin gelisiminde
anahtar rol oynar. Literatiirde Weierstrass teoreminin birkac farkli ispat1 bilinmektedir,
ancak en goze garpanlardan bir tanesi olasilik teorisine dayali son derece basit ve sik bir
yapida olan 1912 yilinda Bernstein tarafindan yapilan ispattir. Bernstein, Weierstrass

teoremini ispatlamak amaciyla “¢p € C[0,1], ¢ € [0,1] ven € N i¢in

P p(©) = {@ $FU-OTE - 0=p=n (L1)
" 0 , p<O0Oveyap>n

olmak iizere ¢’ye gore 1. dereceden Bernstein polinomlarini

:
50,6 =) 21,0 (7) (12)

p=0
seklinde tanimlamis ve bu polinom dizisinin [0,1] arahiginda diizgiin olarak ¢
fonksiyonuna yakisadigini gdstermistir (Bernstein, 1912). Bilindigi gibi p, ,(&) temel

fonksiyonlar1 i¢in

ZDn,p(f) =(1- f)fon—l,p(f) + févn—l,p—l(f)r 0<p<=n (1.3)

indirgeme bagintis1 saglanir ve 6zellikle
an,o(f) =(1- f)#’n—m(f) ==,
pn,n(f) = 53017—1,77—1(5) =&

yazilabilir. Uzun zamandir Bernstein operatorlerinin yaklasim derecesi yogun bir sekilde
calisilmaktadir. Birinci stireklilik modiili kullanilarak bu problemin bir ¢oziimii
Popoviciu (1934) tarafindan verilmistir. Bernstein polinomlarinin bir asimptotik hata
terimi ilk olarak Voronovskaja (1932 ) tarafindan elde edilmistir. Daha sonra bu sonug
Gonska (2007), Gonska ve Rasa (2009), Gavrea ve lvan (2012), Tachev (2012), Gupta
ve Agarval (2014), Gupta ve Tachev (2017) tarafindan genisletilmistir.



Yakin zamanda, Khosravian-Arab vd. (2018) yaklagim derecesini iyilestirmek i¢in

modifiye Bernstein polinomlar dizisini ¢ € C[0,1],¢ € [0,1] ven € N igin

n
Bi0.5) = ) 240 7) (14)
p=0

seklinde tanimlamislar ve yaklagim 6zelliklerini incelemislerdir. Burada p, ,($) Es. 1.1

ile verilen Bernstein temel fonksiyonlar1 olmak iizere

Pip©) =uEMpy-1,) +ul = EMpy_1,-1(8), 1<p<n-1,

0@ = uEmMA =", pp,(©) =u(@ =&t (1.5)
ifadesi Es. 1.3 iin karisik formudur ve uy(n) ve uy(n),

u(€,n) =uMSE+u(m, n=01,..,

olacak sekildeki bilinmeyen reel dizilerdir. u; (n) = —1,u,(n) = 1i¢in Es. 1.5 ifadesi Es.
1.3 e indirgenir, yani B,% reel karistk Bernstein tipli operatorler klasik Bernstein
operatorlerine doniislir. Daha sonra, Acu ve Bagscanbaz-Tunca 2020 yilinda Es. 1.4 ile
verilen By operatorlerinin kompleks formunu tanimlayarak, —orijin merkezli R > 1
yarigapl diskte analitik fonksiyonlara iliskin bu operatorler dizisi yardimiyla esanli
yaklasimin kesin derecesini elde etmislerdir. Son zamanlarda, Khosravian-Arab vd.
tarafindan sunulan yaklasimdan esinlenilerek, karisik Bernstein tipli operatorlerin reel ve
kompleks formda bazi genellestirmeleri yogun olarak c¢alisilmistir. Bu ¢alismalara 6rnek
olarak Gupta vd. (2019), Acu vd. (2019), Acu ve Agrawal (2019), Acu vd. (2020), Acu
ve Gonska (2020), Cetin (2023), Acu vd. (2024a), Acu vd. (2024b) verilebilir.

Bilindigi gibi, Bernstein polinomlar1 integrallenebilir fonksiyonlara yaklagsmak i¢in uygun
degildir. Klasik Kantorovich operatorleri, [0,1] aralifi iizerinde tanimli Riemann
integrallenebilir fonksiyonlara yaklagsmak i¢in Bernstein operatorlerinin integral

modifikasyonudur. Bu operatdrler, Kantorovich (1930) tarafindan %, : L,[0,1] — C[0,1],



p+1
n+1

n
K@) =W+ Y 2,,@ | @@t §e01LnEN (16)
p=0 p

n+1
seklinde tanimlanmistir. Burada L,[0,1], [0,1] iizerinde mutlak integrallenebilir
fonksiyonlarin uzay1 ve p, ,(¢) Es. 1.1 ile verilen Bernstein temel fonksiyonlaridir. Her

bir 7, derecesi kiigiik veya esit  olan bir operatdrdiir ve bdyle operatorlerin, ¢ € L;[0,1]

fonksiyonunun ® (&) = [ 0{ @(t)dt + ®(0) belirsiz integrali i¢in Bernstein polinomlari ile
arasinda
d
d§

biciminde bir bagintt mevcuttur.

Bn (CD, f) = an_l(QD’, é)

Bu tez c¢alismasinda, Bernstein-Kantorovich-tipli operatorlerin  yeni bir ¢esidi
tamimlanarak, Khosravian-Arab vd. (2018) tarafindan elde edilen bazi sonuglar klasik
Kantorovich operatdrlerine genisletilecektir. Ik olarak, yeni tanimlanan operatdrlerin
dizisi i¢in C[0,1] uzayinda diizgiin yaklagim incelenecek ve VVoronovskaja tipli teoremler
ispatlanacaktir. Daha sonra, bu operatorler igin siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim

hizi elde edilecek ve operatorlerin bazi fonksiyonlara yaklagimi grafiklerle gosterilecektir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda tezde kullanilan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.1. Temel Tanim ve Teoremler
2.1.1. Tanim (Pozitif Lineer Operatdr)

X veY, reel degerli fonksiyonlarin lineer uzayr olmak tizere, L: X — Y seklindeki L

operatorii her ¢,y € X ve her a, 8 € R igin
L(ag + ByY) = aL(e) + BL()
kosulunu sagliyorsa lineerdir denir. Eger L operatorii
her ¢ € X icin ¢ > 0 iken L(p) = 0

ise pozitiftir denir. L operatorii hem lineer hem de pozitif ise L operatériine pozitif lineer

operator denir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

2.1.1. Teorem

L: X — Y pozitif lineer bir operatdr olsun. ¢, € X i¢in
) ¢ <tisel(p) <L)

i) || € X iken [L(@)| < L(l@])

esitsizlikleri gergeklenir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

2.1.2. Tanim (Siireklilik Modiilii)

@, [a, b] de siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Her § > 0 sayist i¢in

w(p,0) = supb]l<p(€) — o)

¢.y€la,
[E-y|<8



ile tanimlanan w fonksiyonuna, ¢ fonksiyonunun siireklilik modiilii denir (Anastassiou
ve Gal, 2000).

2.1.1. Lemma
Stireklilik modiiliiniin baz1 6zellikleri asagida verilmistir.
i) w(e,d) fonksiyonu & ya gore artandir.
i) @, [a, b] de siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda
i o(9) =0
saglanir.
iii) @, [a, b] de siirekli ve m € N igin
w(p,md) < mw(yp,d)

esitsizligi gergeklenir.
ivV) @, [a, b] de siirekli olsun. Her N > 0 reel sayisi igin

w(p,N6&) < (N + Dw(e,d)
gerceklenir.
V) @, [a, b] de siirekli ise

lo(t) — ()] < w(o, [t = &)
saglanir.

vi) @, [a, b] de siirekli ise

|t =S|
5

lp(t) — ()] < <1+ >w(s0.5)

gerceklenir (Anastassiou ve Gal, 2000).



2.1.3. Tanim

[a, b] sonlu araligi tizerinde tanimli, biitiin stirekli ¢: [a, b] = R fonksiyonlarin uzay1

Cla, b] olmak iizere, bu uzaydaki norm
le(Ollcrap = Jgg;;}@(f)l

seklindedir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

2.1.4. Tanim

Bir (¢,,) fonksiyon dizisinin C[a, b] normunda ¢ fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul her ¢ € [a, b] i¢in
Iim [l () = ()l 1y = 0

olmasidir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Teorem 2.1.2. (Korovkin Teoremi)

Ly:Cla, b] = C[a, b] lineer pozitif operetdrlerin bir dizisi olmak iizere, i = 0,1,2 i¢in
lim L, (t',¢) = &'
‘r)—)oo

yakinsamasi [a, b] araliginda diizgiin ise bu durumda her ¢ € C|[a, b] igin

dim Ly (9, €) = ()

yakinsamast [a, b] araliginda diizgiindiir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

2.1.3. Teorem (Genisletilmis Korovkin Teoremi)

0< h € C[a, b] bir fonksiyon olsun ve (L")n>1’ [a, b] araliginda

7%1_)1’1(’;1o Ln (el-) = hei, i = 0,1,2



yakinsamasi diizgiin olarak gergeklenecek sekildeki lineer pozitif operatorlerin bir dizisi

olsun. Bu durumda verilen bir ¢ € C|a, b] fonksiyonu i¢in [a, b] araliginda
dim Ly (@) = he

yakinsamasi diizglindiir (Gupta vd., 2019).

2.1.4. Teorem (Cauchy-Schwarz Esitsizligi)

a, ve bp, p =1, ...,n olmak lizere iki reel say1 dizisi olsun. Bu durumda

1 1
n n 2 n 2
2 2
D labs < { D lal* | [ Dbl
p=1 p=1 p=1

esitsizligi gergeklenir (Mitrinovi¢ vd., 1993).

2.1.5. Teorem (Holder Esitsizligi)

p>1ve % + % = 1 olsun. Eger ¢ ve @, [a, b] araliginda taniml integrallenebilen iki

fonksiyon ve |@|P, |y|? fonksiyonlar1 da [a, b] de integrallenebilir ise

b b 5/ b
j lp(OPO)dt < j lp(O)Pdt j W (O)]9dt

esitsizligi saglanir (Mitrinovi¢ vd., 1993).

10



3. KARISIK KANTOROVICH TIiPLIi OPERATORLER iLE YAKLASIM

Bu boliimde, 6nce Khosravian-Arab vd. (2018) tarafindan insa edilen karisik Bernstein
tipli operatorlerin  Kantorovich tipli genellestirmesi verilecektir. Daha sonra, yeni
tamimlanan operatoriin momentleri ve merkezi momentleri elde edilecektir. Ayrica
Korovkin Teoremi yardimiyla yeni tanimlanan operatoriin diizgiin yakinsakligi ve
Voronovskaja tipli sonug ispatlanacaktir. Son olarak da ¢esitli parametreler igin karigik
Kantorovich tipli operatorler ve klasik Kantorovich operatorlerinin yakinsakligi grafik ve

nlimerik orneklerle gosterilecektir.

3.1. Operatoriin Insasi
3.1.1. Tanim

@ € C[0,1], ¢ € [0,1] ve n € N i¢in 7. dereceden karisik Kantorovich tipli operatorleri

. o

Ky, =+ 1) Y o © [ o@de (3.1.1)

p=0 o
seklinde tanimlanmistir. Burada

M ep(1 — eyn-r
pn,p(f)={ (p)f (1-8)77, O<p=n
0 , p<Oveyap>n

ve
Py () = u(€Mpn-1,(&) +u(l = &Mpy-1,-1(5) (312)
olmak tizere uy(n) ve u, (n),
u(€,n) =u(MS+um,n=01,.., (3.1.3)

olacak sekildeki bilinmeyen reel dizilerdir.

u;(n) = —1,u5(n) = 1 durumunda Es. 3.1.1 ile verilen operatorler Es. 1.6 ile verilen

klasik Kantorovich operatorlerine indirgenir.

11



Es 3.1.1 ile verilen karisik Kantorovich tipli operator, Es. 3.1.2 yardimiyla

p+1
n+1

Ml((pr E) - (77 + 1) Z u(f 77)#777 1p(E) + 11(1 E 77)#777 1,p— 1(8;)] f (P(t)dt

‘r]+1

( p+1 pt2
n-1 | n+1 n+1 |
=<n+1>zpn_1,p(e>iu<f ) f o®dt+uC-gn) [ <p(t)dt|¥
p=0 p+1

(3.1.4)

seklinde de yazilabilir (Gupta vd., 2019).

3.2. Operatoriin Momentleri

3.2.1. Lemma

Es 3.1.1 ile verilen 7(,17" 1 operatérlerinin ilk bes momenti

i) 2, (e, &) = 2uo(m) + 1, (1)

i) 3y (e, &) = {2&(2uo(m) + u, (M) — 41, (ME + 4, (n)
)

2(n+1

—48uo(1) + 3u; ()}

1
iit) 76, (e, &) = m{% 2(2uo(m) + uy (m))n? — 3E[5uy (ME + 681, (n)
—6uo(n) — 4u (M + 12u,(17)§? — 18uy ()¢ — 18u, ()¢
+8uy(1) + 7u; () + 12u,(m)&?}
1
iv) 7(717\4’1(93: §) = W‘Hé ANOEEAD)E

—2483(2uo(m) + 1, (M)n? + 44&3(2uo () +u (M)

12



U) :7_(717\/1,1(64’ E) =

—2483(2uo(m) + 1y (n)) + 188%(2u; (11§ — 7u,() — Buo())n
+2€(32uo(n) + 25111(71))77 — 241, (n)&3 — 36u,(1n)&?
—64u; ()¢ + 96“0(77)'52 — 64u,(n)¢ + 1614(n)

+15u;,(m)}

1
W{wul(n)n“f 5 — 100w, ()n3E° + 525u, (n)n?é°

=750u; (Mné® + 360u; (M + 75u; (Mn*§* — 400u, (Mn?¢*
+325u; (N né* — 510w, (& — 285u,(MN?¢° + 77w, (Mng®
+130&3 — 663u, (Mn&? + 5651, (17)&% + 5u, (n)n*é*

+110u; (N)n3E3 + 320w, ()22 + 180w, (n)né

—90uy (1) — 30u, (17) + 70u; (M1 + 10ue(Mn*&*
—100u,(mMn3§* + 350u0(Mn*§* — 500 (Mns*
+240u,(ME* + 75u,(Mn3E3 — 450u,(m)n*&3

+825u,(1M)né3 — 450u, () €3 + 270u, (n)n?E?

—810u, ()€ + 54010(1)E2 + 160u,(n)né

—160uy(m)¢ + 70u0(n) — 40uy(n) + 2u(m) + 1, ()}

seklindedir (Gupta vd., 2019).

fspat

i) Es. 3.1.1 ile verilen K%’loperatérﬁnde @(t) = ey(t) = 1 alinirsa basit

hesaplamalarla
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p+1

n n+1
:KrI]VI'l(eO: E) = (77 + 1) Z [u(f, n)ﬂ?n—l,p(f) + 11(1 - E' n)#?n—l,p—l(f)] f 1dt
p=0 _P_

n
= 1+ 1) ) [WEMPy-1©) + 1 = EMpy-1-1@)]

p=0
x(ﬁ_L)
n+1 n+1

n
= D [Py 1,5 (O + 1t = Epy 15 1@

p=0
n n
=uEm) Y Pyap@ F A =6 ) 2y1pa©) (3.21)
p=0 p=0

bulunur.

n n
D Pr1p =) Prapa®=1 (3:22)
p=0 p=0

oldugundan, Es. 3.2.2 ve Es. 3.1.3 ifadesi Es. 3.2.1 de yerine yazilirsa
Kyt (eo, &) = u(E,m) +u(l — &)

= u (M +ue(m) +u (M = &) +u(n)

=u; (1) + 2uy(n) (3.2.3)

elde edilir.

i) Es.3.1.1 ile verilen K%’loperatérﬁnde @(t) = e, (t) =t alinirsa basit

hesaplamalarla
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p+1

n+1

n
7(71]\4'1(611 5) = (77 + 1) Z[u(fi 77)%711—1,,)(5) + 11(1 - S;' 77)#777—1,,0—1(5)] f tdt
p=0

P
n+1

1
= 1+ D) ) [uE2y-1,©) + 1 = EMpy-1p1©)]

a2 - (%)

n
= 1+ 1) )[4 MPg1,5(©) + 11 = £y 1(6)]
p=0
1/p?>+2p+1—p?
8 E( m+1)? )

2p+1
2(n+1)

n
= ) [Py 1,5 (O + (L = E)py 151 @)
p=0

ZW D15 () + 1 = EMpy-1,p1 ()] -

= 7777+1

u(f M Pn-1,E) +u(l = EMpy-1,p-1(8)]

+
1]

2(n +1)

n
PN
= ) pzzopn_l,p(aﬁ o=

n
X Pasp 5+ e 77)2,4977 1 ®)
p=0

1
1
+ mu(l -&n) ;ﬁn—1,p—1(f)

15
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elde edilir.

)
Z;p,, W ©2=Y (1 ) era-gret

p:

o

n
- (n — D! p(1 — gyn-1-p P
;(n—l—p)!plf(l 2 n

—ln (n—1! o
_n;(n_l—l))!(p—mf[)(l §yn-1-,

olur. Bu toplam i¢in p = p + 1 doniisiimii uygulanirsa

n
(n—1)! o
Pn-1, (5) P —nap
; n=Le Z(n 2-p)lp!

— |
Z Ta O

n-2
_n-1 =2\ ooy _ syn-2-p
. fpzo( )ea-o
_-1)¢

. (3.2.5)

esitligi elde edilir. Ayrica
n
P _ P
Ezvn Gl 2( Jemta- gl
n pec} n

(m—1)!
— (M —p)(p—1!

p-1¢1 — gyn-r P
P (1 =4) ,

seklinde yazilabilir. Bu toplam i¢in p — p + 1 doniisiimii uygulanirsa

16



n—-1

n
p (n—1)! ,Ppt1
;pn_m_ﬁf)ﬁ— pZ( (1 —Enir

n—1-p)lp! n
1= (-1
Tl = P
p=0
1c (-1
+ﬁz (1 = ot A=
p=0
1c (-1
1 n—1)! .
‘n;(n—l—p)!m—l)!fp“ "
1w 1
o> (1 )ea-gri
p=0

elde edilir. ik toplam i¢in p = p + 1 déniisiimii uygulanirsa

n n-2
£=1 (n—1)! p+171 _ £\n—2-p l
;;pn_l,p_l(f)n n;(n_z_p)!p!f (A= o

n-2
_m-1 m=2) . y2p L
n S([)Z;)(n—Z—p)!/o!é(1 $) +n

_ (77;1)5222)(77;2)6[)(1_5)17—2—;)_'_%

- 07"17& (3.2.6)

seklinde bulunur.

Es. 3.2.5 ve Es. 3.2.6 esitlikleri Es. 3.2.4 te yerine yazilirsa

n
n+1

—1)E+1l

-1
5y (e, §) = g wEm T s+n11u(1—5,n>[(’7 =

17



u(€,n) + —==ul@-¢&n)

2( +1)

_n-1 (-1 +1
=T 7§l + o ()] T

2(n+1)

[ur (M (1 = &) + uo(n)]

1
+—
2n+ 1)

_(m—1)§
o +1

[ (ME +ue(m] + [y (M@ = &) +ue(m)]

2(n+1)

[y (M +uo(m) + 1, (M (A = &) +uy(m)]

+ (Ruo(n) +u;(m))

1
m— [ (M@ =& +ue(m] + 2+ D

(2&n(2uo(m + 1. () — 4o ()¢ — 4uy, (ME + 3u;(n)

"2+ 1)
+4uy(n)} (3.2.7)

elde dilir.

iii) Es. 3.1.1 ile verilen S‘C,;W'loperatéﬁinde @(t) = e,(t) = t? almirsa basit

hesaplamalarla

erIIVI,l(eZ' 'S)

p+1
n+1

- (n+1)Z W(E M) Py-1p(E) + (L = EMPy-1,pr (E)] f t2dt

p=0
n+1
p+1

_(77+1)z u(f U)ﬂ?n 1p(€)+u(1_fn)ﬂgn 1,p— 1(5)] [77+1

p=0

18



n
= 1+ D ) [4EMPy1, () + 1 = EMPy-1p1()]

p=0

1(3p%2+3p+1)
X_
3 (m+1)3

(Bp?+3p+1)
3(n +1)?

n
= > M@ P15 + 1 = £y 11 @)

p=0
n

= 5 2P 1, @+ 1= £y (O]
p=0

2

n

o D E M1, + 10— M1 D]
p=0

n

1
+ W;[u(ﬁn)ﬁn—np(f) +u(l = & mpy-1,-1(5)]

n n
__n p:. p?
— ) Zopn_l,p(f)n—z b = £ ;ﬁn_l,p_l(f)n—z

n
n p
+(n+1)2u(5.n);ﬁn_1,p(€)ﬁ @ +1)211(1—5 n)an . l(g)

1 ! 1 7
+mu(f, ) ;ﬁn_l,p(f) + mu(l —&m) ;pn_m_l(g‘) (3.2.8)

seklinde bulunur.

zn:zvn 1p(5) Z(U— )59(1 £)n-1- p_
=0

19



=
|
=

— 2
I ra- el

m—1-p)'p!

0

1% 0 - 1! .

©
Il

elde edilir. Bu esitlik icin p — p + 1 donilisiimii uygulanirsa

n n-
p? 1 (n—1)! . L,
Zopn—l,p(f)n_z—_zpz: n—2— p)|p'.fp 1(1_5)77 2 Plp+1)

1 —1)!
=_zz W=D oo - gyr--vy

—2—p)!p!
1o (-1
+n_zz (1 = gt AT

=0

n-2
_1 ( — 1! p+1(1 — Fyn-2-p
nzg(n—Z—p)!(p—l)!E =9

~1 —2)1
o )Ez(n = p))!p!fp(l_f)"_z_p

bulunur. Ilk toplamda p — p + 1 déniisiimii uygulanirsa

2 1n —1)! _1q
Z;un POk _—ZZ - p))|p'5p+2(1_f)n_3_p+(77n2)f

_ =)@ -D&E+ -1
nZ

(3.2.9)

elde edilir. Ayrica

20



n
p? 1 n-
;ﬁn—lpﬂ(f)n—z_n—zZ(p )fp 1A =& rp?
= p=1
n* e (n - p)'(p D!

1% —1)!
zﬂ’n 1,0— 1(5) =—ZZ( (np_l))!p!fp(l_f)n_p_l(pz+2p+1)

1% n—l)!

e A
2% (-1
+n_2p=0 Gr—p=Dyipit AT
1< (-1
+n_2p=O CETER A
1 - 1!
I A VI VA
2 n—1)! 1
YLDt T e

elde edilir. Ilk iki toplam igin p — p + 1 ddniisiimii uygulanirsa

’ 2 1 - 1)!
D s ©G =5y - 1+ 1)
p=0 p

— (n—p—2)!p!
2 - 1! 1
77_
+— pPHL(L — EY1=P=2 4
n? p:O( 2)!p!st (1=45) n?

21



_1 (- 1! p+1 n-p-2
P —p-2) IR
1 (=1 200 — D& +1
n—1)! - n—
+— §P+1(1_E)77 p=2 4~~~ 7>
n* g (n—p—2)!lp! n?

n-2
1 (n—1! . Cpe
:n_ZZ(n p-Dip-Di YT

m=D5+2( -1 +1
+ 2

bulunur. Ik toplam igin p — p + 1 doniisiimii uygulanirsa

. )
p* 1 (n—1)! . N
;pn_l,p_1<f)n—2=—zz U

3)!p!

m-DE+2(-DE+1
+ 2

_ =)@ -DEFE+30-1DS+1
TIZ

(3.2.10)

elde edilir. Es. 3.2.2, Es. 3.2.5, Es. 3.2.6, Es. 3.2.9 ve Es. 3.2.10 ifadeleri, Es. 3.2.8 de

yerine yazilirsa

K" (o2 )

=% :1)2 1, )(17—2)(77—2;;*2“,7_1)(f
+(nfl)2u(1_€,n)(n—2)(n—1)5727;3(,7_1)E+1

G nos )€+(nf1)zu(1—é,n)(’7‘1n¢

22



1
+mu(f,n)+3( +1)2u( —&mn)
n* (n—=2)m—1E*+ (- 1)¢
( + 1)2 (111(77)5 + uo(n)) + 7
2 m—=2)m—DE+3(n—-DE+1

n
+ G+ D2 () = (& +1o()) 7

(n—1)¢

+ oy (1€ + ()

-1 1
s () = (D8 + g )

ST 1)2 (a2 & + o (M) + (u2G) =y, (DE + 15(p))

=3+ 12 CramE +ullln = 2@ = DEF+ 30 — DS +1]

+3[u (ME + ueMI(M — DE +uy(mE +uo(m) + 3[u () (1 — &) +u(n)]
X[M=2)+ =D& +3m—1E+ 1]+ 3[u (1 = &) +ue()]

X[=D&+1]+u(m(A =8 +ue(n)

=302 ¢ 2% (2ug () + wy () — 3&n(—4us () — 6ue(m) + Sus (M§

+610(1)E) — 18uy (1M)E + 12u;,(1)§? — 18u ()¢ + 12uy()E* + 7u, ()

+8u, ()} (3.2.11)

olur.

iv) Es. 3.1.1 ile verilen JC,I]W’loperatérﬁnde @(t) = e5(t) = t3 almirsa basit

hesaplamalarla

‘7(117\/1‘1(6& f)

23



p+1
n+1

= (n+1)z WE M) Py-1,p(E) + 1L = &My po1 (5] f Fdt

‘r]+1

n -
1 1\*
=(m+1 Z[u(f,n)p,,_l,p(é) +u(l—&n)py-1,-1)]= (i) _ (L

= 4|\n+1

n
= 1+ 1) ) [1E g1, + 11 = £y, O]

(n+ D*
p=0

n
=z[u(ff.n)gan_l,p(&)+u(1—g,n)pn_1‘p_1(f)]l p3 + 6p% +4p + l
=0

4(n+1)3

3

n
_ n’
= ;[u@,nm_l,,,@ = Empy-sp- Ol e

n® 3
4y + 10~ Emy 11O 5 s

+

NE

A
Il
=}

) [0 )21, @) + 1L = &) P01 por (5]

n(n+1)3

+

M= I

[ mpy-1,5() + 8 = Empy-1,p1 O] 37753 +1)3

0

©
Il

3 1 3 3

iU 3
__ LA S p
= @ ;pn_l,p<an3 o6 ;pn_l,p_l(f)ng

2 1 2 2

1[4p3 + 6p% + 4p + 1]

n
3n p 3n p?
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+( +1)3 u(s, W)Z#?n 1p($() (0 +1)3u( -4, U)Z#?n 1,p- 1(5)

1 1
4( + 1)311(6 U)Z%’n 1P(E) +4( + 1)3 11(1 S; U)Z#?n 1,p— 1(5;)

(3.2.12)
elde edilir.
n 03
Z;vn 1O =Z( Nera-orh
1\ (= 1)
:_32 —1- p)'p' T

n
1 (n — 1! 1
D e T i

olur. Bu toplamda p — p + 1 doniisiimii uygulanirsa

zn:#?n 1p(f)

(n—1! N o
Z(n 2 oyprt A=TEP + 1)

2 (n (nz_ p))|p!fp+1(1 — 2P (p2 + 2p + 1)

(n — D! +104 _ —2-p 2
Z(n p LA (U

25



+n£3p=o (77 Enz_—lp);! p! Ep+1(1 - {-’)W—Z—pp
1o (-1
+n—32 T—2=p)ipl Ep+1(1 _ E)n—Z—p
p:
1 (n— 1!
TP L —2-p) (-1 FrA=OT
2 % (n—1)!
+$p=1 —2—p)(p—D! EPFL(1 — &)N=27P ¢

(m—1)¢
n3

bulunur. Buradaki iki toplam i¢in de p — p + 1 doniisiimii uygulanirsa

Z#’n 1p(f)

- |
an@ D -G+ 1)

3 - p)'p'

2% (= D)l L, = DE
+n_3p20( T R S A
_in_z @ =D pragy _ pyn-a-

P -3- it AT

1< @-1)
+n_3p=0 —3-pipt GO
+2(n—1)(n—3252+(n—1)5
_ 1 S (n—D! 2 4
_n_3;(n—3—p)!(p—1)!5p (=om

N =DM —-2)¢*+2(n -1 —2)8%+ (1 —1)¢

7’]3
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bulunur. Burada ilk toplam i¢in p — p + 1 doniisiimii uygulanirsa

Eﬂ y (E) 1 n} @M=DV pes(q — gyn-a-v
n-1p - _
P 3p= (n—4-p)!p!

N =DM —2)*+2(n -1 —2)8*+m—1)¢
773

_-D®-2)(n-3)¢ < (n— 4!
n3 pzo(n—4—p)!p!

§P(1 =gyt

3(n— 1D —2)§% + (n — 1)¢
+ 3
n
=DM -2) =3¢ +3m— 1D —2)§* +(n—1)¢§
- =
(=D —-2)(n —3)§°
- -

3(n—1D(m—2)8*+ (1 —1)¢
+ 3

(3.2.13)

elde edilir. Ayrica

Z#?n 1,p— 1(5) :zn:<77— ) PrI1 =) p

p=1

S (-1 p?
= p-1(1 — &yn-p_
;(n—m!(p—n!f (="

olur. Bu toplamda p — p + 1 déniisiimii uygulanirsa

— 1!
ZJ% 1,p— 1(5) 2_2(71 G i),plfp(l—f)n_p_l(/)+1)3

27



n? ~ p—D!p!
1C (-1
:F; Gr—p=Dipt LT
3¢ (—1)!
+n_3p=0 Gr—p=Dipit AT
3¢ (-1
+n_3p=0 Gr—p—Dipt® 8T
1< @-1)
+n_3p=0 CETES AR
RN (n— D!
LoDt T
3w (n—1)!
YLD T
L3N -
n? £ m—p—D! (-1

elde edilir. Ilk ii¢ toplam igin p — p + 1 ddniisiimii uygulanirsa

— |
2% - 1(5) - Z C ("p_z)),p, EPFL(L — E)1P2(p + 1)2
3% (-1
> n- +1(1 _ £\n—-p-2
ENoer A= T (o )
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ZLZ(U W=Dl o1 gyrmei(pd + 307 + 30+ 1)

1
£ (1— 1Pt +



3
ts (n—1)!
S 0—p- s =g NS
n-2 n’
= 7%3 (n— 1!
p=0 m—p—2)p! Ep+1(1 - E)’l—p—zpz
n-2
+772_3 (n—1)!
p=0 (m—p—=2)!p! P =8P %p
n-2
+ni3 (n— D!
L1t =p-2)'p! §PHI(1L— 1P
3=
+n_32 (n— 1!
p=0 (m—p—2)!p! EPTI(1 = &)N—P2p
n—2
+ni3 (n—1)!
Li(n—p—2)!p! gPHI(1 — §)1P-2
n-2
+% (n—1)!
p=0 (T] —p— 2)!p! €p+1(1 - E)U—p—z + l
1 n-2 n’
p=1 n—p— 2)! (P — 1)! fp+1(1 _ f)ﬂ—p—z
2 n-2 ’
=m=p- 2D (p—1)! EPT1(1 — E)1P-2 4 (n — 1)¢é
3 n-2 UM
+n—32( (n— 1!
p=1 n—p-— 2)! (p—1)! €p+1(1 - E)U—p—z

3(n—1)
+ & +3(n—
r]3n 1)6 1
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olur. Her toplam i¢in p — p + 1 doniisiimii uygulanirsa

i — i (n _ 1)! p+2 _ a\yn—-p-3
;pn_l,p_1<f)n3—ngpzo(n_p_g)! e =T+ )
2 (- 1)
YL Gt AT
p=0
+in_3L1)!§p+2(1 —&nP3 4 T -DE+1
N> (n—p—=3)lp n’
15 (-1
n-nt . .
R 0(n—p—3)!p!5p &
p=
1< (-1
TR LG —np it Ao
p=0

L2 - D0 - 2)82+3(n—-DMm -2 +7(n—-1DE+1
n3

n-3

1 (n—1! . Cpe

ey AU
p=1

+(n - (1 — 2)¢? N 5n— 1D —2)2+7n—1)¢+1
n? n?

bulunur. ilk toplamda p — p + 1 déniisiimii uygulanirsa

1 3
E ﬂ9n—1,p—1(f)—3
— n
p=0

- - -EX" (-4

" - (U—p—4)!p!5p(1—§)n—p-4
p=0

30



— — 2 —_
+6(n 1)77(;1 2)¢ +7(n n13)f+1

_ =00 -0~ 3 +6(n—DM—2)*+7(n—-1Dé+1
n3

(3.2.14)

olur. Es. 3.2.2, Es. 3.2.5, Es. 3.2.6, Es. 3.2.9, Es. 3.2.10, Es. 3.2.13 ve Es. 3.2.14 ifadeleri
Es. 3.2.12 de yerine yazilirsa

%71]\4'1(6316)
7 % )(n - D -=2)0-3)+30n - 1D —2)8% + (n—1)¢§
BCE R n°
.,73
+ (77 + 1)3 11(1 r 5,77)
8 =-Dm-2)-3)+6(m—-1Dn—-2)+7n—1E+1
n3
3n? (n—2)—DE* + (n—1)¢
+2(T7 n 1)311(5,71) 7
3n? =2 —DE+3(n—-DE+1
APICES e 7
n (n—1)¢ n m—1DE+1
" (n+1)3 u(n) n * (n+1)3 ud=4m n
1
+4(17 n 1)3u(f,n) + o 1)311(1 —&n)

=i+ 1) {4[u; ME +uoMI( — D —2)(n —3)&3 +3(n — D(n — 2)é2

+( = DE+ 4uy (M (A = &) +ueI(n — D1 — 2)(n — 3)¢3
+5(0 — D —2)* +7(n — & + 1]
+6[1; (& + ueMI(n — D — 2)E* + 3(n — 1E + 1]

+6[u; (M (1 = &) + ueMI( — D — 2)§% + 3(n — DE] + 1]
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+4[u (M + ueMI( — DE] + 4wy (A = &) +uo(MI[(m — DE + 1]
+Huy (ME+ueM]+ [y = &) +u(M]}

T 4+ 1)3 {483 (2uo(m) + 1w, ()1

—2483(2uo(n) +uy (n))n* + 4483 (2u0(n) +u1 ()1 — 2483 (2uo () +wy (1))
+188%(2uy (1§ — 7wy (1) — Buo ()1 + 28 (3210 (m) + 25u, () )

—24u, (& — 361, (M)E? — 64, (1M)§ + 961,(1)E? — 641, (1) + 16u,(n)
+15u, ()} (3.2.15)

elde edilir.

V) Es. 3.1.1 ile verilen K%’loperatérﬁnde @(t) = ey (t) = t* alinirsa basit

hesaplamalarla

%117\4'1 (64, E)

p+1
n+1

n
= 1 D) Y WDy, 1= £y, )] [ e
p=0 p

n+1

n
= 1+ 1) )[4 MPy1,(O) + 1 = EMPy-1p1()]

[ - (%)

n
= 1+ 1) )[4 MPy-1,(O) + 1 = EMPy-11()]

p=0

5p* + 10p3 + 10p%2 + 5p + 1
5(n +1)°
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n
5p* + 10p3 + 10p% +5p + 1
= Z[u(frn)fn—l,p(f) +u(l - f:n)pn—l,p—l(f)] 5(n + 1)*

p=0

n

4 4
= Z[u(f,n)zon-l,p(s‘) +u(l- f»nkpn—xp—l(f)]%[ ! ]
p=0

(n+D*
n 773- 2p3 _
+ ;[u(anm_l,p@) +ul = £ Ol |G
n’[ 2p* ]
+ ) WG may-1,@) + 4 = Eme-1p O 5 |55 )

[4G6 g1(©) + 0L = Emg-1p 1 O] 2 ]

VR ARV

1
(4§, M 2y-1,,() + (L = &M py-1,0-1()] [W]

o
Il
=}

n n
B n4 p4 774- p4
- u(f' YI) mpzzopn—l,p(f) F + 11(1 - f' 77) (n + 1)4 pzzopn—l,p—l(f) F

+u(Em) (nzfiyim_l,p(f);’—z Ful - £ (n2+"31)4ip,,_1,p_1(5)§—2
2’ N p* RN p*
(M o ;pn_l,p@)n—z +ull—En) s Zop,,_l,p_l(f) =
) :
() s ;pn_l,p@)% +ull—En) s ;pn_l,p_l(e);—)

1 < 1 L
Fu(é,n) W;pn_m(a +ull=En) gy ;;o,,_l,p_lm (3.2.16)
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elde edilir. Ayrica

n ot
Pn-1,0()
;) n-1p 774
n
1 -1
:n_“Z(np )59(1_5)17-1_%4
p=0
n* £ - 1 =gl

n
1 (n—1! 4
P e e A S

\ Pt (- D)
D Prap@ig = ) e (= TP (p 4 17
p=0 p=0
1< (n— 1!
S : p+1 _ &a\n—-2-p A3
3¢ (1-1)
il n- pH1(1 — £YN=2-P 2
Jrn“p:O(W—Z—p)'p!f (=4 P
3 — (n—1)!
= p+l(1 — &Y1—2-p
1< (n— D!
+— EPHL(1 = &3P
nt g (n—2—ptp!
15 (n—1)!
— : p+1lr1 _ &\n—2-p 52
LGzt T
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-1

=

+i4 (n— 1!
=t m—2-plp- 1)!";p+1(1 —&)127Pp
n—-1
+i4 (n—1!
1 p=1(’7—2—m!(p—1);5"“<1—f)"-2—p+w
Ui

n
4 n-2
zpn—l,p(f)p—‘}=i4z (n—1)! -
p=0 n n =0 (7’] —3 - p)lplé (1 — f)n—3—p(p + 1)2
n-2
+i4 =D .,
n p=0(n—3—p)!p!f (1= &)173P(p +1)
n-2
A (n—1)!
n4p=0(n_3_P)!p!€p+2(1_f)’7_3_/0 +w
n-2
=l4 -0 .,
! P=0(n_3_p)’P!E (1="3P(p* +2p + 1)
n-2
+i4 (n— 1! .
1 P=0(n_3_P)!P!€p A= P(p+ 1)

+ 3(n—1)(n—2)&2+ (n —1)¢
n*

- 1!
_ 2 _ I fp+2(1 _ f)”‘3—pp2

p=0
n-2
L2 (- 1!
4 p+2 ol
n p=0(n_3_p)|p'€ (1—f)n3pp

35



i (- 1! p+2(1 — £Yn-3-p
+n4 _ (17—3—;))!9!'f (1-4)

p=0

3¢ (-1

= n= - p+2(1 _ FY1-3-p
T — (n—3—p)!p!€ (-9 P

p=0

3¢ (-1

= n= - p+2(1 _ FY1-3-p
+n4 _ (n—3—p)!p!€ (1=£)

p=0

3(n— 1D —2)*+ (n—1)¢

-rl4-

1 —1)!
= —42 @ — 3(n ) §PrEA =81 "Pp

= —-p)'(p— D!
2 ¢ (n - 1!
YRl AT
p=1

(77—1)(77—2)52 (n—1! . s
n* _Z(n 3 — p)lp!fp =43 Pp

3
N

3 (n—1)!
T3

n* L (n =3 —p)tp!

N 3= —2)*+ (1 —1)¢
774

§PF2 (1= g)13F

©
Il

olur. Ik iki toplamda p — p + 1 déniisiimii uygulanirsa

n ,04
§ Wn—l,p(f)_‘}
- n
p=0

n-3

1 (n— 1!

Z FPHEA-H P+
— (n—4—p)!p!
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n-3

2N g - gy

n*La(m—4—p)p!
p=0

-2
=1 —2& 3 (- 1)! ) .
+ + ) §012(1 - -3

n* —p)(p— D!

N 3n—1DMm—=2)8*+3(n—- DM —2)¢* + (n—1)¢
774-

olarak bulunur. Ugiincii toplamda p — p + 1 déniisiimii uygulanirsa

Zn:#’n 1p(f)

1T (-

Y (n—4-p)lp!

§H3 (1= y14p

n
1 (n— 1!
Y (n—4-p)lp!

g (1= g)14r

N 20— -2 -3+ (m— 1 —2)¢&2

TI4
n-3
3 -1 . neaep , 06— D —2)8 + (n — 1)¢
+n4pz=(;(n Toppt T n
1v (-
n =1 . i
AT e M S

N 6 —1DM—-2)(n—3)3+7(n— 1) —2)* 4+ (n — 1)¢
7/]4»

elde edilir. Ilk toplamda p — p + 1 déniisiimii uygulanirsa
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n ,04
g pn—l,p(f)j
- Ui
p=0

1< -0 6 =1 —2)(n - 3)¢?
2_4277 S pips AT n*

N 7 — 1D —2)8+ (m—1)¢

1’]4
=DM -2)—-3)( —H§*+60m— 1)1 —2)(n —3)§°
- -
— — 2 __
+7( — 1) ni)f +(n—1)¢§ (3.2.17)
bulunur. Ayrica
C Pt 1o m—1
ro_ = 179 _ —p 4
D o @ =3 ) () ) e -9
p=0 p=1
1% (n— 1!
:_42 (—p)(p— 1)!5[)_1(1 e
elde edilir. Bu toplam i¢in p — p + 1doniisiimii uygulanirsa
\ (n—1)!
[Zm L ® =—Z(n S = T o+ 1)

(n— 1! i
=_Z(n ot A=) 1p

X (p*+4p3 +6p*+4p+1)

1)!
= ——— (-
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+;;i4p=0 (1 5771__1;;! = iy
6 5 (n—1)! N
+n_4p=0 —1=pypls A8 1-p 52
4 (n—1)! B
+77_4p=0 T—1=pypro 278 1,
15 (n—1)! y
+"_4p=o(”—1—p)!p!f”(1—f)n 1-p
n-1
_ ni‘*pzl (- 1(i ;);12,!0 =T
AS (n—1)! Q
+Fp=1 TR I AL
2N (n—1)! N
+FP=1 T T I A S DA
AN (n—1! 1
+n_4p=1 =1l A"+

bulunur. Yukaridaki her toplam i¢in p — p + 1 doniisiimii uygulanirsa

2

Z (n—1)! EPFI(1 — E)1-27P(p + 1)3

n
p* 1
Z pn_l’p_l(f) T]_4' = n_4
p=0

p=0(n_2—p)!p!
471—2 ( 1)'
4 I |
+n4;(n_2_p)!p!5p 1= *P(p+1)
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6 (- 1! p+1(1 — £YN-2-p 1
+'74p=0(’7 = p),p,f (1-¢) (p+1)
4o m— ) 1
Lzt T

ln_z (n— !

- (1 - eyt

=
3¢ (77 - ! T

N e LG
3¢ (- D! P

AT e A
15 (- 1) L

+n_4p=0 G-z=pipt O
45 -1

+n_4p=0 -2~ p)'p'fpﬂ(l e
8 (1)

+n_4p=0 Gr—2—piptt O
40 (-1 _a-

+n_4p=O G—z=pips AT
6 (-1 _a-

+n_“p=0 G—2=pips AT
6« (n—1)! +1 —2-

+n_“p=0 G—z=pipt O



4 (n—1)! \ o
+n_49=0(n_2_P)!p!€p A= Pt
1 n-2 —_—
n—1)! . BN
:77_4 (U—Z—p)!(p_l)!fp (1 = &)n2-rp2
p=1
AN (n—1!
+77_4p=1 m—2-p)(p— 1)!‘5“1(1 —&N2=pp
3 n-2 (n—1! ) 2 o
+77_4 (r]—Z—p)!(p_l)!fw (1—gyr2p 4 1S
p=1
4 n-2 y £
+77_4 (YI—Z—p)!(p_1)!§p+1(1_€)n_2_pp
p=1
A (n—1! » sk
+T]_4 (U—Z—p)!(p_l)!fp (1_5)17 N n4
p=1
AN (n—1!
+77_4 (U—Z—p)!(p_1)!€p+1(1—§)n—2—p
p=1

N 6(7777—4 D¢ 40 _,714.)5 1

elde edilir. Her toplam i¢in p — p + 1 doniisiimii uygulanirsa

n y
Z Pn-1,0-1) =
= n

p=0

n-3
_1 (n—1)! I 2
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3
w

(n—1)!

3
*Li(m—3-p)p!

n

+

©
Il
o

d
w

(n— 1!

3
YLai(n—3-p)lp!

n

—+

Il
o

p

d
w

4
n*

(n—1)!
(n—3-p)p!

—+

Il
o

p

3
O.)

(n— 1!

L —3-p)p!

8
n*

©
1l
o

3
OJ

(n— 1!

L —3-p)p!

6
n*

©
1l
o

n-3

(n—1)!
+ (N =3 —p)lp!

1
-4

= P21
"l $P(
p_

3
w

(n—1!
n n—3-p)p!

2
T3

£P42(1 = g5

£ (L= )

£ (L= )15 4

—§y1sep?

£742(1 - §)13 0

=
1< (-1

+n_4p=0 Gr—3-piptt AT
AN L

+n_4p=0(n—3—p)!p!fp (=87
AN L

+n_4p=0(n—3—p)!p!fp (-
3¢ -0 4

+n_4p=0(n—3—p)!p!fp (1=

42

FRA-O" P+ 1)

FRA-HT P+ 1)

15(n —1é+1

774-



+%p=0 ( 5773—_13;! p! RS
40 (-1 N
+n_4p=0 G—3—pipt O
8¢ (- 1) N
+n_4p=0 G—3—pipt O
6w  (—1) 15— DE+1
+n_4p=0(n—3—p)!p!fp+2(1_€)n T n*
1 G- w
=n_4pz=1(n TS M
20C (-1 (=D - 2
D e Ty L A
30 (-1 300 - D@ - D&
+n_4;(n— e T A T
3-DM -2 4T (-1 .
BT YELas-pieont GO
LA - DG - 2)§2+8(n - D —2)§* +6( — D —2)§* +15(n — 1§ + 1

n4-

elde edilir. Her toplam i¢in p — p + 1 doniisiimii uygulanirsa

U 9t
E Wn—l,p—l(f)j
- n

p=0
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1 - 1)!
=S T s grte o+ 1)

n p=0(n—4—p)!p-
2% (-1)!
il : p+3(1 _ Fyn—4-p
+n4p=0(n—4—p)!p!f =9
3O (n—1)!
YRl et AT
p=0
AT (-1
YRl At AT
p=0

N 25(n — D —2)&* +15(n -1+ 1

n4—
1o (-1
n—1! . .l
SE LG plt AT
p=0
1< (-1
_ i +3 _ —4—
+n4;(n—4—p)!p!5p (1=
+2(n—1)(77—2)(77—3)53+3(n—1)(n—2)(n—3)€3
774
+4(n —Dm—-2)—3)+25(n - 1D —2)¢* +15(n — D&+ 1
7’]4
n—4
_1 (n — D! Ep+3(1_f),7_4_p+10(77—1)(77—2)(77—3)63

nt Lyt —4=p)(p— D) n*

N 25(n — D —2)E*+15(n—1)é+1
-'74

olur. Ilk toplam igin p — p + 1 doniisiimii uygulanirsa
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10(n — D —2)(n - 3)¢3
774-

1 (n— ! . s
Tz(n—S—p)!p!";p AT

N 25(n— D —2)8*+15(n - 1Dé+1

774-
_-D0O-2)@-3)n -4+ 100 - D0 - 2)(n - 3)8°
7’]4

N 25(n — D —2)¢* +15(n—1)é+1
n*

(3.2.18)

bulunur. Es. 3.2.2, Es. 3.2.5, Es. 3.2.6, Es. 3.2.9, Es. 3.2.10, Es. 3.2.13, Es.3.2.14,
Es. 3.2.17 ve Es. 3.2.18 ifadeleri Es. 3.2.16 da yerine yazilirsa
7(1;”'1(34: f)

n -0 -2)0 -3 —-Hé*+6m—-1D0—2)([n—3)¢&3
(n+ 1)* n*

=u(¢,n)

-1 4 - D —-2)(n-3)(1n — &
+(n4)€+u(1_5”7)(n11)4 (-1 ),(72 ) —4)¢§

N 1000 — D —2)(n —3)¢> +25(n —D(n —2)¢* +15(n — D&+ 1
774

2 (- -2)—-3)+30n— D —2)&* + (n—1)¢
(n+ D* n3

+u(é,n)

m—Dm—2)n—-3)3+60n—1)(n—2)¢
( +1)4 n’

+u(1-¢,n)

22 (m=2)(n—1E* + (m—1)¢

7Tn—1E&+1
" (n+ 1)* n?

e l +u(,n)
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22 (m—-2) -1 +3(n-1Dé+1
(n+ 1)* n?

(m—1)¢
( + 1)*

+11(1 - E; 7’)

n Mm-D&+1
(n+ 1)* n

+u(é,n) +u(l-¢,m)

+ul,n) ——+tul-¢&n)

1
5(n + 1)4 5(n + 1)*

1
- m{ul(mn‘*f‘L — 100935 + 5250285 — 75005 + 360&° + 75n3&*

—400728* + 3257* — 5106* — 285128 + 77n€3 + 13063 — 66312

+56582 + 5pt&* + 11093E3 + 3200282 + 1800 — 90 + 701 — 29)
+11y(108*n* — 100n3&* + 350n28* — 500n&* + 240&* + 751383 — 450n2¢3
+82573 — 45083 + 2709282 — 81072 + 54082 + 160n¢ — 1608 + 70
+825n83 — 45083 + 270n2E2 — 810n&2 + 54082 + 160n¢ — 160& + 707
—38)} (3.2.19)

bulunur ve boylece ispat tamamlanir.

3.3. Operatoriin Merkezi Momentleri

3.3.1. Lemma

Es 3.1.1 ile verilen K,;VI 1 operatoriiniin merkezi momentleri

DKt —E,8) = (3u1(n) + 4uo()

2( +1)

i) I (6 — 628 = ———= {38 — D(2ue(m) +1.(M)n

3(n + 1)2

—8uo (1) — 7u; () + 27u, ()¢ — 27u, (n)&>
+30u, ()& — 30u, (7)€%}
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1
i) (6 = ©)",8) = 5rmgyy (1582(1 = % (2uo() + i ()n”

+56(1 = (1 = 28)* (21w, () + 26u0(m)11
—285u; (7)€ + 32u(n)+31u,(n) + 930u, (n)&?
—290u,(1)§ — 1290u; (1)§° + 645u, (n)§*
—1300u,(1n)€3 + 650uy(n)E* + 940uy(n)E?}

olur (Gupta vd., 2019).

Ispat

i) Es.3.1.1 ile verilen JC,IIVI o operatoriiniin lineerligi kullanilarak
Kyt =&, = K" (£,8) — §3, " (1,€)

yazilabilir.

Es. 3.2.7 ve Es. 3.2.3 ifadeleri yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

Kyt =§,6) = 20 1) (200 + () — o) — 4y (8 + 33 (1)
+4u, (1)} — E(2uo () +1:(n))
sy (B0 + o) (33.1)
bulunur.

ii) Es.3.1.1 ile verilen JC,;W 1 operatériiniin lineerligi kullanilarak

36y (£ = )28 = Ky (¢2,§) = 28K, (6,9) + £2K7 " (1)
seklinde yazilabilir.

Es.3.2.11, Es. 3.2.7 ve Es. 3.2.3 ifadeleri yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa
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Ky (6= )% 8) =

1
3197 367 (ol + w (m)? — 3¢5, ()¢

+6&uy (1) —6110(1) — 4u ()N + 12u; ()&% — 188u,(n)

—18u; (M€ + Bug(n) + 7u; (1) + 1282, ()}

2 ¢(2 4 4
_m{ E(2uo(m) +u ()N — 4u (ME + 411, (n)

—4&uo(m) + 3u; (MY + E22ue(m) + 1, (1))
1
BEECEL {3¢(& — D)(2uo(m) + u1(m))n — Buo(n)

—7u,(n) + 271, ()€ — 27u, (n)é>

+30u, ()¢ —30u,(M)E?} (3.3.2)

elde edilir.

iii) Es.3.1.1 ile verilen JC,;V’ 1 operatériiniin lineerligi kullanilarak

Ky (=% E)

=36, (t4,§) — 48" (83, §) + 682K (12, §) — 4833, (1, §)
+19"(1,6)

seklinde yazilabilir. Es. 3.2.19, Es. 3.2.15, Es. 3.2.11, Es. 3.2.7 ve Es. 3.2.3 ifadeleri
yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

Ky ((t = %)
1
BICEE {10u; (Mn*ES — 100w, (Mn3E° + 5251, ()n?€° — 750u, (n)néS

+360u, (11> + 75u; (Mn3E* — 400u, (n?&* + 325u, (nné*

—510u; (n)&* — 285u; (MnN?&3 + 77u, (Mné> + 13083 — 663u, (Nné?
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+565u; (E? + Suy (Mn*E* + 1101, (Mn®§° + 320u, (n)n?&?

+180u; (Mng — 90uy () — 30u, () + 70uy () + 10u,()n*s*
—100uo(Mn°§* + 35010 (MnN*E* — 500u,(MNE* + 24010 (1)¢*
+75u0(MN3§* — 450u,(MN*E° + 82510 (MNE> — 450u,()§°
+270u,(m)nE? — 8101, (NN + 54010(1)E2 + 160u, ()N — 1601y ()&

+70u0(17) — 40uo(n) + 2u0(m) + u.(m)

+

1
T 7 T Qo () + 1, 0) = 2480 Qg () + 1,01)

+448°7(2ue () +uy (1) — 2483 2uo () + 1. (1))
+18&%n(2u (ME — 7Tuy () — 8ue (1)) + 2En(32u,(n) + 25u, (1))
_24111(77)53 - 36111(77)52 — 64u;(n)¢ + 96110(77)52 — 64u,(n)¢ + 16u4(n)

62
3(n + 1)2

+15u;,(n)} + {362 (2uo(n) + uy (M )n?

—3x[5u; ()¢ + 68u, (1) —6uy(n) — 4u; (M]n + 12u,(17)E* — 188u,(n)

483
2(n+1)

—18uy (1M)¢ + 8ug (M) +7u, () + 128%u,(n)} — {28 ue(m)

+uy, ()N — 4uy (ME + 4o () — 48uo(n) + 3u, (M)} + 4 (210 (M) +1,(n))

1
=S D 1582(1 — £)2&*(2uo () + ay (M) )n?

+58(1 = &)(1 = 28)*(21u, () + 26u,())n
—285u, (1N)¢ + 32u0(n) + 311, (1) + 930w, (n)&?
—290u4 ()¢ — 1290u, (1)€> + 645u, (n)¢*

—13001, ()3 + 6501y (17)E* + 9401y (n)E2} (3.3.3)

bulunur.
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3.4. Diizgiin Yaklasim
Diizgiin yakinsakligi ¢alismak i¢in u;(n),i = 0,1, dizilerinin
2up(n) +uy () =1 (34.1)
kosulunu sagladigini dikkate alacagiz.
Bilinmeyen u,(n) ve u,(n) dizileri i¢in asagidaki iki durumu inceleyecegiz.
Durum 1.

uy(m) = 0,uy(n) +u;(n) = 0. (3.4.2)

Es. 3.4.1 kosulunu kullanirsak 0< u1y(n) < 1 ve -1< u;(n) < 1 elde edilir. Yani uy(n)

ve u, (n) dizileri sinirlidir. Bu durumda Es. 3.1.1 ile verilen JC,IIW 1 operatérii pozitiftir.
Durum 2.
uy () < 0veyauy(n) +u;(n) <O0. (3.4.3)

ug(mn) < 0iseuy(n) +u;(n) >1veuy(n) +u,(n) <0iseuy(n) > 1 olur. Bu

durumda Es. 3.1.1 ile verilen 7(,1)\4’1 operatori pozitif degildir.

3.4.1. Teorem

uy(n) ve uy(n), Es. 3.4.1 ve Es. 3.4.2 kosullarini saglayan iki dizi olsun. ¢ € C[0,1] ise
lim 36" (9,6) = 0 (§)

yakinsamasi [0,1] araliginda diizgiin olarak gergeklenir (Gupta vd., 2019).

fspat

7(,;" ’1(el-, £),i = 0,1,2, igin iyi bilinen Korovkin Teoreminin kosullarinin saglandigini

gostermeliyiz.

Lemma 3.2.1. (i) den ;" (eo, §)=1 olup
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lim 176, (e0, € = €0 ()l ., =

elde edilir.

Lemma 3.2.1. (ii) den

%711\/1,1(61’{)

1
=2 3 1) 20+ DE =28 — 4y (& + Ao (n) — 45uo(n) + 3u, ()}
=$+ 2+ 1) {=2§ +u, (M (=4S + 3) + 4u (M (A - §)}

seklinde yazilabilir. Buradan

176" (e, ) = sl ,

=max |5, (e;, &) — e1(8)|

0=é<1

= max [¢ + 2(n+1){ 26 + 1, (D3 = 4) + dug (N (1~ )} — ¢|
= max 2(n+ 5 (726 + w3~ 40) + 4uo () (1~ )

< max 2(,7 1) 21&] + lu (M| (4E + 3) + 4lue(M (1 — &)}

< 201 D) {2+ 7w (] + 4lue(m}

elde edilir.
Es. 3.4.1 ve Es. 3.4.2 kosullarini saglayan u;(n),i = 0,1, dizileri sinirl1 yani

lu;(n)|] < N,N > 0, oldugundan

lim |76 en, ) — e =0

clo,1]

bulunur.
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Lemma 3.2.1. (iii) den

7(117\4'1(92' $)

1
= 3Dz 367" — 36 (5w (M8 + 68uo ) — uo(n) — 4wy ()1

+12u1(77)52 — 18&uy(m) — 18u; ()¢ — 18u; ()¢ + Bu(n) + 7uy ()

+128%u0(m)}

=EZ+

3(n + 1)2 {_67752 — 3% - 3‘5(5111(77)8z + 6&uy(n) — 6uy(n) — 4“1(’]))77

+12u; (7)€% — 18uy ()€ — 18uy ()& + Bug(n) + 7u; () + 128%u,(n)}

seklinde yazilabilir. Buradan

176" (e2,8) — e, ()|

clo,1]

= max |JC,;V”1(62,5) - ez(f)l

0<és<1

= gggm{—@fz — 382 = 38(5u; (M€ + 6&u,(n) — 6ue(n) — 41, ()7

+12uy (M)&? = 18u,()¢ — 18uy ()¢ + 8uy(n) + 7uy () + 128%u,(n)}

{6n&2 +3&% + 15182 |uy (M) + 18n&2ug(m)| + 18n& [up ()]

+12nélu ()| + 1282 |uy ()| + 188 ue ()| + 18&|uy ()| + 8lu ()]

+7luy (41282 |uo ()1}

1
< m{&l + 3 +15n|u ()| + 18n|ue(m)| + 18n|us(m)| + 12n]u; ()|

+12|u, ()| + 18Jug ()| + 18|uy ()| + 8lug ()| + 7wy ()| + 12[u (1) [}

= 3m+ 12 {nl6 + 27w ()| + 36[ug(M|] + 37w ()| + 38us (M)}

Es. 3.4.1 ve Es. 3.4.2 kosullarin1 saglayan u;(n),i = 0,1, dizileri sinirli yani
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lu;(n)] < N,N > 0, oldugundan

lim ”7(117\/1’1(32;5) - ez(s;)” =0
n—-o clo

1]

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Yukaridaki sonu¢ Durum 2 igin genisletilebilir. Bu sonucu ispatlamak i¢in Korovkin

Teoreminin genisletilmis formu olan Teorem 2.1.3 i kullanacagiz.

3.4.2. Teorem

¢ € C[0,1] olsun. Es. 3.4.1 ve Es. 3.4.3 kosullarin1 saglayan u, (1) ve uy(n) smirh

dizileri i¢in
lim )" (9,8 = p(é)

yakinsamasi [0,1] araliginda diizgiin olarak gergeklenir (Gupta vd., 2019).

fspat

Ky (9, )
" o

= 1+ DY [Py, 1Py @) | o0 e
p=0 _P_

ve

n
K3 (,8) = 01+ D) ) [0 P15 () + (~11 DE + 146D Py-1,p-1(5)]
p=0
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p+1
n+1

X J. e(t)dt

P
n+1

ile gosterelim.

Es. 3.1.1 ile tanimlanan JC,;W 1 operatorleri

Ky (9, &) = K5 (9, 8) — K (9, 6) (3.4.4)
seklinde yazilabilir.

Simdi ?C,Ix ve JC,I]\:’ "1 operatorlerinin ilk {ic momentini hesaplayalim.

‘.K‘?I]\ﬁl (60, f)

=(m+1 z[_%(n)fﬂ’n—l.p(f) - ul(n)pn—lﬁ—l(é)] J dt
p=0 £
n
= Z[—ul(n)fgﬂn_l,p(f) - u1(n)27n—1,p—1(§)]
p=0
n n
= —u,(n)é Z Pn-1,(§) —u1 () z #n-1p-1(&)
p=0 p=1
= —u (M¢—u ()
=~ (E +1) (34:5)

elde edilir.

“K‘;/\ﬁl (91; f)
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p+1
n+1

—(n+1)Z 0 (DEPy-1(E) = 11 (P11 D) f tdt

n

1
- 2(n + 1) ;[—M(U)s‘zﬂn_l,p ) - 111(77)#777—1,p_1(f)](2p +1)

p=1

1
rnie An)szon 1 = 2u1(n)2pn - 1(5)/0]

1 M,1
+ 2(17 + 1) Kn,l (80, E)

elde edilir. Es. 3.2.5, Es. 3.2.6, Es. 3.4.5 ve Lemma 3.2.1. (i) den

Koy (e, )

= m{—Zul(n)f[(n — DS = 2u; (I — DE+ 1] —uy (€ + 1)}

=5 (n1+ ) {=2u, (& + 2u;(ME* — 2u; M + 21, (ME — 2u; (ME — 1y ()}
L[, 0-005 as

bulunur.

jcrll\flil (821 5)

p+1
n+1

—(n+1)2 A (NEP1,5E) ~ 1) py-1,-1(D)] f t2de

T]+1
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n
1
= 3G+ ™ Z[fﬂ’n—l,p(f) + Py-1p-1)](Bp* +3p + 1)
p=0

1
BRECES 1(77){35239" 10(&) p? +3Zzpn 1,0-1(8) p*

n n U U
+3S( Z ﬂ—”n—l,p({) p +3 Z Wn—l,p—l(f) p + f Z Wn—l,p(f) + Z Wn—l,p—l(f)}
p=0 p=0 p=0 p=0

elde edilir. Bu esitlik i¢in Es. 3.2.2, Es. 3.2.5, Es. 3.2.6, Es. 3.2.9 ve Es. 3.2.10

kullanilirsa

jc}é\flil (ez, E)

1
= 3 EEL ~ 20~ DE + (1 = DE+3[0 ~ D n = D

3 —DE+1]+3E(m—DE+3[(n—DE+ 1] +E+ 1}

= _Tj-l)zul(n){3§3 2983 + 683 +3né? — 382 + 38%n% — 9né? + 6¢&2

+9né — 9& +3+38%n — 382 +3nE —3E+3+ &+ 1}

n? 683 — 116 + 7
o+ 1)2+3€(3€+4)(1—€)(+1)2+ CEEE

= ——111(77) 382§+ 1)

(3.4.7)

bulunur. Diger taraftan

g(‘]?tlzjl (eOJ E)
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p+1
n+1

n
=(n+1) Z[uo(ﬂ)%’n—l,p &)+ (—u (M + uo(ﬂ))#?n—1,p—1(f)] f dt
p=0 P

n+1

n n
=u,(1n) Z Pn-1,p(E) + (—u (ME + uo(n)) Z Pn-1,p-1()

p=0 p=1
=uo(M—u (ME +ue(n)

= 2uo(n)—u (¢ (3.4.8)

elde edilir.

%717\?2,1 (elr f)

p+1
n+1

n
= 1+ D Y 100021, () + (@ + oty 1pa ] [ e

p=0 _P_
n+1

n
1
T2m+ D) ; [0 Py-1,,(E) + (-1 ME + oM Py-1,o-1(D](2p + 1)

1 1
1
= 201+ 1) {2110(77) pz:(;ipn—Lp ($)p + 2 (—u (M) +ue(n)) ;%’n—l,p—l(f)P

n 1
+1,(n) Z Pn-1,p(&) + (—u (ME +u(m)) Z #’n—1,p—1(f)}
p=0 p=1

1
= 37D 2ol = DET + 2(=uNE +uoGIGr = DE +1]

+2uo(m)—u ()&}
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2111(77)52 — 4uo(m¢ — 3uy (M¢E + 4u,(n)
n+1

U
= {m 28(—u; ()€ + 2uo(n)) +
(3.4.9)
elde edilir. Diger yandan

7(117\?2'1(92»5)

p+1
n+1

—(n+1)z 4o (D) -1,5(©) + (—s ODE + 160151 (6] j 2t

n+1

3(,7“)22[ oD P-1p() + (—us(NE + 1 (DPy1,p-1()]

X (3p%+3p+1)

n U]
1
= 3(n + 1)2 {3110(77) ;pn—l.p(f).ﬁz + 3(—u (ME +ue(m) ;)ﬂ?n—1,p_1(f)p2

n n
+3u0(1) )" 2ya,p (O +3(-1 (N + o) D py1p1(Ep

p=0 p=0

n U]
+1,(n) Z Pn-1p(&) + (—u (mME +uo(1)) Z ﬂ9n—1,p—1(f)}
p=0 p=0

olur. Es. 3.2.9, Es. 3.2.10, Es. 3.2.5, Es. 3.2.6 ve Es. 3.2.2 den

:K‘;XIZJI (82, 'S)

= 37 BHonllr = 2)(1 = DE + (7 = DET + 3008 + 4o (1)

X [(m—2)m— 1)+ 3 — DE + 1]+ 3ug(m( — DE + 3(—u; ()¢

FuoM)I(M — D& + 1] + 2u,(m)—u, ()€}
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1 2
= 3 {352(_%(77)5 + 2uy(n)) 07:]_—1)2 - 35(—3u1(n)€2 + 6uy(M)E& + 4, ()¢

—6110(77))(77_:’—1)2

n _6111(77)53 + 12“0(77)52 + 12111(77)52 — 18uy(m)¢ — 7u (m)E + 8uy(n)

CERL } (3.4.10)

bulunur.

Durum 2 den (uq(n) < 0, u;(n) > 0) veya (uy(n) > 0, u;(n) < 0) yazilabilir.

Dolayistyla Teorem 2.1.3 ile verilen Korovkin Teoreminin genisletilmis formu 7(,;\7 il ve

7(,;‘72'1 operatdrlerine uygulanabilir.

Yukaridaki bagintilar ve Teorem 2.1.3 kullanilirsa [; = 7%1_{{)10 u,; (n) olmak tizere
lim 36,419, ) = ~L 1+ H(D),
lim Koz (9,8) = (1 =LA+ )@,
olur. Buradan
lim 36" () = 9 (§)

elde edilir.

3.5. Voronovskaja Tipli Teorem

3.5.1. Teorem

u;(m),i =0,1, Es.3.4.1,Es.3.42ve [; = lim u;(n),i = 0,1, kosullarin1 saglayan
1]—)00

yakinsak bir dizi olsun. Eger ¢"' € €[0,1] ise, bu durumda
lim 7 (%, (9,6) ~ 9 (©))
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1 1
= E(l =283l +4lp)e'(O) + 55(1 =82l + )" (),

yakinsamasi [0,1] araliginda diizgiindiir (Gupta vd., 2019).

Ispat

¢"' (¢) mevcut oldugundan sabit & € [0,1] noktasindaki

90 = () + (t— D' ® + (t - H* B 4 00, &)t - §)*
Taylor formiiliine Es. 3.1.1 ile verilen 7(,;" 1 operatérii uygulanirsa
1
Ky (9,8) — (&) = 3" (t = £, )" () + E?Cé"‘l((t - 499" (©)
+~7C117VI’1 (Q(t, f)(t - 5)21 f)
elde edilir. Burada 6 € C[0,1] ve ltl_r)rg 0(t,&¢) = 0’dir. Dolayisiyla

1
(36" (0,8 — (D] = @' (OIG" (¢ = £,8) + 50" I (£ = 2,6

+n36)" (0L, §) (¢t = )%,§)

olup
lim n[%;"(9,8) = ()]
1
= ¢'() lim 03" (¢ = £,8) + 59" (@) lim 3" (£ = $)2,6)
+ lim 736" (06 (6 = %,9)
bulunur. Es.3.3.2 ve Es.3.3.1 den
: M,1 1
lim 3G, (6 —&,8) =5 (1 —28)(3l; + 4lp)
7]—)00 2
ve
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lim 736" (¢ = %8 = E(1 = 2o + 1)
olur. Boylece

lim n[%;"(9,) = ()]

= 2 (1= 20l + 410’ (©) + 5 £(1 - D2 + 1)g" (@)
+ lim 736" (06 (6 = 9%9)
bulunur. Bu durumda
lim 03" (66, (€ = )% ) = 0
oldugunu gostermek yeterlidir.

7(,17" 1 pozitif operatérleri icin Teorem 2.1.4 ile verilen Cauchy-Schwarz esitsizligi

uygulanirsa,

|26, (0, ) (t — O )| < n3)" (166, ) (t — §)?],8)

< K00 (12960 (- 9%9)

sonucuna ulasilir. 82(&,&) = 0 ve 2(+, &) € €[0,1] oldugundan, Teorem 3.4.1
yardimiyla & € [0,1] i¢in

lim 36" (62(£,8),6) = 0
yakinsamasi diizgiindiir. Diger taraftan Lemma 3.3.1. (iii) den
lim 7?30, ((¢ = )%, §) = 3621 = )2l + 1)
olur. Boylece
lim 03" (66, (€ = )% ) = 0

elde edilir ve ispat tamamlanr.
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Simdi Es. 3.1.1 ile tanimladigimiz 7(‘,17” 1 operatérii pozitif olmadiginda, yani

uy(n) ve u,(n) dizileri Es. 3.4.1 ve Es. 3.4.3 kosullarini sagladiginda, Teorem 3.5.1 deki

sonuglar1 asagidaki sekilde genisletebiliriz.

3.5.2. Teorem

u;(n),i = 0,1, dizileri Es. 3.4.1, Es. 3.4.3 ve [; = lim u;(n),i = 0,1, kosullarin
T’—)(x)

saglayan smirh yakinsak diziler olsun. Eger ¢ € C[0,1] ve ¢"’ belirli bir & € [0,1]

noktasinda mevcut ise,

1
lim n[2,"(9,8) = 9(§)] =5 (1 = 2) (3L + 41)e' ()

1
F55A-DCL+ W' (351

gerceklenir. Ayrica, ¢ € C[0,1] ise Es. 3.5.1 ifadesi [0,1] araliginda diizgiin olarak
saglanir (Gupta vd., 2019).

fspat

Teorem 3.5.1’in ispatinda oldugu gibi Taylor formiiliine Es. 3.1.1 ile tanimlanan ?C,;” A

operatoriinii uygulamak
lim 7K, (0(t, &) (t — £)%,6) =0 (3.5.2)
n—o0

oldugunu gostermek icin yeterlidir.

Es. 3.4.1 ve Es. 3.4.3 kosullar1 altinda JC,;W 4 pozitif lineer operatdr olmadigindan burada

Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanamayiz.

€ > 0 verilsin. [t — &| < & ise bu durumda |8(t,¢)| < € olacak sekilde bir § > 0 sayisi

mevcuttur.
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A= {p:|§—f| <6,p= 0,1,2,...,77}

ve

B = {p: |':7—)—§| =>6,p= 0,1,2,...,77}

ile gosterelim.

u;(n), i = 0,1, dizileri sinirlt oldugundan |u(&,n)| < N seklinde bir N > 0 sabiti vardur.
Es. 3.1.4 ten

p+1

-1 n+1
|76, (08, 6) (¢ — ©)%,9)| = (n+1)zgv,,_1,p (E)!Iu(f n) ] 0 (t,§)(t —$§)dt
p=0

R =
o1z \
- | B(t,f)(t—f)zdt}
aE J
<(n+1)zpn 1p<e>{|u<e ml f 106 E)I(E— )2 de
|
+Hat =&l | I9(t,€)l(t—€)2dt¥
0z J
(, T
SN(U+1)JZﬁn_Lp($) [ e onc- o2
p=0 b
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pt2
n+1

+Z;vn W © [ 1ol 2 ar (353)
o )
elde edilir.

p € Aolsun. Budurumda |8(t, §)| < € olur. Dolayisiyla

p+1
n+1

76" 68, - )2, f)|<N<n+1)Z;pn 1o © f 10 §)I(£— )2 d

pt2
n+1

+N(n+1)2;19n W ® [ 10@OIE- o2

pH+1
n+1

n
<eNGI+ D) ) 291 (©)

p=0
p+1 p+2 \
n+1 n+1
k] (t—&)>2dt + J (t—f)zdt)
p+1
n+1 n+1
bulunur.
p+1
n n+1
Z Pn-1,p (&) ] (t—¢&)%dt
p=0 b
n+1
pt1 pt+1 p+1

n+1 n+1 n+1

Zavn o () f tZdt—Zfzpn o (©) f tdt+€2249n NG f dt
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p+1 3

Zﬁn 1p(€) ln+1 l
p+1 2
_Zfzpn 1p(E) [n+1 l

R CU AR

3p2+3p+1 2p +1
Z#’n 10 @50 T —Ezzpn WO

n
1
+&2 pZ(:) Pn-1, (&) m——]

n n
1 1 1
= (77 + 1)3 pzzopn—l,p (S()PZ + (77 T 1)3 pzzopn—l,p (E)P +—3(77 i 1)3

62

(T]‘I‘l)zzﬁn 1p(€)p ( +1)22pn 1p(€)+ +1
_0 =@ -DE+@-DE 0-DE 1 280 - 1)
- (n+1)3 m+13 3(n+13  (+1)?

¢ &2
TmAD? Tn41

3 =2 - +6(-DE+1-62(n—-1D+1) -38(n+1)
- 3(n+ 1)3

&2+ 1)°
n+1)3

(3.5.4)

elde edilir. Ayrica
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p+2

n+1

n
Z Pn-1,0 ) f (t—&)2adt
p=0

p+1
n+1

p+2 pt2 pt2
n+1 n+1 n+1

Zga,, w® | tzdt—Zs‘szn W ® | tdt+ézzm W ® |
p¥1 p¥1 p¥1
n+1 n+1 n+1

,7
=S 03 - ()]

p+2 p+1
—zszgon WGE ln+1 2 g ]

n
42 prap ® [(%) - (%)]
p=0

3p“+9p +7 2p+3
23777 1p(§) 103( +p1)3 _Ez nlp(f)(p_l_l)z

n
1
+&2 pZ(:) Pn-1,p (&) m——l

n 1 1
1 3 7
BCEENE ;ﬂﬂn—m (&)p* + CEE ;#’nﬂ,p (&p + m;#’n—lp )

62
(n_l_l)zZ#?n 1p(€)p ( +1)ZZ#977 1p(€)+ +1
_ =@ -DE+ 0 - DS 30 —1)¢ 7 28m-1)
B (n+1)3 m+1)3 3m+1D3  (+1)?

3¢ £
OIS
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3 -2)( -1+ 12(n - 1DE+7 - 62— D+ 1) —9¢(n + 1)
B 3(n +1)3

3¢%(n + 1)?

CFIE (3.5.5)

bulunur. Es. 3.5.4 ve Es. 3.5.5 den

|76, (6, )t = 2,9

6(n—2)(n— D& +18(n—1DE+8-128%(M* —1) —128(n + 1)

<eN(n+1) 3+ 1)°

X 6§%(n +1)?

< [3¢n(1 — &) + 1582 — 15¢ + 4] (3.5.6)

€
3(n+1)
esitsizligi elde edilir.

p € Bolsun. M = sup |0(¢,&)| (t — &)? ile gosterelim. O halde
0=<t<1

001 - 0 < 55 (2-¢)

olur. Es. 3.5.3 den

|71 (08, ) (- 6)2,8)|

-1
ZMIV"7 p 4
- 64 Zﬁr[—lp(f)<__f)
p=0 1
21\41\/17_1 4 3 2
= 54 pzzopn—l,p (E){T]_4_4$E+6n_2€2 _4563 +E4}
2MN

11 4 3 2
p p p
= 54{ pn_l,p<E>F—4f;m_1,p(f>n—3+652;pn_1,p(f>n—2
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n-1 n—-1

_48(3 Z ﬂ—”n—l,p ({) ':7_) + E4 z Wn—l,p (E)
p=0 p=0

_ 2MN {(n — DO -2 =3 -D§*+6( - DO —-2)(n—3)§>+ (n — 1§
Y 774

48[ -1 =20 —3)&3 + 3 — (1 — 2)§* + (n — 1)é]

773
2 _ _ 2 _ 3 -
L 68 = DG f)f +(-1DE 48°(( 1)E]+54}
1 1
2MN - ,
= Sas (3871 =07 + 601 = (2667 — 16¢ + Dy
+(2& — 1)(1282 — 12¢ + 1)¢} (3.5.7)

ust sinir1 elde edilir.

Es. 3.5.6 ve Es. 3.5.7 yardimiyla, Es. 3.5.2 gosterilmis olur. Bu da Teorem 3.5.2’nin

ispatini tamamlar.

3.6. Yaklasim Oram
3.6.1. Teorem

Eger (&) fonksiyonu ¢ € [0,1] igin sinirl, uq(n), uy,(n) dizileri Es. 3.4.1 kosulunu

saglar ve u; (n) sinirh bir dizi ise bu durumda n > 5 i¢in

3 1
176" () = @l oy < 5 Bl (DI + 1w <¢,_),

N

clo,1

esitsizligi gergeklenir (Gupta vd., 2019).

fspat

Lemma 3.2.1. (i), Es. 3.4.1 kosulu ve Es. 3.1.4 gosteriminden
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Ky (9.8) — (&)

p+1 p+2

n-1 n+1 n+1 |

(
|
=<n+1>zpn_1,p(e>iu<f » f o@©de+u - | w(t)dtJ$
p=0 pH1

{ p+1
|

n+1

+
+

—<p(€)(n+1)2ﬁn (O {u n)fdt+u<1 en) [ ae

17+1

)
N

=
[

o
+
=

\__\,___/

=
e
N

seklinde yazilabilir. Basit hesaplamalarla

|76, (0, &) — p(&)]

p+1

n—-1 n+1

(
|
=@+ DY pysn® {Lu(f,wn [ b -o@na
p=0 _p_

p+2 \
n+1

+u(1-§,n) J [co(t)—co(f)]dtL

p+1
n+1

{ pt1l
n+1

<(n+1)z,19n 1p(€)!Iu1(n)f+uo(n)|J [p(t) — p(&)]dt

7]+1

+u (M)A = &) +ue(m)| f [p(t) — ()] dtl
™ J

p+1
n+1

—<n+1>|u1<n>f+uo<n)|zga,, 1o (©) j [0(®) — ()] dt

77+1
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p+2
n+1

+(n+1)|u1(n)(1—€)+uo(n)Iszn @ [ 1o - @)t

p+1
n+1

p+1
n+1

<(n+1)|u1(n)s‘+uo(n)le 1o f w (g, It — €Dt

7’]+1

p+2
n+1

+(77+1)|u1(77)(1—€)+uo(77)|z;vn @ [ o Gle-¢hae

pH1
n+1

elde edilir. Siireklilik modiiliiniin iyi bilinen

1
w(p, 1t =& < (1+/nlt - fl)w(fﬂ;ﬁ)

ozelligi kullanilirsa

|~7<:1£,w'1((»0' g) - (P(€)|

p+1
n+1

<(n+1>|u1(n)f+uo<n>|zpn 10(©) j (@ + it~ EDw(p, T)dt

11+1

pt2
n+1

+(n+1)|u1(n)(1—€)+uo(n)lz;nn W ® | (1+\/—It—fl)w(<p\/—

n+1

) dt

p+1
n+1

—(n+1)|u1(n)€+uo(n)IZz9n 10 () f w (g, T)dt

T]+1
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p+1
n+1

+(n+1)|u1(n)s‘+uo(n)IZWn 1o (©) f Vil = €lo(o, 7)dt

7’]+1

p+1
n+1

+(n+1)|u1(n)(1—f)+uo(n)Iszn 1p(€>f <ﬁ>dt

77+1

p+2
n+1

+(17+1)|u1(n)(1—f)+uo(n)lz,¢n W@ [ le=¢laCe, T)dt

n+1

1 1
= luy ME +us(lw <<p,ﬁ> + 1 + DIy (ME + ue()|w <<p.ﬁ>

zzvn 1o f|t—s|dt+|u1<n><1 €)+uo(n)|w<

77+1

7 +nm+ 1)

p+2

n-1 n+1

1
+/M@+ DA =8 +ueMlw|o—=) > py-1,© | It—¢ldt
Jn

p=0 p+1
n+1

p+1
n+1

[1+\/—(n+1)230n 10(©) f It—fldt}

n+1

= uy ()¢ +uo(n>|w< jﬁ)

N .
+Iu1(n)(1—€)+uo(n)lw< ﬁ) 1+\/—(n+1)249n 1p(5)p+fl It—fldt‘

bulunur. Teorem 2.1.5 ile verilen Holder esitsizliginden
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pt1 p+1 \1/2 / p+1 2
flt—fldtsl\f(t—f)zdt) I\f dt)
p1 2
= f(t—f)zdt\ .
ra / Jyn+1
olur. Boylece
pii 2
1 n-1 n+1
< Iul(n)€+uo(n)|w<<p,7> 1+\/ﬁ(n+1)239n_1,p(€)| f(t—f)zdtl
n = i
n-1
X ! + |u (n)(1—€)+u(n)|w<<ﬂi> 1+\/5(77+1)279 )
pi2 \‘1/2
n+1 1
2
X pfl -9 dt/ \/m

elde edilir. Teorem 2.1.4 ile verilen Cauchy-Shwarz esitsizliginden

|7y (0, 8) — 9(8)]

. 1
< Juy (¢ +uo(m)|w <<P'ﬁ) [1 +nlmn+ DW
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p+1
n+1

,
XPZ P 1p(¢*)n+f1 (6= £2dt [py-1,(©)]

1 1
X ) -1 | (E—§)2adt /zv_,(é‘)l
pzzo n-1p p_:!; n-1p |
n+1 J
1 Vn

1
p+1 2
n+1

= \ z
xl\zm 1p(®) f (t—f)zdt) (Zmn 1p(f>>

S —|

T]+1

+Hu M =& +ug(m|w <<p.

Z#’n 1,0(§) f (tf)zdt> (nz#’n 1p(f)>2
pH1 0

Jn
CES

bulunur. Burada

1+ mM+D<1+(m+1)

oldugu aciktir. Dolayistyla

|7, (0,8) — ()]
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1
p+1 2
n+1

(t—¢)? dt\
o)

n+1

n—-1
1
< luy(ME +ug(M|w (%E) 1+(m+1) z Pn-1,(8)
p=0

Hu (mMA =& +ue(m|w <(P» %)

14
p+2 2
n+1

[ @e-ora |

p+1
n+1

n—1
1+(m+1))| Z P-1,()
p=0

bulunur.
Es. 3.4.1 den
luy ¢ +uoMI < TuyMIET + TueM] < [y M + lue ()]

1—uy 1 |y,
121 (m < Iul(n)|+§+ lu gn)l

= [uy ()] +‘

3 1
= §|u1(n)| +§

elde edilir. Benzer sekilde
3 1
lur (M1 = &) +ue(] < 5 lu, ()| + >

bulunur. Boylece

|7y (0, 8) — 9(8)]

14
p+1 2

3 1
_3u0l+

1 -
,2—= 11+ (n+1 _1,(&)
> w<<,0 ﬁ) (m )\;ﬁn 0 3
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n+1

I

n+1

(t—¢&)*dt
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3lu, (M| +1 1 U \‘
T “’("”ﬁ) 1+m+1) 24917 1p(€)p+fl (t—&)?%dt

n+1

_ 3|u1(77)|+1w< i>+3|u1(77)|+1 i) M+ 1)

@, wl| e,
2 Jn 2 <\/ﬁ

(zm e ]“(t_fydt) RS

Y,
Jn
n+1

1

pt2 2
n+1

3luy (] + 1 .
+—2 < \/—> n+1) kzpn 1p(f) f (t—=¢) dt/l

p+1
n+1

_ 3+ 1 1Y 3lu(m|+1 1
= 2-————72—————a)<¢L:7;> +'—————E;————-a)<¢hgﬁi>(ﬂ'+ 1)

x Zﬂ’n 1 ®) T(tf)Zdt> Zm 10(©) nfl(tf)zdt>

n+1 n+1

- 23|u1(7;)| + 1w<(p,i)+ 3|u1(7;)| + 1w< 1 )(TI+ 1
n

"7

- oz §

X {lnz Pn-1,0(8) ( f + ) (t— f)zdt‘
p=0 2 o
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+|Zﬂ9n 1p(f)

3 ‘b\ "b

[]

3|u1(n)|+ 1)
——owlo,
77
5 1|5
f(t—f)zdtJl

elde edilir. Sonug olarak

|76, (0, &) — (&)

w ((p,

bulunur. Buradan

Em W ® [ e g a

n+1

3 1
< Iul(z)l +

7

p+2
n+1

Zf””n 10 (®) f (¢ - 218

n+1

f t2dt —

2+2<n+1)kzpn 1o (©) f (t-o7dt |

= \ i
- orar ?
- / 1)
3+ 1 1 <
! 77 w<¢'ﬁ> m+1) ;Wn—l,p(f)

n+1

71+1

+ &3)dt

p+2 p+2
n+1 n+1

2€ftdt+fz f th

)

n+1 n+1
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S Bl - G |l - 659
(£ ()

n—1

_ 1 2 28 262
l ;Zopn_l'p(a {W Gp7+ 120 +8) — Gy p O }

n+1

n-1
1
3(77+1)3{ Zﬂgn 1,0 (O)p? +1ZZﬂ9n 1p(f).0+82#9n 1p(f)}

n—-1 _
’52
(17_'_—1)2{ z:’pn 1p(€)P+4Z#777 1p(§)} n_i_lzoﬁn 1,p(€)
p

olur. Es. 3.2.9, Es. 3.2.5, Es. 3.2.2 ifadeleri yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

szn 1p(€)fp+2(t —§)%dt

n+1

2 2
— 357 600~ 0 = 1§ 1801 = 1§ + 8] = o [4Gy — DE + 4
282
n+1
251 4 1
et R s G

olurven > 5 igin

o/ 3n+1
max 0 =9(3) = 50577

bulunur. Boylece
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3 1
|76 (0,6) — 0(©)] < 5 G+ Do <<p,—>

i

saglanir ve ispat tamamlanir.

3.7. Niimerik Ornekler

Simdi Es. 3.1.1 ile tanimlanan 7(,17" "1 operatér dizisinin bazi fonksiyonlara yaklagimini

grafik ve niimerik orneklerle verelim.

3.7.1. Ornek

1
2n+1’

(&) = 5 cos(3m€) , 1, () =

10,17 = 20 ve n = 50 degerleri i¢in 7(,;" 1 operatorlerinin ¢ fonksiyonuna yaklasimi

uy(n) = # olsun. Sekil 3.7.1. de sirasiylan =

gosterilmistir.

044

Sekil 3.7.1.n = 10,20,50 i¢in JC,;W 1 operatérlerinin ¢ fonksiyonuna yaklasimi
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Sekil 3.7.1°de n’nin artan degerleri i¢in ?C,;Vl’l operatdriiniin ¢ fonksiyonuna daha iyi bir

yaklasim sagladigi goriilmektedir.

3.7.2. Ornek

1
2n+1’

n
2n+1

p&) = %sin(Zn{), n=4u(n) = uy(n) = i¢in ¥, Klasik Kantorovich ve

7(,;" 1 karigik Kantorovich operatorleri yardimiyla ¢ fonksiyonuna yaklasimi Sekil 3.7.2
de gosterilmistir.

0.6

044

— 044

—06-

[ o(e) — &' — &

Sekil 3.7.2. n = 4 i¢in S‘C,;VI 1 ve XK, operatdrlerinin ¢ fonksiyonuna yaklagimi

Sekil 3.7.2°de n = 4 igin JC,;W 1 operatériiniin XK, operatoriine gore ¢ fonksiyonuna

daha iyi yaklastig1 acikca goriilmektedir.
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3.7.3. Ornek

p(&) = 3fsin(%nf), u,(n) = 27}%, uy(n) = znn+1’ ¢ = 0.3 ve n nin farkli degerleri i¢in

17(,;" 1 karigik Kantorovich operatérleri ve ¥, klasik Kantorovich operatorlerinin ¢

fonksiyonu ile farkinin mutlak degeri Tablo 3.7.1 de gdsterilmistir.

n |76, (¢, 0.3) — 9(0.3)| |7¢,"* (0,0.3) — 9(0.3)]
5 0.1403590862 0.0551297813
25 0.0338901537 0.0136546300
50 0.0173938082 0.0122668963
100 0.0088134383 0.0035900642
500 0.0017817693 0.0007282181

Tablo 3.7.1. n’nin artan degerleri igin = 0.3 noktasinda X, ve S‘C,],VI 1 operatérlerinin

hata tahminleri

Tablo 3.7.1. de ¢ = 0.3 noktasinda 7(,1’\4’1 operatdriiniin ¢ fonksiyonuna yaklagimimin %,

operatdriinden daha iyi oldugu goriiliir.
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4. SONUC

Yaklagim teorisinin en popiiler, pratik, 6nemli ve sikca kullanilan teoremlerinden biri olan
Weierstrass Yaklasim Teoremi’nin en basit ve en zarif ispatlarindan biri 1912 yilinda
Bernstein tarafindan binom dagilimi kullanilarak elde edilen Bernstein operatorleri
yardimiyla verilmistir. Lineer pozitif operatorlerin iyi 6zelliklerinin olmasinin yani sira
bu tip operatorlerin olusturulmasinin daha basit, kullanim: ve analizinin daha kolay
olmasi, gecmisten gilinlimiize Bernstein operatdrlerinin ¢esitli genellestirmelerinin
tanimlanmasina sebep olmustur. Diger taraftan, lineer pozitif operatérlerin yakinsama
oraninin ¢ok yavas olmasi, hesaplama bakimindan bu tip operatorleri her zaman ¢ekici
gostermemektedir. Bu Sorunu ¢ozmek amaciyla, yaklasim derecesini iyilestirmek igin
literatiirde bazi ¢alismalar yapilmistir. Yakin zamanda, Khosravian-Arab vd. (2018)
Bernstein operatdrlerinden daha iyi 6zelliklere sahip bazi operatorleri insa etmek icin yeni
ve basit bir yaklasim sunarak, literatiirde karisik Bernstein tipli operatorler olarak bilinen
klasik Bernstein operatorlerinin ti¢ modifikasyonunu insa etmislerdir. Daha sonra,
Khosravian-Arab vd. nin yaklagimindan esinlenerek, bazi bilim insanlar1 karisik Bernstein
tipli operatorlerin Kantorovich, Stancu, Durrmeyer, genuine Bernstein-Durrmeyer,
Baskakov gibi ¢esitli genellestirmelerini yogun olarak ¢aligmislardir. Bu tez calismasinda,
Gupta vd. (2019) tarafindan tanimlanan Bernstein-Kantorovich-tipli operatorlerin yeni bir
cesidi dikkate alinarak, Khosravian-Arab vd. (2018) tarafindan elde edilen bazi sonuglar
klasik Kantorovich operatdrlerine genisletilmistir. Oncelikle, karisik Kantorovich tipli
operatorler dizisinin siirekli fonksiyonlar uzayinda diizgiin yaklagimi incelenmis ve daha
sonra VVoronovskaja tipli teoremler ispatlanmistir. Ayrica, yeni tanimlanan operator igin
sireklilik modiili kullanilarak yaklasim hizi1 elde edilmis ve operatorlerin bazi
fonksiyonlara yaklasimi grafiklerle gosterilmistir. 2019 yilinda Gupta vd. nin elde ettigi
bazi sonuglarin, Cetin (2023) tarafindan tanimlanan karisik Stancu tipli operatorler ile Acu
vd. (2024b) tarafindan tanimlanan karigik Baskakov tipli operatorlerin Kantorovich
tipinde genellestirmelerinin tanimlanmasi ve yeni tanimlanan operator dizilerinin
yaklasim oOzelliklerinin incelenmesi problemlerinin ¢éziimiine iliskin bilgiler sundugu

diistiniilmektedir.
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