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OZET

GENELLESTIRILMIS KORTEWEG-DE VRIES (KdV) TiPLi DENKLEMLER

KADER, Esma
Nigde Omer Halisdemir Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti

Matematik Anabilim Dali

Danigman : Prof. Dr. Durmus DAGHAN

Eyliil 2024, 56 sayfa

Bu tezde, lineer olmayan kismi tiirevli KdV, Schamel, Schamel-KdV, Modifiye-
Benjamin-Bona-Mahony ve Benjamin-Bona-Mahony gibi bes farkli denklemi i¢inde
barindiran {ciincli mertebeden lineer olmayan integrallenebilen genel bir denklem
verilmistir. Verilen bu {i¢lincli merteben kismi tiirevli lineer olmayan denklem basit bir
donilistim yardimiyla yine {iclincii merteben lineer olmayan adi tiirevli bir denkleme
doniistiiriilmiistiir. Iki kez integre edilerek birinci merteben degiskenlerine ayrilabilen bir
denkleme indirgenmistir. Genel halde elde edilen bu degiskenlerine ayrilabilen
denklemin integrasyonunda eliptik bir integrale ulasilmis ancak genel durumda ¢6ziim
bilinen elemanter fonksiyonlar tiiriinden elde edilememistir. Elde edilen bu eliptik tip
integral ise baz1 6zel durumlarda ¢6ziilmiis Schamel-KdV, Schamel, KdV, Moditiye-
Benjamin-Bona-Mahony ve Benjamin-Bona-Mahony denkleminin tam ¢dziimlerine yine
eliptik tip integraller yardimiyla ulasilmistir. Elde edilen ¢oziimlerden bazilarinin farkl

parametreler i¢in ayrintili ve karsilastirmali grafikleri iki ve li¢ boyutta ¢izilmistir.

Anahtar Sozciikler: Schamel-KdV denklemi, Schamel denklemi, KdV denklemi, Modifiye—Benjamin-
Bona—Mahony denklemi, Benjamin-Bona-Mahony denklemi
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SUMMARY

GENERALIZED KORTEWEG-DE VRIES (KdV) TYPE EQUATIONS

KADER, Esma
Nigde Omer Halisdemir University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Durmus DAGHAN

September 2024, 56 pages

In this thesis, a third order integrable non-linear general equation is given, which includes
five different equations such as non-linear partial differential KdV, Schamel, Schamel-
KdV, Modified-Benjamin-Bona-Mahony and Benjamin-Bona-Mahony equation. By
using a simple transformation, this given third order non-linear partial differential
equation was transformed into a non-linear third order ordinary differential equation. It
was reduced to an equation that can be integrated twice and separated into first order
variables. An elliptic integral was achieved in the integration of the equation that can be
separated into these variables obtained in the general case, but in the general case the
solution could not be obtained from the known elementary functions. In some special
cases the exact solutions of Schamel-KdV, Schamel, KdV, Modified-Benjamin-Bona-
Mahony and Benjamin-Bona-Mahony equations were reached with the help of elliptic
type integrals. Detailed and comparative graphs of some of the obtained solutions for

different parameters were drawn in two and three dimensions.

Keywords: Schamel-KdV equation, Schamel equation, KdV equation, Modified-Benjamin-Bona-Mahony
equation, Benjamin-Bona-Mahony equation



ON SOz

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler farkli disiplinlerde bir ¢ok
uygulamasi olan, analitik tam ¢6ziimleri son derece zor elde edilen, karmagik bazen de
anlasilmas1 gii¢ denklemlerdir. Ozellikle fiziksel bir ¢ok olaymm modellenmesinde
kullanilan lineer olamayan kismi tiirevi diferansiyel denklemleri gerek analitik gerek
niimerik olarak c¢ozen literatiirde bir ¢ok metod mevcuttur. Coziimlerde kullanilan
metodlarin bir ¢ogu birbirine benzer olup, matematiksel olarak farkli tekniklerle farkli
cOzlimler bulunmus gibi goriinse de aslinda elde edilen ¢oziimler fiziksel anlamda ayni
cOzlimlerdir. Bir ¢ok metodun birbirne gegislerini inceleyen aralarindaki iliskileri ortaya
cikaran litertiirde epeyce bir ¢alisma vardir. Metodlar ve ¢oziimler arasindaki bu iliskiler

bilim insanlarmi farkli metodlar gelistirmeye yonlendirmistir.

Bu tez kapsaminda, hicbir yeni metod kullanilmadan direkt integrasyon teknigi ile ayni
veya benzer sonuglara ve hatta yeni sonuglara ulasilmak istenmis ve bu amacg biiyiik
Olciide gerceklestirilmistir. Bunun i¢in ise literatiirde 6nemli bir yeri olan Korteweg-de
Vries (KdV) denkleminden hareketle bir ¢ok 6nemli lineer olmayan kismi tiirevli
denklemi de barindiran genel bir denklem yazilmis ve direkt integrasyonlarla
literatiirdeki ¢Oziimlerle uyumlu, hatta yeni c¢oziimlere de ulasilmistir. Direkt
integrasyonlar sirasinda ise eliptik tip integralerle karsilasilmis ve bir ¢ogu bilinen
elemanter fonksiyonlar tiirtinde elde edilmistir. Ayrica elde edilen ¢éziimlerin bazilarmnin

iki ve li¢ boyutlu grafikleri ¢izilmistir.

Yiiksek lisans egitimim siiresince gerek ders gerek tez caligmalarimda emegini higbir
zaman esirgemeyen sayg1 deger danisman hocam Prof. Dr. Durmus DAGHAN’a, beni
yiiksek lisans egitimi almam i¢in tesvik eden degerli hocam Prof. Dr. Atakan Tugkan
YAKUT’a, tezin yazim asamasinda yardimci olan sevgili esim Prof. Dr. Serkan
KADER’e, bugiine kadar desteklerini benden esirgemeyen cocuklarim Veyis Efe, Salih

Bahadir ve Ahmet Yagiz’a ve dostlarima tesekkiirii borg bilirim.
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BOLUM I
GIRIS

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler fizik, miihendislik gibi bir ¢ok
farkl disiplinlerde 6nemli bir uygulama alani bulan, analitik tam ¢dzlimleri son derece
zor elde edilen, karmasik bazen de anlagilmasi gii¢ denklemlerdir (Davidson, 1972;
Whitham, 1974). Farkli disiplinlerdeki bir ¢ok olaym modellenmesinde kullanilan lineer
olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemleri gerek analitik gerek niimerik olarak
¢Ozen literatiirde bir ok metod mevcuttur (Ablowitz ve Clarkson, 1991; Wang vd., 2008;
Live Wang, 2009; Li vd., 2010; Yokus, 2011, Hirota, 1971; Yan, 1996; El-Shahed, 2005;
He, 2005). Coziimlerde kullanilan metodlarin bir c¢ogu birbirine benzer olup,
matematiksel olarak farkli tekniklerle farkli ¢oziimler bulunmus gibi goriinse de aslinda
elde edilen c¢oziimler fiziksel anlamda ayni ¢6ziimlerdir. Bir ¢ok metodun birbirine
gecislerini inceleyen, aralarindaki iliskileri ortaya c¢ikaran literatiirde 6nemli bir ¢aligsma
(Daghan vd., 2015) olarak verilebilir. Metodlar ve ¢oziimler arasindaki bu iligkiler bilim

insanlarimi farkli metodlar gelistirmeye yonlendirmistir.

Lineer olmayan bu tarz zor denklemleri bazen de hi¢cbir metot kullanmadan, baz1 6zel
durumlarda direkt integre edebilmekteyiz (Daghan ve Doénmez, 2016; Donmez ve
Daghan, 2017; Daghan ve Dénmez, 2018). Integrallenebilen bu tip denklemlerin direkt
integrasyon yolu ile ¢éziimlerinde de kimi zaman eliptik tip gibi zor integraller karsimiza
cikmaktadir (Daghan ve Donmez, 2018). Elde edilen eliptik tip integrallar ise kimi zaman
bilinen elemanter fonksiyonlar tiirlinden ¢oziilememektedir. Ancak, bazi durumlarda ise
eliptik tip integrallerin ¢oziimleri bilinen elamanter fonksiyonlar tiirlinden ifade
edilebilmekte ve dolayisiyla literatiir acgisindan yeni, daha basit ¢ozlimlere

ulagilabilmektedir (Daghan ve Donmez, 2018; Yildiz ve Daghan, 2020).

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlere O6rnek olarak verilebilecek
literatiirde ¢cok sayida uygulamasi ve ¢oziimii bulunan belkide en 6nemli denklemlerden
biri Korteweg-de Vries (KdV) denklemidir (Daghan vd., 2010; Daghan ve Donmez,
2015). Yine onemli bir uygulama alanima sahip bir bagka 6rnek ise Schamel denklemidir
(Schamel, 1972; Schamel, 1973). KdV ve Schamel denklemlerinin bir genellemesi ise
Schamel-Korteweg-de Vries (Schamel-KdV) denklemidir (Tagare and Chakrabarti,
1974; Das vd., 1998; Hassan, 2010; Lee and Sakthivel, 2011; Dénmez ve Daghan, 2017).
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KdV denkleminin alternatif bir modeli ise lineer olmayan Benjamin-Bona Mahony
(BBM) denklemidir (Daghan vd., 2010). Benjamin-Bona-Mahony denkleminin
modifiye versiyonu ise Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony denklemidir (MBBM)
(Daghan vd., 2010).

Bu tezde, KdV tipli denklemler i¢in bir genelleme verilerek, Schamel-KdV, Schamel,
KdV, MBBM ve BBM denklemlerinin analitik tam c¢oziimleri direkt integrasyon
kullanilarak elde edilecektir. Literatiirde bu denklemlerin analitik tam ¢oziimleri farkl
teknikler kullanilarak elde edilmistir (D6nmez ve Daghan, 2017; Esen, 2018; Daghan ve
Esen, 2018; Yildiz ve Daghan, 2020).

Tez kapsaminda yapilan ¢alismalar {ic boliimde sunulmaktadir. Birinci boliim tezin giris
kismmdan olusmaktadir. Ikinci boliimde tezde kullanilacak denklemler ve genel
kavramlar verilmistir. Ugiincii boliimde ise genellestirilmis integrallenebilen denklem
hakkinda bilgi verilerek Schamel-KdV denklemi, Schamel denklemi, KdV denklemi,
MBBM denklemi ve BBM denkleminin analitik tam ¢éziimleri direkt integrasyon teknigi
kullanilarak elde edilmistir. Elde edilen ¢oziimlerin dogrulugu MATHEMATICA paket
programi ile test edilmistir. Ayrica, bazi 6nemli ¢oziimlerin iki ve {i¢ boyutlu grafikleri

MATLAB Paket programi yardimiyla ¢izilmistir.



BOLUM II

TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

2.1. Genel Tanmimlar

Tamm 2.1: x bagimsiz ve y = f(x) bagiml degisken olsun. y= f(x)’ in x’ e gore

cesitli mertebeden tiirevleri y',y",y",....,y" olmak iizere kapali formda adi tiirevli
diferansiyel denklem
F(x,p,p50"y" s ") =0 2.1)

seklinde verilir (Esen, 2018).

Tamim 2.2: x,t bagimsiz, u =u(x,t) bagimh degisken olsun. u =u(x,7)’ nin x ve ¢

bagimsiz degiskenlerine gore farkli mertebelerden kismi tiirevlerini iceren kismi tiirevli

diferansiyel denkleme kapali formda
FQu,u,u_u,u,,..)=0 (2.2)

x>

ile verilir (Esen, 2018).

Tanim 2.3 (Schamel Denklemi):

a,e keyfi sabitler, u =u(x,t) ile tanimli bir fonksiyon olmak iizere Schamel denklemi
u, +eu"u_+au_, =0 (2.3)
ile verilir (Dénmez ve Daghan, 2017).

Tanmim 2.4 (KdV Denklemi):

d,a keyfi sabitler, olmak iizere u =u(x,t) ile tanimli bir fonksiyon olmak iizere KdV

denklemi
u+duu +au, =0 (2.4)

formunda ifade edilir (Daghan ve Donmez, 2015; Donmez ve Daghan, 2017).



Tanmim 2.5 (Schamel-KdV Denklemi):

a, d,e keyfi sabitler, u=u(x,¢) ile tamiml bir fonksiyon olmak iizere Schamel-KdV

denklemi
u,+eu’u +duu +au_, =0 (2.5)

formunda ifade edilir (D6nmez ve Daghan, 2017).

Tanim 2.6 (Benjamin-Bona-Mahony Denklemi (BBM)):

KdV denkleminin alternatif bir modeli olan lineer olmayan Benjamin-Bona Mahony

denklemi f,d,b keyfi sabitler olmak iizere
u+ fu +duu +bu_, =0, u=u(x,t), xeR, t>0 (2.6)
formunda ifade edilir (Esen, 2018, Daghan ve Esen 2018).

Tanim 2.7 (Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony Denklemi (MBBM)):

Benjamin-Bona-Mahony denkleminin modifiye versiyonu olan Modifiye-Benjamin-

Bona-Mahony denklemi f,c,b keyfi sabitler, xeR, 120 ve u =u(x,t) olmak iizere

u+ fu +cu'u, +bu_, =0 2.7)

formunda verilir (Esen, 2018).

2.2. Eliptik Integraller

Eliptik integraller elips egrisinin hesaplanmasi ihtiyaci sonucunda tanimlanmistir. ¢ ve
y =4/P(t) cinsinden iki polinomun boliimii R(z,y) olsun. Buna gore y = Jat+b veya
y=+at’ +bt+c igin

[ R(t, y)dt = [ R(t,\[P(6))dt (2.8)

integrali elemanter fonksiyonlar (cebirsel, trigonometrik, iistel, vb.) cinsinden

hesaplanabilir.

Eger a,b,c,d,e verilen sabitler olmak {izere y= \/ at’ +bt* +ct+d veya

y= \/ at* +bt’ +ct’ +dt+e ise (2.8) integrali 6zel hallerde elemanter fonksiyonlar
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cinsinden hesaplanabilir. Fakat her zaman bu miimkiin olmayabilir. Bu durumda eliptik

integrallerden faydalanilir. P(¢) nin derecesinin dortten yiiksek oldugu durumlarda (2.8)

integrali hiper eliptik fonksiyonlar yardimiyla integrallenebilir (Kurt, 2003; Cigdemdere,
2006).

Tamm 2.10: P(¢) derecesi 3 veya 4 olan, katli kokii olmayan bir polinom ve R(¢,y) iki

degiskenli rasyonel bir fonksiyon olmak {izere

ijJPa»m

bi¢imindeki integrallere eliptik integraller denir. Ug tip eliptik integral vardur. 1. tip eliptik
integral, 1I. tip eliptik integral ve III. tip eliptik integral seklinde ifade edilirler (Kurt,
2003; Cigdemdere, 20006).

2.2.1. I. Tip eliptik integral

0 < k <1 olmak tlizere

(2.9)

)
do
u=Fkk,p)=|—=
!).\ll—kz sin’ @

ile tanimlanan integrale birinci tip eliptik integralin legendre sekli denir. Burada ¢ ye u
nun genligi denir ve ¢ =amu ile ifade edilir. £ ya # nun modiilii denir ve k£ = modu

yazilir.
Vi3 .
Eger ¢:E ise F(k,$) integraline I. Tip Tam Eliptik Integral denir ve K (k) ile

gosterilir (Kurt, 2003; Cigdemdere, 2006).

Ornek 2.1: 0<k <1 igin

% 2 2 2
K(k):J-LZE 1+(lj k2+(ﬁj k4+(ﬁ] Ko+
0 1- k2 Sin2 0 2 2 24 24.6

oldugunu gosteriniz (Cigdemdere, 2006).



Coziim: f(x)=a,+ax+a,x’ +a,x’ +---+a,x" fonksiyonunun (a,b) aralifinda n.
mertebeden tiirevi mevcut olsun. Burada ¢, (i=0,1,2,...,n) sabitlerdir. f(x) in n.

mertebeye kadar tlirevleri alindiginda

f'(x)=a,+2a,x+3a,x* +--+na,x""
f"(x)=2a,+32ax+---+n(n-1)a,x"">

f"(x)=32a,+432a,x++n(n-1)(n-2)ax">

f(")(x) =nla,

elde edilir. x=0 i¢in

S (0)=nla,

a, :f(O)

a, = 1'(0)

" :frr 0)
2!

. :f(n)(o)

" n!

olur. f(x) fonksiyonunda bunlari yerine yazarsak
2 n
f(x)zf(0)+xf'(0)+%f"(o)+...+x_'f(n) (0)

n.

seklinde Maclaurin Formulii elde edilir.



f(x)=(1+x)" fonksiyonu ele alinirsa

£(0)=1
S(0)=n
1(0)=n(-1)

£7(0)=n!

elde edilir. Bulunan bu degerler fonksiyonda yerine yazilirsa

f(x)=(1+x) :1+HX+n(’;!_1)x2 +n(n_1)(n_2)x3+---+(—l)" x"

3!
F(6)=(1=x) = 1-ms 02D 2 2= ))(122) s
olup ”:—% alinirsa

X - X +---+(—1)"x"

5
jl k* sin® 9 2d¢9
- 1’129 0

2 .2
dir ve x =k~ sin” @ alinirsa

3 3 2 )
j I ( j k* sin’ 9+(13j k4sin49+(1'3'5] k®sin®@+---|do
0 n29 7 2.4 2.4.6

2 2 2
_ 1+(lj k2+(£] k4+(—1'3'5] k® 4
2 2 2.4 2.4.6

sonucuna ulasilir.




>
Ornek 2.2: integralini bir eliptik integrale doniistiiriiniiz.
! \Jcosx

Céziim: cosx =cos’ y doniisiimii yapilirsa

—sinxdx =-2sin ycos ydy

\(

dy — 2s1nycosydy 2sinycos ydy  2cosydy
sinx \/1 cosy \/l+cos y

olur. Buradan

}2[‘ dx 2} cosy
0 0C

; :
dy=2
0s y4/1+cos® y ' 4 !«/1+cos b% !;\/2 sin® y

3
N 7 \ﬁ LA l
01— P sin’ " 4 2
) y
L. tip tam eliptik integrali elde edilir.

>
Ornek 2.3: j & integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz.
2 \2sin’ x+3cos’ x

Céziim: Burada cos’ x =1-sin” x esitliginden faydalanarak

r z
j j.
0 0

\/2s1n x+3cos’ x \/2s1n x+3(1 sin x)

dx

\J2sin? x+3—3sin® x

Ol V[N O 0[N

~5*[%573)

seklinde 1. tip eliptik integral elde edilir.



Ornek 2.4: I \/ dx integralini eliptik integraller cinsinden yaziniz.

)

Coziim: x = V2sint dontistimii uygulanirsa dx = J2 costdt ve smirlar strastyla x =0

ve x=+2 i¢in t=0 ve ¢ =§ olur. Bunlari1 integralde yerine yazarsak,

f dx :% \/Ecost dr
o\/(2—x2)(3—x2) o\/(2—2sin2t)(3—25in2t)
% dt
_£ (3-2sin’¢)
1
=

L. tip eliptik integrali elde edilir.

. @ dx

Ornek 2.5: I % integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz.
X 4+9x"+

5 NG
ortim: I\/X +9x° +8 '!\/x +1 (x +8)

olup x =tant doniisiimii yaparsak dx =sec’¢dt olur. Smrlar x =1 igin ¢ :% ve x=3

icin t:% bulunur. Buna gore integrali diizenlersek

NG

J1‘\/36 +1)(x +8) )

%)

sec’t

\/(1+tan2 t)(8+tan’¢)

dt
\/S(I—Sin2 t) +sin’¢

dt
\/8cos t+sin’ ¢

dt =

BN C——w [N
g‘u'—’w‘.ﬁ

dt

1
B—7sin’: 242

dt

\/l—sm t
8

Il
BN —w N
Il
BN =N
g‘u'—'w‘:{



1
22

7
8
1 T T
EFN%;]F[ Mﬂ

seklinde 1. tip eliptik integrale dontistir.

O 0 | N
g_
Ju—
|
N
-
=]
¥
~
|
[SE N )
Q
—
|
oo
N
—_
=]
¥
~

2.2.2. IL. Tip eliptik integral

0 < k <1 olmak tlzere

[
E(k,$) = j V1-k7sin>0 do (2.10)

ile tanimlanir ve bu integrale ikinci tip eliptik integralin legendre sekli denir. ¢ =% ise

I1. Tip Tam Eliptik Integral denir ve E(k) ile gosterilir (Cigdemdere, 2006).

Ornek 2.6: j V1-9sin* u du integralini tam olmayan eliptik integraller cinsinden ifade
ediniz.

Céziim: 9sin’u =3sinu =sin¢ doniisiimii yapilirsa

3cosudu =costdt

ve buradan

costdt  costdt
3
cosu 3\/1—;sin2t

bulunur. Integralde yerine yerlestirilirse

lel 9sin’ udu———j +3I,/1——sm tdt
Jl——sm t
:—§F(l,t]+3E(l,tj
3 3 3

10

du =

elde edilir.



Ornek 2.7: x =3sing@, y =2cos¢ elipsinin yay uzunlugunu eliptik integraller cinsinden

yaziniz.

Coziim: Elipsin yay uzunlugu = j ,/ * dir. Buradan

x=3sin¢ i¢in dx=3cospdp,
y=2cos@ i¢indy =-2sinpd¢

N\N

olur. Bunlar1 integralde yerine yazarsak

T

4[\(dx) +(dv)" =4

O 10 [N
O 0 [

2
\/9cos2qod2qo+4sin2qod2(p :4J.\/9cosz(p+4sin2(pd(p
0

j.\/ 9(1-sin’ qo +4s1n pdp= 4I\/ (I—SSinzqo]dQ’
0

JZ.,/ ——s1n ‘pdo
0

—IZE{ﬁ 5]
372

seklinde elipsin yay uzunlugu II. tip eliptik integral olarak ifade edilir.

1 2
Ornek 2.8: I — x2 dx integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz.
-Xx

Coziim: x = J3sint dersek dx =+/3costdt olur. Integralin smirlar1 x =0 igin 1 =0 ve

x=1 i¢in ¢ =% bulunur. Bunlar integralde yerine yazildiginda
j 5-x dx_jcost\/S 3sin’ Ly i 1n2tdt
0 V3—x? 7 \/3-3sin’¢ 0 \/5

O o [N

:\/E /l—gsinztdt
3 5
- g \E’E

3 52

IL. tip eliptik integrali elde edilir.
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Ornek 2.9: y=cosx, 0<x< % egrisinin yay uzunlugunu eliptik integraller cinsinden

A

. .. . . d )
dir. Ayrica y =cosx i¢in dy =—sinxdx, yani d_y =—sinx olup, bunlar1 yay uzunlugu
X

yaziniz.

Coziim: Yay uzunlugu =

O — 0 [N

formiiliinde yerine yazarsak

Jz. / ( ] dx = j\/1+s1n x dx :i — oS xdx
0 0

elde edilir. Burada x:%—t doniisiimii yaparsak dx =-dt olur. Sinrrlar x=0 i¢in

t :% ve X :% icin ¢ =0 bulunur. Bunlar1 son integralde yerine yerlestirirsek,

o'—.wm

0
cos J. \/2 cos (——t]dt—fxﬂ sin’ ¢ dt
P

/1—%s1n tdt—\/_E(T ﬁ]

II. tip eliptik integrali elde edilmis olur.

-

O 0 [N

2 2
Ornek 2.10: ;—5 + i}—6 =1 elipsinin yay uzunlugunu bulunuz.

Coziim: Elipsin parametrik denklemleri
x=5sinp, y=4cos@

dir. Buradan

dx=5cospdp, dy=—-4sinpdo

bulunur.

3
Elipsin yay uzunlugu =4 J \/(dx)2 + (dy)2 olup yukaridaki ifadeleri yerine yazilirsa,
0

12



4 \/25 cos’ @ +16sin* o do

(dx) +(dy)

AN
O [N

\/25 (1 —sin’ qz))+16sin2 odo

3
\25-9sin’ ¢ dp =20 fl—isin2 @do
W\ 25

ZQOE(E’EJ
52

I I
-~ -~
SV [N O [N O 0[N

seklinde I1. tip eliptik integralini elde ederiz.

2.2.3. I11. Tip eliptik integral
0<k<1ve n#0 olmak lizere
(2.11)

[
dé
[I(k,n,¢) =
!(1 +nsin? O)V1—k*sin’ @

seklindedir. Ayrica bu integrale {igiincii tip eliptik integralin legendre sekli denir. (2.11)

integrali n =0 i¢in (2.9) integraline indirgenmis olur. Eger ¢ = — ise (2.11) integraline

I11. Tip Tam Eliptik integral denir ( Cigdemdere, 2006).

x integralini eliptik integraller cinsinden

Ornek 2.11: Ix\/(x—l)(x—2)(x—3)(x—4

ifade ediniz (Cigdemdere, 2006).

lineer doniisiimii yapilirsa ve x=1,2,3 degerleri icin ¢ =0,1,00

v e a
Coziim: x=
ct+d

degerlerine karsilik gelen a,b,c,d i¢in

x =1 i¢in t =0 durumunda 123,

x=2 i¢in t =1 durumunda 2 = ath
c+d

2

x =3 i¢in ¢t =00 durumunda 1=—
c

13



t+1

olur. Buradan b=d ve c¢=d bulunur. Boylece x = 3 elde edilir. Bu doniisiimii

2dt
(1+1)

kullanarak dx =

- bulunur. Bunlar integralde yerine yazilirsa

J- dx :J- 2dt

MR o B () Y s
:I (1+1) 0

(3t+1)ft(1-1)(2+3)

elde edilir. Burada ¢ = »® doniisiimii yapilirsa df = 2udu olur. Buna gore

(1+1) e 2u (u2 +1) r

J.(3t+1) t(t—1)(¢+3) J.(3uz+1)\/u2 (uz—l)(u2+3)

:2J. (u2 +1)
(3u2 +1)\/(u2 —1)(u2 +3)
du

2w 4
3'[\/(u2—1)(u2+3) 3'[(3u2+1)\/(u2—1)(u2+3)

du

olup u =secq segilirse du =sec@tan@dep bulunur. Buradan

du 4 du
+ J—

g Jr=1)( +3) ;! (307 +1) J{u =1) (w2 +3)

2
3

secptan @ J 4 sec@tan @
j 2 2 ¢+§J. 2 2 2
\/(sec [0} 1)(sec qo+3) (3sec (p+1)\/(sec [0} 1)(sec q>+3)

do

:%J» cos @ qu_iI cos’ @ do
37 J1+3cos’ @ 3 (3+coszqo)«/1+3cosz(p
:gj do +if dp 4 do
3 \/4—3sin2go 3 \/4—3sin2go (4—sin2(p)\/4—3sin2(p

1 do 2 do 3 do
3j I 3.,

+_
3 8 1 . 2 3 - 2
Jl——sm 1——sin ,/1——s1n
4 9 ( 4 (p] 4 9
1 3 2 3 3 3 1
:_F ) +_F ) - DENEE]
3 ( 4¢] 3 [ 4¢] SH[\/; 4(”}

elde edilir.

14



0

Ornek 2.12: j du integralini eliptik integraller cinsinden

1 (u2 +1)\/(u2 —1)(u2 +2)

gosteriniz.

Coziim: u =secx dersek du =secxtanxdx olur. Sinirlar sirasiyla u =1 ve u =00 i¢in

x=0 ve x :% bulunur. Integralde yerine yazilirsa

T
F 2 sec x tan x
I = I dx
1 0

u > +1 \/(u —1)(u2+2) (seczx+1)\/(se02x—1)(se02x+2)

z
7 cos’ x

:I dx
o

1+ cos? x)\/1+2cos2 X

: -
_‘([x/1+2005 X ‘([ 1+ cos? x)\/1+2coszx

: -
_'([\/3—2s1n X }[ 2 —sin? x \/3 2sin’ x

seklinde 1. tip ve I1II. tip eliptik integralleri elde edilir.

SRR

N dx
Ornek 2.13:
e {(2—cos2x)\/3+2cos2x

integralini hesaplayiniz.

Coziim: cos’ x =1-sin’ x esitliginden faydalanarak

b " b
!(2—cos x)\/3+2cos X ! 1+sin® x \/5 2sin’ x

yEre 2D
(1+sin2 x) l—gsinzx

15

V5

O 0 | N

III. tip eliptik integrali elde edilir.



dt

(1-32)J(1-7)(5-3¢)

integralini eliptik integraller cinsinden ifade

1
.. E
Ornek 2.14: j

0
ediniz.
Coziim: ¢=sinx doniisimi yaparsak, dt =cosxdx olup, smirlar 1=0 i¢in x=0 ve

t= ) icin x :% bulunur. Buna gore

le' dt :} cos x dx
o (1-37)(1-22)(5-3) o (1-3sin® x) (1 -sin’ x) (5-3sin’ x)
:jz dx
0(1 3s1n2x)\/(5—3s1n x)
1 % dx
- SJ;

seklinde I11. tip eliptik integral bulunur.

dx
(4x2 + 1) (x4 +4x* +5

Ornek 2.15: I integralini eliptik integraller cinsinden yaziniz.
1

—

dx
(4x2 +1)\/(x2 —1)(3(2 +5)

olup x =secu denilirse dx=secu tanudu olur. Integralin sinirlar1 sirasiyla x =1 ve

C-- . °
oem '! 4x* +1) (x +4x* +5)

—'—;8

x=o00 igin u=0 ve u :% bulunur. Bunlar1 integralde yerine yazarsak

! 4 +1)¢(x (e +s)
_% cos” u du
_£(4+coszu)\/(l+5cos2u)

V3
i secu tanu du
0

(4sec2 u+ 1) \/(sec2 u —1)(sec2 u +5)

16



du

3

,/ 1+5cos’ u ! 4+c0s2u) (1+5coszu)
3

4/6 5sin’ u ! 5—sin u) (6 SSinzu)

1

J6

Il
O 10 [N

O 10 [N

SR

du du

| A
el

elde edilir. I1ki L. tip eliptik integral, ikincisi IIL. tip eliptik integraldir.

O 0 [N

2.2.4. Eliptik integraller i¢cin Jakobi sekilleri

Eliptik integrallerin Legendre sekillerinde v =sin@ alinirsa ¢ =sin¢g olmak iizere

t dv
F(k,f)= 2.12
(k.1) !Ja_vz)a o (2.12)
El(k,t)zj 11‘_2fzdv (2.13)

’ dv
[1(k,n,0) = | (2.14)
2 (1+ v (1= )1 = k2v?)

integralleri elde edilir. (2.12), (2.13), (2.14) integrallerine sirastyla birinci, ikinci, liglincii
tip eliptik integrallerin Jakobi sekilleri denir. £ =1 igin tam integral bulunur (Cigdemdere,
2006).

2.2.5. Jakobi eliptik fonksiyonlar

Birinci tip eliptik integralin Legendre seklindeki iist limit ¢ ile Jakobi seklindeki iist
limit ¢, birbirlerine 7 =sin¢ bagmtisiyla baghdir. ¢ =amu oldugundan ¢ =sin(amu)

dur. Boylece

17



t:sin(amu):snu

V1-t* =cos(amu) =cnu

\/l—kzt2 =\/1—k25n2u =dnu

t snu
=—=1nu
1-¢# cnu

seklinde eliptik fonksiyonlarin tanimina ulasilir. Bu fonksiyonlar trigonometrik
fonksiyonlarin dzelliklerine benzer 6zelliklere sahiptirler. £ = snu ise u =sn"'t seklinde

ters eliptik fonksiyonlar da tanimlanabilir. Burada u, kya bagimhidir. Bu nedenle

u=sn"' (t,k) veya u=sn"'t modk yazilabilir (Cigdemdere, 2006).

18



BOLUM III
GENELLESTIRILMiS INTEGRALLENEBILEN DENKLEM

3.1. Giris

a,b,c,d,e, [ keyfi sabitler, x, t bagimsiz degiskenler ve u =u(x,7) bagiml fonksiyon

olmak tizere
2 1/2
u+au_ +bu  +cuu +duu +euu +fu =0 (3.1)

iiclincli mertebeden kismi tiirevli lineer olmayan denklem asagida verilen bes farkli

denklemi bir arada barmdirmaktadir.

(3.1) denkleminde 5=0,c=0, f =0 katsayilar1 6zel se¢ildiginde denklem (2.5) ile
verilen

u +au,, +duu, +eu”u, =0

Schamel-KdV denklemine, (3.1) denkleminde »=0,c=0,d =0, f =0 secildiginde
denklem (2.3) ile verilen

12, _
u,+au  +euu =0

Schamel denklemine, (3.1) denkleminde b =0, c=0, e=0, f =0 secildiginde denklem
(2.4) ile verilen

u+au  +duu, =0

KdV denklemine, (3.1) denkleminde a=0,d =0, e=0 alindiginda denklem (2.7) ile

verilen
2 —_—
u,+bu ,+cuu +fu =0

Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony (MBBM) denklemine, (3.1) denkleminde
a=0,c=0, e=0 i¢in denklem (2.6) ile verilen

u,+bu_,+duu + fu =0

Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denklemine indirgenmis olur.
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Bu boliimde temel amacimiz (3.1) denklemi ile verilen genellestirilmis lineer olamayan
kismi tiirevli denklemi analitik olarak direkt integrasyon teknigi ile ¢6zmeye ¢aligmaktir.

(3.1) ile verilen denklemde 7 = kx + wt doniistimii ile . =k, n, =w tiirevleri kullanilir

ve u fonksiyonunun 7 ya gore kismi tiirevleri alinirsa
u, =umn, =>u =uk=ku,

U, =umn, = u, =u,w=wi,

_ 13 _ 12
u_=ku u,=k wu,,

nn° XXX nnn?

_ 12
u, =ku

elde edilir. Burada basitlik i¢cin

_ ’ i _
u,=u',u, =u’ veu, =u

m

ile gosterilirse, bu durumda

u =ku'

X
!

u, =wu

_1.3.m
u  =ku

u_, =k’wu"

olur. Elde edilen bu tiirevler (3.1) denkleminde yerine yazildiginda

wiu' +ak’u" +bk*wu" +ckuu' +dkuu' +eku"*u'+ fku' =0

ile verilen adi tiirevli bir denkleme doniisiir. Bulunan bu denklem diizenlenirse

(a K+ bkzw)u’" +(w+ fh)u' +cku’s' +dkuu'+eku"u' =0 (3.2)

ile verilen {i¢lincli mertebeden adi tiirevli lineer olmayan tam diferansiyel bir denkleme

dontistir. (3.2) denklemi bir kez integre edilirse

(ak3 +bk2w)u”+(w+ﬂc)u +%u3 +%u2 +%u3/2 +¢,=0 (3.3)

elde edilir. Burada ¢, keyfi bir integrasyon sabitidir. (3.3) denklemi #" ile ¢arpilirsa

+ﬁuz ,, 2ek 5,

(ak3 +bk2w)u'u”+(w+ﬂc)uu'+%u3u' u +Tu u'+cu' =0 (3.4)

seklinde tam diferansiyel bir denkleme doniisiir. (3.4) denklemi diizenlenirse

20



r\2 ' '

seklinde yazilabilir. (3.5) denklemi bir tam diferansiyel denklem oldugundan bir kez

integre edildiginde ¢, keyfi bir integrasyon sabiti olmak tlizere

(ak* D) () (w4 ) ko di s dek s
2 2 2 12 6

sekilde elde edilir. Gerekli diizenleme yapilirsa

(u,)zz 2 —(W+ﬂ€)u2—%u4—%u3—4—eku5/2—cu—c
(ak3 +bk2w) 2 12 6 15 e
olup, bu ise
"2 _ Ck 4 dk 3 Sek 5/2
(1) 6(ak3 +bk2w)u 3(ak3 +bk2w)u 15(ak3 +bk2w)u
(W+ﬂ€) 2 2¢, B 2¢,

(ak* +bkw) y (ak’ +bkw) ! (ak® +bkw)

seklinde yazilir. Her iki tarafin karekokii alinirsa

3 ck yh dk y 8ek L
6(ak3 +bk2w) 3(ak3 +bk2w) 15(ak3 +bk2w)
v (wifk) , 2 2

(ak +bkw) ! (ak® + bi*w) ! (ak’ + bk*w)

ile verilen degiskenlerine ayrilabilen birinci mertebeden bir denkleme indirgenmis olur.

Degiskenlerine ayrilirsa

du
= +d 3.6
B ck g dk 0 8ek L 7 (3.6
6(ak3 +bk2w) 3(ak3 +bk2w) 15(ak3 +bk2w)
(W+fk) 2 2¢, 2c,

- (ak® + bk*w) ! (ak* +bk*w) ! (ak* +bk*w)

bulunur. (3.6) ile verilen denklemin her iki tarafi integre edilirse 7, keyfi bir integrasyon

sabiti olmak tlizere
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du

4 - 3.7
ck , dk X 8ek o T 3.7)
— u — u — u
6(ak3 +bk2w) 3(ak3 +bk2w) 15(ak3 +bk2w)
(W+~fk) 2 2c] 202

(ak kw) (ke bkw) T (ak +bkw)
denklemi elde edilir. Sol tarafin integralinin alinmasi durumunda (3.2) denklemi ile
verilen adi tiirevli denklemin ¢oziimiine ulasilir. 77 = kx+w¢ doniisiimii kullanilirsa da
(3.1) denklemi ile tanimladigimiz lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin
¢Ozlimii elde edilmis olur. Ayn1 anda bes farkli denklemin de ¢oziimiine ulasilabilecek
olmas1 bu integrali son derece 6nemli kilmaktadir. Elde edilen bu integral eliptik bir
integraldir. Ancak, bu integralin hesabi son derece zor olup, genel formda integre
edilememis ve dolayisiyla (3.1) ile verilen denklemin analitik ¢ozlimiine genel formda
ulagilamamustir. Ancak, bazi 06zel durumlarda integraller alinmis ve c¢oziimlere

ulagilmistir. Elde edilen bu ¢oziimler boliimler halinde asagida sunulmustur.

3.2. Schamel-KdV Denkleminin Tam Coziimii

(3.7) denklemi ile verilen integralde =0, ¢ =0, f =0 alnirsa

+j\/ du =n+n, (3.8)

d 8 9o w 5, 2¢  2¢

3a T sat T al T ae " ak

integraline varilir. Aslinda bu Schamel-KdV denkleminin indirgenmis formundan bagka

1

bir sey degildir. (3.8) denkleminde u2 =y doniisiimii kullanilirsa denklem

d

£f id —n+n, (3.9)
\/ d 4 2e 3 wo o, ¢ c, _2

- v - P v - 3 v - 3 3 "4

12ak® 15ak dak 2ak>  2ak

sekline doniisiir. Burada 1 =k x+wt dir. (3.9) ile verilen integral ¢, ve ¢, integrasyon

sabitlerinin her durumunda bilinen elemanter fonksiyonlar tiirlinden bulunamamaktadir

(Daghan ve Donmez, 2018). Bu yiizden ¢, ve ¢, intgerasyon sabitlerinin bazi1 6zel

durumlarinda ¢6ziimii elde edecegiz. (3.9) denkleminde literatiirde elde edilen

cozlimlerle karsilagtirmak adina &k =1, w=—w secilmesi yerinde olacaktir (Daghan ve

Doénmez, 2018). (3.9) ile verilen Schamel-KdV denkleminin direkt integrasyonla
22



¢Ozlimii genel formda elde edilememistir. Ancak bazi1 6zel durumlarda literatiirle uyumlu

analitik ¢oziimlere ulasilmistir. Bunun i¢in (3.9) ile verilen integralde ¢, = ¢, =0 alarak

baslayalim. Buna gore (3.9) integrali diizenlenirse

d

* v =N+,
\/_d i 2 5w o,
12¢7 T15a7 Taa”

olup daha basit olarak

e
"’\/(uj"’(ls]"’m

sonucuna ulasilir. Burada w >0 olarak segilebilir (7 <0 igin benzer hesaplama

=n+n,

1
yapilabilir). v = g doniisiimii yukaridaki denklemde kullanilirsa

ds
R
12a) S 15a)S \4a
yazilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
_ |4a ds
el 3 d
SRRE
15w 3w
formunu alir. Yukaridaki denklemde kok igerisindeki ifade tam kare haline getirilirse

_ |4a ds
+ _.[ 2 2 =1+
v 5_46] _(46] _d
15w 15w 3w

formu elde edilir. Gerekli diizenleme ile

_ [4a ds
+ _J =n+,
W \/

+

=n+n,

=n+1,

(5—4‘3]2— 16¢* +75wd
15w 225w?

elde edilir ve integrali alinirsa
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| [ 52 ) S_ﬁf_ 16 +75wd ) |_
" w 15w 15w 225W2 n+mn,

sonucuna ulagilir. Son denklem icin gerekli islemler ile
4e 4e V¥ (16€*+75wd w
Fhn||S— |+, (| S— | -| ———— | |=+—1n1+1,),
* {( 15w] \/( 15w] ( 225w ]] 20 1)
? 2 22 (g
S—ﬁ N S—ﬁ [ L6e +752wd :e\/;(n 7)’
15w 15w 225w

2 _w
gode ) _[16¢ +75wd :e+@(n+no>_(s_£j
15w 225w 15w

sekline doniisiir. Her iki tarafin karesi alinir ve gerekli sadelestirme islemleri uygulanirsa

2 2
( 4e )2 16¢* +75wd i\/iz(mno) ( de ]
S - - > = e a — S N 5
15w 225w 15w

w 2 2 w
;J;wo)] +[16e +75wdj: 2[;@(:”%)}( o de j

225w’ 15w

formuna doniisiir. Buradan

[;Jﬁ(mw}(mez ¥ 75wd]e+@(n+no)

225w* (g e
2 15w
olup

[J@("”")]zzswz +(16¢ + 75wd)e+m'”"°)

4e
§= > +
2(225w") 15w

1
seklinde elde edilir ve v = 5 doniisiimii altinda

2(225w%)

{;JZ("%) ]225w2 +(16¢> +75wd )JJZ('”%) +120ew

[//:
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bulunur. Daha basit formda

24
V= .
1\/4’2(%'70) + %(nmo)
Ae ' + Be '* +C

(3.10)

seklinde yazilabilir. u =y’ doniisiimii altinda (2.5) denklemi ile verilen Schamel-KdV
denkleminin analitik ¢Ozimii

2

24
u =
(77) 1\/z(n+770) i\/z(ﬂ‘”?o)
Ae ‘4 + Be V4 +C

olur. Burada 4=225w’, B=16¢>+75wd, C=120ew ve n=x-wt olarak verilir

(3.11)

(Daghan ve D6nmez, 2018).

(3.11) ile verilen ¢6ziim 41 > 0 i¢in hiperbolik fonksiyon olarak
a

24

u, (n)= (3.12)
(A +B)cosh , /l(n +1,) J_r(B —A)sinh . /l(n +1,)+C
4a 4a
seklinde ifade edilir.
4& <0 i¢in trigonometrik fonksiyon olarak ise
a
2

24

u, (77 ) = (3.13)

(A+B)cos i (n +170)J_ri(B—A)sin , /—W (n+ny)+C
4a 4a
seklinde ifade edilir.

(3.12) ile verilen ¢oziim fiziksel olarak anlamli olup, detayl olarak farkli parametreler

icin grafigi asagida verilmistir.
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Sekil 3.1. n,=0, w=0.1,a=2, e=1, d =1 i¢in Schamel-KdV denkleminin (3.12) ile

verilen ¢oziimii

(3.12) ile verilen Schamel-KdV denkleminin ¢6ziimiinde 1 = x — w¢ kullanilirsa (2.5) ile

verilen Schamel-KdV kismi tiirevli denkleminin ¢6zlimiiniin ti¢ boyutlu grafigi pozitif

isaret i¢in Sekil 3.2 ile verilmistir.

st
m
Hmm

f
)
ﬂ%ﬁi@ﬁﬂﬂiﬂtﬂn
Il

1)

u1(x

0, w=0.1, a=2, e=1,d =1 i¢cin Schamel-KdV denkleminin (2.5) ile

Sekil 3.2. n, =
verilen ¢oziimii
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Eger (3.11) ¢dziimiinde d =0 segilirse 4 =225w*, D=16e*, C =120ew olmak iizere

2

u(n)=| —~ 24 _ (3.14)
Ae+\/g(n+'7o) +Dei\/%w+%) “C

bulunur. Bu ¢6zlim ise (2.3) ile verilen Schamel denkleminin analitik bir ¢oziimiidiir. Bu
ise A=225w’, D=16e", C=120ew olmak iizere yine hiperbolik ve trigonometrik
olarak yukarida verilen (3.12) ve (3.13) denkleminin aynisidir. Burada yine fiziksel

olarak anlamli olan hiperbolik ¢6ziimiin farkli parametreler i¢in grafigi asagida
verilmistir.

0.04

. 1
0.035 | AN ]

0.03 1

0.025 | [

()

- 002 I
0.015 [
001}

0.005

/ |

/ F '

o 4 N A
D 1 L =1 = 1 | — 1 1
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
n

Sekil 3.3. 17, =0, w=0.1,a=2, e=1, d =0 i¢in Schamel denkleminin (3.12) ile
verilen ¢oziimii

Son olarak, (3.11) ile verilen ¢6ziimde e =0 alindiginda

2

u(n)=| —~ 24 (3.15)
Ae+\/g(n+’70) +Eei\/gw+%) +C

sonucuna ulasilir. Burada 4 =225w", E=75ew,C =0 dir. (3.15) denklemi ile verilen

¢Ozlim ise (2.4) denklemi ile verilen KdV denkleminin bir ¢éziimiidiir. Burada da
hiperbolik ve trigonometrik ¢6ziim formu (3.12) ve (3.13) ile verilen ¢oziimlerdir. Yine

hiperbolik ¢6ziim KdV denklemi i¢in iki boyutta asagidaki grafikte verilmistir.
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Sekil 3.4. n, =0, w=0.1,a=2,e=0,d =1 i¢in KdV denkleminin (3.12) ile verilen

¢Ozumu

Schamel-KdV denkleminin (3.11) analitik ¢ozlimiinden hareketle Schamel ve KdV

denklemlerinin hiperbolik fonksiyonlar tiirtinden verilen analitik ¢oziimleri ayn1 grafikte

asagidaki gibi goriilebilir.

0.3
Schamel-KdV
Schamel
0.25 - KdV
0.2r1
=
~ 0.156
= |
0.1 F
0.05 [
0 = ! [

-100 -80 -60 40 -20 0 20 40 60 80 100
1

Sekil 3.5. Schamel-KdV, Schamel ve KdV denklemlerinin (3.12) ile verilen pozitif
isaret i¢in ¢ozlimleri
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3.3. Schamel Denkleminin Tam Coziimii

(3.7) integralinde =0, c=0,d =0, f =0 segilirse

£f du =n+n, (3.16)
\/_ 8e W2 2¢, . 2c,
15ak® ak’ ak®>  ak’

Schamel denkleminin indirgenmis formu olan (3.16) integraline ulasiriz. (3.16)

1

denkleminde u? =y doniisimii yapildiginda

d
£f id =0+, (3.17)
\/_ 2e 5 W o5, G G
15ak” " aak?V T oa  2ak Y

elde edilir. (3.17) denkleminde benzer sekilde literatiirle uyum icin k=1, w=-w

secilirse
d
£f id =n+7, (3.18)
%@es+ww_q_%wa
15a / 4a 2a 2a

olur. (3.18) integralinde ¢, =c, =0 iken ¢dziim mevcuttur ve bu ¢oziim zaten daha 6nce
(3.14) denklemi ile verilmistir. Biz burada ¢, ve ¢, intgerasyon sabitlerinin baska 6zel

durumlarinda ¢6ziimii elde edecegiz.

(3.18) denkleminde ¢, #0, c, =0 ve w<O0 olarak segilirse

d
T id =n+n,
%@es+ww_q
ISaW 4a 2a
. w - 2e o
elde edilir. Burada A=-—  kabul edilir ve §= v donilisimii uygulanirsa
4a 15aA
1
dy = Sal dS den
2e
15aA ds
+ J 293 243 =M+
2e \/ ¢ 2254’1 ., 2254°%° ,
- ST+ S
2a 4e 4e

formuna doniisiir (Daghan ve Donmez, 2018).
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+ 15aA ds

j 2 3 =N+,
2e * | ¢ 2254°(-A ) (5% - 5%
2a (4e)’

denkleminde yeni ¢oziime ulagsmak icin integrasyon sabitinin sifir olmayan uygun

degerlerini se¢meliyiz (Daghan ve Donmez, 2018). Bunun i¢in

- _2a[ 225a% (=A%)
(4e)’

](So2 - So3)

kabul edilir ve yerine yazilirsa

i ds
JS* =82 +5,7 -5,

i(_/l)—]/Z

- =n+n, (3.19)

elde edilir ki bu mtegral birinci tip eliptik integraldir. Bu eliptik integral, §,’a bagl
olarak elemanter fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir. Eger S, =0 ve §,=1 ise
integrasyon sabiti ¢, sifir olacaktir ki bu (3.14) ile verilen ¢6ziimden baska bir sey
degildir.

3

Diger yandan S, = - durumunda, Schamel denkleminin ¢, =? ile yeni analitik
e

¢oziimiinii verir (Daghan ve Donmez, 2018). (3.19) denkleminde S, :—% olarak

secilirse ¢oziim

H(-2) ? [—=—==n+n, (3.20)

olur. (3.20) denklemi integre edilirse

2 arctanh S+l =n+n
N V"3 0

2e
15aA

t

w,u=y> kullanilirsa /u(n) >0 icin Schamel

olup, diizenlenir ve S§=

denkleminin ¢6ziimii

u(n) {5;;“ (3tanh2 (i\/% (m +no)]—lﬂ (3.21)
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olarak elde edilir. Burada A = 41 ve 1 =x—wt olarak tanimlanir (Daghan ve Donmez,
a

2018). (3.21) ile verilen Schamel denkleminin analitik ¢6ziimii farkli parametreler igin

asagidaki grafikte verilmistir.

0.95 F I|I 1 3
w=0.1

w=0.01
0.9 f \ i

0.85 = | 1 4

u(m)

0.8 f | _
0.75 | / \ ,

071 / Y 4

D. 65 ] 1 I__ 1 1 1 1 I I
-100  -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Sekil 3.6. a =—1, e =1 i¢cin Schamel denkleminin (3.21) ile verilen ¢6ziimii

Schamel denklemi i¢in elde edilen (3.21) ¢oziimiiniin grafigi w nin farkli degerleri i¢in

asagidaki Sekil 3.7 de verilmistir.

09 f‘|x 7

BT | | - \ = T ]
///} || ;ﬁ\

071 & | [N |

0.6 I‘. || 1

Eos}
=

| | w=0.1
ui ||

|
03F ‘|| .
0.2t l

0.1 ¢

-100  -80 -60 40 -20 0 20 40 60 80 100

Sekil 3.7. a =—-1, e=1,w=1 i¢cin Schamel denkleminin (3.21) ile verilen ¢éziimii
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a=-1, e=1,w=1 degerleri i¢in (2.3) ile verilen Schamel denkleminin (3.21) ile verilen
coziimiinden hareketle 7 = x—w¢ i¢in elde edilen ¢6ziimiin li¢ boyutlu grafigi asagida

verilmistir.

Sekil 3.8. a=-1, e=1,w=1 i¢in (2.3) ile verilen Schamel denkleminin ¢6ziimii

(3.12) de verilen ¢oziimde parametreler 17, =0, w=0.1, a=2,e=1,d =0 ve (3.21) ile
verilen ¢oziimde ise parametreler a=-1, e=1,w=0.1 seklinde almarak ¢oziimler

grafiksel olarak asagidaki Sekil 3.9 da birlikte verilmistir.

(3.12) Gdziimii
(3.21) Goziimii | |

-100 -80 60 40 -20 0 20 40 60 80 100
n

Sekil 3.9. Schamel denkleminin (3.12) ve (3.21) ile verilen ¢dziimleri
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3.4. KdV Denkleminin Tam Coziimii

(3.7) integralinde b=0, ¢ =0, e=0, f =0 alindiginda

du
+ =n+n 3.22
J. d s w , 2¢q 2c, ’ (3.22)
- U ——FuU s U——73
3ak ak ak ak

elde edilir ki bu denklem KdV denkleminin diizenlenmis halidir. (3.22) denkleminde

1
u? =y doniistimii yapilir ve yine literatiirle uyum icin k& =1, w=—-w segilirse

+ dy =0+, (3.23)

B s W 2 ¢ ¢
—_— +7 _— =
\/ 4 4aw 2a ZaW

integrali elde edilir. (3.23) ile verilen integralin ¢, ve ¢, integrasyon sabitlerinin her
durumunda ¢6ziimii bulunamamaktadir (Daghan ve Donmez, 2018). Bu yiizden ¢, ve c,

intgerasyon sabitlerinin baz1 6zel durumlarinda ¢6zliimii arayacagiz. (3.23) denkleminde

benzer sekilde ¢, =c, =0 alindiginda ¢6ziim vardir ve bu ¢oziim daha once (3.15)

denklemi ile verilmistir. Diger taraftan (3.23) denkleminde ¢, # 0, ¢, =0 olarak se¢ilirse

d
v =0+, (3.24)

3n?

8d

elde edilir. (3.24) ile verilen integral birinci tip bir eliptik integral olup, burada ¢, =

ozel olarak kabul edilir ve (3.24) denkleminde yerine yazilirsa

+J ! =1+7
_J—d4+“’z_m“ 0
12¢" " 4a” " 16ad

elde edilir. Bu denklem integre edilebilen denklem olup bir kez integre edildiginde

+ /_S_a arctanh{ /%t//} =n+n,
w 3w

denklem yukardaki formuna doniisiir. Gerekli diizenlemeler yapilip y ¢oziiliirse

3w w
=,[—tanh| *+,[—(n +
v ,bd { 8am n&}
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elde edilir. u =* kullamlarak KdV denkleminin ¢oziimii

u(n):[ %tanh(i\/%(n +no))T (3.25)

olarak elde edilir ki burada ¢, = % ve n =x-—wt olarak tanimlanir. (3.25) ile verilen

¢oOziim literatiir i¢in yeni bir ¢oziimdiir. (3.25) ile verilen ¢oziimiin grafigi Sekil 3.10 da,
(3.12) denklemi ile verilen ¢oziim ile (3.25) denklemi ile verilen KdV denkleminin

cozlimlerinin grafigi ise Sekil 3.11 de asagidaki gibi verilmistir.

0

-0.05 T

u(a)

04} o

‘D. 1 5 ] 1 Il = 1 s 1 L ]
-100  -80 -60 40 -20 0 20 40 60 80 100

Sekil 3.10. w=-0.1, a =1, d =1,n7, =0 i¢in KdV denkleminin (3.25) ile verilen
¢Ozumi

0.3

(3.12) Gdziimii
(3.25) Goziimii |

0.25 [

02} 1)
0.15 [

011

u(n)

0.05 r

-0051

,01 =

=

-0.15 | I | = I M, I I I
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

n

Sekil 3.11. KdV denkleminin (3.12) ve (3.25) ile verilen ¢oziimleri
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3.5. Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony Denkleminin Tam Coziimii

(3.7) ile verilen denklemde a =0, d =0, e =0 segilirse

du
ij =1+,
ck s (wHfk) , 2c 2c
- u' — u®— L lu— :
6bk*w bk*w bk*w bk*w

sonucuna ulagilir. Elde ettigimiz son denklem aslinda MBBM Denklemidir. (3.26)

(3.26)

denkleminde literatiirle uyumlu olmasi agisindan » = —b secilip denklem diizenlenirse

tkow | du =n+7, (3.27)

\/(06](] ! +(w+ﬂc)u2 +2cu+2c,

bulunur. Burada 1 = kx +wt ve 1, integrasyon sabitidir (Dogan, 2014; Esen, 2018).
Durum I: (3.27) denkleminde ¢, =c, =0, w+ f k=0 secilirse

ik\/bwj‘#:n+no
CK | 4
\/(6]“

elde edilir ve w=—fk kullanilir ve denklem integre edilirse

u(n)zik( /‘6bf ]( ! ] (3.28)
c n+n,

sonucuna varilir. Burada n = kx + wt olarak tanimlanir (Dogan, 2014; Esen, 2018).

Durum II: (3.27) denkleminde ¢, =c, =0, w+ fk#0, u > 0 segilirse

shfbw [ du =n+17,
\/(6'6](] Y (we k)’

denklemi elde edilir. Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

6bw du
ik\f ok J. . =n-+mn,
\/u4+6(w+f ]uz
ck

olup buradan
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}6bw du
tk ckj . =n+n,
u\/u2 +6(W+f ]
ck

1
bulunur. u :; doniisiimii ile denklem asagidaki formatta yazilir (Dogan, 2014; Esen,
2018; Daghan vd., incelemede)

I dt _n+
W+fk J ck To-

+

6(w+fk)

Bu ifadenin integrali alinirsa

+k v - t+ t2+L =n+n,
Wt [k 6(w+ k)

sonucuna varilir. ¥ =- doniisiimii i¢in ¢ozliim
t

2
u(n)= (3.29)
w+ fk _1 wtfk
H/bw (n+ %)4_5e+f (m+n5)

e kN bw

olarak elde edilir (Dogan, 2014; Esen, 2018; Daghan vd., Incelemede). Burada

s=—=-L ve n =kx+wt olarak tanimlanir. (3.29) denklemi ile verilen ¢6ziim
6(w+ fk)
WK 0 igin
bw
2
401 = 1wt Sk 1wtk (330)
1+0 h— +n,)x(1-95)sinh — +
(1)eosh | [ SE )1 ysion LS E )
ve W+fk<0 icin
bw
2
u,(n) = (3.31)
1| w+fk J w+ fk
1+6 —|= + 1-¢6 — +
(18)eos LK (e (1a)sin L [T )

seklinde yazilabilir. Burada 1 = kx+ wt olarak verilmektedir. (3.30) ile verilen MBBM

denkleminin ¢6ziimii farkli parametre degerleri i¢in asagidaki grafikte verilmistir.
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Sekil 3.12. w=1,c=1, f=0,k=-9, b=1,1n,=0 i¢gin MBBM denkleminin (3.30) ile

verilen ¢oziimi

Durum III: (3.27) denkleminde ¢, =0, c, #0, w+ f k#0 kabul edilir ve denklemde

yerine yazilirsa

ko | du =1+
\/(iju“ +(w+ fhwu’ +2c,

olup, bu integral birinci tip eliptik integral olup 6zel olarak ¢, =

denklemde yerine yazilirsa

ik\/ﬁj du

( E )2 =n+n,
ck) 4 2 3(w+ fk
—u +w+ fhu +———
\/( 6] Sark2 2ck
sekline doniisiir. Gerekli diizenlemeler ile
=n+n,

o 6w k) o 9(w k)
ck (ck)’

Tk f6bw J~ du
ck \/
olur ve tam kare yapilirsa
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6bw du

+h, | p | =1+,
¢ \/(u 3(W+fk)]

elde edilir ve kok digina alinirsa

6bw du
+k =N+
ek fu2+3(w+fk> .

ck

formuna ulasilir. Son denklem integre edilirse 1 = kx + wt olmak lizere

|
u(mn) = w\ 26w

ck

3(w+ £ k) tan{i w+fk(n+n0)} (332)

seklinde (2.7) denklemi ile verilen MBBM denkleminin tam ¢6ziimii elde edilir. (3.32)
ile verilen ¢6ziim MBBM denkleminin literatiirde yeni bir ¢6ziimiidiir. Coziimiin iki ve

ii¢ boyutlu grafikleri asagida verilmistir.

20 T T T T T T

15t 1

10 1|

u(n)
1

10 -‘Ia"

15 +

_20 ] ] Il ] Il L ] Il Il
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Sekil 3.13. w=50,c=1, f =-1, k=30, b=1,n, =0 1¢in MBBM denkleminin (3.32)
ile verilen ¢oziimii
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i)

Sekil 3.14. w=50,c=1, f =-1, k=30, b=1, 1, =0 i¢in (2.7) ile verilen MBBM
denkleminin ¢6ziimii

3.6. Benjamin-Bona-Mahony Denkleminin Tam Coziimii

(3.7) ile verilen denklemde a =0, ¢ =0, e =0 alindiginda

£ u =n+n, (3.33)
_dk s (wASK) o 2e 2
3(bk2w) (bkzw) (bkzw) (bkzw)

integraline ulasilir ki bu denklem BBM denkleminin diizenlenmis versiyonudur. Burada

n =kx+wt olarak tanimlanmistir. (3.33) denkleminde yine literatiir a¢isindan uyumlu

olmasi i¢in b = —b seg¢ilip denklem diizenlenirse

tkow | — du =n+n, (3.34)

\/(3] Y(wH fh)u? +2¢u+2c,

sonucuna varilrr.

(3.34) ile verilen denklem birinci tip eliptik integral oldugundan her durumda ¢6ziimii

bulunmamaktadir. Bu nedenle bazi 6zel hallerde ¢6ziim arayacagiz.
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Durum I: (3.34) denkleminde ¢, =c, =0, w+ f k=0 secilirse

ik\/wa‘L =n+n,

elde edilir ve denklem integre edilirse

3bw 1 N
dk\/7 =n+n,

bulunur. (3.35) denkleminde w =—f k yazilir ve diizenleme yapilirsa

(. [Brrp) 1
ﬁ_{zk dk ](mno]

elde edilir. Burada 7 = kx + wt olmak tizere (2.6) denklemi ile verilen BBM denkleminin

w2k (3.35)

¢Ozumi

u(n)ZIZkZQ{ ! } (3.36)
d | n+n,

olarak bulunur.

Durum II: (3.34) denkleminde ¢, =c, =0, w+ fk#0, u > 0 segilirse

shfbw | du —n+1, (337)

\/( ! ju (e f

denklemi elde edilir. (3.37) ile verilen denklem diizenlenirse

3bw
tk j =n+n,
Va1 w+fk)
Ufu+——--"-2

denklemine ulagilir. (3.38) denkleminde u + 3(%]:%) =¢* doniisiimii yapilirsa
3bw 2 tdt
sk [~ | =1+1,
dk [ (w+ fk)]

olur ve buradan

(3.38)
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3bw 2dt
+ _
_chMJﬁ_3(w+fk) (L

dk

elde edilir. Bu denklem diizenlenirse

+k 3bw 2 J' 1 _ 1 dt=77+770
N dk [3(w+fk) t_/%w+f%) t+fxw+fk)
dk dk dk

dan

bw di di
2k | 4 4
w+ f k jp_b(w+fk) Im_b(w+fk) 45
dk dk

olup bu integre edilirse

) L
3(w k)
bw dk
0k I -
e e T
3(we /K
L dk ]

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
T2k _bw arctanh S S n+n,
\w fk 3(w+ fk)
dk

dir. u+ 3(%]:%) =¢* doniisiimiinden

T2k arctanh =n+n,

w+ fk

sonucuna varilir. Son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa
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olur. Burada u ¢oziliirse

3 k
u(n):—(wd+kf )|:—1+tanh2(ir2—1k /—Wzvj:k(n+no)ﬂ (3.39)

¢coziimii elde edilir. Burada 7 =/kx+ wt olmak iizere (3.39) ile verilen denklem BBM

denkleminin bir tam ¢6ziimiidiir. BBM denkleminin (3.39) ile verilen ¢6ziimiiniin grafigi

asagida verilmistir.
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Sekil 3.15. w=100,d =-1, f =1, k=10, b=1, n, =0 icin BBM denkleminin (3.39)
ile verilen ¢oziimii
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Durum III: (3.34) denkleminde ¢, #0, ¢, =0, w+ f k%0, u >0 kabul edilirse

k| d“ - 6.40)
\/(fju +(w+ fk)u? +2¢u

denklemine ulasilir. (3.40) integrali birinci tip eliptik integraldir. Bu nedenle 6zel olarak

3(wt kY
¢, =———— secilir ve denklemde yerine yazilirsa
8dk
du
ik\/bWJ. — =1+,
3 k
3 4dk

bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

3bw du
+k,| dkj [ W+fk)] =1 +7, (3.41)

2dk

sonucuna varilir. (3.41) denkleminde u =¢*> doniisiimii kullanilirsa
3bw 2tdt

sk | = =1+,
dk [ (w+f k)]

bulunur ve denklem diizenlenirse

3bw 2dt
+ -
ke J.t2+3(w+fk) T+

2dk

olup denklem integre edilirse

oy 3bw 1 t —n+n,
\Vdk | [3(w+fk) [(w+ k)
2dk 2dk
elde edilir. Elde ettigimiz bu denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

(w+fk)
(w+fk)\/_ [ 2\ 2wb (77+77°)}

sonucuna varilir. Burada 1 = kx + wt olmak iizere u =¢* i¢in ¢dziim
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u(n) =—3(v;;l{k) |:tan2 (J_r 2\/1§k W(n +n0)ﬂ

(3.42)

bulunur ki bu ¢6ziim BBM denkleminin bir tam ¢oziimiidiir. BBM denkleminde (3.36),

(3.39) ve (3.42) ile verilen 6zel ¢goziimler literatiir i¢in yeni ¢oziimlerdir. (3.42) denklemi

ile verilen ¢6ziimiin logaritmik Olcekteki iki ve ii¢ boyutlu grafikleri asagida Sekil 3.16

ve Sekil 3.17 de verilmistir.

20

151

o

u—(n)

-10 1 }

5 |

_20 ] 1 1 1
-1000 -800 -600 -400 -200

0 200 400 600 800 1000
1

Sekil 3.16. w=30,d =1, f =-2, k=20, b=-1, 1, =0 i¢cin BBM denkleminin (3.42)
ile verilen iki boyutlu ¢6ziimii

u—(xt)

Sekil 3.17.

w=30,d=-1, f=-2,k=20, b=-1,1n,=0 icin BBM denkleminin (3.42)

ile verilen li¢ boyutlu ¢6zimii

44



BOLUM 1V

SONUCLAR

Bu tezde ayn1 anda bes farkli lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemi i¢inde
barindiran ve ismine genellestirilmis integrallenebilen KdV tipli denklem dedigimiz (3.1)
ile verilen denklem ele alinmistir. Genellestirilmis integrallenebilen denklemin 6zel
hallerde Schamel denklemine, KdV denklemine, Schamel-KdV denklemine, MBBM
denklemine ve BBM denklemine hangi kosullar altinda inildigi agik¢a gdsterilmistir.

n=kx+wt donisimi altinda (3.1) ile verilen denklem bir adi tiirevli denkleme

indirgenmis ve ¢oziimii elde edilmek istenmistir. Bunun icin elde edilen {iciincii
mertebeden adi tiirevli lineer olmayan denklem pes pese iki kez indirgenerek birinci
merteben bir denkleme doniistiiriilmiistiir. Son elde edilen birinci merteben
degiskenlerine ayrilabilen denklemin ¢6zlimii i¢in her iki tarafin integrali alindiginda ise
(3.7) denklemi ile verilen integrale ulasilmistir. Ayni anda bes farkli denklemin de
¢Ozlimiine ulasilabilecek olmas1 bu integrali son derece 6nemli kilmaktadir. Ancak, bu
integralin hesab1 son derece zor olup, genel formda integre edilememis ve dolayisiyla
(3.1) ile verilen denklemin analitik ¢6ziimiine genel formda ulasilamamistir. Kendisi de
eliptik bir integral olan genel integralin 6zel ¢oziimlerinde de yine karsimiza bir ¢ok
eliptik integral ¢ikmistir. Ancak, bazi 6zel durumlarda (3.7) ile verilen integralin
coziimleri elde edilmistir ki bu ¢oziimler aynt zamanda Schamel-KdV denklemi,
Schamel denklemi, KdV denklemi, MBBM denklemi ve BBM denkleminin tam

¢Ozlimleri oldugu goriilmiistiir.

Bu ¢6zlimler; Schamel-KdV denklemi i¢in (3.11), (3.12), (3.13) ile verilen ¢oziimler,
Schamel denklemi i¢in (3.14) ve (3.21) ile verilen ¢oziimler, KdV denklemi i¢in (3.15)
ve (3.25) ile verilen ¢oziimler, MBBM denklemi i¢in (3.28), (3.30), (3.31) ve (3.32) ile
verilen ¢oziimler ve BBM denklemi icin ise (3.36), (3.39) ve (3.42) ile verilen
coziimlerdir. Elde edilen ¢oziimlerin dogrulugu MATHEMATICA paket programi ile
test edilmistir. Ayrica, ¢Oziimlerden bazilarinin ayrmtili iki ve ii¢ boyutlu grafik

incelemeleri MATLAB Paket Programi kullanilarak yine tez kapsaminda yapilmistir.
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