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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

CATILANDIRILMIS DALDIRMALARIN PEDAL VE CONTRAPEDAL
EGRILERI

Engin TULGA

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Doc. Dr. Giilsah AYDIN SEKERCI

Giinliik hayatta sik¢ca karsilasilan egrilerin ¢ogunun tekil noktalara sahip olmasi,
tekillik teorisinin ve diferansiyel geometrinin, bu egrileri anlamak i¢in kullanilmasini
tesvik etmigstir. Boylece 3-boyutta tekil noktaya sahip olan egrileri anlamak icin
catilandirilmig egriler ve catilandirilmis daldirmalar arastirmacilar tarafindan ifade
edilmistir. Bu tez calismasi da, Minkowski 3-uzayinda spacelike catilandirilmis
daldirmalarin pedal ve contrapedal egrilerinin incelenmesi iizerinedir. Calismada
ilk olarak konunun tarihsel gelisimi, literatiirdeki yeri ve konunun anlagilmasim
saglayacak bazi temel kavramlar ele alinmistir. Sonrasinda, spacelike ¢atilandirilmis
egriler ile daldirmalarin tamimlar: kullanilarak matematiksel 6zellikleri belirtilmistir.
Bu egriler icin 6zel cati alanlar1 belirlenerek ve bu alanlar icin de Frenet tipi
formiiller tiiretilerek egrilik fonksiyonlar1 incelenmistir. Oklid 3-uzayinda regiiler
egriler i¢in kullanilan Serret-Frenet vektor alanlar tarafindan elde edilen egrilik ve
burulma fonksiyonlarindan farkli olarak, spacelike ¢atilandirilmis egriler icin dort
egrilik fonksiyonu elde edilmistir. Elde edilen bu formiiller sayesinde spacelike
catilandirilmig egrilerin spacelike ¢atilandirilmis daldirmalar olabilmesi i¢in gereken
sartlar belirlenmistir. Bu bulgulara dayanarak, spacelike ¢atilandirilmis daldirmalarin
pedal (contrapedal) egrileri, egrinin oskiilator (normal) diizlemlerinde sabit bir noktanin
dik izdiisiimleri olarak tamimlanmistir. Bu tanimlara gore, spacelike catilandirilmis
daldirmalarin pedal veya contrapedal egrilerinin spacelike olmasi gerekmedigi elde
edilmis ve causal karakterlerinin belirlenmesi i¢in gereken kosullar bulunmustur. Ayrica,
spacelike catilandirilmig daldirmanin pedal (contrapedal) egrisinin bir ¢atilandirilmig
taban egri olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar ispatlanmistir. Boylece bu ¢alismadan
elde edilen sonuglarin, Minkowski 3-uzayindaki spacelike catilandirilmis daldirmalarin
pedal ve contrapedal egrilerinin, Oklid 3-uzayindaki regiiler veya singiiler egrilerden
farkl1 6zelliklere sahip oldugu gdsterilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Pedal egri, contrapedal egri, catilandirilmis egri, catilandirilmig
daldirma, Minkowski uzay1.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis
PEDAL AND CONTRAPEDAL CURVES OF FRAMED IMMERSIONS
Engin TULGA

Siileyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Giilsah AYDIN SEKERCI

The fact that most of the curves frequently encountered in daily life have singular points
has encouraged the use of singularity theory and differential geometry to understand
these curves. Thus, in order to understand curves with singular points in 3-dimensions,
framed curves and framed immersions have been expressed by researchers. This thesis
is about examining the pedal and contrapedal curves of spacelike framed immersions
in Minkowski 3-space. In the study, firstly, the historical development of the subject,
its place in the literature and some basic concepts that will enable the subject to
be understood have been discussed. Afterwards, mathematical properties have been
specified using the definitions of spacelike framed curves and immersions. Curvature
functions have been examined by determining special frame fields for these curves
and deriving Frenet type formulas for these fields. Unlike the curvature and torsion
functions obtained by Serret-Frenet vector fields used for regular curves in Euclidean
3-space, four curvature functions have been obtained for spacelike framed curves.
Thanks to these obtained formulas, the necessary conditions for spacelike framed
curves to be spacelike framed immersions have been determined. Based on these
findings, the pedal (contrapedal) curves of spacelike framed immersions have been
defined as orthogonal projections of a fixed point on the osculator (normal) planes
of the curve. According to these definitions, it has been obtained that the pedal or
contrapedal curves of spacelike framed immersions do not have to be spacelike, and the
necessary conditions for determining their causal character have been found. Moreover,
the necessary and sufficient conditions for the pedal (contrapedal) curve of the spacelike
framed immersion to be a framed base curve have been proven. Thus, the results
obtained from this study show that the pedal and contrapedal curves of spacelike framed
immersions in Minkowski 3-space have different properties than the regular or singular
curves in Euclidean 3-space.

Keywords: Pedal curve, contra-pedal curve, framed curve, framed immersion,
Minkowski space.

2024, 49 pages
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1. GIRIS

Diferansiyel geometride, egrilerin incelenmesi onemli bir alandir. Bu alanda yapilan
calismalarin bircogu regiiler (diizenli) egriler iizerinedir. Regiiler egriler, siirekli ve
diizgiin bir sekilde degisen sistemleri ifade eder. Ancak giinliik hayatta karsilasilan
egrilerin bir¢cogu singiiler (tekil) egrilerdir. Egrinin tiirevinin sifira esit oldugu noktalara
singiiler nokta denir ve singiiler noktaya sahip egriler de singiiler egriler olarak
isimlendirilir. Giinliik hayatta sik¢a karsilastigimiz egrilerin bircogunun singiiler
noktalara sahip olmasi, singiilerlik teorisi ile diferansiyel geometrinin birlestirilmesi
diisiincesini ortaya cikarmustir. Ozellikle singiilerlik teorisinin diferansiyel geometri
calismalarinda kullanilmasi fikrinin Onciileri biiyiik dlciide Arnold (1990) ve Thom
(1956) ’dur. Onlarin 6ne siirdiigii fikirleri takip ederek diferansiyel geometrideki bir¢ok
konu i¢in bu teori arastirilmistir. Bu teori lizerine yapilan calismalarin ¢ogu fizik ve
matematik arasinda baglanti kurmaktadir. Giintimiizde bu teori; diferansiyel geometri,
topoloji, cebir gibi matematigin farkli dallarindaki arastirmalar i¢in kullanilmaktadir

(Li ve Sun, 2019).

Hem regiiler hem de singiiler egri problemlerini incelemek i¢in iyi tanimlanmis ve uygun
bir ¢at1 secmek 6nemlidir. Ornegin, Serret-Frenet catisi, regiiler egrilerin dzelliklerini
analiz etmek i¢in oldukga kullanishidir. Ancak bu cati, biikiilme noktalarinda veya
egrilik sifir oldugunda tanimsizdir. Bu ¢esit egrilerin incelenmesi icin Serret-Frenet
catist gecerli degildir. Bu problemi c¢cozmek i¢in Bishop (1975) egrinin ikinci
tiirevinin sifir oldugu durumlarda bile 1yi tanimlanmis bir cati ortaya atarak alternatif
bir yaklasim sunmustur. Ancak bu catinin da kullantmi sinirli kalmistir (Li vd.,
2021). Boylece singiiler noktaya sahip olan egrilerde uygun c¢atilarin tanimlanmasi
icin Legendre egriler ve catilandirilmig egriler fikri ile bu problem biiyiik Olciide
¢oziilmiistiir. Honda ve Takahashi (2020), Oklid uzayinda catilandirilmis egrileri
tanimlayarak Oklid 3-uzayindaki singiiler egriyi karakterize etmek icin bu egrileri
kullanmislardir. Catilandirilmig egriler hem Frenet egrilerinin, hem de Legendre
egrilerinin bir genellemesi olmustur. Ayrica, ¢atilandirilmis bir egriyle iliskili egrilik

fonksiyonlar: da 1yi tanimlidir (Honda ve Takahashi, 2020).



Bunun yaninda, egrinin kendisi singiiler noktalara sahip olabilecegi gibi egriler
tarafindan olusturulan egriler de genellikle singiilerlige sahip egrilerdendir. Diferansiyel
geometrinin klasik konularindan biri olan pedal egriler ve contrapedal egriler de bu
tiir egrilerdendir. Bu egriler, klasik mekanik ve gok mekanigindeki belirli tiirdeki
kuvvet problemlerini ¢c6zmek i¢in ¢cok uygundur. Salyangoz, deniz kabugu, giiller gibi
dogada bulunan pek cok nesnede bu egrilerle kargilasilabilir. Dogada mevcut olmasinin
yaninda minyatiir kamera mercegi tasarimi gibi optik alaninda da uygulamalar
bulunmaktadir (Yan ve Sasian, 2017). Yaygin kullanim alanlar1 da diistiniildiigiinde

pedal ve contrapedal egriler arastirmacilarin dikkatini ¢gekmistir.

Ik olarak Kepler, 1605’te gezegenlerin yoriingesinin giines etrafinda elips seklinde
oldugunu kesfetmistir. Bu bilgi 1s181nda, Hamilton, elipsin odagindaki pedal noktasi ile
Kepler’in elipsinin hodografini kesfetmek i¢in pedal egrisini kullanmigtir. Buna gore
elipsin pedal egrisinin bir cember oldugunu elde etmistir. Hamilton’un bu bulgusu Sekil

(1.1) deki gibi gosterilebilir (Stavek, 2018).

Sekil 1.1. Pedal noktas1 odakta olan elips (mavi) ve pedal egrisi (kirmizi)(Yao vd.,
2023).

Pedal egri ismi ilk kez Iskog matematik¢i Collin MacLaurin tarafindan sabit bir nokta
ve diizgiin bir diizlem egrisi verildiginde, sabit noktadan egrinin tiim teget dogrularina
dik izdiisiimlerin yeri olarak ifade edilmistir (Bruce ve Giblin, 1984; Bruneau, 2010).
Bir egrinin contrapedal egrisi de sabit bir nokta ve diizgiin diizlem egrisi verildiginde
sabit noktadan egrinin tiim normal dogrularina dik izdiistimlerin yeridir. Buna gore, bir
I acik aralig1 icin ¥ : I C R — R? regiiler bir egri ve p € R? de sabit bir nokta olmak

tizere Y egrisinin pedal ve contrapedal egrileri

() p—10))
ror ¢

Pey,(t) =Y(t) +



<’)/(I),p _ Y(I» }/(t)

CPerl) =P = O

biciminde ifade edilir (Zwikker, 2005). Regiiler bir diizlem egrisinin pedal ve

contrapedal egrilerinin geometrisi Sekil (1.2) *deki gibi verilir.

}/(to) Pe'y’p(t)

CPey,(1) P
Sekil 1.2. Diizlemde pedal ve contrapedal egri (Zwikker, 2005).

Bu pedal egri tanimi1 gz Oniine alindiginda, egri diizgiin olsa bile bir egrinin pedal
egrisi singiiler noktalara sahip olabilir. Bu da singiilerlik (tekillik) teorisi ile pedal
egri arasinda iligki kurmay1 zorunlu kilar. Bu iligki ve pedal egrilerin yaygin kullanim
alanina sahip olmasi sebebiyle pek cok bilim insan1 bu konuyu inceler. Bir egrinin
pedal denklemini bilmek egrilik gibi bazi 6zelliklerin hesaplanmasini basitlestirdiginden

diferansiyel geometri acisindan da onemlidir.

Giinliik hayatta regiiler egrilerden ziyade singiiler egrilerle karsilasildigindan bu
konudaki sorunlarin ¢oziimii ilgi ¢ekicidir. Bu durumlar diisiiniildiigiinde singiiler
egriler ile pedal ve contrapedal egrilerin birlestirilmesi fikri ortaya ¢ikmaktadir.
Ozellikle bu tez calismasinda Minkowski uzayinda singiiler noktaya sahip spacelike
(uzaybenzeri) daldirmalar i¢in pedal ve contrapedal egriler arastirilmistir. Bunun i¢in
catilandirilmig egrilerin Frenet tipi formiilleri kullanilarak spacelike ¢atilandirilmis
daldirmalar icin Frenet tipi formiiller bulunmustur. Daha sonra, bu formiiller
kullanilarak pedal ve contrapedal egriler tanimlanmistir. Bu konuda asil problem
catilandirilmis daldirmalar i¢in pedal ve contrapedal egrilerin catilandirilmig taban
egriler olmayabilecegi sorunudur. Bu nedenle, ¢calismada pedal ve contrapedal egrilerin
catilandirilmis taban egrileri olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar elde edilmistir.
Boylece spacelike catilandirilmis daldirmalar i¢in pedal ve contrapedal egrilerin

ozellikleri ortaya koyulmustur.



2. KAYNAK OZETLERI

Calismamizin temelini ¢atilandirilmis daldirmalarin pedal ve contrapedal egrileri
olusturmaktadir. Bu konularda yapilmis pek ¢ok ¢alisma bulunmaktadir. Bu boliimde
sadece bu tez calismasinin temeli olan yayinlardan bahsedilecektir. Ilk olarak
catilandirilmig egriler Honda ve Takahashi (2016) tarafindan tantmlanmustir. Yazarlar,
lineer bagimsizlik kosulunu saglayan regiiler egrilerin ve Legendre egrilerin bir
genellestirmesi olarak Oklid uzayinda catilandirilmis egrileri ifade etmislerdir. Regiiler
bir egrinin ve bir Legendre egrisinin egrili§ine benzer olarak ¢atilandirilmis egrilerin
egriliklerini elde etmiglerdir. Catilandirilmig egriler singiiler noktalara sahip olabilecegi
icin catilandirilmis egriler ve bunlarin singiilerliklerini incelemek icin tanimlanan bu
egrilikler oldukg¢a kullanish olmustur. Ayrica, bu egrilikleri kullanarak ¢atilandirilmig
egriler icin varlik ve teklik teoremlerini ispatlamiglardir. Son olarak, ¢atilandirilmis
uzay egrilerinin izdiisiimleri ve Legendre egriler arasindaki iligkiyi veren orneklerle

sonuglarin1 dogrulamislardir (Honda ve Takahashi, 2016).

Honda ve Takahashi (2016)’yi destekleyecek sekilde Fukunaga ve Takahashi (2017)
catilandirilmis egrilerin varlik kosulunu vermislerdir. Catilandirilmis taban egrisinin
goriintiisiiniin belirli bir kosul altinda verilen diizgiin egrinin goriintiisiiyle ¢akisacak
sekilde catilandirilmis bir egri olusturmuslardir. Bu ¢alismalarin 1s181inda, Honda ve
Takahashi (2020) Oklid uzayinda singiiler noktali diizgiin egrileri kullanarak singiiler
noktal1 uzay egrisinin evoliitiinii ve odak yiizeyini incelemislerdir. Bunlar1 tantmlamak
icin, catilandirilmig egrilerin teorisinden faydalanmislardir. Catilandirilmis egrilerin
tanimlarin1 vererek, bazi kogullar altinda ¢atilandirilmis daldirmanin evoliitiinii ve odak
yiizeyini ifade etmiglerdir. Catilandirilmis egriler ve daldirmalar Frenet egrisinin dogal
genellestirmesi oldugundan, buna gore temel 6zelliklerin degisimlerini arastirmislardir.
Dabhasi, diizgiin doniisiimlerin singiiler olma kosullarim1 kullanarak, evoliitiin ve odak
yiizeyin singiiler noktalar1 arasindaki iligkiyi vermisglerdir. Destek fonksiyonlar ve
paralel egrilerin tanimlarini vererek, evoliit ve paralel egrilerin evoliitlerinin e oldugunu
gostermislerdir. Evoliit de bir ¢atilandirilmis daldirma oldugu icin catilandirilmis
daldirmanin k-nincr1 evoliitiinii vermiglerdir. Boylece; evoliit, odak ylizey ve tekrarli

evoliitlerin 6zelliklerini incelemislerdir (Honda ve Takahashi, 2020).



Daha 6nceki ¢aligmalari gelistiren Li vd. (2021), lineer bagimsizlik kosulunu saglayan
regiiler egrilerin teget acilabilir yiizeylerini ele almiglardir. Bu yiizeyleri ¢atilandirilmis
egrilerin teget agilabilir yiizeylerine genellestirmislerdir ve Oklid 3-uzayinda teget
acilabilir yiizeylerin singiilerligini aragtirmislardir. Singiiler noktaya veya lineer
bagimlilik kosuluna sahip egrileri analiz etmek i¢in etkili bir ara¢ olan ¢atilandirilmis
egriler ile iligkili ¢catiy1 kullanarak, ¢atilandirilmig egrilerin teget agilabilir yiizeylerinin
singiilerlik tipleri ve egrilik fonksiyonlar1 arasindaki baglantiyr kurmuslardir. Buna
ek olarak, Darboux acilabilir ylizeyin singiilerliginin bazi tiplerini, teget acilabilir
yiizeylerin sonuclarini kullanarak siniflandirmiglardir (Li vd., 2021). Catilandirilmig
egrilerin sagladig: bu kullanighlik sayesinde bu egrilerin evoliisyonu da ifade edilmistir
(Y1ildiz, 2022). Daha sonra, konum vektorii rektifiyan diizlemde bulunan egriler olarak
bilinen rektifiyan egriler ile catilandirilmig egri kavrami Wang vd. (2019) tarafindan
birlestirilmistir. Boylece, Wang hem regiiler hem de regiiler olmayan rektifiyan egrileri
iceren catilandirilmig rektifiyan tanimini olusturmustur. Ayrica, regiiler egrilere benzer
olarak, catilandirilmis kiiresel egrilerin genisletilmesi ile ortaya ¢ikan catilandirilmis
rektifiyan egrileri elde etmistir. Deshmukh vd. (2018), bu genisletmenin regiiler
egriler icin her zaman bir rektifiyan egri olamayacagini agiklamigtir. Bu durumdan
yararlanarak, catilandirilmig egrilerin genislemesi icin Dogan Yazici vd. (2022b)
baz1 simiflandirmalar vermislerdir. Hem regiiler, hem de regiiler olmayan rektifiyan
egrilerde kullanilabilen bu siniflandirmalar i¢in bazi kosullar elde etmislerdir. Boylece
catilandirilmis egri kavraminin tammmlanmas yiizeyler iizerinde de bazi ¢calismalarin
yapilmasina onciiliik etmistir. Bunun yaninda, Dogan Yazic1 vd. (2022a) Oklid
uzayinda catilandirilmig egriler i¢in uzaklik kare fonksiyonunu kullanarak egriliklerle
verilen bir diferansiyel denklem elde etmislerdir. Bu diferansiyel denklem yardimiyla
catilandirilmis helislerin yeni bir denklemini ortaya koymuslardir. Ayni yazarlar
catilandirilmis egrilerin yardimiyla, catilandirilmig Tzitzeica egrileri tanitmislardir.
Ik olarak, Tzitzeica denklemini regiiler catilandirilmis egriler icin elde etmisler ve
bu denklemi regiiler egrilerin Bishop catisi ile Frenet catisini1 kullanarak, literatiir ile
uyumlu hale getirmislerdir. Daha sonra, Tzitzeica denklemini regiiler olmayan egriler
icin Frenet tipi catilandirilmig egrileri kullanarak vermislerdir. Catilandirilmis rektifiyan
egri, catilandirilmis kiiresel egri gibi 6zel singiiler egrilerin ¢atilandirilmis Tzitzeica

olmasi i¢in gerekli kosullar1 elde etmigslerdir. Bunlarla iligkili diferansiyel denklemleri



olusturarak bu diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini incelemiglerdir. Sonug olarak,

Tzitzeica denklemlerini ¢atilandirilmis egrinin genel konum vektorii icin vermislerdir.

Oklid uzayinda yapilan biitiin bu ¢alismalarm 1s18inda, galismay: farkli bir uzay
olan Minkowski uzayinda Li ve Pei (2021) ele almiglardir. Minkowski uzayindaki
nesnelerin incelenmesi, 6zellikle matematik ve fizik ile ilgili calismalarda biiyiik onem
tasimaktadir. Bu yazarlar calismalarinda spacelike bir egri iizerindeki noktalardan
yayilan 1s1k 1sinlarinin olusturdugu null-koni frontlart incelemislerdir. Ancak, spacelike
egri singiiler ise bu incelemeleri yapmak icin klasik metotlar kullanigh degildir ve
bu problemi ¢6zmek icin yazarlar, spacelike catilandirilmig egrileri tanimlamislardir.
Bu egrilerin egriliklerini kullanarak null-koni frontlarin singiilerliklerini karakterize

etmislerdir.

Catilandirilmis egriler ve ¢atilandirilmig daldirmalar ile ilgili bu ¢calismalar gdz Oniinde
bulundurularak bu tez caligmasinin diger bir kismini olusturan pedal egriler de pek
cok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Uzun bir gecmisi olan pedal egrilerin
fizik alaninda uygulamalar1 bulunmasina ragmen diferansiyel geometri agisindan ele
alinmas1 daha yakin tarihte olmustur. Buna ragmen kullanim alanlarinin cesitliligi
sebebiyle hizla gelismigtir. Bu alanda yapilan ¢alismalardan biri Li ve Pei (2018)
tarafindan gerceklestirilmistir. Yazarlar Oklid diizlemindeki frontallarin pedal egrilerini
olusturmuslardir. Gerekli temel kavramlari vererek Oklid diizleminde bir frontalin pedal
egrisini tanimlamislar ve bu pedal egrinin de frontal oldugunu gostermislerdir. Pedal
egrilerin singiiler noktalar1 ve frontallarin biikiilme noktalar1 arasindaki baglantilar
aciklamiglardir. Daha sonra, Tuncer vd. (2018) calismalarinda Li ve Pei (2018)’nin
fikrine benzer olarak Oklid diizleminde Legendre Frenet ¢atisini kullanarak frontlarin
pedal ve contrapedal egrilerini olusturmuslardir. Frontun pedal ve contrapedal egrisi
ile regiiler egrinin pedal ve contrapedal egrisinin uyumlu oldugunu gostermislerdir.
Ayrica, bir frontun pedal veya contrapedal egrisinin, front veya frontal olmak zorunda
olmadigini elde etmislerdir. Ancak, bazi kogullar altinda frontun pedal veya contrapedal
egrisinin frontal olabilecegini ispatlamiglardir. Dahasi, frontlarin pedal ve contrapedal

egrilerinin singiilerliklerini incelemislerdir.



Yapilan bu ¢aligsmalar1 genisletmek i¢in, Aydin Sekerci ve Izumiya (2021) Minkowski
diizleminde regiiler egrilerin pedallarin1 ve evoliitlerini kullanarak egri ailelerini ele
almigtir. Evolutoidler ve pedaloidler olarak adlandirilan bu egri aileleri arasindaki
iligkileri incelemislerdir. Daha sonra, singiiler noktal1 egriler icin evolutoid ve pedaloid
kavramlarim1 tanimlamiglardir. Bu c¢alismay1 destekleyecek sekilde Aydin Sekerci
(2021), Minkowski 3-uzayinda spacelike bir yiizey iizerindeki spacelike bir egrinin
evolutoidlerini ve pedaloidlerini tanimlamigtir. Cemberi gz Oniinde bulundurarak
ve egrinin hareketli catisini kullanarak spacelike yiizeydeki spacelike egrilerin
evolutoidlerini regle yiizeylerle ifade etmistir. Buna ek olarak Li vd. (2022), Minkowski
3-uzayda lightlike olmayan regiiler egrilerin pedal egrilerini, contrapedal egrilerini ve
B-Gauss doniisiimlerini ¢calismislardir. Evoliitler, pedal egriler ve contrapedal egriler
arasindaki iligkileri kurarak singiilerliklerini incelemislerdir. Bunun yaninda aym
yazarlar Frenet tipi ¢atilandirilmis baz (Ftfb) egrinin, noktasal 1-tip Gauss doniisiimiine
sahip regle yiizeyleri 3-boyutlu Oklid uzayinda olusturmuslardir. Calismalarinda
singiiler noktal1 teget agilabilir yiizeyleri, odak acilabilir yiizeyleri ve rektifiyan acilabilir
ylizeyleri goz Oniine alarak, bu yiizeylerin Gauss doniisiimiiniin noktasal 1-tip olmast

icin gerekli kosullart ayr1 ayr elde etmiglerdir (Li vd., 2023).

Elde edilen bu calismalar1 destekleyecek sekilde Yao vd. (2023), Oklid 3-uzayinda
singiilerlige sahip olan c¢atilandirilmis daldirmalarin pedal ve contrapedal egrilerini
tanimlayarak, bunlarin catilandirilmis taban egriler olmasi icin gerekli kosullar
arastirmiglardir. Ayrica, ¢atilandirilmig daldirmalarin pedal egrileri, contrapedal egrileri,

evoliitleri ve involiitleri arasindaki iligkileri vermiglerdir.

Mevcut literatiir g6z 6niinde bulundugunda hem pedal ve contrapedal egriler hem de
catilandirilmis egriler ve catilandirilmig daldirmalar ile ilgili problemlerin, mevcut
literatiiriin 15181nda etkin olarak arastirmacilar tarafindan calisilmaya devam etmekte
oldugu goriilir. Bu tez calismasi da literatiirdeki boslugu tamamlayarak katki

saglayacaktir.



3. ON BILGILER
3.1. Temel Kavramlar

Tammm 3.1. A bir reel afin uzay ve V de A afin uzay ile iligkili vektor uzay1 olsun.

u= (up,up,u3) ,v=(vy,vp,v3) € V olmak tizere, V vektor uzay: iizerinde
(,):VxV =R

3
(u,v) = (u,v) = ;uivi

bi¢iminde tanimlanan i¢ ¢arpima Oklid i¢ carpimi, V vektdr uzayma da 3-boyutlu Oklid
uzay1 denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 3.2. R3 vektor uzayi iizerinde Oklid i¢ carpimi tanimlansin.
d:R*xR*— R

(u,v) = d(u,v) = ||ab ]| =

biciminde Oklid uzayinda ifade edilen d fonksiyonu uzaklik fonksiyonu olarak

isimlendirilir ve u ile v vektorleri arasindaki uzaklig1 hesaplar (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 3.3. Oklid uzayinda ifade edilen uzaklik fonksiyonu Oklid metrigi olarak
isimlendirilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 3.4. R3 uzayindaki birim kiire
§? = {u= (uy,u2,u3) € R | + 13 +u3 =1}

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000).



Tamim 3.5. R”, n boyutlu reel say1 uzayt ve u = (uy,up,-- ,up) , v= (vi,v2, -+ ,Vy)

olmak tzere,
n
(u,v) = Z Uivi
i=1

i¢ carpimi tanimlanirsa bu uzaya n-boyutlu Oklid uzay1 denir (Honda ve Takahashi,

2016).

Tamm 3.6. u; = (u;1,up, - ,u;yy) olmak iizere, uy,up, -+ ,uy,—1 € R" ve ey, -+, e,; R”

uzayinin dogal baz vektorleri olsun.

Uiy o Ul
n
Uy A+ Ny = det :Zdet(ul,'-~,un_1,e,-)e,~
Upn—1)1  Un-1)n i=1
€l €n
biciminde tanimlanan ¢arpima uy,uy, - - - ,u,_1 vektorlerinin vektorel carpimi denir.

n = 3 durumunda vektorel carpim

Ui U2 U3 er e e3
urNug =det |upy uzp upz| =det |uyy upp wugz

€l € €3 Uzr Uz U3

bicimindedir (Honda ve Takahashi, 2016).

Tamim 3.7. X bostan farkli bir kiime ve 7, X kiimesinin P(X) kuvvet kiimesinin bir alt
kiimesi olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan 7 ailesine X iizerinde bir topoloji (veya
topolojik yap1) denir.

1)9g,X €1,

i1) T kiimesine ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti yine 7 kiimesine aittir,

ii1) 7 kiimesine ait keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi yine 7 kiimesine aittir.

Buna gore 7 kiimesinin elemanlarina X kiimesinin agik alt kiimeleri, (X, 7) ciftine

topolojik uzay denir (Yildiz, 2005).



Tamm 3.8. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X kiimesinin fakli her p ve q elemanlarinin
ayrik komguluklari varsa, yani her p,q € X, p # ¢ icin IN| € N(p) ve IN, € N(q) var
oyleki Ny NN, = & ise, X uzayina T>-uzay1 (veya Hausdorff) denir (Y1ildiz, 2005).

Tanim 3.9. (X, 7) bir topolojik uzay olsun.(X, T) uzayinn bir U agik alt kiimesinden
R n-boyutlu Oklid uzaymin & (U) acik alt kiimesine tanimlanan & homeomorfizmi var

ise buna bir koordinat sistemi veya harita denir (O’Neill, 1983).

Tamim 3.10. A haritalarin bir koleksiyonu olmak iizere, & ve ¢ fonksiyonlari A ’nin iki
haritas1 ve bu haritalarin tanim kiimelerinin kesisimi bostan farkli olsun. Koordinatlarin
degisimi olan po&~! : R” — R” diffeomorfizm ise A ya C* atlas denir (Brickell ve

Clark, 1970).

Tamim 3.11. Bir X kiimesinin C* atlasi, X kiimesinin bir bagka C* atlasini icermezse
bu atlasa tam (complete) denir. Yani en biiyiik C* atlasa tam atlas denir (Brickell ve

Clark, 1970).

Tamm 3.12. Tam atlas ile verilen Hausdorff uzayina bir diizgiin manifold denir (O’Neill,

1983).

Tamm 3.13. R” n-boyutlu Oklid uzay1 ve reel degerli bir ¢ fonksiyonu R” uzayinin
bir U acik alt kiimesi tizerinde tanimlansin. U agik alt kiimesinin her bir noktasinda ¢
fonksiyonunun her mertebeden kismi tiirevleri var ve siirekli ise ¢ fonksiyonuna diizgiin

fonksiyon veya Oklid diizgiin fonksiyon denir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.14. X, m-boyutlu ve Y, n-boyutlu manifoldlar olsun. X manifoldunun
koordinat sistemi £ ve Y manifoldunun koordinat sistemi ¢ olsun. ¢ : X — Y bi¢iminde
tanimlanan bir doniisiim olmak iizere @o¢o& ~! ifadesi Oklid diizgiin fonksiyonu ise ¢

doniisiimiine diizgiin doniisiim denir (O’Neill, 1983).

Tamim 3.15. X ve Y diizgiin manifoldlar olmak iizere ¢ : X — Y biciminde bir diizgiin
doniigiim tanimlansin. Her p € X noktasi i¢in ¢ doniisiimiiniin d ¢, diferansiyeli birebir

ise ¢ fonksiyonuna bir daldirma denir (O’Neill, 1983).
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3.2. Minkowski Uzay1

Tammm 3.16. V bir reel vektor uzayr olmak iizere, (,) : V xV — R, R -bilineer
doniigiimiine V vektor uzayi iizerinde bilineer form denir. Her u,v € V igin (u,v) = (v, u)

ise bu bilineer form simetrik bilineer form olarak isimlendirilir (O’Neill, 1983).

Tanim 3.17. V vektor uzayinda (,) simetrik bilineer formu i¢in V vektor uzayinin
herhangi bir W alt uzayina kisitlamasi olan (,)|w xw yine simetrik bilineer form olup
V # 0 olmak tizere (V,V) < 0 ise simetrik bilineer forma negatif tanimli denir. Boyle
negatif tanimli olarak olusturulan en biiyiik boyutlu altuzayin boyutu indeks olarak

isimlendirilir ve indV = q ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tamim 3.18. V reel vektor uzayi igin (,) : V x V — R simetrik bilineer déniisiim olsun.
V uzaymin u # 0 vektorii icin her v € V de (u,v) = 0 oluyor ise simetrik bilineer
doniisiime dejeneredir denir. Aksi taktirde simetrik bilineer doniigsiime nondejenere

olarak isimlendirilir (Duggal ve Bejancu, 1996).

V vektor uzay: iizerinde (,) nondejenere, simetrik bilineer form olmak iizere (,) bir
skalar ¢arpim ise semi-Oklidyen metrik olarak isimlendirilir ve {,) ile verilen V vektor

uzay1 da semi-Oklidyen uzay olur (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanim 3.19. V bir reel vektor uzay:1 olmak iizere u € V igin,

i) (u,u) > 0 veya u=0 ise u vektoriine spacelike (uzaybenzer) dir,

ii) (u,u) < 0 ise u vektoriine timelike (zamanbenzer) dir,

iii) u # 0 olmak iizere (u,u) = 0 ise u vektoriine lightlike (null, 131kbenzer)dir denir.

Bir vektoriin i¢inde bulundugu tiire vektoriin causal karakteri denir (O’Neill, 1983).

Tamim 3.20. V vektor uzay: iizerinde nondejenere, simetrik bilineer formu i¢in q indeksi
1 olur ise bu form Lorentz (Minkowski) metrik ve V bir Lorentz (Minkowski) uzay

olarak isimlendirilir (Duggal ve Bejancu, 1996).
Tamm 3.21. u = (uy,u2,u3) , v = (v{,v2,v3) € R? olmak iizere,

(u, V> = —uUvy +uzvy +u3zv3
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biciminde tamimlanan skalar ¢arpimla birlikte R Oklid uzayia Minkowski uzay1 denir

ve R} ile gosterilir (O’ Neill, 1983).
Tanim 3.22. R% Minkowski 3-uzayinda u € R% olmak tzere,
lull = /1w, )|
biciminde verilen ifadeye u vektoriiniin normu denir (O’Neill, 1983).

Norm tanimi kullamlarak Minkowski 3-uzayinda 7 = {u € R3|(u,u) = 1} ifadesine
pseudo 2-kiire, H§ = {u € R3|(u,u) = —1} ifadesine de hiperbolik 2-uzay denir (Li ve
Pei, 2021).

3.3. Egriler Hakkinda On Bilgiler

Tanim 3.23. Bir R reel say1 dogrusunun I = (a,b) agik aralifinda tanimlanan
y: 1 — R3 diferansiyellenebilir doniisiime parametrelenmis diferansiyellenebilir egri

denir (Do Carmo, 1976).

Tanim 3.24. Reel sayilarda I = (a,b) bir agik aralik olmak iizere, ¢ € I noktasinda
¥(t) = (11 (2),12(¢), v3()) bigiminde verilsin. ¥ (¢) egrisinin tiirevi | (r) olmak iizere,
% Ve s igin benzer gosterimler kullanilirsa ¥ () = (v, (1), (1), 4(¢)) € R? vektoriine

t noktasinda y egrisinin teget vektorii veya hiz vektorii denir (Do Carmo, 1976).

Tamm 3.25. y: I — R bir diferansiyellenebilir egri olsun. Her ¢ € I icin Y (¢) # 0 ise

Y egrisine regiilerdir denir (Do Carmo, 1976).

Tamm 3.26. t) noktasindan baglayan bir : I — R3 regiiler parametrelendirilmis egrinin

0= [ Y @i

ifadesine egrinin yay uzunlugu denir (Do Carmo, 1976).
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Tamm 3.27. y:1 — R3, t parametreli bir egri olsun. I ve J acik araliklar olmak iizere,
h:J — I doniigiimii tammlansin. B = yoh:J — R, B(s) = y(h(s)) ile verilen  egrisine

Y egrisinin yeniden parametrizasyonu denir (Do Carmo, 1976).

Tammm 3.28. y: 1 — R3, s € I yay parametresi ile parametrelendirilmis bir egri olsun.

17" (s)]] = x(s) sayisina s de 7y egrisinin egriligi denir (Do Carmo, 1976).

Tamim 3.29. y: 1 — R3, s € I yay parametresi ile parametrelendirilmis bir egri olsun.
Y (s) birim vektoriine y egrisinin teget vektor alani denir ve T(s) ile gosterilir. Y (s)
vektoriine dik olan 9 (s) dogrultusunda tanimlanan birim vektore asli normal vektor
alan denir ve N(s) ile gosterilir. A vektorel carpim olmak tizere 7' (s) A N(s) ile verilen
birim vektor alana binormal vektor alan denir ve B(s) ile gosterilir. T(s), N(s), B(s)

ortonormal vektorleri ile olusturulan iigliiye Frenet iicliisii denir (Do Carmo, 1976).

Tamm 3.30. y: 1 — R3, s € I yay parametresi ile parametrelendirilmis y”(s) # 0 olan
bir egri olsun. B'(s) = t(s)N(s) ile tammlanan 7(s) fonksiyonuna ¥ egrisinin burulmasi

denir (Do Carmo, 1976).

Tamim 3.31. Egrinin teget ve asli normal vektor alanlari ile belirlenen diizleme oskiilator
diizlem denir. Teget ve binormal vektor alanlari ile belirlenen diizleme rektifiyan diizlem
denir. Asli normal ve binormal vektor alanlar ile belirlenen diizleme normal diizlem

denir (Do Carmo, 1976).

Tammm 3.32. y: 1 — R3 biciminde verilen y(s) yay parametreli egrisinin teget vektor

alan1 T, asli normal vektor alam1 N, binormal vektor alan1 B olmak iizere,

denklemlerine Frenet formiilleri denir (Do Carmo, 1976).
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Teorem 3.33. v, t keyfi parametreli R Oklid uzayinda bir egri olsun. Buna gire, Y

egrisinin Frenet elemanlart asagidaki gibidir:

, Y@
DTO=Tror
_YO)ANY'(2)
if) B(t)_H?/(t)/\'}’"(t)H’
iii) N(t) =B(t) AT (¢),
, 1Y) AY' (1)
vz) K(t) HY’(t)H3 ,
W 2(r) = - LOAY (0. 77(0))

Iy @) Ay @)112

(Do Carmo, 1976).
Minkowski uzayinda egriler ise ii¢ tiirde verilir.

Tamm 3.34. 7, ]R% uzayinda bir egri ve I reel say1 dogrusunda bir agik aralik olmak
iizere, t noktasinda ¥/ (¢) spacelike (timelike, lightlike) vektor ise y egrisine t noktasinda
spacelike (timelike, lightlike) denir. Her 7 € I i¢in Y egrisi spacelike (timelike, lightlike)

ise y egrisine spacelike (timelike, lightlike) egri denir (Lopez, 2014).

Y, ]R? uzayinda bir spacelike egri ve y egrisi s yay parametresi ile verildiginde teget
vektoriit T(s) = ¥/(s) olsun. T'(s), T(s) spacelike vektoriine dik oldugu igin 7”(s)

spacelike, timelike, lightlike olabilir. Bu durumlar agsagidaki gibi analiz edilir:

T'(s)
K(s)

B(s) =T (s) AN(s) yazilir. Boylece B(s) timelike vektordiir. Buna gore Frenet

(1) T'(s) spacelike olsun. Bu durumda, x(s) = ||T'(s)|| , N(s) = ve

formiilleri asagidaki gibi verilir:

T'(s) 0 «x(s) O T(s)
N(s)| = |—-x(s) 0 z(s)| [N(s)
B'(s) 0 (s) O B(s)

det(T,N,B) = (T AN,B) = (B,B) = —1 < 0 oldugundan {7, N, B} bazi negatif

yonlendirilmistir.
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(2)

T'(s) timelike olsun. Bu durumda k(s) = /—(T’(s),T’(s)) ve normal vektor

N(s) = Z’((;))

spacelike bir vektordiir. Buna gore Frenet formiilleri agsagidaki gibi verilir:

ile verilir. Binormal vektor B(s) = T(s) A N(s) olmak iizere

T'(s) 0 «x(s) O T(s)
N(s)| = [x(s) 0 z(s)| |N(s)
B'(s) 0 1(s) O B(s)

{T,N, B} Frenet bazi pozitif yonlendirilmistir.

T'(s) lightlike olsun. T(s) ile lineer bagimsiz olacak sekilde N(s) normal vektorii
N(s) = T'(s) bigiminde tammlansin. B(s), T(s) ye dik ve (N(s),B(s)) = —1
sartlarim1 saglayan bir tek lightlike vektor olsun. Buna gore Frenet formiilleri

asagidaki gibi verilir:

Burada 7 fonksiyonu Y egrisinin yar1 burulmasi olarak isimlendirilir. ¥ egrisinin
egriliginin tanim1 yoktur. Ayrica, normal ve binormal vektor alanlar1 lightlike

oldugu i¢cin {7, N, B} bir ortonormal baz degildir (Lépez, 2014).

15



4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Regiiler egriler ile calismak i¢in Serret-Frenet catist kullanilirken, lineer bagimsizlik
kosuluna sahip regiiler egriler ve singiiler noktaya sahip olan egriler i¢in bu ¢at1 yetersiz
kalmistir. Hem diizlemde singiiler noktaya sahip egrilerin hem de lineer bagimsizlik
kosuluna sahip olan regiiler egrilerin bir genellestirmesi olarak ¢atilandirilmis egriler
Honda ve Takahashi (2016) tarafindan tamimlanmsgtir. Bu tamima gore Oklid uzayinda
bir catilandirilmis egri hareketli bir ¢atiya sahiptir. Ayrica regiiler egrilerin ve
Legendre egrilerin egriligine benzer olarak ¢atilandirilmig egrilerin egrilikleri diizgiin
fonksiyonlarla ifade edilir. Catilandirilmis egrileri ve onlarin singiilerliklerini incelemek
icin bu egrilik tanimlar1 oldukc¢a kullanighdir. Bu boliimde, catilandirilmig eg8rilerin
temel kavramlarindan ve elde edilen sonuglardan bahsedilecektir. Ayrica ulasilan

sonuclarin literatiirdekilerle genel degerlendirmesi yapilacaktir.
4.1. n-Boyutlu Oklid Uzayinda Catilandirilmis Egriler
R" n-boyutlu Oklid uzay1 ve V gradiyent olmak iizere, r yaricapl (n-1) kiire
i =
Sﬁ_l - {V: (Vla"' ’Vl’l)| f(V) = Zvlz - 1"2, || VfH 7&07 re Ru I’Sdbil}
i=1

1

biciminde verilsin (Hacisalihoglu, 2000).

A ={8= (1, Gm) €8 XSG ) =0, i i j =1, n)

kiimesi boyutlu diizgiin manifold olsun. § = (&;,---,§,—1) € A,— olmak

nn—1)
2

tizere, U = & A--- A §,—1 € R olacak sekilde bir birim eleman tanimlanabilir. Boylece,

(&,u) € Ay vedet(E, 1) = 1 bigimindedir. Buna gore, ¢atilandirtlmis egri asagidaki

gibi verilir (Honda ve Takahashi, 2016).

Tanimm 4.1. (y,§) : I — R" x A,_; olmak iizere, hert € [ ve i = 1,--- ,n— 1 i¢in
(Y(1),&(r)) =0 ise, (v,) ifadesine ¢atilandirilmig egri denir. § : I — A, olmak
iizere, (7, {) catilandirilmis egrisi var ise, y: I — R” egrisine ¢atilandirilmig taban egri

denir (Honda ve Takahashi, 2016).

16



Regiiler egrinin ve Legendre egrinin egrilifine benzer olarak ¢atilandirilmig egriler i¢in

egrilik olarak ifade edilebilecek diizgiin fonksiyonlar tanimlanabilir.

(v,8) : I — R" x A,_1 bir catilandirilmis egri olsun. u : I — S"~! olmak iizere,
w(t) =& (t) A--- A Ey—1(¢) ile tanimlansin. Buna gore, herz € I i¢in ((¢),u(z)) € A,
olup {&(¢),u(t)}; y(¢) catilandirilmig taban egrisi boyunca bir hareketli ¢atidir. Bu

durumda, Serret-Frenet tipi formiiller,

—C(r) @.1)

biciminde verilir. Burada, i,j =1,---,n i¢in C(t) = (c;j(t)) € o(n) olup o(n), ters
simetrik matrislerin kiimesidir. Ayrica, ¥ (t) = ot(z)i(¢) olacak bigimde o : I — R

diizgiin doniistimii vardir (Honda ve Takahashi, 2016).

Tanim 4.2. (4.1) denklemi ile verilen C(t) = (c;;(t)) ve ¥ (¢t) = ot(¢)u(z) kosulunu
saglayan diizgin fonksiyonlar o(f) olmak tzere, (c;;(¢),o(t)) fonksiyonlarina

catilandirilmig egrinin egrilikleri denir (Honda ve Takahashi, 2016).

Catilandirilmig egrinin egriligi, catilandirilmig egrileri ve singiilerliklerini analiz etmek
icin oldukca kullanighdir. Ayrica g, ¥ e8risinin singiiler noktasidir gerek ve yeter kosul

o(tp) = 0 sartin1 saglar.

Tanim 4.3. (y,8) : 1 - R"x A, ve (7,8) : I — R" x A, catilandirilmug egriler
olsun. Ozel ortogonal matrislerin kiimesi SO(n) olmak iizere, D € SO(n) ve d € R"
sabit bir vektor olarak verilsin. ¥(r) = D(y(¢)) +d, £(t) = D(&(1)) ise, (7.§) ve (7, &)
catilandirilmig egrilerine kongruent (denk) denir (Honda ve Takahashi, 2016).

Teorem 4.4. (Varlik Teoremi) (c;j, &) : 1 — o(n) x R diizgiin doniisiim olsun. (c;j, @)
egrilikli (y,8) : I — R" x A, catlandirilmis egrisi vardir (Honda ve Takahashi,
2016).

Ispat. Bu teoremin ispatinda lineer diferansiyel denklem sistemlerinin varlik ve teklik

teoremleri kullanilir. = £y olsun. M(n), n X n matrislerin kiimesi ve I, birim matris
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d
olmak iizere, H(t) € M(n), C(t) = (ci;(t)) € o(n) igin EH(I) =C(t)H(t), H(to) =1,
bicimindeki baslangi¢ deger problemi gz Oniine alinsin. Lineer diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi ile bir H(¢) ¢6ziimii vardir. C(r) € o(n)

oldugundan,

S wrw) = (5070 ) 1O+ 170 (410))

=H"(t)[CT(t)+C(t)| H(t)

=0.

O halde, H (t)H(t) sabittir. Boylece, H (t9)H(ty) = I, = H' (t)H(t) olur ve H(t)

ortogonaldir.

H(t) = (&(t),-+, &1 (1), 1(t))" olsun. Burada %(detH(t)) = 0 oldugundan,
detH(t) = detH (ty) = detl, = 1 bulunur. Bu durumda, p(z) = &(t) A--- A G—1(2)
yazilir. Y(r) = a(r)u(t), y(to) = d baglangi¢ deger problemi gdz Oniine alinsin.
Buna gore lineer diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimiiniin varli§1 ve tekligi ile
y(t) ¢oziimii vardir. Boylece, (y,{) : I — R" x A, olmak iizere, (c;j, o) egrilikli

(7, &) catilandirtlmig egrisi vardir. O

Teklik teoreminin ispat1 i¢in asagidaki iki yardimci teorem kullanilir.

Yardimei Teorem 4.5. (v,8) ve (7,8) catllandirimus egrileri kongruent olsun. Bu

egrilerin egrilikleri de esittir (Honda ve Takahashi, 2016).

Ispat. (y,8) ve (7, ) catilandirilmug egrileri kongruent oldugundan, 7(¢) = D(y(t)) +d,
(1) = D({ (1)) olacak sekilde D € SO(n) matrisi ve d € R" sabit vektorii vardir. p

vektoriiniin tanmindan fi(¢) = D(u(t)) esitligi yazilir. Dogrudan hesaplamayla,
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bulunur. d sabit vektor oldugundan,

yazilir. Béylece, ¢;j(t) = ¢;;(t) ve a(t) = a(t) elde edilir. O

Yardimer Teorem 4.6. (7,8) 11— R" x A,_1 ve (7,8) : 1 — R x A, ayni egriliklere
sahip canlandirims egriler olsun. (Y(1), & (1)) = (7(t0), E (t0)) olacak sekilde t = 1y
parametresi varsa (Y, () ve (¥,£) estir (Honda ve Takahashi, 2016).

Ispat. §,(t) = u(t) oldugu varsayilsin.

91— R,
000 = Y (60,50
olacak sekilde bir diizgiin fonksiyon tammlansin. ci;(r) = & (1) ve ¢;j(1) = —cji(t)
oldugundan,
00 =Y (160,50 +60.50)
- ;{ Y 06,00, (0) + <ci<r>,j_flaj<r>5j<r>>}
=§ {cu(r)«;l (1), 8(0)) + OG0, 50) 4+ en0)(8(0), 5(0)) }

+
™=

Ay
=

X {

1
=en (0(61(0), 61 (0)) +ean (81 (1), &a(0)) + - +em (0)(61 (1), &)
+en2(0){G2(0), G (0)) +en (G (1), &o(0)) + - +en ()G (1), &u(1))

(1)(Gi2), §1(0)) + cia(t){Gi(0), o (1)) + -+ cin 1) (Gil0), fn(t)>}

13
13

+etn()(Ga(t), §1(0)) + c2n()(Ga0), Sa(8)) + -+ cun(0)(Ga 1), Gu(0))
+en (610, 810)) + e (&), &1 () + -+ cn ((&(0), &1 (1))

+en(t)(Gi(1), G2()) + 2 (1)(Ga(1), Ga(1)) + -+~ + € (1) (Gn (1), G2(1))

o

+en(O(81(0), &)+ 2n(G2(0), Ga0)) + -+ cun()(Ga 1), Ga 1))

19



00 =Y, Y (ei(0) +e(0)) (G0).5(0)

Boylece, ¢ fonksiyonu sabittir. §(79) = {(#9) oldugundan, u(zy) = fi(to) bulunur. Buna
gore, ¢ (1) = n ve ¢ fonksiyonu n degerli sabit fonksiyondur.

Cauchy-Schwarz esitsizligi ile,

(G0, &) < G@) |- 1 &) =1

elde edilir. Bu esitsizliklerden bir tanesi bile 1 den kiigiik olursa, ¢ (¢) fonksiyonunun
degeri n sayisindan daha kiigiik olur. Béylece, ¢ (7o) = n olmast igin (i(¢), &i(¢)) = 1

olmalidir. Bu durumda,

166 = &) I° = (i) — &(e), ) — &)
= (Gi(1), Gi(1)) —2(&i(1), & (1)) + (&), &i(e))

0

bulunur. Boylece, §i(¢) = &(r) yazilr. Ayrica, ¥(¢) = a(t)u(t) , 7(t) = e(t)fi(r)
oldugundan ve a(r) = & (t) esitliginden, % (y(z) —¥(¢)) = 0 olup y(r) — ¥(t) sabittir.
Bu durumda, y(#9) = ¥(tp) olmasi1 ve y(r) — ¥(¢) ifadesinin sabit olmasi her 7 € I igin
¥(t) = 7(¢) ile miimkiindiir. O
Teorem 4.7. (Teklik Teoremi) (7,{) : 1 — R x Ay_y ve (7,8) : 1 — R" x A,_,

catilandirilnus egrileri aym egriliklere sahip olsun. (v, &) ve (¥, §) egrileri kongruenttir

(Honda ve Takahashi, 2016).

Ispat. t =ty igin D € SO(n) matris ve d € R" sabit vektor olmak iizere,
7(t0) = D(y(to)) +d ve &(to) = D({ (1)) oldugu varsayilsin. Yardimer Teorem 4.5
g6z oniine alindiginda, (y(¢),{(¢)) ve (D(y(t)) +d,D({(t)) catilandirilmig egrilerin
egrilikleri esittir.  Yardimci Teorem 4.6 kullamldiginda, ¥(r) = D(y(t)) +d ve

&(r) = D({(¢)) bulunur. Boylece, (7, &) ve (7,) egrileri kongruenttir. O
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4.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Catilandirilmis Egriler

R3 Oklid 3-uzayinda birim kiire S> = {v = (v{,v2,v3) € R | v} + v} +v3 = 1} olmak

lizere Ay = {(u,v) € S*> x $? | (u,v) = 0} ile verilsin.
Tamm 4.8. (7,{1,$) : T — R3 x A olmak iizere, her ¢ € [ igin,

(V(2),8(1) = (Y(1), &(t)) =0

esitligi varsa (v, 1, ;) ifadesine 3-boyutlu Oklid uzayinda gatilandirilmis egri denir.
Burada ¥/(¢), ¥ egrisinin 7 parametresine gore tiirevini gosterir. (¥, {1, §) bir daldirma
ise (7, {1, &) ifadesine gatilandirilmig daldirma denir. (7, {1, &) ifadesini ¢atilandirilmig
egri yapacak sekilde (&1, &) : 1 — A, varsa, o zaman ¥ : [ — R? erisine catilandirilmig

taban egri denir (Honda ve Takahashi, 2016).

(7,81,8) bir catilandinlmug egri ve p(t) = &(¢) A §(¢) olsun. Bu durumda
{€1(t),8(2),u(r)} , y(r) boyunca hareketli bir ¢at1 olur ve Serret-Frenet formiilleri

asagidaki gibi verilir:

Buna gore,

l1(1) = (G (1), &(1)),
bo(t) = (G (), (1)),
l3(t) = (&(1), 1 (1))
aft) = p()y ()

olup (¢1,42,03,&) : I — R* diizgiin doniisiimii (y,¢;,{) catilandirilmis egrisinin
egriligi olarak isimlendirilir. 7y noktasi, (7, {;,&) catilandirilmig edrinin singiiler

noktasidir gerek ve yeter kosul o(zp) = 0 bicimindedir.
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Ornek 4.9. Catilandirilmis egrilerin en temel ornegi, lineer bagimsizlik
kosulunu saglayan regiiler egrilerdir. 7y : I — R lineer bagimsizlik kosulunu
saglayan (yani Y'(¢) ve ¥’(t) lineer bagimsiz vektorler) bir regiiler egri olsun.
Ci(t) =N(t), & (t) = B(t) olarak alimirsa, (7, £, &) : 1 — R3 x Ay catilandirilmus egri ve
u(t) = &i(t) N&(t) = T(¢) bigiminde yazilir. Burada; T teget vektor, N normal
vektor, B binormal vektor alanlar olmak iizere Teorem 3.33 deki birim hizli olmayan

egrilerdeki gibi tanimlanirlar (Honda ve Takahashi, 2016).
4.3. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Catilandirilmis Daldirmalar

(7,81,8) : T >R3> x Ay ve (7, Z:'l, 52) : T — R3 x A, catilandirilmis egriler, (41,45, 43, &)
ve (01,05,03,@&) egrilikler olsun. s : I — I her noktada pozitif tiireve sahip
orten ve diizgiin bir fonksiyon olmak {izere boyle bir s parametre de8isimi vardir.
Buna gore, (£1,42,03,a) ve ({1,05,05,@&) egrilikleri s : [ — I parametre degisimine
gore parametrik olarak kongruent egriler olsun. Bu durumda, her ¢ € I igin
(m), Ao (t)) — (7(s(1)), &1 (s(2)), &(5())) yazilir. Kongruent egrilerin egrilikleri

de esit oldugundan

1(1) =i (s(7)),
(1) = a(s(1)),
(3(1) = (3(s(1)),
a(r) = a(s(r))

]
_
~~

~
SN—

[
—_
~—~

o5}
—~

~
N—

o5}

~
—~
~
~—

bulunur. Boylece egriligin parametrizasyona bagl oldugu goriiliir. Buna gore, her ¢ € 1
icin, (¢1(),42(t),03(t),0(2)) # (0,0,0,0) gerek ve yeter kosul (7, {1, &) catilandirlmig

daldirmadar.

22



Genelde, v singiiler noktalara sahip bir ¢atilandirilmis taban egri oldugundan yay
parametreli olmadig1 diisiiniilir. Ancak (7,{;, &) bir daldirma olursa, (7, ¢, )

catilandirilmig daldirmas: i¢in yay parametresi olusturulabilir.

t parametresinde ¢atilandirilmig daldirmanin s(¢) hizi, t parametresinde teget vektoriin

uzunlugu olarak tanimlanir. Yani,

s@) =Y (1), &), &)l = \/W(f),?/(t)) +(&1(0), 61 () + (& (1), &5 (1))

biciminde ifade edilir. Buna gore a,b skaler sayilari i¢in #y,#; € I olmak {izere t =ty dan

t =t e yay uzunlugu

seklindedir.

olmak iizere, s(t) = \/az(t) + 03(t) + 03(r) + 63 (t) + £3(¢) bigimindedir. Bunlardan
biri sifirdan farkli olursa, s(¢) # 0 olur ve yay uzunlugu sifirdan farkli olur. Boylece,
(01(2),02(1),45(2),0t(2)) # (0,0,0,0) ise (7, &1, &) catilandirilmig egri catilandirilmig
daldirmadir. Bu durumda egrinin birim hizli olmasindan s6z edilebilir. Buna gore

asagidaki 6nerme verilir.

Onerme 4.10. (7,¢,8) daldirmast bir ¢atilandirilmis daldirma ve ty € 1 olsun.
1(0) =19 ve 1'(s) > 0 olmak iizere parametre degisimi altinda (y,81, &) daldirmast
(7, 51, 52) : T — R3 x Ay birim hizli egrisine parametrik olarak denktir (Honda ve

Takahashi, 2016).

(7,81,8) catilandirlmug egrisi icin, §(¢) ve {(¢) tarafindan gerilen diizlem 7(z)
noktasinda y egrisinin normal diizlemidir. Dolayisiyla, bu vektorleri dondiirerek

bagka catilar elde edilebilir. Boylece catilandirilmig egriler kullanilarak catilandirilmis
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daldirmalar bulunabilir. Her ¢ € [ igin £3(¢) + £5(t) # 0 olmak iizere,

() 1 b(r) ()] | Gi)

Ma(t) G+ 64() | () )] |60

tammlandiginda (y,7m1,7m2) : I — R3 x Ay bir ¢atilandirilmis daldirmadir. Burada
() = ni(t) Ama(t) ile verilir. Buna gore (y,m1,7m2) catilandirilmig daldirmanin

Serret-Frenet formiilleri asagidaki gibi yazilir:

() 0 R() SO |m@)
mE)|=|-Rt) 0 0| |m@)|, V)=al)u()
Wl |50 o o | |u
Burada,
R = ZOBO - 6060+ 0OBO+E0) o\ a0

G +50)

bicimindedir. (R,S,0, ¢) : I — R* doniisiimii (Y, 11, 12) catilandirilmis daldirmasinin

egriligidir.

Ornek 4.11. Regiiler bir egrinin birim asli normal vektdrii ve birim binormal
vektorii §(r) ve §(¢) olarak alindiginda regiiler bir egri ¢atilandirilmig taban egri
olur. Doéndiirme ile n;(¢) = —&1(¢) , M2(t) = —&(¢) bigiminde yazilir. Boylece,
{Mi(¢),m2(z),u(z)} 5 y(¢) boyunca Frenet tipi ¢at1 olarak isimlendirilir. Buna gére
y(¢) noktasinda u(z) ve n(r) tarafindan gerilen diizlem oskiilator diizlem, n;(r) ve

M2 (1) tarafindan gerilen diizlem normal diizlem olarak ifade edilir.

4.4. Oklid 3-Uzayinda Catilandirilmis Daldirmalarin Pedal ve Contrapedal

Egrileri

(v,n1,m2) : I — R3 x Ay bir catilandirilmis daldirma ve p € R? sabit bir nokta olsun.
Y catilandirilmig taban egrisinin her bir oskiilator diizlemi i¢in, diizlem iizerinde p

noktasinin ortogonal izdiisiim noktas1 verildiginde bir egri olusur. Benzer sekilde,
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oskiilator diizlem yerine normal diizlemi alindiginda da bagka bir egri olusur. Buna

gore asagidaki tanim verilir.

Tamm 4.12. (7,M1,72) : I — R? x A, bir catilandirilmig daldirma ve p € R? sabit bir
nokta olsun.

1) (v,m,n2) catilandirilmig daldirmanin Pey, , : [ — R3 pedal egrisi,
Pey (1) = p—{p—¥(t), m(t))Ma(7) (4.2)
2) (y.m1,n2) catilandirilmig daldirmanin CPey ), : [ — R? contrapedal egrisi,
CPeyp(t) = p—(p—v(t), u())u(r) (4.3)
bicimindedir (Yao vd., 2023).

Not 4.13. (v, &1, &) catilandirilmug egrisi igin de contrapedal egri, (4.3) denklemindeki

gibi tanimlanir.

Not 4.14. Pey ,(t) ve CPey ,(t) parametre degisimi altinda invaryant olup 7y egrisinin

catisinin se¢iminden bagimsizdir.

Ornek 4.15. (7,m1,m2) : [0,27] — R? x A; catilandirilmis daldirma ve p € R3 sabit

bir nokta olsun. Buna gére

(1) =(cost,sin’t, cos2t),

N1(t) =(—sint, —cost,0),

1
M2(¢) g(—4c0st,4sint,3),

43
olmak tizere (y,m1,n2) catilandirilmig daldirmasinda (g,g,O,SSintcost> egriligi
gostersin. p € R? sabit noktast icin (y,71,12) catilandirilmis daldirmasinin pedal

ve contrapedal egrileri

1
Pey ,(t) = — EcosZt(—4cost, 4sint,3),
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7
CPeyp = —Ec0s2t( —3cost, 3sint,4)

biciminde Sekil 4.1 deki gibi verilir (Yao vd., 2023).

Sekil 4.1. Astroid egrisi(siyah), astroid egrisinin pedal egrisi(mavi) ve astroid egrisinin
contrapedal egrisi (kirmiz1) (Yao vd., 2023).

Catilandinilmis daldirma ve sabit nokta icin verilen pedal ve contrapedal egrinin

catilandirilmig taban egri olup olmamasi sabit noktanin geometrik yerine baghdir.

Teorem 4.16. (y,n1,12) : I — R® x Ay bir catilandirilmis daldirma ve (R,S,0, ),
(Y,M1,M2) catilandirlmis daldirmanin egrilikleri olsun. p € R3 sabit noktast igin,

1) (p,p1,p2) : I — R diizgiin fonksiyonlar olmak iizere,

((p=7(),m@)) =p)p1(t),
((p=7(1),m2(2)) = p(t)p2(t),
pi(t)+p3(t) #0

kosullar: saglantyorsa, Pey , pedal egrisi bir catilandirilmis taban egridir.

2) (A, A1,A2) : I — R3 diizgiin fonksiyonlar olmak iizere,

S(O){(p—v()), u(1)) = A1) M (2),
(1) +S()((p = v(1), m()) = A1) Aa (1),
AP (1) +23 (1) #0
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kosullari saglaniyorsa, CPey, , contrapedal egrisi bir ¢atilandirilmig taban egridir (Yao
vd., 2023).

Ispat.

1) Pedal egri tanimindan (4.2) denkleminin tiirevi alinirsa,

Pey ,(t) =[p— (p— (1), m(t)) ma(t))'
=— (=Y (),m(1)) ma(t) — (p — ¥(t), m2(t)) m2(t) — (p — ¥(1),m2(1)) M3 (¢)
= () (1), m2(2)) ma(t) — (p — ¥(t), —R(£)M1 (1)) M2(2)
—{p—7(t),m2(t)) (=R(&)m (7))
=(p—v(),R()Mi (1)) m2(1) + (p — ¥(1),m2(2)) R(1) M1 (1)
=R(1) [(p = v(t), m (1)) m2(t) + (p — ¥(t), m2(2)) M (1)]
=R(t)p(t) [p2(£)m (t) + p1 (1) M2(1)]

bulunur. Pey ,(t) pedal egrisinin catilandirilmig taban egri olmasi igin, (Pey,, Zl , 22)

catilandirilmis egri olmalidir. Bunun i¢in,

((Peyp ). G0(0)) = {(Per, (1)) Ba(0)) = 0

olacak sekilde, Pey, ,(¢) pedal egrisi i¢in 81 (t) ve Zz(t) bulunmahdir. pf(¢) + p3(t) # 0

oldugundan,

Git) = (o),
&(t) = 1)1 (2) — P2 (1)M2 (1)
pi(t)+p3(1)

bi¢iminde alindiginda (Pey, p, El , Zz) : 1 — R3 x A, catilandirilmis egridir.

2) (1) in ispatina benzer olarak,

Zl (t) = nZ(t);

biciminde alindiginda (CPe%p,zl ,zz) : 1 — R3 x Ay catilandirilmis egridir. [
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Teorem (4.16) de elde edilen pedal egrinin ve contrapedal egrinin ¢atilart kullanilarak
(Pey,p, Zl , 22) pedal egrisinin ve (CPey, le ,{,) contrapedal egrisinin egrilikleri

asagidaki onerme ile verilir.

Onerme 4.17. (y,n1,1m2) : I — R3 x Ay catilandirilmus daldirma olsun. (y,n1,m2)
catilandirilmig daldirmamin egriligi (R,S,0,a) ve sabit bir p € R? noktasi verilsin.
21,22,21 Zz Teorem (4.16) de ifade edildigi gibi olsun.

1) (Pey,p, El , 22) pedal egrisinin egriligi (¢],05, 05, aP) bicimindedir. Burada,

(1) =

\/ +p
B = Pt

2
\/ P +P2(t

p () () p1(t)ps(t)
£56) —r()+ LB PR
pi(1)+p3 ().

2) (CPey,p,El,zz) contrapedal egrisinin egriligi (£5,45,05, ) bicimindedir. Burada,

g?(l‘) - R(I)AZ(I) ,
A1) +23 (1)
g(t):_ R<t)ll(t) :
AP (1) +A3(1)

(Yao vd., 2023)

Ispat.
1) (Pe%ma,gz) pedal egrisinin ¢at1 alani {Zl,Zz,ﬁ} olmak iizere, ¢4 egriligi
() = <le (1), Zg(t)> bi¢giminde tanimlanir. Buna gore, Zl’ (1) =u'(t) = =S({t)n(¢)
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oldugundan

£%o=<—ﬂwnv» )y — ——P2W) nxn>
1 SR 0+020)  JoRe)+p20)
o SOp)
& (1) =

pi(t)+p3(t)

seklinde bulunur. Buna gore

~

a(t) = &) A G()

p1(t)
pi(t)+p3(r) \/pl )+ p3(t) )

p1(t)

pi(0) +p22(t) \/pl )+p3(1)

oldugundan

:<—ﬂ0m0% POy P2 nﬂ0>
pi(1)+p3 (1) pt(t)+p3 (1)

S(t)pa(t)
pi(t)+p3(1)

eMeamm(H%majapwﬂegmmngegmgeﬂnz<gayﬁm>mgmm®

tanimlanir. Buna gore {,(¢) vektor alaninin tiirevi alinirsa,

@m( i )m@+< P )mw
pi(1)+p3(t) pi(1)+p3(t)

B ( pZ(t) ) n2(t)_ ( pZ(t) ) né(t)
pi(0)+p3(1) pi(t)+p3(1)

p1(1)p1 (1) +p2(1)p3(1) ]
2

p1(1)\/pE(t) +p3(t) — pi(t)
\ Pi() +p3 (1)

pi(t) +p3(t)
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PO ey + S@u)]
pi(r)+p3(1)

 04(1)1/P2(0)+p3(0) — palr) 2L L 200 |
pi(1)+p3 ()

pi(1)+p3(r)

P20 Rtym (o)
pA(t) +p3(t)
PL(OP2(0) + P} (1)p2() — P(1)P} () — o <r>pz<r>p§<r>] -
2 3/2 1
(P(1) +p3(1))

&) =

R(1)pa(t)

_\/P12(f)+P2()

m(t)+[ R@)pr(0) ]nz(t)
pi(r)+p3(1)

_[e0pi) +phn)p3 ) - <t>p1<r>p;<r>—p%(z)pﬁ@)]nz(t)
I (P3() +p3())?
PTGLONE
pi(t) +p3(t)
_ |eh0po —mtoest , R ]m@
(P3(1) +p3(1)) ™ p3(1) +P3(1)
RWpi(r)  ps(1)pi(r) — pa(t)pr(1)py (1)
+ ()
L/p%<r>+p§<r> (P}()+p3(0) ™ ] 2
+ pl(t>S(t) [.L(I)

bulunur. Boylece

B0 =(G0.A0)

) [R(t)pl(t) Pl
ek +030) [\p2 w30 (PR +p30)
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)~ pale >p1<t>pi<z>]

pa(t) p1(1)p3(t) = p1(1)pa(t)ps (1) R(t)p2(?)
* 2 2( 3/2 * 2 >
p2(t)+p3 (1) (p() +p3(1)) P2(t) + p2(t)
_ R0pi(r)  pin)ps(1) - p()p%(t)pl()
PR +p3(r) (03(1) +p2(1))’



L P2A0PIOP3 () = pr(DP3(O)P3(1) | R(1)p3 (1)
(p3(r) +p3(1))° PE(1)+p3(1)
() =R() + pi(1)pa(t) (pT (1) + ng(z)) p1(1)ph (1) (P3(r) + ,3222(,))
(P2(6) +p3 (1)) (03 (1) +p3 (1))
_ P1(1)p2(t) — pi(£)p5 (1)
O 0+ p30)

biciminde elde edilir. Son olarak o”(z) egriligi de

o (1) = (fi(1), Py, (1))

:< zfl)“) - )le(t),R(t)P(f) [pz<r>m<r>+m<r>nz<f>1>
pl t +p2 t

+< p() nl(t),R(t)p(t)[pz(t)nl(l)+P1(t)772(t)]>
p%(t)+p§<r)

R(t)p( | Rwp(
\/p% +p3(t \/p (t +p3(t)

=R(t)p(1) /P (1) +p3 (1)

seklinde bulunur.
2) (CPe%p,zl,zz) contrapedal egrisinin (£{,¢5,45, a¢) egriligi i¢in de benzer ispat

yapilarak istenilen sonug elde edilir. [

4.5. Minkowski 3-Uzayinda Spacelike (Uzaybenzer) Catilandirilmis

Daldirmalarin Pedal ve Contrapedal Egrileri
Bu boliimde spacelike catilandirilmig daldirmalar ve 6zellikleri ele alinacaktir.

Tamm 4.18. y:1 — R bir spacelike egri olsun. (¥, {1, $) 11— R3 x Ay olmak iizere,
herz € I'igin (Y (¢), 1 (¢)) =0ve (¥ (¢),8(¢)) =0ise (7, &, §;) doniisiimiine spacelike
catilandirilmig egri denir. Burada, Ay = {({1, &) € 2 x HE | (1(1), 6 (t)) = 0} veya
A ={(81,8) € HE x S7 | (Gi(2), (1)) = O} bigimindedir (Li ve Pei, 2021).

Tanim 4.19. y(t) egrisine, spacelike catilandirilmig taban egri veya orjinal egri denir

(L1 ve Pei, 2021).
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w(t) vektor alan pu(r) = & (¢) A () biciminde tanimlanan spacelike vektor alan olsun.
Bu durumda, ¥ (r) = o(¢)u(r) olacak sekilde diizgiin bir fonksiyon bulunabilir. Ayrica,
to noktasinda y(¢) spacelike ¢atilandirilmig taban egrisi taban egrisi singiilerdir gerek ve

yeter kosul a(fp) = 0 bigimindedir.

Not 4.20. Cat1 alan1 olugturan vektor alanlarinin causal karakterine gore bir spacelike
egrinin ii¢ cesit ¢at1 alan1 vardir (Walrave, 2002). Ancak ¢alismamizda sadece iki gesit

cat1 alam ele alinacaktir.

Ci1(t) ve &(t), Tamim 4.18 deki ozelliklere sahip vektor alanlar olsun.  §;(7)
vektor alaninin isareti (&) (¢),81(r)) = sign(&i(¢)) = 6 , §»(r) vektor alaninin isareti
(8a(2),8o(1)) = —sign(& (1)) = —3 ile verilsin. Buna gore, spacelike ¢atilandirilmig

egriler icin Frenet tipi formiiller asagidaki gibi verilir:

Gi(r) 0 —0l(t) —L(r)] |Gi(2)
&) = | —041(2) 0 G(t) | | G(t)
w(r) 80r(r)  645(7) 0 u(r)

Burada

biciminde olup, (¢;(t),¢>(t),¢3(t),a(t)) fonksiyonlarina spacelike ¢atilandirilmig
egrinin egrilikleri ad1 verilir. Buna gore spacelike catilandirilmis egriler icin varlik ve

teklik teoremleri asagidaki gibidir:

Teorem 4.21. (Varlik Teoremi) ({1,02,03,a) : I — R* bir diizgiin doniigiim
olsun. EgZriligi (£1,05,03, Q) olacak sekilde bir (y,(1,8) : 1 — R? X Ay spacelike
catilandirilmig egrisi vardir (Li ve Pei, 2021).
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Tamm 4.22. (1,41,8) 1 1 — R3 x Ay ve (,81,8) : I — R3 x Ay bigiminde

tanimlanan spacelike catilandirilmis egriler olsun. Bir D matrisi

-1 00
D'GD =G, deeD=1, G=|0 1 0
0 01

kosullarini saglayan bir matris ve d € R? sabit bir vektor olsun. Herr €I vei=1,2
i¢in (1) = D(y(t)) +d ve §(1) = D(&i(t)) oluyorsa (v,41, &) ve (7,41, 62), Lorentz
hareketi boyunca spacelike ¢atilandirilmis egriler olarak kongruenttir denir (Li ve Pei,

2021).

Teorem 4.23. (Teklik Teoremi) (,(1,8) 1 1 — RS x Ay, (€4(2),62(t),43(1), a(t))
egrilikli  bir spacelike c¢atilandirilnuig  egri ve (7, 51,52) I — Rf X Ay,
(01(2),02(1),05(t), &(t)) egrilikli bir spacelike ¢catilandirmis egri olsun. (y,&1,8)
ve (7,81,8) egrileri es egriler olsun. Bu durumda (v,81,6) ve (7,81,8), Lorentz

hareketi boyunca spacelike catilandirilmis egriler olarak kongruenttir (Li ve Pei, 2021).

Lorentz hareketine gore (7,8;,{y) spacelike catilandirilmis egri, spacelike
catilandirilmig daldirma ise (7,1, §y) catilandirilmis daldirma igin yay-parametresi
olusturulmalidir. Buna gore t parametresinde spacelike catilandirilmis daldirmanin s(t)

hizi, t deki teget vektoriin uzunlugu olarak tanimlanir. Yani,

s@O) = 1Y (1), 8i(0), &) | = \/! +(&1(0), §1(0) + (&(2), & (1))

oldugundan

(Y (1),7(0)) = (a()n(), a(t)u () = a?(1),
(C1(1), C1 (1)) = (=841(1) Ga(1) = () (1), =801 (1) Ga (1) — La () e (2)) = — B3 (1) + 3(1),
(G(0), 85(1)) = (=841 (1)1 (1) — 3(0) (1), =841 (1) G (1) — L3 (1) (1)) = — L3 (1) +£5(¢)

ifadeleri kullanilirsa

)=/ 02(6) — 8E(0) + B(1) + 5B(0) + B(1)| = [ o2(1) + B(1) + B(1)
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bi¢iminde bulunur. Boylece, (7, {1, ) spacelike catilandirilmig daldirmadir gerek
ve yeter kosul her ¢ € I igin (a(t),¢»(t),¢3(t)) # (0,0,0) bicimindedir. Bu durumda,
(7,81, 8) : T — R3 x A, spacelike catilandirilmig egri olmak iizere &) (¢) ve (1) vektor
alanlar1 kullanilarak bir spacelike catilandirilmig daldirma elde edilir. Bunun i¢in, y
egrisinin normal diizlemi olan {;(¢) ve {,(¢) tarafindan gerilen diizlem ile Lorentz

hareketi kullanilir. Her ¢ € 7 igin £5(¢) — £3(¢) # O ise,

m)| _ 1 b(t) La(t)| [Ci() 44

m) | /1B —B0)| |6 L)] | &)

tanimlanir. Bu durumda, (y,§;,%) : 1 — ]R? X Aj bir catilandirilmig daldirmadir. (4.4)

denklemine gore 71 (¢) vektor alaninin causal karakteri,

(M), m@)) = =%

olup () ve §1(¢) ayni causala sahiptir. Benzer sekilde, (4.4) denklemine gore 1 ()

vektor alaninin causal karakteri,

<n2(f)7772(f)> = E%(i) _E%O) =-6
olup M2 (¢) ve & () aymi causala sahiptir. Ayrica,
_ (1) ;3(t)
M) Amalr) = (m) (G0 A G0 - (m) GO AGD)
=G ()N &)

=u(t)

bi¢imindedir. (4.4) denklemi goz oniine alinarak (y,n1,12) spacelike ¢atilandirilmis
daldirmanin Frenet tipi formiilleri bulunabilir. Bunun igin, £5(t) — ¢3(t) ifadesinin
isareti, € = sign(¢3(t) — £3(¢)) ile verilsin. flk olarak &;(t) ve {(t) vektor alanlarinin

N1(t) ve Ma(t) vektor alanlart cinsinden ifadesi bulunmalidir. (4.4) denklemine gore
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N1 () ifadesi £3(¢) ile, Ny () ifadesi £5(¢) ile garpilirsa,

ewmmwaw%%@%&ao+ %ﬁ@@mfmx
_&Qm“ﬂzxAéiiiznfdﬂ wgf?@@n@m
elde edilir. Taraf tarafa toplandiginda,
B0 - |
bulunur. Béylece,
Gr) = £ i) 4.5)

W €2 I
biciminde yazilir. (4.5) denklemi 7n; () ifadesinde yerine yazilirsa,

(3(1) e(la(t)Mm2(t) —€3(t)m (1))

MW o Teo-g0l Jian-&o
@ BT (00 = B0m(0)
ww o

bulunur. Boylece & () vektor alani

@oem,m) A1) 60 .0
) )— ()

g0-60"" 50-a0™" " a0 _aw)
OH(t

G(1) la(1)65(2)

_ 6w oy L)alt) _ (t)
G(r) = 6() i) 05(1) = 65() el 12(0) — (1) S0
G(1)4/165() = ()] U3(1)4/165(t) — 5(1)]

1) — m(t) = Gi(7)

gn-20 """ an-a0

() —

oldugundan

el ()M (t) —L3(1)Ma(t))
|65(2) — £5(1)]

Gi(t) = (4.6)




seklinde elde edilir. Daha sonra, spacelike catilandirilmis daldirmanin Frenet tipi
formiilleri i¢in n{(¢),n5(¢), 1 (¢) tirevleri bulunmalidir. Bunun i¢in n{(z), (4.4)
denkleminde 7 (¢) ifadesinden asagidaki gibi elde edilir:

20 ( &(M%))_
, 1B0)-B()

711(f): 8(5%(2‘)—6%(1‘)) Cl(t>

|152 !

\/ﬁ 60 ( 63()€’())
145(1)

;1)

* £ (30— B0) =0
£2 ]
_ sﬂ'( ><e2<r>——z3< )~ ela(t >(ez<t>eg<t>—-e3<r>eg<z>)] G
ﬂﬂ() anf”
—0/04(1) — bo(r)u(t))
wwz ol
ww>w%> B0) - e@(ﬂ@awan—&owan
+ (1)
(163() ¢ xmf” 2
—0/04(1) — L3(1)u(t))
wwz ol
_[e6060 - eWrwaw ela(0)t +e@<wxw%aqcﬂﬂ
) (165() = 65(r) |
- |2l ]a
|ﬂ B0
. eg' —ely(1)03(1) — el3(1) 2 (zz) ()+se§(t)eg(t)] 6
: (COREOIE
| stumn ]ég)%lg(ﬂ 0 |,
| \/163() - &) 1B~ B0)]
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nl() = [EE0B0G0 et 0G0 86060 |,
(130) - &))" JIB(@) - 2@)
N el (1)03(t) — el3(t)la(t G 8h()h() o (1)
(1B() - 2@)))*"? B(r) — (1)

e(BOG0) —ehOBE) - Sh0EN | .
(150 - B(0)))* 5(0) ﬁz'

n 8[%(1‘)6%(1‘) —853(2‘)52(1)6/2( ) 561( )62
(13(e) — B(0)])*" JIB@) - 2@)]
—e/1B(0) - BOIu()

yazilir. S(¢) = &4/ |63(t) — £3(t)| ve R(t) = {—EKI(I) + Ez(t)iégi :%853@} olmak
2 3

tizere §;(r) ve §y(r) vektor alanlarinin yerine 1y (7) ve 1x(¢) cinsinden esiti olan (4.5)

ve (4.6) denklemleri yazilirsa,

nl (1) = el ()l3(1)05(t) —els()5(r)  Shi(1)¢ ely(t )Tll( )
(B0-ao)™  fign-goi] [/igo-

o
chLBOG0 - b0B0)  SL(N60) e63(1) (1)

(
(16(0) ~ G0 J1go-2ol] | V160-E0)

e, 0B0) L0 S60L0 || eb@me)
(16() - G B - 20| 180 -20)]

(080 — LG SH16E) el3(0)mi (1)
(1B(0) - B@))™" B() - B0l | [\/1B0)-B0)]
)

I |

m) - 5?“)(”%%m>

801(1)63(r)
B(1) —65(1)
801(1)63(r)
ORI

sMa(1) + M2(t)

n2(t)



AAGLELD
(B() - A1)

 B0)6060)
(B() - A1)
—eS(r)p(r)

s [=80(0)(5() — 5(1))
7]1(1‘)—|: f%(t)z—gg(l‘)3
( /

m(t) +

Ma(t)

[@a>@awxw—%awﬁaw+@ax@cwxn—@awanq
+ 5 na(t)
(B3(t) - B(0))
S0
I (B0 - BN EOGH - 6060)]
_[ 50,0+ B ]nxn SOu)
)

biciminde elde edilir. Benzer sekilde,

ORI CIORE QIR EIOE (ez(t)%(t) — (3(0)44 <r>)
|165(1) — £5(1)]

né(t): 8(5%(2‘)—6%(1‘)) Cl(t)

{3(1)
|45(1) — £5(¢

Git)

]

O\ 1B(1) — ()| — L (0)e (&(r)%(r) — U3(1)t4 (t))

[65(8) = £5(2)|

e (B() - B0)) )

e05(1)(13(r) — B3(1)) — £L3(1) (L) (1) — E3(1) E5(0))
(13(t) - B()))*

(=801(1)Ga(t) = L2(1) (1))

] Ci(t)

{3(1)
|65(1) = 43(1)]

+

38



_%F@mwaw—@o»—wxwwmwxw—@m%a»
(130 -0
1210

+ (=641(1) G (1) = £3(1) (1))
[65(1) = G (0)]

] &(t)

O ()05(t) — el3(2) 0o (1) 05(¢1) 801(1)5(1)
nh(t) = €63(1)65 o\l) Gi(t)
2 (CORCOIN eﬁw@ml |
N _sfz(z)eg(t)zg(t)—se%(/tz)zg(z) _sh()6(0) ] &)
| (80)-80) 1B()— ()]
n —fz(l‘)fg,(t) —|—€2(l‘)€3(l‘)] ,U(l‘)
|65(1) = 5(1))

bulunur. §; () ve () vektor alanlariin yerine 1 (¢) ve 12(¢) cinsinden esiti olan (4.5)

ve (4.6) denklemleri yazilirsa,

o) | EBOB0 — eb00G0) 6&()() ][ elr(1)

(
n
2 1B0-60N"  \ige)- V160 - ]
ez - 8&0)(M%)_ 56,(1)2(1) el (1)
(14 - B0 B30-601] 160 |
+'wxﬂ&awxa—s@m@ox_ 501(1)5(1) e@()()
L (180)-80)*" 50 -601] 1180~
Nenwannn-caman  snwew 8&Und)
(180 -80)*" B —-20)] |16 -3
(0B (1) — b3(1) (1) (1) 50,(1)3(r)

“a0 - &
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n [@(t)(ﬁz(t)%(t) —65(1)03(1)) — B(0) (L2 (1)05(t) — (1) 63(1)) m )

(A1) — A1)
A ACEAGING,
B(r)—2()

)
ni(r) = [—«Wr) n )

=R(t)m (1)

bulunur. Son olarak pt(z) = n(¢) A2 (¢) oldugundan

u'(t) =ni () Ama(t) +mi(e) Amy(t)
=(R()m2(t) = S()p () Am2(t) + M1 (8) A (R()M (1))
=—S(O)p(r) Ama(7)
=85(t)m (1)

elde edilir. Boylece spacelike catilandirilmig daldirma icin Frenet tipi formiiller

asagidaki gibidir:

o= kO 0 0 | |m0
W] [sse o o ||

Bu durumda (R,S,0,a) : I — R* doniisiimii (y,1;,m2) spacelike catilandirilmis
daldirmanin egriligidir. Ayrica p(t) ve n;(¢) vektor alanlar tarafindan gerilen diizlem
y egrisinin oskiilator diizlemi olarak isimlendirilirken, n;(¢) ve 1y(¢) vektor alani
tarafindan gerilen diizlem 7y egrisinin normal diizlemi olarak isimlendirilir. Boylece

{Mi(¢),m2(), u(r)} catisina Frenet tipi ¢at1 denir.

(v,n1,M2): I — R? X Ay bir spacelike ¢atilandirilmig daldirma ve p € ]R? sabit bir nokta
olsun. y egrisinin her bir oskiilator diizlemi iizerine p noktasinin ortogonal izdiigiimii
alindiginda bir egri olusur. Benzer sekilde, oskiilator diizlem yerine normal diizlemi

alindiginda da bagka bir egri olusur. Bu 6zel egriler agsagidaki tanim ile verilir:

Tamm 4.24. (y,n1,m2) : 1 — ]R? X Ay bir spacelike ¢atilandirilmig daldirma ve p € ]R?
sabit bir nokta olsun.

1) (y,m1,M2) spacelike catilandirilmis daldirmanin p noktasina gore Pey,, : I — ]R% ile
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verilen pedal egrisi,

Pey (1) = p46(p —y(1),m2(2))M2(2) (4.7)

bicimindedir. Burada p, pedal nokta olarak isimlendirilir.
2) (7,M1,M2) spacelike catilandirilmis daldirmanin p noktasina gore CPey,, : I — R%

ile verilen contrapedal egrisi,

CPey (1) = p— (p—y(t), u(t))1(7) (4.8)

bicimindedir. Burada p, contrapedal nokta olarak isimlendirilir.

Teorem 4.25. (y,n1,1M2) spacelike catilandirilmis daldirma ve p € R? sabit bir nokta
olsun. (p,p1,p2) : I — R? fonksiyonu

(p—7(0),m(1)) = p()p1(2),
(p=1(1),m()) = p()p2(0),
pi(1) —p3(t) #0

kosullarimt saglayacak sekilde diizgiin fonksiyonlar olsun. Buna gire (7y,1m1,12)
spacelike catilandirilnmis daldirmanin pedal egrisi asagidaki causal karakterlere
sahiptir:

i) p3(t) — p#(t) > 0 ve ny(t) spacelike (timelike) ise, pedal egri spacelike (timelike)
egridir.

ii) p5(t) — pi(t) < 0 ve M1 (t) spacelike (timelike) ise, pedal egri timelike (spacelike)
egridir.

Ispat. (4.7) denklemi ile verilen Pey ,(¢) pedal egrisinin tiirevi alinirsa,

Pél, (1) =[p+8(p—y(t), m(0))m (1)
=8V (1), m(t)) n2(r) + 8 {p— (), my(t)) Ma(1) + & {p — ¥(1),ma2(1)) M3(7)
=—8(a(r)u(r), m2(t)) ma(t) + 6 (p — ¥(1),R(£)mi (1)) M2(2)
+8(p— (1), m(t)) (R()m (1))
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Pey, (1) =8 (p = v(t), R()N1 (1)) ma(t) + 8 (p — ¥(£), ma (1)) R(t) M (¢)
=0R(1) [(p—v(t),m (1)) ma(t) + (p — y(t), m2(2)) M1 ()]
=8R(1)p (1) [p2(1)n1 (1) + p1 ()12 (2)]

elde edilir. Pe%,y p(t) vektor alaninin isareti incelenirse

(Pey, (1), Py (1)) =(8R(1)p (1) (p2(t)N1 () + p1(t)M2(2)), SR(1)p (1) p2 (1) M1 (7))
+ (BR(t)p (1) (p2(1)m (2) + p1(1)M2(2)), p1()N2(2))
=8R*(1)p* (1) (8p3 (1) — p7 (1))
=8R*(1)p*(1)(p3 (1) — i (1))

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 4.26. (y,n1,m2) : [ — R? X Ay bir spacelike catilandirilmis daldirma,

(R,S,0, @) egrilikler ve p € ]R? sabit bir nokta olsun.

(p—7
(p—7

(t),m(t)) =p)p1(2),
(t),m(2)) = p(t)p2(t),
pi(t)—p3 (1)

LN
o

olacak sekilde, (p,p1,p2) : I — R3 diizgiin fonksiyonu var ise, Pey , pedal egrisi bir

catilandirilmis taban egridir.

Ispat. Teorem (4.25) ispatina gére, Pel, (1) = SR(2)p () [p2(1)n1(t) + p1(t)m2(7)] ile
verilir. Pey, ,(t) pedal egrisi ile iligkili A, ye ait olan vektor alanlari 21 , 22 olsun. Pey ,(t)
pedal egrisinin ¢atilandirilmis taban egri olmasi igin, (Pey, (1), El, 22) catilandirtlmig
egri olmalidir. Bunun ig¢in, (Pe;,7p(t),21 (1)) = (Pey, (1), Zz(t)> = 0 olacak bi¢cimde
1, & € Ay vektor alanlart bulunmalidir. y egrisi spacelike oldugunda pedal egri timelike
veya spacelike olabilir. Buna gore, Zl ve 62 de timelike veya spacelike olabilir. Bu

causal karakterler g6z oniinde bulundurularak,

21 =pu(t), E _ pi)m (@) +pa(t)m2(2)
p3 (1) — pi(1)]
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veya

g = POmO+pOm@) 7

; > = u(r)
\/ 1P (1) — pi ()]
bigiminde secildiginde, (Pey,,, El , 22) = R? x Ay catilandirilmis egri olur. [

Teorem 4.27. (y,n1,M2) spacelike ¢catilandirilmis daldirma ve p € R% sabit bir nokta
olsun. (A, A1,22) : I — R? fonksiyonu

(1) = 8S(t)(p—v(t), m(1)) = A1) A2 (1),
—88(1)(p —v(t), u(1)) = A(1) A1 (2),
23 (1) + 8AH(1) #0.

kosullarimt saglayacak sekilde diizgiin fonksiyonlar olsun. Buna gire (y,1m1,12)
spacelike catilandirilmis daldirmanin contrapedal egrisi asagidaki causal karakterlere
sahiptir:

i) M spacelike (timelike) ise, contrapedal egri spacelike egridir.

ii) A3(t) —AZ(t) >0 (A3 (t) — AZ(t) < 0) ve my timelike ise contrapedal egri spacelike

(timelike) egridir.

Ispat. (4.8) denklemi ile verilen CPey ,(t) contrapedal egrisinin tiirevi alinirsa,

CPe, ,(t) =[p— (p— (1), u(t)) (1)’
= — (=Y (@), n()) (1) = (p— (), ' () (1) = (p — y(2), u(0)) W' (2)
=(a(r)u(r), u(r)) pu(r) = (p—v(t), 6S(1)m (1)) pu(r)
—(p— (), 1(1)) (6S(1)m (1))
=o(t)u(r) —8S(t) (p—v(t), m()) u(r) — 8S(t) (p— y(t), u(t)) m(r)
=ou(t)p(r) —8S@t) [{p — (1), mi (1)) u(t) + {p—¥(t), 1 (1)) m(2)]
=[a(r) = 85(t) (p—y(t), m@))]u(t) — 8S(t) (p — (1), (1)) m ()

bulunur. Buna gore CPe), ,(t) vektor alaninin causal karakteri

(CPey, ,(1),CPél, (1)) =A%(1)A3 (1) + A2 (1) AL (1)
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(CPey, (1), CPey (1)) =A%(1) [A3 (1) + 847 (1)
biciminde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 4.28. (y,n,n2) : [ — ]R{’ X Ay spacelike catillandirilmis daldirma, (R, S,0, o)
egrilikler ve p € R} sabit bir nokta olsun. (A,A1,Ay) : I — R? olacak gekilde,

(1) = 88(t)(p—v(t), m(1)) = A (1) A2 (1),
—88(1)(p —v(t), u(1)) = A(1) A1 (2),
23 (1) +8AH (1) #0

kosullarimt saglayan diizgiin fonksiyonlar var ise, CPey, contrapedal egrisi bir

catilandirilmis taban egridir.

Ispat. Teorem (4.27) nin ispatina gore, CPe, ,(t) = A(t) [A2(2)u(t) + A1 (£)n1 (1)) ile
verilir. CPey,,(t) contrapedal egrisi ile iligkili A ye ait olan vektor alanlari {, {, olsun.
CPey ,(t) contrapedal egrisinin ¢atilandirilmig taban egri olmasi i¢in, (CPey, p(t),zl .Cy)
catilandirilmig egri olmalidir. Bunun igin, (CPeg,’p(t),zl (1)) = (CPeg,’p(t),zz(t)) =0
olacak bicimde zl Zz € A, vektor alanlar1 bulunmalidir. y egrisi spacelike oldugunda
contrapedal egri timelike veya spacelike olabilir. Buna gore, El ve 22 de timelike veya

spacelike olabilir. Bu causal karakterler g6z 6niinde bulundurularak,

_ —SMOB0) + Aa)m ()

S S0+ 8220

veya

—SmOp) +hOm) &

¢ = Cr=mit)
VI3 (0)+822(1)]

bi¢iminde secildiginde, (CPey, p,zl Cy) I — R? x A, gatilandirilmis egri olur. O
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada Minkowski 3-uzayindaki spacelike catilandirilmig daldirmalarin pedal ve

contrapedal egrileri incelenmistir.

Giinliik hayatta karsimiza ¢ikan egrilerin bircogunun singiiler noktalara sahip olmasi
singiilerlik teorisi ile diferansiyel geometrinin birlestirilmesini ve bdylece singiiler
egrilerin geometriciler tarafindan calisilmasini saglamistir. Honda ve Takahashi (2016)
tarafindan ilk kez Oklid uzay1 icin Legendre egrilerin bir genellestirmesi olarak
catilandirilmig egriler tanimlanmigtir. Bu tez ¢alismasinda da Honda ve Takahashi

(2016) tarafindan yapilan tanimlamalar dogrultusunda sonuclar elde edilmistir.

Ik olarak, spacelike catilandirilmus egriler ile spacelike catilandirilmis daldirmalar
ifade edilmig ve ozellikleri belirtilmistir. Singiiler egriler icin verilen ve regiiler egriler
icin de dogru olan bu 6zellikler kullanilarak bu spacelike ¢atilandirilmis egriler icin
once bir ¢at1 alan1 olusturulmus ve sonrasinda Frenet tipi formiiller bu egriler icin
elde edilmistir. Daha sonra ise bu egriler icin egrilik fonksiyonlar1 bulunmustur.
Oklid 3-uzayindaki regiiler bir egri i¢in Serret-Frenet vektor alanlar1 kullamlarak iki
tane egrilik fonksiyonu (egrilik ve burulma) bulunurken bu ¢atilandirilmis egriler i¢in
dort tane egrilik fonksiyonu elde edilmistir. Ayrica egri singiiler olsa bile bu durum
catr alanlarinin olugmasina engel teskil etmediginden catilandirilmis egriler olduk¢a

kullanighidir.

Spacelike catilandirilmig egriler keyfi parametreli egriler olarak diisiiniilebilir. Bu
egrinin parametresi yay parametresi oldugunda spacelike catilandirilmis egri spacelike
catilandirilmig daldirma olacaktir. Bu da egri ile islem yapma kolaylig1 saglayacaktir.
Bu sebepten spacelike ¢atilandirilmig egrinin spacelike ¢atilandirilmig daldirma olmasi
icin gerekli ve yeterli kosullar elde edilmigstir. Bdylece spacelike catilandirilmis
egrinin cat1 alan1 kullanilarak spacelike catilandirilmis daldirma i¢in yeni bir ¢at1 alam
olusturulmustur. Minkowski 3-uzayinda spacelike, timelike ve lightlike olmak iizere
ti¢ tipte vektorler bulundugundan, olusan yeni ¢ati alanindaki vektorlerin hangi tipte
oldugu belirlenmistir. Bu yeni ¢at1 alan1 kullanilarak spacelike catilandirilmis daldirma

icin Frenet tipi formiiller elde edilmistir.
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Daha sonra spacelike catilandirilmis daldirmanin pedal ve contrapedal egrileri
tanimlanmistir. Bunun i¢in spacelike catilandirilmis daldirmanin her bir oskiilator
diizlemine sabit bir noktanin dik izdiigiimii alinarak olusan egri pedal egri olarak ifade
edilmistir. Benzer sekilde oskiilator diizlem yerine normal diizlem alinarak olusan egri
de contrapedal egri bi¢ciminde ifade edilmistir. Bu tanimlar gbz oniinde bulundurularak,
spacelike catilandirilmis daldirmanin pedal veya contrapedal egrilerinin spacelike
olmasi gerekmedigi gosterilmistir. Ayrica spacelike catilandirilmis daldirmanin pedal
veya contrapedal egrilerinin causal karakterinin timelike ve spacelike olmasi i¢in
saglamasi gereken kosullar elde edilmistir. Dahasi spacelike ¢atilandirilmis daldirmanin
pedal egrisinin bir ¢atilandirilmis taban egri olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar
ispatlanmigtir. Biitiin bu elde edilen sonuglar ile spacelike catilandirilmis daldirmalar
icin pedal ve contrapedal egriler tanimlanarak ozellikleri ile ilgili elde edilen bulgular
ortaya koyulmustur. Bu sayede Minkowski 3- uzayindaki spacelike catilandirilmis
daldirmanin pedal ve contrapedal egrisinin, Oklid 3-uzayindaki bir regiiler egriden veya

singiiler egriden farklili1 gosterilmistir.

Catilandirilmus egriler ile ilgili ilk tanimlamanin Oklid uzay1 i¢in 2016 yilinda Honda ve
Takahashi (2016) tarafindan yakin tarihte yapilmasi sebebiyle bu konu oldukca giincel
olup literatiirde ¢cok az calisma bulunmaktadir. Ayrica gorelilik teorisinin temelini
olusturan ve Oklid 3-uzay ile zamanin bir kombinasyonu olan Minkowski uzayinda
bu catilandirilmis egriler ve ¢atilandirilmis daldirmalar i¢in yapilmis olan calismalar
da kisithdir. Dolayisiyla bu tez calismasinda elde edilen sonuglar yeni bilimsel
calismalara onciiliik etme niteligine sahiptir. Ayrica Minkowski uzayinda farkli tipe
sahip catilandirilmis egriler ve ¢atilandirilmis daldirmalar icin de pedal ve contrapedal
egriler ele almabilir. Ozellikle egrinin tiirevinin sifir olmasi durumunda olusan
problemlerin ¢dziimiinde kullanilan bu ¢atilandirilmis daldirmalar bagka disiplinlerdeki

problemlerin ¢6ziimiinde de kullanilabilir.
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