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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi
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ABDULKADIR OLCAY

HARRAN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK

Tez Damsman: Dog. Dr. GULAY OGUZ
Yil: 2024, Sayfa : 58

Bes bolimden meydana gelen bu tezin ilk bolimii giris bolimii olarak ele alinmig ve literatiir 6zeti
yapilmistir. Sonrasinda temel kavramlara deginilmis olup soft kiimeler, soft gruplar, soft topolojik
uzaylar, hiperyapilar ve topolojik hiperyapilar alt basliklar1 sunulmustur. Ugiincii béliimde bazi soft
topolojiler verilmistir. Dordiinci bolimde soft topolojik hipergrupidler incelenerek ilgili bazi
tanimlar, ornekler ve teoremler verilmistir. Besinci bdliimde soft topolojik hipergruplar g¢alisilarak
bazi 6nemli karekterizasyonlar sunulmustur. Ayrica soft topolojik hipergrupoidler ile soft topolojik
hiperguplar arasindaki iligki incelenerek sonug boliimii ile bu tez galismasi tamamlanmustir.

ANAHTAR KELIMELER: Soft kiime, soft grup, soft topolojik hipergrupoid, soft topolojik
hipergrup



ABSTRACT

MASTER THESIS
THE RELATIONS OF SOFT TOPOLOJIiCAL HYPERSTRUCTURES
ABDULKADIR OLCAY

HARRAN UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
MATHEMATICS

Thesis Supervisor: Assoc. Prof. Dr. GULAY OGUZ
Year: 2024, Page : 58

The first part of this thesis, which consists of five chapters, is taken as the introduction and the
literature is summarized. Afterwards, the basic concepts are mentioned and the subheadings of soft
sets, soft groups, soft topological spaces, hyperstructures and topological hyperstructures are
presented. In the third chapter, some soft topologies are given. In the fourth chapter, soft topological
hypergroups are examined and some related definitions, examples and theorems are given. In the fifth
chapter, soft topological hypergroups are studied and some important characterizations are presented.
In addition, the relationship between soft topological hypergroupoids and soft topological
hypergroups is examined and this thesis is completed with the conclusion chapter.

KEYWORDS: Soft sets, soft group, soft topological hypergroupoid, soft topological hypergroup
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1. GIRIS

Tip bilimi, ¢evre, sosyal bilimler, miihendislik, ekonomi ve farkli alanlardaki
bircok kompleks problemler belirsiz veriler barindirir. Giindelik hayatta da karsi
karsiya gelinen bu problemler, standart matematiksel metotlar ile c¢oziilemez.
Standart matematigin igeriginde bir nesnenin matematiksel modeli olusturulduktan
sonra, olusturulan modelin kesin ¢0zlimiine ait kavramlar saptanir. Matematiksel
modelin kompleks olmasindan kaynakli kesin ¢oOziim {lretilemez. Belirsizligi
tanimlamak i¢in birka¢ iyl kuram mevcuttur. Bunlardan bazilari, kaba kiimeler
teorisi, kiimeler teorisi ve diger matematiksel araclardir (Pawlak, 1982; Molodtsov,
1999). Fakat Molodtsov’un sdyledigi {lizere her kuramin kendine has zorluklari
mevcuttur (Molodtsov, 1999). Fuzzy kiime teorisi (Zadeh, 1965, s.338 — 353) kaba
kiime teorisi (Pawlak, 1982, s.341-356), yakin kiime teorisi (Peters, 1975, s.407-433)
bu teorilerden bazilaridir. Ancak, bu teorilerin de kendi i¢inde bazi zorluklar1 vardir.
Bu baglamda, Molodtsov (Molodtsov, 1999, s.19-31) bu zorluklardan bagimsiz
olarak yeni bir teori Onermistir. “Soft kiime teorisi” olarak adlandirilan teori,
belirsizlik durumlarinda yeni bir bakis acis1 sunmaktadir. Bu teori, uygulamada bazi
avantajlar saglamistir. Molodtsov’dan sonra soft kiimenin farkli alanlarda kullanimi
artmistir (Maji ve ark., 2002, s.1077-1083; Chen ve ark., 2005, s.757-763). Maji ve
arkadaglar1 (Maji ve ark., 2003, s.555-562) soft kiime lizerinde bazi1 operasyonlari
tanimlayarak 6nemli katkilarda bulunmuglardir. Soft kiime kavramina olarak soft
grup Aktas ve Cagman (Aktas ve Cagman, 2007, s.2726-2735) tarafindan soft grup
kavrami ve temel Ozellikleri verilmistir. Shabir ve Ali (Shabir ve Ali, 2009,
$.599-615) yar1 gruplan kullanarak soft yar1 grup tanimini sunmuslardir. Acar ve
arkadaglar1 (Acar ve ark., 2010, s.3458-3465) ise soft halka kavramini ortaya
atmislardir. Atagilin ve Sezgin (Atagiin ve Sezgin, 2011, s.592-601) halkalar {izerinde
soft alt halka, soft alt modiil kavramlarini literatiire kazandirmiglardir. Sun ve
arkadaglar1 (Sun ve ark., 2008, s.403-409) ise soft modiil kavramini tanimlayarak
bazi 6zelliklerini incelemislerdir. Topoloji ve esnek kiimenin birlesimi ise Nazmul ve
Samanta (Nazmul ve Samanta, 2010, s.151-161) tarafindan gerceklestirilerek, soft
topolojik grup tanimi verilmistir. Ayrica soft topolojik halka kavrami Shah ve
Shaheen (Shah ve Shaheen, 2014, s.725-743) tarafindan tanmimlanmistir. Soft
gruplarin etkileri, soft grupoidler, soft topolojik kategoriler, soft halka grupoidleri
Oguz ve arkadaglar1 tarafindan sunulmustur. Ayrica, Oguz ve Bijen tarafindan soft
topolojik hipergrupoidler ¢alisilmistir. Oguz soft topolojik tranformasyon gruplar,
soft topolojik poligruplar, soft topolojik hipergruplar ve soft topolojik grupoidler ile
ilgili kapsamli ¢alismalar yapmistir. Bu tezde ise soft topolojik hipergrupoidler ve

soft topolojik hipergruplar detayli c¢alisilarak bu kavramlar arasindaki iliskiler
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incelenmistir.

Hiperyapt kurami 1934 yilinda Marty isimli matematik¢i tarafindan,
Iskandinav Matematikgcilerinin 8. Kongresi esnasinda tanitilmistir (Marty, 1934).
Kuram birgok arastirmaci tarafinca standart saf matematigin bagka alanlarinda da
kullanilmistir. 1934°1i yillarda hipergrup, hipermodiil, hipergrupoid ve hiperring
ifadeleri lizerinde etrafli arastirmalar yapilmistir (Corsini, 1993; Corsini ve Leoreanu,
2003; Davaz ve Leoreanu-Fotea, 2007; Vougiouklis, 1994). Hatta yeni ¢ikan bir
geometri kitabir (Corsini ve Leoreanu, 2003), kafesler, ikili iliskiler, hipergraflar,
kaba ve bulanik kiimeler, olasilik, yapay zeka, kodlar, kombinatorik ve kriptografi
lizerinde ¢alismalara yer vermektedir. Bir bagka kitapta (Davaz ve Leoreanu-Fotea,

2007) spesifik olarak hiperleme kurami ve ¢aligmalari iizerinde durulmustur.

Genel bicimde standart cebirsel yapilarla olan iliskilerini ve kaba kiimeler
kurami, geometri, fuzzy, olasilik kurami ve topoloji gibi alanlarda yapilan tiirlii
uygulamalar arastirilmistir (Corsini ve Leoreanu, 2003). Standart cebirsel yapilarda
iki elemanin bir islem altinda olusan goriintlisi bir elemanken, cebirsel
hiperyapilarda iki elemanin bir hiper islem altinda olusan goriintiisii bir kiimeye denk
diser. Bu sekilde cebirsel yapilar ile cebirsel hiperyapilarin genel agiklamasi

meydana gelmistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde, tezin biitiinliigii i¢in soft kiimeler, soft gruplar, soft topolojik

uzaylar, hiperyapilar ve topolojik hiperyapilar ile ilgili temel kavramlar sunulmustur.
2.1. Soft Kiimeler

Bu alt bolimde, soft kiime teorisinin temel kavramlari ve Ozellikleri
verilecektir. Soft kiime teorisi, Molodtsov tarafindan ortaya atilmistir (Molodtsov,
1999, 5.55-562). Soft kiimeler, parametreler kiimesi E ile iligskilendirilen U evrensel
kiimesinin altkiimelerinden olusur. Soft kiimeler iizerindeki islemler, Maji ve
arkadaglar1 (Maji ve ark., 2002, s.1077-1083) tarafindan tanitilmistir. Bu islemler,
soft kiimelerin  birlesimi, kesisimi, tiimleyeni ve farki gibi temel

kavramlar1 icermektedir.

Tammm 2.1.1. A € E ve F: A - P(U) olarak tanimlanir ve (F,A) ikilisi U
kiimesinde bir soft kiime olusturur. Bu yilizden, bir U kiimesindeki her (F,A) soft

kiimesi, U'nun alt kiimelerinin A parametresine bagli bir ailesidir. Bu soft kiimeyi

(F,A,U) olarak da ifade edebiliriz (Molodtsov, 1999, s.55-562).

Ornek 2.1.1. U kiimesi verilen kumaslari ve E parametreler kiimesi de
kumaglarin tiirtinii belirtsin. E = { e1, €2, €3, €4, €5 } ve U = { hy, h, h3, hs, hs he } ise,

(F, E) soft kiimesini s0yle tanimlayabiliriz.
F:E - P(U),
e1 = saten, e» = pahali, e3 = ipek, es= pamuklu, es = ucuz. Buna goére
F (e1) = {hy, hs, hy}
F (e2) = {hy, hy hs, hy}
F (es) = {h,}
F (es) = {hs, he}

F(es) =0 ise
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(F,E) = {(saten kumas,{hy, hs, hs}), (pahali  kumas, {hy, h, hs, h,}),
(ipek kumas, {h,}), (pamuklu kumas, {hs, he}), (ucuz kumas, @) }

Bir soft kiimedir.
Tamm 2.1.2. (F,A) ve (K,B), U evrenselinde soft kiime ¢iftleri olsun.
Asagidaki sartlarin saglanmasi durumunda
)AcB
ii) Her xe icin F(x) = K(x)

(F,A) cifti, (K,B) ¢iftinin bir soft alt kiimesi olarak adlandirilir. Bu durumda
(H,A) € (K,B) seklinde gosterilir (Maji ve ark., 2002, s.1077-1083).

Ornek 2.1.2. E parametreler kiimesi olmak tizere E = { e, €2, €3, €4, es } olsun.
A = {ej,e4, 66} Ve B ={ el e €3 €4 €5 € } kiimelerini goz oniine alimsin. Bu

durumda A, B'nin alt kiimesidir.

U = { hy, h, hs, hs, hs he } evrenselinde (F,A) ve (K,B) seklinde iki soft kiime

asagidaki gibi tanimlansin.
K: B — P(E) doniisiimii i¢in
K(e) = {hy, hs}
K(e2) =@
K(es) = {hy, hy, hs}
K(es) = {hs, he}
K(es) = {h,}
K(es) = {hy, hy, he}

F: A - P(E) dontisiimii igin
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F (e1) = {hy, hs}

F (e4) = {hs, he}

F (es) = {hq, hy, he}

Buradan agiktir ki, (F,A) kiimesi, (K,B) kiimesinin soft alt kiimesidir.

Tammm 2.1.3. (F,A) ve (K,B) , U evrensel kiimesi lizerinde tanimlanmis iki
soft kiime olsun. Eger (F,A) ve (K,B) kiimelerinde her bir x € U igin A(X) S
B(x) ve B(x) S A(x) ise, bu durumda (F,A) ve (K, B) kiimeleri soft esittir denir
(Maji ve ark., 2002, s.1077-1083).

Tamim 2.1.4. E kiimesinin elemanlari E = {ey, ey, €3, ... , en} olsun. Hepsinin
degil islemi ile elde edilen yeni bir kiime olusturulabilir. Bu kiimeye E kiimesinin
degili denir ve 1E ile gosterilir. —E kiimesinin elemanlar1 E kiimesinin elemanlarinin
degilleridir. Yani, 1E = {ley, lez, les, ... len} seklinde yazilir. Burada le;j, ei’nin degili
anlamina gelir (Maji ve ark., 2002, 5.1077-1083).

Ornek 2.1.3. (FE) soft kiimesini Ornek 2.1.1 deki gibi ele alahm. Bu
durumda 1E = {saten degil, pahali degil, ipek degil, pamuklu degil, ucuz degil}
olarak tanimlanir (Maji ve ark. 2002, s.1077-1083).

Tanmm 2.1.5. (F,A) soft kiimesinin tiimleyeni (F,A)¢, (F€,1A) seklinde
gosterilir. Burada H¢: TA — P(U) fonksiyonu, her x1Ai¢in F¢(x) = U —F(x)
olarak tanimlanir (Maji ve ark., 2002, 5.1077-1083).

Ornek 2.1.4. (F,E) soft kiimesi Ornek 2.1.1 deki gibi tanimlansin.

saten olmayan kumaslar = {h2,h5,h6}
[ pahali olmayan kumaglar = {h5,,h6} ]
(F,E)¢ = (F¢,1E) =| ipek olmayan kumaslar = {h1,h3,h4,h5,h6} |
l pamuklu olmayan kumaslar = {h1,h2, h3, h4}
ucuz olmayan kumaslar = {h1,h2,h3,h4,h5,h6}

olur.
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Tamim 2.1.6. (H,A) bir soft kiime olsun. Eger A'nin her elemani i¢in H(e) bos
kiime ise, (H, A) bos soft kiime olarak adlandirilir ve @ semboliiyle ifade edilir (Maji
ve ark., 2002, s.1077-1083).

Ornek 2.1.5. U mavi kumaslardan olusan bir kiime, A pembe, beyaz ve siyah
renklerden olusan bir kiime olsun. U = {hy, h, hs, hs} ve A = {pembe, beyaz, siyah}

seklinde tanimlansin.
(F, A) soft kiimesi kumaslarin rengine gore siniflandirmak igin,
F(pembe) = pembe olan kumaslar
F(beyaz) = beyaz olan kumaslar
F(siyah) = siyah olan kumaslar

olsun. Burada (F,A) = {pembe olan kumaslar = @, beyaz olan kumaslar = @,
siyah olan kumaslar = @} oldugundan, (F,A) bir bos soft kiimedir (Maji ve ark.,
2002, s.1077-1083).

Asagida soft kiimeler lizerinde bazi cebirsel islemler tanimlanmastir.

Tanmm 2.1.7. (F,A) ve (K,B) birer soft kiime olsun. Bu soft kiimelerin
birlesimi bir (G,C) soft kiimesidir 6yle ki C=AUB ve her a € C igin bir (G,C) soft

kimesidir:

H(a), a€EA — B
G(a) = K(a), a€EB — A
H(a) N K(a), a€A N B

Bu durumda, (H,A) U (K,B) = (G,C) seklinde yazilabilir (Maji ve ark., 2002,
5.1077-1083).

Tammm 2.1.8. U evrensel kiimesi iizerinde tanimlanan (F,A) ve (K, B) soft
kiimelerinin kesisimi bir (G, C) soft kiimesidir 6yle ki her a € C i¢in G(a) = F(a) N
K(a) dir. Bu kesisim (F,A) N (K,B) = (G,C) seklinde gosterilir (Maji ve ark.,
2002, s.1077-1083).
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Ornek 2.1.6. (F,A) soft kiimesi kumaslarin fiyat bilgilerini ve (K,B) soft

kiimesi kumaslarin tiirlerini olarak tanimlasin.
U = { hy, h, hs, hs, hs he, h7, hg, he, h1o}
A = {¢ok pahali, pahali, ucuz} ve
B = {saten, ipek, pahali} olsun. Burada
F(¢ok pahali) = {hs, h7, hs, ho} K(saten) = {h, h, hs he, h7}
F(pahali) = {hy, h2, hs, hs} K(ipek) = {hs, hg, h10}
F(ucuz) = @ K(pahalt) = {hy, hz, hs, hs}
olarak tanimlasin. Buna gore;
(F,A) U (K,B) = (G,C) olmak iizere
G(cok pahali, saten) = {hi, ho, hs hs, h7, hg, ho}
G(cok pahaly, ipek) = {hs, hs, h7, hg, hio}
G(gok pahaly, pahali) = {hy, hz, hs, hs, hs, h7, hg, he}

G(pahaly, saten) = {ha, hy, hs, hs, hs he, h7}

seklinde olur.

(F,A) 0 (K,B) = (N, D) olmak iizere
N(¢ok pahaly, saten) = {hs, h7}
N(¢ok pahaly, ipek) = {hg}

N(¢ok pahali, pahah) = @

N(pahaly, saten) = {hs, hy}
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seklinde olur (Maji ve ark., 2002, s.1077-1083).
2.2. Soft Gruplar

Bu alt boliimde soft gruplarla ilgili baz1 temel sonuglar verilecektir. Aktas ve
Cagman (Aktas ve Cagman, 2007, s.2726-2735) tarafindan tanimlanan soft grup
kavraminin baz1 6zellikleri ve karakterizasyonlar1 gosterilecektir. Bu bdliimde G

grubu evrensel kiime, A da bostan farkli bir kiime olarak alinacaktir.

Tammm 2.2.1. (F,A) cifti G lizerinde bir soft kiime olarak tanimlansin. Bu
durumda A'nin her elemani i¢in F(a) < G ise (F, A) ciftine G lizerinde bir soft grup
denir (Aktas ve Cagman, 2007, 5.2726-2735).

(F, A) soft grubunu G grubunun alt gruplarinin parametrelendirilmis bir kiimesi
olarak da disiiniilebilir. Ayrica, G grubu iizerindeki (F,A) soft grubu (G,F,A)
seklinde de gosterilebilir.

Ornek 2.2.1. (F,A) cifti G abelyan grubu iizerinde soft grup olsun. Bu

durumda her o € A i¢in F(a) < G abel grubu ve
Hom(F(a)) = {f|f: F(a) = F(a) bir homomorfizm} bir grup olacaktir.
Ayrica her a € A i¢in F'(a) = Hom(F(a)) olarak tanimlanirsa
(F',A) ,Hom(G) iizerinde bir soft abelyan grup olur.

Onerme 2.2.1. G iizerinde (F,A) ve (K, B) iki soft grubunun kesisimi de G
tizerinde bir soft gruptur (Aktas ve Cagman, 2007, 5.2726-2735).

Onerme 2.2.2. G iizerinde (F,A) ve (K,B) soft gruplar igin ve A ile B'nin
kesisimi bos kiime ise, bunlarin birlesimi olan (F,A) U (K,B) de G iizerinde bir
soft gruptur (Aktas ve Cagman, 2007, s.2726-2735).

Tamm 2.2.2. G iizerinde (F,A) bir soft grup ve G'nin birimi e olsun,
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Eger her « € Aigin F(a) = {e}ise, (F, A) ciftine G iizerinde birim soft grup

denir.

Eger her a € A i¢in F(a) G ise, (F, A) ciftine G tizerinde mutlak soft grup

denir.

Onerme 2.2.3. G iizerinde (H,A) bir soft grup ve f: G — K bir homomorfizm

olsun,

Eger her o € Aigin H(a) = Kerf ise, (f(H),A) cifti K'da bir birim soft

grup olusturur.

Eger G tizerinde (H,A) bir mutlak soft grup ve f: G — K bir homomorfizm ise,
(f(H), A) cifti K'da bir mutlak soft grup olusturur.

Tammm 2.2.3. G {izerinde (H,A) ve (K,B) birer soft grup olsun. Asagidaki

sartlar saglanir ise
i) Bc A
i) Her a € Bigin K(a) < H(o)

(K,B) ¢iftine (H,A) soft grubunun soft alt grubu denir ve (K,B) < (H,A) seklinde

ifade edilir.

Tamm 2.2.4. G iizerinde (F,A) bir soft grup ve (H,B) < (F,A) ve her a €
Bi¢in H(a) grubu F(ear)’ nin normal alt grubu, yani H(a) = F(a) ise, (H, B) ciftine
(F, A) soft grubunun normal soft alt grubu denir ve (H,B) < (F,A) seklinde

gosterilir.

Onerme 2.2.4. G iizerinde (F,A) ve (H,B) birer soft grup, (F,A) < (H,B) ve
f: G — K bir homomorfizm olsun. Bu durumda (f(F),A) ve (f(H), B) ciftleri K
lizerinde birer soft gruplar olup (f(F),A) < (f(H),B) dir.

Tanmm 2.2.5. G iizerinde (F,A) ve K iizerinde (H,B) birer soft grup, f: G — K
bir 6rten homomorfizm, g: A — B bir orten fonksiyon ve her a € A i¢in f(F(a)) =

H(g(a)) sartlar1 saglaniyorsa, (f,g) ciftine soft homomorfizm denir. Bu durumda,



2. ONCEKI CALISMALAR Abdiilkadir OLCAY

(F,A) ve (H,B) ciftleri soft homomorfik olarak adlandirilir ve (F,A)~(H,B)

seklinde gosterilir.

Ayrica, f bir izomorfizm ve g birebir ve orten fonksiyon ise, (f,g) ciftine soft
izomorfizm denir ve (F,A) ile (H,B) giftleri soft izomorfik olarak alandirilirak
(F,A) = (H,B) seklinde gosterilir.

Tanmmm 2.2.6. G lizerinde (H,A) ve K iizerinde (N, B) birer soft grup olsun.
(H,A) ve (N,B) soft gruplarinin ¢arpim1 (H,A) X (N,B) = (U,A X B) oyle ki her
(o,B) € A x Bigin U(a, B) = H(a) x N(B) seklinde tanimlidir.

Onerme 2.2.5. G iizerinde (H,A) ve K iizerinde (N, B) soft grup olmak iizere,
bu soft gruplarin ¢arpimi olan (H,A) X (N, B) ¢ifti de G X Kizerinde bir soft grup

olur.
2.3. Soft Topolojik Gruplar

Bu alt b6liimde, Nazmul ve Samanta (Nazmul & Samanta, 2010, s.151 — 161)
tarafindan ortaya konan soft grubun topolojik formu olan topolojik soft grup
kavramini ele alacagiz. Bu kisimda, G bir grup ve (G, 7) bir topolojik grup olarak
kabul edilir.

Tanim 2.3.1. Bir topoloji olan 7, G grubu iizerinde tanimlanmistir. (F,A) ise G
tizerinde taniml1 ve bos olmayan bir soft kiime olarak kabul edilir. Eger (F, A, 1)
tcliisii asagidaki kosullart karsiliyorsa, bu iicliiye G iizerindeki soft topolojik grup

denir:
i) Hera € A igin, F(a) G'nin bir alt grubunu olusturur.

i) Hera € Aigin, F(a) X F(a) topolojik uzaymin F(a) lizerine olan (x,y) —

X — y donlistimii stireklidir.

iii)Tanim 1.4.1'deki (ii) kosulu komsuluk terimleriyle ifade edilirse, herhangi
bir x,y € F(a) i¢in ve x- y’nin herhangi bir N komsulugu i¢in, x ve y
elemanlarmin sirasiyla N1 ve N2 komsuluklari bulunur ve N1, N2'nin her ikisi de
N'nin alt kiimesidir (Shah ve Shaheen, 2014, 5.725-743).

10
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Teorem 2.3.1. Bir topolojik grup iizerinde tanimlanan her (indiskret) soft grup,
bir soft topolojik grup olusturur (Shah ve Shaheen, 2014, s.725-743).

Teorem 2.3.2. G iizerinde (F, A, t) ve (K, B, 1) birer soft topolojik grup olsun.
(Shah ve Shaheen, 2014, s.725-743).

(F,A, ) ile (K, B, 1) arasindaki kesisim, G tizerinde bostan farkli bir topolojik

grup olusturur.

Ayrica, (F,A,t) ve (K, B, 1) arasindaki genisletilmis kesisim de G'de bir soft

topolojik grup olusturur.

Teorem 2.3.3. R iizerinde (F,A, 1) ve (K, B,T) birer soft topolojik gruplar
olsun. Burada t, G iizerinde bir topoloji olarak kabul edilir ve asagidaki kosullar
saglanir (Shah ve Shaheen, 2014, 5.725-743).

i) Eger (F A t)ve (K B,t) kesisimi bostan farkliysa, bu kesisim G {izerinde
bir soft topolojik gruptur.

i) A ve B'nin ayrik oldugu durumda, (F,A,t) ve (K B, 1) birlesimi, G
tizerinde bir topolojik gruptur.

Tamm 2.3.2. (F, A, 1) bir G soft topolojik grubu olsun. F(a) kiimesi bos kiime
veya G’ye esit ise, (F,A, 1) soft topolojik acik grup olarak adlandirilir (Shah ve
Shaheen, 2014, 5.725-743).

Tammm 2.3.3. (F,A,t) G de bir soft topolojik grup olsun. (K,B, 1) ise
(F, A, t)’nun bir normal bir soft topolojik alt grubu olsun. Bu durumda, asagidaki

kosullar saglanir:

) B < A ve her b € sup(K,B) i¢in K(b) F(b) nin bir normal alt
grubudur.

i) Her b € sup(K,B) i¢in (x,y) = x-y fonksiyonu K(b) x K(b)
topolojik uzayindan K(b) topolojik uzayina siireklidir.

Tamm 2.3.4. (F,A,t) ve (K,B,t") soft topolojik gruplari sirasiyla G ve G’

tizerinde diigtinelim. T ve T ', G ve G ' iizerindeki topolojilerdir. f: G- G’ ve g: A—

11
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B iki doniisim olsun. Eger asagidaki kosullar saglamiyorsa, (f,g) ciftine soft

topolojik grup homomorfizmasi denir:
I. f, bir grup epimorfizmi ve g drten bir fonksiyondur.
ii. f(F(@)) = K(g(a)) esitligi saglanir.

lii. fo donisimi, (F(a),tF(a))'dan (K(g(a)),tK(g(a)) )'ya siirekli bir

doniistimdiir.

Bu durumda, (F,A,t) soft topolojik olarak (K,B,t’)'ye homomorfiktir ve
(F,A,7)~(K,B,t") seklinde gosterilir.

Eger f bir grup izomorfizmi, g birebir ve drten bir fonksiyon ve fa siirekli ve
acik bir doniigiim ise, o zaman (f,g) ¢iftine soft topolojik grup izomorfizmasi denir.
Bu durumda, (F, A, 7) ve (K, B, T ") soft topolojik olarak izomorfiktir ve (F,A, 1) =
(K,B,t") seklinde ifade edilir.

Ornek 2.3.1. (F,A) ve (K,B) G ve G ' deki iki soft homomorfik grup olsun. Bu
durumda (F,A) (K,B) ye soft topolojik homomorfiktir ve (K,B) nin topolojisi
diskret veya indiskret olabilir. Dolayisiyla her soft homomorfik grup, diskret veya

indiskret topolojili soft topolojik gruplara esdegerdir.

Soft topolojik gruplar, soft gruplar olarak izomorf olabilirler, ancak soft

topolojik gruplar olarak izomorf olmayabilirler (Shah &Shaheen, 2014, s.725 — 743).

Tamim 2.3.5. (F, A, 1) G lizerinde bir soft topolojik grup olsun. Bu durumda
(F,A,t) nun kapanisi ([F]G, A, t) soft kiimesidir dyle ki her a € A i¢in [F]G (a) =
[F(a)]G seklinde tanimlanir.

Burada [F(a)]G, G fizerindeki topolojiye gore F(a) nin kapanigidir (Shah ve
Shaheen, 2014, s.725-743).

Teorem 2.3.4. (F,A,t), G iizerinde bir soft topolojik grup oldugunu
varsayalim (Shah ve Shaheen, 2014, s.725-743).

1) Bu durumda ([F]G, A, 1), G tizerinde bir soft topolojik gruptur.

12
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2) (F,A,t) < ([F]G,A, 1) dir.
3) Eger (F, A, 1) ve (K, B, 1), G lizerinde soft topolojik kiimeler ise
([F1G,A,©)® U ([K]G,B,t) S [(F, A t1)® U (K, B, 1)]G dir.

Tanmm 2.3.6. (F,A,t) G grubu iizerinde tanimli bir soft topolojik grup olsun.
Eger hera € G igin [F]G (a) = G gegerli ise, (F, A, T) bir kapali soft topolojik grup
olarak adlandirilir. Burada ([F]G, A, T) bir soft topolojik kiimedir (Shah ve Shaheen,
2014, 5.725-743).

Tamm 2.3.7. (F, A, 1) bir soft topolojik grup olmak fiizere, her a € A igin
[F]G (a) = G ise (F, A, t) yogun denir. Bu durumda ([F]G, A, ) bir soft topolojik
kiimedir (Shah ve Shaheen, 2014, s.725-743).

Teorem 2.3.5. (F, A) ve (K,B), 7 topolojisine sahip P iizerinde iki serbest
topolojik ¢oklu grup olsun. Bu durumda (K,B), (F,A)'nin esnek bir topolojik alt-gok
grubudur, eger (K,B), (F,A)'nin esnek bir alt kiimesidir.

Ispat. (F,A) ve (K,B)'nin P iizerinde 7 topolojisine sahip iki esnek topolojik
¢oklu grup oldugunu varsayalim. O halde, bos olmayan F(x) ve K(x) kiimeleri P'nin
topolojik alt-gok grubudur. Varsayima gore, eger (K,B) (F,A)nin esnek bir alt
kiimesiyse, 0 zaman B € A ve K (b) € F (b) tim b € Supp(K,B) igin. Dolayisiyla,
K(b), T tarafindan indiiklenen topolojiye gore F(b)'nin topolojik bir alt-gok grubudur.
Bu gergekten yola ¢ikarak, (K,B)'nin (F,A)'nin T topolojisine sahip esnek topolojik

bir altcok grubu oldugu sonucuna variriz.

Teorem 2.3.6. (F,A), P {izerinde 7 topolojisine sahip bir esnek topolojik ¢oklu
grup olsun ve (K,B), (F,A)nin esnek topolojik bir alt-gok grubu olsun.

I. (F,A) ve (K,B)'nin kisith kesisimi, eger bos degilse, (F,A)'nin soft topolojik
bir alt-gok grubudur.

ii. (F,A) ve (K,B)'nin kisith birlesimi, eger bos degilse (F,A)'nin esnek topolojik
alt-¢ok grubudur.

13
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Ispat. (K,B)nin, (F,A)nin P iizerinde 7 topolojisine sahip bir soft topolojik
altcok grubu oldugunu varsayalim. Bos degilse, bundan B € A ve K(b), tim b €
Supp (K,B) i¢in r tarafindan indiiklenen topolojiye gore F(b)'nin topolojik bir alt-cok
grubu oldugu sonucu ¢ikar. Dolayisiyla, A NBSA ve K (b) F (b)'nin ayn1 zamanda
tim b € Supp (K,B) i¢in 7 tarafindan indiiklenen topolojiye gore F (b)'nin topolojik
bir alt hipergrupoidi oldugunu gérmek kolaydir. Bu nedenle, siirli kesisim (F,A) N
(K,B), T topolojisine sahip (F,A)'nin soft topolojik bir altcok grubudur.

ii. Ispat i'ye benzer.

Teorem 2.3.7. f: P = P!, sirasiyla T ve 7 ' topolojilerine sahip topolojik ¢ok-
gruplarin iyi bir homomorfizmi olsun ve (F,A) ve (K,B), P iizerinde iki soft topolojik
cok-grup olsun. O zaman (f(K),B), t* topolojili (f(F),A)'nin P' iizerinde topolojik bir
alt-goklu grubudur, eger (K,B), T topolojili (F,A)'nin soft bir alt-¢coklu grubudur.

Ispat. Varsayalim ki (K,B), r topolojili (F,A)'nin P {izerindeki soft topolojik alt-
¢ok grubu olsun. Eger (K,B), (F,A)nin soft topolojik bir alt-cok grubu ise, bundan
B < A ve (K,(b))nin, tiim b E i¢in 7 tarafindan indiiklenen topolojiye gore F(b)'nin
bir topolojik alt-¢ok grubu oldugu sonucu ¢ikar Supp(K,B).

2.4. Hiperyapilar

Bir hiperyapi, bostan farkli bir H kiimesiyle birlikte : H X H —» P*(H)
“hiperislem” seklinde isimlendirilen bir yapidir; burada P*(H), H'nin tim alt
kiimelerini temsil eder. Bir hiperislem "-" ile donatilan H kiimesine bir

“hipergroupid” denir ve (H, -) seklinde sembolize edilir.

Tammm 2.4.1 (H, -) bir hipergroupid ve K, H'nin bostan farkli olan bir alt
kiimesi olsun. (K, ) bir hipergroupid ise K'ya “alt hipergrupoid “ denir.

Tanmm 2.4.2 {(H;,;) | i € A} bir hipergroupid ailesi olsun. Kartezyen garpim
ile TI;epH; tizerinde hiperislemi tanmmmlanir (x;) - (y;) = {(pi) | pi € x; 1 yi, i € A}
ve (I1;epH;, *) hipergroupid meydana gelir

14
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Tammm 2.4.3. (Hy, -) ve (H,, *) iki hipergroupid arasinda f:H; = H,

doniistimii tanimlansin. Bu durumda her x,y € H; icin
i) f(x-y) = f(x)* f(y) ise f’ye iyi homomorfi
i) f(x-y) € f(x) * f(y) ise f'ye igerme homomorfizmasi denir.
2.5. Topolojik Hiperyapilar

Bu boliimde esnek olan kiime aileleri iistiinde tanimlanmakta olan hiper
topolojiler tanimlanmakta ve topolojiler arasinda bulunan iliskilerden s6z

edilmektedir.

€2,99

Tanmm 2.5.1. (H, -) bir hipergrupoid ve (H, t ) bir topolojik uzay olsun.

bir hiperislem olarak adlandirilir:

1) Sozde siirekli veya kisaca p-siirekli, eger her O € 1 igin, O« = {(X, y) € HxH :
x 'y € O} kiimesi HxH'de aciksa.

i) Kuvvetle s6zde-siirekli veya kisa sp-siirekli, eger her O € 1 igin, O* = {(X, Y)
€ HxH:x-y=O0} kiimesi H x H de agiksa.

Sadece ve sadece herhangi bir O € t ve herhangi bir (x, y) € H x H ¢ifti igin
“-” hiperisleminin sp-siirekli oldugunu dogrulamak kolaydir, dyle ki x - y € O var U,
Vert,x€U,YyeV oyle ki herhangi birue Uvev e Viginu - v < O.

Benzer sekilde, “-” hiper islemi sp-siireklidir, ancak ve ancak herhangi bir O €
T ve herhangi bir (x,y) €H x H¢iftiicin x-y = O vardir. U,V E€1,x € U,y € V Oyle

ki herhangi bir u € U ve v € V i¢in u-v=O olur.

Hiperislem “-” H x H'den P*(H) 'ye bir doniisiim oldugundan H ve P*(H)
tizerinde topolojiler olusturmak hakkinda konusabiliriz. Ne yazik ki, H iizerinde bir
topoloji verilirse, P*(H) tizerinde bir topoloji olusturmanin standart ve basit bir yolu

yoktur. Bu, agsagidaki tanima yol acar.

Tamim 2.5.2. (H, -) bir hipergrupoid, (H, t ) bir topolojik uzay ve t*, P*(H)

tizerinde bir topoloji olsun.

15
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Eger doniisiimler-: H x H — P*(H) ise, hiperislem t* siirekli olarak adlandirilir

ve X1 ve T+ topolojileri stireklidir.

Tamm 2.5.3. (H, -) bir hipergrupoid, (H, t ) bir topolojik uzay ve t*, P*(H)

tizerinde bir topoloji olsun.

Uclii (H, -, T ), ™" hiper islemi ise, sdzde topolojik veya giiclii sdzde
topolojik hipergrupoid olarak adlandirilir. Sirasiyla sozde stirekli veya giiglii bir

sekilde sozde stireklidir.

Dortli (H, -, t, ), "-" hiper islemi t*-siirekli ise, T+ topolojik hipergrupoid

olarak adlandirilir.

Simdi, H tizerinde bir t topolojisi verildiginde, t* siireklilik anlamina gelecek
sekilde bir t* topolojisi bulmanin miimkiin oldugunu gosterecegiz. Sirastyla sadece

p-siirekliligi veya sp-siirekliligi.
Ik énce, bir topolojik uzayin (X,t) bir B tabanini, yani herhangi bir O € t'nin
bir birlesimi olacak sekilde bir agik kiimeler ailesini hatirlayalim.

B 'deki kiimeler, asagidaki iki 6zellige sahiptir.

(B1) Herhangi bir Uy ,U2 € B ve her x € U1NUz noktasi i¢in, x € Uz € U1NU>
olacak sekilde bir Uz € B vardir.

(B2) Her x € X igin x € U3 olacak sekilde bir Us € B vardir.

Tersine, (B1) ve (B2)'y1 saglayan herhangi bir kiime sistemi, X {izerinde

benzersiz bir 1T topolojisi belirler, dyle ki bu sistem bir T tabanidir.

Ayrica, S acik kiimelerinden olusan bir B ailesine, eger tiim sonlu
kesisimlerin ailesi, bir topolojik uzayin (X, t ) alt tabani olarak adlandirilir. U1NU2N
-+ - N Uk burada Uie Sicini=1,2,...,k, (X, 1) igin bir tabandir. X'in alt
kiimelerinin herhangi bir S ailesi, 6yle ki tekligi X {izerinde benzersiz bir topolojinin

alt tabani olarak hizmet eder.

16



2. ONCEKI CALISMALAR Abdiilkadir OLCAY

Lemma 2.5.1. (H, t ) bir topolojik uzay olsun. Daha sonra tiim kiimelerden

olusan U ailesi
Sv={UeP*H):UcV} Ver,
P*(H) iizerinde bir 1y topolojisinin tabanidir.

Ispat. Svi ve Sv2 € U olsun. V1, V2 € 1 alalm. Agikca, SviNSv2= Svinv?
V1,NV2 € 1t olacak. Boylece taban aksiyomu (B1) saglanir. Ayrica, H € T ve Sy = P*
(H) yani tabanin (B2) aksiyomu da saglanir.

Tamim 2.5.4. P*(H) {izerinde 1, topolojisi nceki lemmadan, P*(H) tizerinde
bir {ist topoloji (upper topology) olarak adlandirilir. P*(H) tarafindan indiiklenen H

tizerinde t topolojisi.
Teorem 2.5.1. (H, -) bir hipergrupoid ve (H, t) bir topolojik uzay olsun.

O halde i¢lii (H, -, T ) bir pseudotopological hipergrupoiddir, ancak ve ancak

dortlit (H, -, T, Tu) bir y -topolojik hipergrupoid ise.

Ispat. Kabul edelim ki ¢ : H x H — P*(H) x -y nin sonucunu (X, y) ciftine

atayan doniisiim olsun. Ac¢ik bir kiime i¢in V € 71 sahibiz:
oS ={(x, Y)EYXY:x-yeES/}
={X,Y)EY XY :x " yEV}=V=

Bu nedenle ¢ siireklidir, ancak ve ancak V=herhangi bir V € 1 igin agiksa, yani

non

p-stirekli oldugunda.

Lemma 2.5.2. (H, t ) bir topolojik uzay olsun. Daha sonra tiim kiimelerden

olusan L ailesi
lv={UEPH):U=V},VET,

P*(H) tizerinde bir 1L topolojisinin bir alt tabanidir.
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Ispat. Bunu dogrulamak yeterlidir. Uvet Iv = P"(H) H € 1 ve Iy = P*(H)
oldugu agiktir.

Tanmm 2.5.5. P*(H) lizerinde 1. topolojisi onceki lemmadan, P*(H) {izerinde
bir alt topoloji olarak adlandirilir. P*(H) tarafindan indiiklenen H {izerinde t

topolojisidir.

Teorem 2.5.2. (H, -) bir hipergrupoid ve (H, 1) bir topolojik uzay olsun. O
halde tglii (H, -, t) bir pseudotopological hipergrupoiddir ancak ve ancak dortlii

(H, -, t,t)ise T giglii bir pseudotologial- topolojik hipergrupoiddir.

Ispat. Kabul edelim ki ¢: H x H — P* (H) déniisiimii x-y tiriiniinii (x,y) ¢iftine

atayan doniistiiren bir doniisiim olsun. Bir acik kiime V € t elemanina sahibiz.
ot () ={(x,y)EHxH:x-y€el}
={(x,y)EHxH:x y=V}=V*,

Bu nedenle ¢, ancak ve ancak V" herhangi bir V € 1 i¢in agiktir ise siireklidir

yani " . " sp-siirekli oldugunda.

Asagidaki lemma bize P*(H) tarafindan indiiklenen P*(H) {izerinde bir t

topolojisi verir.

Lemma 2.5.3. P*(H) bir topolojik uzay olsun. Daha sonra olusan tiim U aile

setlerin
Sv={UEeP'(H) :UcV, Uert}
P*(H) ftizerinde bir topoloji i¢in bir tabandir. Bu topoloji t+ ile gosterilir.

(H,t) bir topolojik uzay olsun. Daha sonra H x H ve topoloji 1 {izerinde

P*(H) tirtin topolojisini dikkate aliyoruz.

Tamim 2.5.6. (H,0) bir hipergrup ve (H,t) bir topolojik uzay olsun.
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Daha sonra, (H,o,r) sistemi asagidaki kosullari sagliyor ise bu sisteme

topolojik hipergrup denir:
(1) HxH — P*(H) ye (x, y) — xoy eslemesi siireklidir;
(2) HxH — P*(H) ye xy — x/y eslemesi siireklidir,
burada x/ly ={z € H: x € zoy }.
H bir hipergrup ve A ve B, H'nin bos olmayan altkiimeleri olsun. Tanimdan
A/B=u{a/b:aeA, beB}

Lemma 2.5.4. (H,o) bir hipergrup ve t H iizerinde bir topoloji olsun. O halde
asagidaki iddialar gecerlidir:

(1) (x, y) — xoy eslemesi siireklidir, ancak ve ancak her x, y € Hve U € 1 igin
Oyle ki
xoy € U, VW €t vardir, 6yle kix € V,y € W ve VoW € U;

(2) (x, y) — x/y eslemesi siireklidir, ancak ve ancak her x, y € H ve U €t i¢in
xly € U olacak sekilde, x € V,y € W ve V/W C U olacak sekilde V,W €1 vardir.

Ispat. (1) ve (2)'nin ispatlar1 benzerdir, dolayisiyla (1)'i ispatliyoruz.

Diyelim ki hiperislem o: H x H — P*(H) siireklidir ve x,y € H i¢in xoy € U ve
U €er.

O halde, 0}(Sy), H x H'nin agik bir altkiimesidir. Dolayisiyla, agik V
altkiimeleri vardir ve W nin H 6yle ki (x,y) € V x W € 0 (Sy). Boylece, o(VXW) €
o(0 1 (Su)) € Su.

Bu nedenle, elimizde VoW = Uvevwew VOwW=Uyevwew 0(V,W)< U vardir.

Tersine, U €t ve (x,y) €0 (Su) oldugunu varsayalim. Sonra, (X,y) 'nin
0 Y(Su)'nun bir i¢ noktas1 oldugunu gosterelim. xoy € U oldugundan, dyle bir V, W

€t vardir ki VOW € U burada x € V ve y € W. Yani elimizde (x, y) € VXW € o}
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(Su) var. Bdylece, ot (Su), H'de aciktir. Simdi, eger A €T* ise, 0 zaman A =UyeaSu, T
lizerinde bir bos olmayan bir alt kiimesidir. Boylece, 01(A) = 0 (Uuea Su)= =Uyea

0(Su) olur. Dolayisiyla 0'X(A), H iizerinde aciktir. Bu nedenle doniisiim siireklidir.

Acikgasi, her topolojik grup bir topolojik hiper gruptur. Farkli ornekler de

verebiliriz.

Ornek 2.5.1. Ayrik veya ayrik topolojiye sahip her hipergrup topolojik bir
hipergrouptur.

Ornek 2.5.2. Toplam hipergrup H ( H herhangi iki elementin kombinasyonu)
kiimesi, her keyfi topoloji ile bir topolojik hipergruptur.

X'in bir topolojik uzay oldugunu varsayalim. X'te x ve y noktalar1 olsun. Bizim
burada bahsettigimiz X'in a¢ik U ve V alt kiimeleri varsa, x ve y acik alt kiimelerle
ayrilabilir U ve V ayrik olacak sekilde sirasiyla x ve y igeren bir Hausdorff uzayi

noktalarin acik alt kiimelerle ayrilabildigi topolojik bir uzaydir.

Ornek 2.5.3. ( X,1) bir Hausdorff topolojik uzay1 olsun. Her x, y € X i¢in xoy
= {x, y} tanimlayalim. O halde, (X, o, 1) bir topolojik hipergruptur.

Gergekten, varsayalim ki U € 1. O zaman, U 0 U = U bu ise orda siirekliligin
oldugu anlamma gelir. Simdi x,y € X oyle ki x'y € U olsun. X hausdorff
oldugundan, sirasiyla x ve y iceren X'in agik ayrik alt kiimeleri V ve W vardir.
Simdi, elimizde (V N U) /W =V N U € U olur. Yani (x, y) — x/y doniisiimii

sureklidir.

Ornek 2.5.4. Ornek 2.5.3. ii diisiinelim. Standart topoloji ile X = R olsun. O
zaman, (R,0,t) bir topolojik hipergruptur. Burada xoy ={x,y} dir. Simdi 20(0,1) =
{2} U (0,1) R de agik degildir.

Simdi bir topolojik hipergrubun temel grubunun bir topolojik grup oldugunu

kanitlayalim. Ilk olarak, bir topolojik béliimiin, bdliim uzay: kavramini hatirlayalim.

Tamm 2.5.7. X bir topolojik uzay ve ~ {izerinde bir denklik bagintist olsun X.

Her x € X i¢in denklik siifini [x] ile belirtelim. X'in boliim uzayr modul ~, X/~ =
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{[X]}, X € X kiimesi tarafindan verilir. Projeksiyon doniisiine sahibiz X — X/~ ,
x — [x] ve X/~'yi topoloji ile donatiyoruz: U € X/~ eger ve yalnizca p *(U), X'in

acik bir alt kiimesiyse.

A, X topolojik uzaymin bir alt kiimesi olsun ve ~ X iizerinde bir denklik
bagintis1 olsun. O zaman, A'nin ~'ye gore doygunlugu A= {x € X :Ja € A, x ~a }

kiimesidir.
Eger A = A ise, A'ya doymus denir.

(H,o,t) bir topolojik hipergrup olsun ve f* H iizerinde temel baginti olsun. O
halde, (H / B* 1) bir topolojik uzaydir, burada boliim topolojisi dogal doniisiim ile

indiiklenen

n:H—>H/B* YaniA<S H/B* H/Prde agiktir ancak ve ancak n'}(A) H da

acik ise.

Lemma 2.5.5. (H,o,1) bir topolojik hiper grup olsun ve B* H iizerinde temel

olsun. O zaman, H'nin her doymus alt kiimesi tam bir pargadir.

Tamm 2.5.8. Eger (G, Xc, Tc ) Ve (H, Xn, TH ) topolojik gruplar ise ¢ : G —» H
bir grup izomorfizmi , topolojik izomorfizm ve topolojik homeomorfizmadir

diyebiliriz. Ayrica bire bir ise ¢ ve ¢ in her ikisi de siireklidir.

Tanmm 2.5.9. G bir grup ve {Ag}gec ayrik ve bos olmayan kiimelerin bir
kolleksiyonu olsun. H=Ugec ve her x, y €H, x0oy = Agxgy tanimlayalim, burada Xx€ Agx

ve Y€ Agy dir. O halde (H,0) bir hiper gruptur denir.

Lemma 2.5.6. (G, ', T ) bir topolojik grup olsun ve {Ag}qec bir koleksiyon

olsun. Ayrik ve bos olmayan kiimeler ve H= Ugec € Ag. O halde (H, -, 1) bir

topolojik hipergruptur. Burada (G,H) hipergrupve T ={UwcAs:UE ,T}U {@}

Ispat. T nin H iizerinde bir topoloji oldugnu gostermek kolaydir. Diyelim ki

Ay = U wevAu X,y € H icin xoy © Ay olacak sekilde H nin agik bir alt kiimesi olsun.

U, G’de acik oldugundan ve gxgy € U sirasiyla ve gx ve gy iceren G’nin V ve W agik
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alt kiimeleri vardir, 6yle ki VW € U dur. Boylece Ay ve Ay sirasiyla x ve y igeren

H’ de agiktir ve Av0Aw S Au olur. Boylece (x,y) — x /y siireklidir.

Tanmm 2.5.10. S(Y, K), Y tizerindeki biitiin esnek kiimelerin ailesi ve (U, K), Y
de bir esnek kiime olsun. (U, K)* ve (U, K) esnek kiime ailelerini asagidaki sekilde

tanimlayalim;
U, K)*={(T,K)e S(Y,K): (T,K)< (U, K)},
(U,K)={T,K)eS(Y,K):(T,K)N" (U, K) G ®}.

Onerme 2.5.1. S(Y, K) de bos esnek olmayan (G, K) ve (H, K) esnek kiimeleri

igin asagidakiler dogrudur;
i) (G, K)* N (H, K)* = (G, K) N" (H, K))*
ii) (G, K)* U (H, K)* < ((G, K) U™ (H, K))*
iii) (G, K) N~ (H, K))< (G, KY N (H, K}
iv) (G, K)U (H, K)=((G, K) U” (H, K))
V) (G, K)< (H,K) - (G, K)* < (H, K)*
vi) (G, K) <" (H,K) - (G, KY<(H, K)
vii) (G, K) " (H, K) = ® - (G, K)* N (H, K)* =@
viii) (G, KY N (H, EYG @

ispat. i) (T, K) € (G, K)* N (H, K)* i¢in (T, K) € (G, K)* ve (T, K) € (H, K)*
olur. Bu durumda (T, K) < (G, K) ve (T, K) < (H, K) olup (T, K) < (G, K) 0™ (H,
K) bulunur. O halde (T, K) € ((G, K) N (H, K))* olur.

Tersine, (T, K) € ((G, K) N (H, K))* olsun. Bu durumda (T, K) <" (G, K) N~
(H, K) olup (T, K) < (G, K) ve (T, K)< (H, K) olur. O halde (T, K) € (G, K)* ve
(T, K) € (H, K)* dir. Boylece (T, K) € (G, K)* N (H, K)* oldugu elde edilir.
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i) (T, K) € (G, K)* U (H, K)* olsun. Bu durumda (T, K) € (G, K)* veya (T, K)
€ (H, K)* dir.Ohalde (T, K)< (G, K)veya (T,K)< (H,K) olur.

iii) (T, K) € ((G, K) N~ (H, K)) alalim. Bu durumda (T, K) N~ ((G, K) N~ (H,
K)) G @ olup (T, K) N~ (G, K) G ® ve (T, K) ™ (H, K)G ® dir. O halde (T, K) €
(G, K) ve(T,K) € (H, K) dir. Boylece (T, K) € (G, K) N (H, K) oldugu elde edilir.

iv) (T, K) € (G, K) U (H, K)) alalim. Bu durumda (T, K) N~ ((G, K) U~ (H, K))
G @ olup (T, K) N (G, K)) U™ ((T, K) N™ (H, K)) G ® dir. O halde (T, K) N™ (G, K)
G @ veya (T, K) N~ (H, K) G @ olur. O halde (T, K) € (G, K) veya (T, K) € (H, K)
dir. Boylece (T, K) € (G, K) U (H, K) oldugu elde edilir.

Tersine, (T,K)€ (G,K)U (H,K) alahm. Bu durumda (T,K) € (G, K)
veya (T, K) € (H, K) olur. O halde (T, K) N~ (G, K) G ® veya (T, K) N~ (H,K) G ®
oldugu elde edilir. Boylece ((T,K) N~ (G, K)) U™ (T, K) N~ (H, K)) G ® ve buradan
da (T, K) N~ ((G, K) U™ (H, K)) G @ dir. O halde (T, K) € (G, K) U (H, K)) olur.

V) K € (G, K) olsun. Bu durumda Kx» € (G, K)* dir. (G, K)* < (H, K)*
oldugundan K’ € (H, K)* ve boylece Kix¥ € (H, K) dir. Sonug olarak, (G, K) <
(H, K) olur.

Tersine, (T, K) € (G,K)* olsun. Bu durumda (T, K) <™ (G, K) olup (G, K) <
(H, K) oldugundan (T, K) <" (H, K) ve boylece (T, K) € (H, K)*oldugu elde edilir.

Vi) (T, K) € (G, K) olsun. Bu durumda (T, K) N~ (G, K) G® olup (G, K)<
(H, K) oldugundan (T, K) N~ (H, K) G ® olur. Boylece (T,K)€ (H,K) ve
dolayisiyla (G, K) < (H, K) dir.

vii) Y" N~ (G, K) G ® oldugundan Y €(G, K) ve Y" N~ (H,K) G ® oldugundan
Y™ € (H,Kyolup Y~ € (G, K)N (H, K dir. O halde (G, K) N (H, KYG @ dir.

Onerme 2.5.2 S(Y, K) bir esnek kiime ailesi ve (G, K) € S(Y, K) olsun. Bu
durumda Y~ — (G, K) kiimesi (G, K) nin esnek tiimleyeni olmak tizere asagidakiler

dogrudur;

) S(Y, K) = (G, K)" = (Y" = (G, K))+
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ii) S(Y,K)—(G,K) =(Y"—(G,K)) —
ispat.

i) (B, K) € S(Y, K) — (G, K)* - (B,K)® (G, K)" -(B,K)# (G, K) —(B, K)
N (Y = (G,K)G¢ - (B,K) € (Y —(G, K))

i) (B, K) € S(Y, K) — (G, K)” - (B,K)@ (G, K)” -(B,K)N" (G, K)=¢ -+ (B,
K)< ("= (G, K)) - (B,K)E (Y - (G, K)) .

Lemma 2.5.7. S(Y, K) bir esnek kiime ailesi olsun. Bu durumda (C1, K) ve (C2,

K) esnek kiimeleri icin asagidakiler dogrudur,
i. [S(Y, K)— (C1, K)] N7 [S(Y, K) = (C2, K) ] = S(Y, K) = [(C1, K)” U (C2, K)]
ii. S(Y, K) = [(C1, K)* U (C2, K)*] = [S(Y, K) — (C1, K)*] N"[S(Y, K) — (C2, K)*]
Ispat.

i) (H, K) € [S(Y, K) = (C1, K) 1 N [S(Y, K) — (C2, K)]

- (H,K) € S(Y, K) — (C1, K)" ve (H, K) € S(Y, K) — (C2, K)
-(H,K) @ (C1, K) ve (H, K) @ (C2, K)

-(H,K) "™ (C1, K) =¢pve (H,K) N" (C2, K) = ¢

- (H, K) N™[(C1, K) U (C2, K)] = ¢

- (H, K) O [(C1, K) U (C2, K)]”

- (H,K) € S(Y, K) = [(C1, K) U (C2, K)]”

-(H,K)e S(Y,K)—[(C1, K) U(C2, K)].

i) (H, K) € S(Y, K) — [(C1, K)* U (C2, K)*]

-(H,K) 9 [(C1, K)" U (C2, K)']
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-(H,K) 9 (C1, K)" ve (H, K) @ (C2, K)*
-(H,K)€ S(Y,K)—(C, K)" ve (H, K) € S(Y, K) — (C2, K)*
-(H,K) €[S(Y,K)— (Ci, K)'] N [S(Y, K) — (C2, K)*].

2.6. Soft Topolojiler

2.6.1. Esnek Ust ve Alt Vietoris Topolojiler

Bu kisimda, esnek haldeki topolojik uzayimin esnek olan agik alt kiimelerinden
faydalanilarak esnek kiime aileleri iistiinde iist Viettoris topolojiler ifade
edilmektedir. Sonrasinda ise esnek kiime degerli olan bir doniisiimiin st Vietoris
devamlilig1 tanimlanarak bahsi gecen kiime degerli olan doniisiimiin devamliliginin
buna karsilik olan tek degerli olan bir esnek fonksiyonunu devamlilig1 tiiriinden ifade
verilmektedir. ilk olarak asagida bulunan esnek iist vietoris topolojiler tanimlanirken

kullanilan bir teorem gosterilmektedir.
Teorem 2.6.1. (Y, t, K) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda
Bsv+ = {(U,K)+:(U,K) esnek agtk kiime}
ésv—= {(U,K) —: (U,K) esnek acik kiime}

Esnek kiime aileleri S (Y, K) istiindeki cesitli iki tiir esnek topolojik uzay

adina sirasi ile bir taban ve alt tabandir.

Ispat. Y& 1 esnek kiimesi adina Y+= S (Y ,K) c B4, + ve S (Y,K) = Uy +

e, v olur.

(U1, K)+, (U, K) + €Bs,+ olmak iizere (G, K) € (U;, K)* n (U, K) +n
(Uy, K)+ alalim. (U;, K) ve (U, K) esnek agik kiimeler oldugu i¢in (U3, K) = (Uj,
K) 71 (U,, K) da esnek bir agik kiimedir. Buna ek olarak (U;, K) + N (Uy, K) + =
((U;, K) 71 (Uy, K)) oldugundan.

(G, K) € (U;,K)+ olup (U3, K) + € B, + ve (U, K)+tc (U, K) +n
(U,, K)dur.
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Bu nedenle S, + esnek bir topolojik tabandir.
Tamm 2.6.1.

1) S (Y, K) istiinde B, + ailesini taban olarak kabul eden topolojiye esnek

olan list vietoris topoloji ismi verilir ve T4, + olarak gosterilir.

ii) S (Y, K) ustiinde &5, — ailesini alt taban olarak kabul eden topolojiye ise

esnek alt vietoris topoloji denilmektedir ve 1y, — ile gosterilir.

iii) S (Y, K) iistiinde Bg, +U sg, — = {(U, K) +, (U, K)-: (U, K) esnek agik olan
kiime} ailesini alt taban seklinde kabul etmekte olan topolojiye (ya da g, — ailesini
taban olarka kabul eden) esnek Vietoris topoloji denir ve bahsi gegen topoloji g, ile

gosterilmektedir.

Ornek 2.6.1. Y = {y1, y2} evrensel kiimesine ait parametre kiimesi K = {k1,k2}

olsun.
(F1, K) = {(k1, {y:})},
(F2, K) = {(k1, {y2))},
(F3, K) = {(k1, Y)},
(Fa, K) = {(k2, {y1H}.
(Fs, K) = {(k1, {y1}), (k2, {y1})},
(Fe, K) = {(k1, {y2}), (k2, {y1})},
(F7, K) = {(k1, Y), (k2, {y1})},
(Fs, K) = {(k2, {y2))},
(Fo, K) = {(k1, {y1}), (k2. {y2})},
(F1o, K) = {(k1, {y2}), (k2, {21},

(F11, K) = {(k1, Y), (k2, {y2})}, (F12, K) = {(k2, Y)},
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(F13, K) = {(k1, {y1}), (k2, V)},

(F14, K) = {(k1, {y2}), (k2, Y)}

esnek kiimeler olmak lzere

S(Y, K) ={ ¢, (F1, K), (F2, K), (F3, K), (Fs, K), (Fs, K), (Fs, K), (F7, K), (Fs,
K), (Fo, K), (F10, K), (F11, K), (F12, K), (F13, K), (F14, K), Y™}

esnek kiime ailesi ve
r={®,Y, (Fu K), (Fs,K), (Fs, K)}
esnek topolojisi verilsin. Bu durumda
(F1, K)" = {(F1, K)}
(Fs, K)" = {(Fs, K)}
(Fo, K)" = {(F1, K), (Fs, K), (Fo, K)}
Y™+ = (¥, K) olur.

O halde BSV+ ={(F1, K)*, (Fs, K)*, (F9, K)*, Y™+} ailesi (Y, K) lizerinde bir

esnek topoloji i¢in tabandir. Ciinkii,
Y+ = (Y,K)
(F1, K)" N (Fs, K)* =0,
(F1, K)* N (Fo, K)" = (F1, K)" € BSV+,
(F1, K)" N Y™+ =(F1, K)" € BSV+,
(Fs, K)" N (Fo, K)" = (Fs, K)" € BSV+,
(Fs, K)* N Y™+ =(Fg, K)" € BSV+,

(Fo, K)* N Y™+ = (Fo, K)* € BSV+ dir.
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Bu esnek topoloji (iist esnek Vietoris topoloji) de

rSV+ ={(F1, K)*, (Fs, K)", (F1, K)" U (Fs, K)", (Fo, K)","Y", @}

={{(F1.,K)}{(Fs,K)}, {(F1,K),(Fs,K)}, {(F1,K), (F8,K), (Fo,K)},(Y, K), @} olur.
2.6.2. Esnek Ust ve Alt Ko-kompakt Topolojiler

Bu boélimde (Y, 7, K) esnek topolojik uzaymin kompakt alt kiimelerinden
faydalanarak S (Y, K) iistlinde iist (alt) ko-kompakt topolojiler tanimlanmaktadir ve
bu topolojiler iist (alt) esnek Vietoris topolojilerle karsilagtirilmistir. Asagida S (Y,
K) istiinde esnek list ve alt ko-kompakt topolojilerin tanimlarken kullanildigi bir

ornek yer almaktadir.

Onerme 2.6.2.1. (Y, 7,K) esnek bir topolojik uzay olarak kabul edilirse bu

durumda:
Bse+ = {S(Y,K) — (C,K) —: (C,K) esnek kompakt kiime} ve
Sse—={0}US(Y,K) — (C,K)—:(C,K)esnekkompaktkiime esnek kiime aileleri

S (Y, K) iistiinde cesitli iki esnek olan topoloji adina sirasi ile esnek alt ve

esnek tabandir.

Ispat. (C, K) = ¢ esnek kompakt halde bir kiime olarak (C, K)- = @ oldugu igin
S(Y,K)-(C,K)-=S (Y,K) -@ =S (Y, K) € Bs.+olur.

Béylelikle S (Y, K) - (C1, K) -, S (Y, K) — (Cy, K)- igin

[S(Y,K) = (G, K) =] N [S(Y,K)=] = S(Y,K) = [(C1,K) =V (€2, K) —]
oldugu i¢in S (Y, K)- [(C1,K) — U (Cy, K—] € s, +tiir. Bu durumda g, + ensek
bir topolojik adina uzay tabanidir. Benzer bigimde sy, —ninde esnek bir topolojik

uzay adina alt taban oldugu gosterilebilmektedir.

Baylelikle S (Y, K)=U/S(Y’ K) € g, +5, K)'duir.

S (Y, K)-(C1, K)- S (Y, K) - (C3,K)- € Bs. + olarak
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(H,K) €[S (Y,K) = (CL,K)-IN[S(Y,K) — (Cz,K)-] igin

[S Y, K) —(CL,K)-]N [SY,K) — = (G K)In[S(Y,K)-]=S (Y, K) -
[(C1,K) — U (C5,K)- ] oldugu igin (H, K) € S(Y, K) — [ (C1,K)- U (C, K)- ]

bulunmaktadir.

Buna ek olarak (C;, K)- U (C,, K)- = ((Cy,K) U (Cy, K))’dir, (C,, K) esnek olan
kompakt kiimeler adina (C;,K) U (C,, K) esnek olan kompakt kiime oldugu i¢in S
(Y, K)- [(Cy,K)- U C,,K)- ] € Bge +dir. Bu durumda S, + esnek bir topolojik uzay

adina tabandir.

Benzer bigimde s;. —‘ninde esnek bir topolojik uzay adina taban oldugu

sOylenebilir.
2.6.3. Esnek Ust ve Alt Ko-Lindelof Topolojiler

Bu alt bolimde (Y, 7, K) esnek olan topolojik uzayinin Lindelof alt
kiimelerinden faydalanarak S (Y, K) iistiinde {ist ko-lindel6f topolojileri tanimlansa
da sonrasinda bahsi gecen topolojilerle {ist esnek vietoris topolojileri
karsilastinlmistir. ilk olarak asagida S (Y, K) iistiinde esnek olan iist ko-lindelof

topolojileri tanimlanirken kullanilan bir 6nerme gosterilmektedir.

Onerme 2.6.3.1. (Y,7,K) esnek bir topolojik uzay olarak kabul edilirse bu

durumda
Bsi + = {S(Y,K)- (L, K)-: (L, K) lindel6f esnek kiime}
Bs. —={0} U {S(Y,K) — (L,K)+: (L, K) Lindelof esnek kiime}

Esnek kiimedeki aileler S(Y, K) iistiinde ¢esitli olarak iki topoloji adina sirast

ile taban ve alt tabandir.

Ispat. (L, K) = ¢ esnek lindelof bir kiime olarak (L, K)- =@ oldugu igin S (Y,

K)- (L, K)- =S (Y, K) € Bg.+ ve boylelikle S (Y, K) = +S(Y,K)

vy
S(Y' K) € ﬁSL
tespit edilir.
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Tanim 2.6.3.1.

1)S(Y, K) tstiinde S+ ailesini taban olarak kabul etmekte olantopolojiye

esnek bir list ko-lindel6f topoloji ismi verilmektedir ve tg; + ile gosterilmektedir.

IS (Y, K) tstiinde Sg; — ailesini alt taban olarak kabul etmekte olan topolojiye

esnek alt ko-linedl6f topoloji ismi verilir ve Tg; — ile gosterilmektedir.
2.6.4. Esnek Ust ve Alt Ko-quasi H-kapah Topolojiler

Bu alt boliimde, (Y, 7, K) esnek topolojik uzayinin esnek olan quasi H-kapali
alt kiimelerinden faydalanilarak S (Y, K) istiinde iist ko-quasi H-kapali topolijler

tanimlanmaktadir.

Tamm 2.6.4.1 (Y, 7, K) esnek bir topolojik uzay ve (H, K) bu uzayda esnek bir

kiime olursa:

)] (H, K) nin agik her ortiisiiniin esnek kapanislart (H, K) y1 ortmekte
olan sonlu alt bir ortiiye sahipse yani (H, K) nin tim {G;, K)| i€ A}
esnek agik Ortiisiiniin (H, K) cu ? = 1cl(Gy; K) kosulunu saglayan
bir {(G,1 K), (G32 K), (G3, K)} sonlu esnek alt ortiisii bulunuyorsa (H,

K) esnek kiimesine quasi-H-kapalidir denilmektedir.

i) Y nin tiim agik ortiisiiniin esnek olan kapanislar1 yine onu &rten sonlu
bir alt 6rtiisii bulunuyorsa, yani Y nin {G;, K)| i€ A} esnek acik sartini
saglamakta olan {(Gy; K), (G2 K), (GynK)} sonlu bir alt oriintii

bulunuyosa topolojik uzayina quasi-H-kapalidir denilmektedir

iii) Esnek Hausdroff ve esnek olan quasi-Hkapali topolojik uzasya esnek

H-kapal1 topoloji uzay ismi verilmektedir.

iv) Y’nin tiim esnek quasi H-kapali kiimesi esnek kapaliysa (Y, 7, K)’ye

esnek HC topolojik uzay ismi verilmektedir.

V) X’in tiim esnek kapali kiimesi esnek quasi H-kapaliysa (Y, 7, K)’ye

esnek C-kompakt topolojik uzay ismi verilmektedir.

30



2. ONCEKI CALISMALAR Abdiilkadir OLCAY

Onerme 2.6.4.1. (Y, r, K) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda S(Y, K)
tizerindeki rSL+ , rsi—, rSC+ |, rsc—, rSV+ | rsy— esnek topolojileri i¢in asagidakiler

dogrudur;

i) (Y, r, K) Lindel6f kapali esnek topolojik uzay ise rSL+ < rSV+ ve rsi— < rsy—

olur.
i) rSC+<rSL+ve rsc— <rs.—
ispat.

1) S(Y, K) — (L, K)” € fSL+ olsun. (L, K) Lindelof esnek kiime oldugundan
hipotezden (L, K) esnek kapali kiimedir. O halde Y~ — (L, K) esnek agik kiime
olup (Y"— (L, K)) € rSV+ olur. Ayrica S(Y,K) — (LK) = (Y"—(L, K)oldugundan
S(Y,K)— (L, K) € rSV+ bulunur. Boylece rSL+ < rSV+ oldugu elde edilir. Benzer

sekilde rsi— < rsyv— oldugu gosterilebilir.

i) Bir (Y, r, K) esnek topolojik uzayinda, kompakt esnek kiimeler Lindel6f
oldugundan ispat agiktir.

Tanmm 2.6.4.2. (X, o, E), (Y, r, K) iki esnek topolojik uzay, E<° X de bir

esnek nokta ve F: (X, g, E) — (Y, r, K) da bir esnek kiime degerli doniisiim olsun.

F(E%) N~ (L, K)=¢ olan bir (L, K) esnek Lindeldf kiimesi verilsin. Ee*
€ (P, E) oldugunda F(Ec*) N~ (L, K) = ¢ sartim1 saglayan E&° 1 bir (P, E)

esnek acik komsulugu varsa F ye E.*° da esnek iistten L yar siireklidir denir.

Onerme 2.6.4.2. F: (X, g, E) — (Y, r, K) bir kiime degerli doniistim ve (Y,7,K)

esnek Lindelof kapali topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur;

i) F nin E° da esnek iistten L yar siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart Y~ —
(V, K) esnek Lindel6f kiime olmak tizere her (V, K) esnek agik kiimesi igin F*(V, K)

nin esnek agik kiime olmasidir.
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ii) F nin E<° da esnek alttan L yari siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart Y~ —
(V, K) esnek Lindelof kiime olmak {izere her (V, K) eshek agik kiimesi i¢in F(V, K)

nin esnek agik kiime olmasidir.
ispat.

i) (=) Y= (V, K) esnek Lindel6f kiime olacak sekilde (V, K) esnek agik
kiime ve Ee*® € F*(V, K) olsun. Bu durumda F(Es%) <~ F(F*(V,K)) < (V,K) dir
ve boylece F(E%) N~ (Y~ — (V, K)) = ¢ dir. Y™ — (V, K) esnek Lindeldf kiime ve F,
E~° da esnek iistten L yar siirekli oldugundan Ec*° m bir (P, E) esnek acik
komsulugu vardir 6yle ki F(P, E) N~ (Y™ — (V, K)) = ¢ dir. O halde F(P, E) <" (V, K)
dir ve boylece EcX° € (P, E) <~ F*(V, K) dir. O halde E~° € int (F*(V, K)) dir.
Dolayistyla

F*(V,K) < int(F*(V, K)) bulunur ki buda F*(V,K) nin esnek acik

bir kiime oldugunu gosterir.

() (L, K) bir esnek Lindelof kiime olmak iizere F(E°) N~ (L, K) = ¢
olsun. Bu durumda F(Ee%) < Y~ — (L, K) dir. (Y, 7, K) esnek Lindelof kapali
topolojik uzay oldugundan, (L,K) esnek kapali kiime olup Y™—(L, K) esnek agik bir

kimedir.

Hipotezden F* (Y~ — (L, K)) bir esnek agik kiimedir ve Eo° € F* (Y~ — (L,
K)) dir. (P, E) = F* (Y" — (L, K)) olarak alinirsa (P, E) esnek kiimesi, E° m bir
esnek acik komsulugudur. Buradan F(E.%) <~ F(P, E) <~ (Y~ — (L, K)) oldugu elde
edilir. Ayrica

F(P,E)N™ (L, K) = ¢ dir. Dolayisiyla F, E*° da esnek iistten L yar siireklidir

i) (=) Y~ — (V, K) bir esnek Lindelof kiime olacak sekilde (V, K) esnek agik
kiime ve Ee° € F(V, K) olsun. Bu durumda F(E&%) N~ (V,K)G ¢ dir. Y™ —
(V, K) esnek Lindelof kiime olup F doniisiimii E*° da esnek alttan L yar1 siirekli
oldugundan E~° m bir (P, E) esnek agik komsulugu vardir éyle ki F(P, E) N”
(V,K) G ¢ dir. Buradan
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EX® € (P,E)< F(V,K) dir ve  boylece EX® € int (F(V,
K))dir. O halde F (V, K) <" int(F (V, K)) ve F~(V, K) bir esnek agik kiimedir.

(&) Y — (V, K) bir esnek Lindeléf kiime ve F(E&%) N~ (V, K) G ¢ olsun.
(Y, r, K) esnek Lindelof kapali topolojik uzay oldugundan Y~ — (V, K) esnek
kapali ve (V, K) esnek agik bir kiimedir. Hipotezden F~(V, K) esnek agik kiime ve
E® € F(V, K) dir. (P, E) = F(V, K) olarak alinirsa, (P, E) esnek kiimesi, Ee<° i bir
esnek agik komsulugudur. O halde F(P, E) N~ (V, K) G ¢ dir. Boylece F doniisiimii

E~° da esnek alttan L yar siireklidir.
2.6.5. Esnek Ust ve Alt D Topolojiler

Bu boliimde (Y, 7, K) esnek topolojik uzayinin esnek olan kapali Ggs alt

kiimelerinden faydalanarak S (Y, K) iistlinde iist (alt) D toplojileri tanimlanmaktadir.

Tammm 2.6.5.1. (Y, 7, K) esnek olan bir uzay topolojigi ve (G, K) ise bahsi

gecen uzayda esnek olan bir kiime olsun.

(G, K) kiimesi sayilabilir miktarda esnek kapali kiimelerin bir birlesimi

seklinde yazilabiliyor ise, yani F;, K)’ler esnek olan kapali kiimeler olarak (G, K) =
U;” = 1 (F, K) olarak yazilabiliyor ise (G, K)’ya esnek f; kiime denilmektedir.

(G, K) kiimesi sayilabilir diizeyde esnek acik kiimenin bir kesisimi seklinde
yazilabiliyor ise yani (U;, K)’ler esnek bir agik kiime olarak (G, K) = U;” = 1 (U}, K)

olarak yazilabiliyor ise (G, K)’ya Gg esnek kiime denilmektedir.

Y in her esnek quasi H-kapali kiimesi esnek kapali ise (Y, r, K) ye esnek HC

topolojik uzay denir.

X in her esnek kapali kiimesi esnek quasi H- kapali ise (Y, r, K) ye esnek C-

kompakt topolojik uzay denir.

Onerme 2.6.5.1. (Y, 7, K) bir  esnek topolojik uzay olsun. Bu
durumda gSH+={S(Y, K) — (H, K)": (H, K) esnek quasi H — kapali kime} Ssu—
= {0} U{S(Y, K) — (H, K)": (H, K) esnek quasi H — kapali kiime} esnek kiime

aileleri S(Y, K) tizerinde iki farkli topoloji i¢in sirastyla bir taban ve alt tabandir.
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Ispat. (G, K) € S(Y,K)—(H1,K)~ ve(G,K)ES(Y,K)~(H2,K)~ olsun.  Bu

durumda

(G, K) € [S(Y, K) — (H1, K)] N [S(Y, K) — (H2, K)] = S(Y, K) — [(Hy, K)” U
(Hz2, K)] dir. O halde BSH+ bir esnek topolojik uzay i¢in tabandir.

Benzer sekilde Ssu— nin da bir esnek topolojik uzay icin alt taban oldugu

gosterilebilir.
Tanim 2.6.5.2.

1) S(Y, K) tizerinde SSH+ ailesini taban kabul eden topolojiye esnek iist ko-

quasi H-kapali topoloji denir ve rSH+ ile gosterilir.

i) S(Y, K) tizerinde Ssy— ailesini alt taban kabul eden topolojiye esnek alt ko-

quasi H- kapali topoloji denir ve rsy— ile gosterilir.

Onerme 2.6.5.2. Y = {y} evrensel kiimesine ait parametre kiimesi K = {k,, k,}
olsun. (G, K) = {(k,, {y})} esnek kiime olmak tlizere 1~ = {®,Y", (G, K)}
esnek topolojisi verilsin. O halde ™" = {®, Y~, (H, K)} olup burada (H, K) = {(k,,
{y})} dir. Bu durumda

b =0

(G, K) ={(G K), Y}

(H, K) ={(H,K) Y7}

Y= =S(Y, K) = {(G, K), (H, K), Y"} oldugundan
S(Y, K)— & =S(Y, K) = {(G, K), (H,K), Y}
S(Y, K) = (G, K) ={(H, K)}

S(Y, K) - (H,K)" ={(G, K)}

S(Y,K)- Y™~ =0 dir.
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O halde pSH+ ={S(Y,K)— ¢, S(Y,K)— (G, K)", S(Y,K)— (H, K), S(Y,
K)— Y=} = {{(G, K), (H, K), Y7}, {(H, K)}, {(G, K)}, O} ailesi S(Y, K)
tizerinde bir esnek topoloji igin tabandir. Bu esnek topoloji (iist esnek ko-quasi H-
kapali topoloji), rSH+ ={{(G, K), (H, K), Y™}, {(H, K)}, {(G, K)} , O, {(G, K),
(H, K)}} seklindedir.

Ornek 2.6.5.1. Y = {y} evrensel kiimesine ait parametre kiimesi K = {k,, k,}
olsun. (G, K) = {(k,, {y})} esnek kiimesi i¢in r~ = {®, Y~, (G, K)} esnek topolojisi
verilsin. O halde (H, K) = {(k,, {y})} esnek kiime olmak iizere r~ = {®, Y~ (H, K)}

olur. Bu durumda
¢ =0
(G, K)" ={(G, K)}
(H, K)" ={(H, K)}
Y™+ = S(¥, K) oldugundan
S(Y, K)—d* = S(Y, K) ={(G, K), (H, K), Y}
S(Y, K)— (G, K)" = {(H, K), Y}
S(Y,K)—(H, K)* ={(G, K), Y™}
S(Y, K) - Y™+ = @ dir. O halde
Ssu—={S(Y, K)—d*, S(Y, K) — (G, K)*, S(Y, K) — (H, K)*, S(Y,K)—Y™+}

={{(G,K), (H,K), Y}, {(H K), Y}, {(G,K), Y}, @} ailesi S(F,K)

tizerinde bir esnek topoloji i¢in alt tabandir

Dolayisiyla ~ Bsu— = {{(G, K), (H, K), Y"}, {(H, K), Y*}, {(G, K), Y™},
{Yy7}, 0} ailesi S(Y, K) lizerinde bir esnek topoloji i¢in tabandir.

Bu esnek topoloji (alt esnek ko-quasi H-kapali topoloji) de

rsu— ={{(G, K), (H,K), Y™}, {(H,K), Y™}, {(G, K), Y}, {Y"}, @) olur.
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Onerme 2.6.5.3. (Y, r, K) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda S(Y, K)

tizerinde tanimhi rSH+ , rsu—, rSV+ , rsy— topolojileri i¢in asagidakiler dogrudur;
1) (Y, r, K) HC esnek topolojik uzay ise rSH+ < rSV+ ve rsy— < rsy— dir.

i) (Y, r, K) HC ve C-kompakt esnek topolojik uzay ise rSH+ = rSV+ ve rsu—

= rsy—dir.
Ispat.

i)S(Y,K)— (H, K) € BSH+ olsun. (H, K) quasi H-kapali ve (Y, r, K) HC
esnek topolojik uzay oldugundan (H, K) esnek kapali dolayisiyla Y~ — (H, K) esnek
acik bir kiimedir. O halde (Y~ — (H, K))+ € rSV+ dir. S(Y,K)—(H,K) =(Y" —
(H, K))*+ oldugundan S(Y, K) — (H, K)” € rSV+ ve dolayisiyla rSH+ < rSV+ dir.
Benzer sekilde S(Y, K) — (H, K)" = (Y~ — (H, K))—esitligi kullanilarak rsp— <
rsv— oldugu gosterilebilir. Bir HC ve C-kompakt esnek topolojik uzayda esnek quasi
H-kapal1 kiimeler ve esnek kapali kiimeler ¢akisik oldugundan rSH+ = rSV+ ve rsu—

= rsv— esitlikleri elde edilir.

Tanmm 2.6.5.3. (X, o, E), (Y, r, K) iki esnek topolojik uzay, E.*°, X te bir

esnek nokta ve
F: (X, a0, E) — (Y, r, K) esnek kiime degerli doniisiim olsun.

) FEE&) N~ (V,K)=0¢ ve Y —(V, K) esnek quasi H-kapali olan bir (V,
K) esnek kiimesi i¢in Ee x € (P, E) oldugunda F(Eex) N~ (V, K) = ¢ sartin1
saglayan Ee x0 1m bir (P, E) esnek acik komsulugu varsa F ye E.*° da esnek iistten

H yar siireklidir denir.

i) FE&®) N~ (V,K)G ¢ ve Y —(V,K) esnek quasi H-kapali olan bir (V,
K) esnek kiimesi i¢in Ee* € (P, E) oldugunda F(EeX) N~ (V, K) G ¢ sartin
saglayan E<° m bir (P, E) esnek agik komsulugu varsa F ye E.*° da esnek alttan H

yar1 stireklidir denir.

iii) F doniisiimii X in her E<¥ esnek noktasinda esnek iistten (alttan) H yari

stirekli ise F ye X iizerinde esnek iistten (alttan) H yari siireklidir denir.
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Onerme 2.6.5.4. (X, o, E), (Y, r, K) esnek topolojik uzaylar ve F: (X, ¢, E) —

(Y, r, K) esnek kiime degerli doniisiim olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur;
i)F nin E~° da esnek iistten H yar1 siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart

f: X, o, E) — (S(Y, K), vSH+ , K) esnek fonksiyonunun E.*° da siirekli

olmasidir.
ii) F nin E&® da esnek alttan H yar siirekli olmast icin gerek ve yeter sart

fi X, 0, E) = (S(Y, K), rsu— , K) esnek fonksiyonunun E.*° da siirekli

olmasidir.

Ispat. i) F(E%) N~ (H,K)= ¢ dir. F, E° da esnek iistten H yar siirekli
oldugundan Ec*° 1n bir (P, E) esnek agik komsulugu vardir 6yle ki Eo* € (P, E)
oldugunda F(E.x) N~ (P, E) = ¢ dir. Boylece F(Ee¥) = f(EeX) © (H, K) olup
f(Ee*) € S(Y, K) — (H, K)™ dir. Dolayisiyla f: (X, o, E) — (S(Y, K), rSH+ , K) esnek
fonksiyonu Ee° da esnek siireklidir. (&) (H, K), F(E<%) N~ (H, K) = ¢ sartmi
saglayan bir esnek quasi H-kapali kiime olsun. Bu durumda f(Ee*) @ (H, K)~ ve
boylece f(Ee®) € S(Y, K) — (H, K)” € fSH+ dir. f: (X, 0, E) — (S(Y, K), rSH+ , K)
fonksiyonu E.*° da esnek siirekli oldugundan E¢*° m bir (P, E) esnek agik komsulugu
vardir 6yle ki f(P, E) € S(Y, K) — (H, K)dir. O halde her Ee € (P,E) igin
f(EeX) € S(Y, K)— (H, K)” dir. Boylece F(EeX) N~ (H, K) = ¢ dir. Dolayisiyla F,

Eo*° da esnek iistten H yar1 siireklidir.
i) Benzer sekilde ispat edilebilir.
2.7. Soft Topolojik Hipergrupoidler

Soft topolojik hiper groupids konusuna oncelikle tanimlardan basliyoruz.
Bilinen ve kullanishi baz1 tanim ve gosterimler asagida verilmektedir. Tanimlar
(Corsini, 2003; Wall, 1934; De Salvo ve Freni, 1980; Corsini, 1993) kaynaklarinda

bulunmaktadir.
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Tanim 2.7.1. (F,A) H iizerinde alt bir soft kiime olsun. Eger F(x) her x €
Supp(F, A) i¢in H’m althipergroupid’i ise (F,A) H {lizerinde bir soft hipergroupid

seklinde isimlendirilir. Bu tanimlamay1 asagida verilen 6rnek ile agiklayalim.

Ornek 2.7.1. H= {1, 2, 3, 4} asagida verilen ¢izelge gibi bir - hiperislemine

sahip bir kiime olsun:

11 2 3 4
1[{L 23} {1,y [{L3} |[{13}
2 {12y [{1,2,3}[{23} {13}
3[4{1,3Y | {23} |{L,2,3}|{L23}
414{1,3Y {23} [{1,2,3} {123}

Sekil 2.1. H= {1, 2, 3, 4} cizelgesi

Oyleyse (H, -) bir hiper groupid’dir. Bir soft kiime F: Z — P*(H) tarafindan

_( {1,2,3} eger 2|n
F(n)—{ H eger2tn

Oyleyse (F, Z) H iizerinde bir soft hiper groupid’dir.

Ornek 2.7.2. 7 iizerinde “-” hiperiglemi a-b = {an + bm |[n,m € Z} ve 0 <
a<1 0<pf <1 olmak iizere tam kafes L = {0,a,[,1} olsun. F:L - P(Z) ile
tanimlanan kiime, F(0) =7-Z,F(1) =3'Z, F(a) =2'Z, F(B)=5"7Z degerli

bir fonksiyon olsun. Oyleyse;
(F, L), Z tuzerinde soft bir hiper groupid’ dir.
Teorem 2.7.1. {(F;, A4;) | i € A} H lizerinde bir soft hiper groupid ailesi olsun.

(1) Nijepd; =0 ile {(F;, A;) | i € A} ailesinin siirh kesisimi bos degilse H

tizerinde bir soft hiper groupid’dir.

(2) Tim i,j € A, X € Niepd; icin Fy(x) € F;j(x) veya F;(x) & F(x) ise
{(F;,A;) | i € A} ailesinin genisletilmis birlesimi H iizerinde bir soft hiper
groupid’dir.
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(3) {(F;,A;) |i € A} ailesinin genisletilmis kesisimi bos degilse H iizerinde
bir soft hiper groupid’dir.

(4) Eger F;(x) € F;(x) veya Fj(x) € F;(x) ise tim i,j € A, X € N;ep4; igin
Niepd; =@ ise . {(F;,A;)|i € A} ailesinin smirlt birlesimi H tizerinde
bir soft hiper groupid’dir.

Ispat. (1) N;ea(F;, A;)) = (F, A) yazabiliriz, burada A = N;cp4; Ve V;(x) €
F(x) = NieaFi(x)’tir. x € Supp(F,A) olsun. Ardindan N;epF;(x) #@ ve bu
sekilde tim i € A i¢in F;(x) # @ olur. Cinki {(F;,A;) |i € A} H iizerinde dolu
olan bir soft hipergroupid ailesidir, yani F;(x) tim i € A i¢in H’nin bir

subhipergroupid’idir, yani F (x) = N;epF;(x) H'1n bir subhipergroupid’idir.

(2) Ujea(F;, Ay) = (F, B) bigiminde yazabiliriz. Ardindan B = U;¢p4; ve tim
x € B igin, F(x) = Ujea Fi(x). Oncelikle(F, B)‘nin bos olmadigina dikkat etmek
gerek ¢lnkii Supp(F,B) = Ujea(F;, A;) # @. x € Supp(F,B) olsun. O halde
F(x) = Ujea(®)Fi(x) # @ ve baz1 iy € A(X) igin Fy;(x) # @ mevcuttur. Fakat
teorem geregi, biitin i,j € A(x), x € Niepd; igin Fj(x) S Fi(x) veya Fj(x) <
Fi(x) ) oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla  UjepFi(x), Hnin  bir
subhipergroupid’idir. Dolayisiyla genisletilmis birlik U;cp(F;, 4;), H lizerinde soft
bir subhipergroupid’idir.

Sonug: {(F;,A;)|i € A} H lizerinde dolu olan bir soft hipergroupid ailesi
olsun. Biitiin i,j € A i¢cin A;N A;=0 ise, {(F;,A;)|i € A} ailesinin genisletilmis

birlesimi H iizerinde bir soft hipergroupid’dir.

Ispat. Tim i,j € A i¢in 4;N 4;=0 oldugundan, A(x) ={i | x € A;} kiimesi
tim x € U;ep4; igin sadece tek elemani vardir. Dolayisiyla i € A (F;, 4;) H

tizerinde bir soft hipergroupid’dir.

Teorem 2.7.2. {(F;,A;) |i € A} H iizerinde dolu olan bir soft hipergroupid

ailesi olsun.

i) A-kesisim A;ea (F;, A;) bos degilse H iizerinde bir soft hipergroupid’dir
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II)Tum I,jEA, a; € A; i¢in Fi(ai) c P}(a]) ya da F}(a]) - Fl-(ai) ise, 0
halde v-union i € A(F;, A;) H tizerinde bir soft hipergroupid’dir

Ispat. (ii) Viea(Fi,A;) = (F,B) biciminde yazilabilir. (x;);ep € Supp(F,B)
olsun. Ardindan F((x;)iep) = UiepaF;(x) # 0@ ve bu sekilde bazi1 iy € A Fio(x;0) #
® olur. Fakat kuramdan dolayi, biitin i,j €A x; € A; ve H’nin F;(x;)
subhipergroupid’i igin F(x;) € F;(x;) ya da F;(x;) € F;(x;) oldugunu biliyoruz,
UieaF;(x;)’nin H’nin bir subhiper groupid’i oldugunu tespit ederiz. Dolayisiyla V-
union i € A (F;, A;) H iizerinde bir soft hiper groupid’dir.

Teorem 2.7.3. i € A i¢in (F;, A;) H; tzerinde soft hiper groupids olsun.
Oyleyse {(F;,A;)|i € A} ailesinin Kartezyen ¢arpimi II; ¢ , H; iizerinde bir soft
hipergroupid’dir.

Ispat. II;c ,(F;, A;) = (F,B) bigiminde yazilabilir. (x;);c € Supp(F,B)
olsun. Ardindan F((x;);ep) = H;eaFi(x;) # @ ve bu sekilde biitin i € A igin
Fi(x;) #® olur. F;(x;) H;nin bir subhipergroupid’i oldugundan dolayi,
[1;eaFi(x;) nin [I;e5 H;’nin bir subhipergroupid’i oldugunu tespit ederiz. Dolayisiyla

[1; ¢ 4(F;, A;) e H; Gizerinde bir soft hiper groupid’dir.

Tamm 2.7.2. (F,A) ve (G, B) sirasiyla H, ve H, iizerinde dolu olan iki soft
hipergroupid olsun. (f, g), (F,A)'dan (G,B)'ye soft bir fonksiyon olsun. Eger f,
H,'den H,'ye bir iyi homomorfizmi ise, o halde (f,g), “hipergroupids’in soft iyi

homomorfizmi” seklinde isimlendirilir.

Teorem 2.7.4. (f,g) (F,A)'dan (G,B) 'ye soft iyi bir homomorfizma ve g :
A - B injektif bir esleme olsun. O zaman (f(F),B) H, tlizerinde bir soft
hipergroupid’dir.

Ispat.  Supp(f(F),B) = g(Supp(F,A)) oldugunu gormek oldukca
basittir. y € Supp(f(F ),B) olsun. Oyleyse, y = g(x) olacak bicimde x €
Supp(F , A) mevcuttur. Dolayisiyla F(x) # @ olur. Bu sekilde, dolu olan F(x)

kiimesi H;'in bir subhipergroupid’idir. f 1iyi bir homomorfizma oldugundan,
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f(F (x)) Hy'nin bir subhipergroupid’idir. Dolayisiyla (f (F ), B) H, lizerinde bir soft
hipergroupid’dir.

Teorem 2.7.5. (f,g) (F,A)'dan (G, B)'ye bir soft iyi homomorfizmas1 olsun.
O halde (f~1(G), A) eger bos degilse H, iizerinde bir soft hipergroupid’dir.

Ispat. Bunu gérmek oldukga basittir. Supp(f ~*(G),A) Sg~* Supp(G, B)).

x € Supp(f~1(G),A) olsun. O halde g(x) € Supp(G,B) olur. (G,B) soft
hipergroupid’ini kullanarak, G(g(x)) H,’nin bir subhipergroupid’idir. f bir iyi
homomorfizmi oldugundan, (fFHG(g(x) = fFH6G)(x) Hy'in bir
subhipergroupid’idir Dolayisiyla (f ~1(G), A) H,iizerinde bir soft hipergroupid’dir.

Teorem 2.7.6. (F,A),(G,B) ve (H,C) swrasiyla H,, H, ve H; ilizerinde soft
hipergroupid, (f,g): (F,A) - (G,B) ve (f',g9): (G,B) —» (H,C)iki soft
icerme (iyi) homomorfizmasi olsun. O halde (f' = f,g' ° g): (F,A) -

(H, C) bir soft iyi homomorfizmidir.
Ispat. Bu oldukga agiktir.
2.7.1 Soft Topolojik Althipergrupoidler

Bu boliimde, H iizerinde olan soft alt grupoids’i tanitip tartisacak ve bazi

aciklayicit ornekler verecegiz.

Tanmm 2.7.1.1. (F,A) ve (G,B) H iizerinde iki soft hipergroupid olsun. O
halde (F,A)'ya “soft hipergrupoid” denir, sayet (G,B), asagida verilen sartlari
karsihiyorsa (F ,A) < (G, B) ile gosterilir:

(1) A c B,
(2) F (x), biitlin x € Supp(F , A4) i¢in G(x)'in bir subhipergrupoid’dir.

Ornek 2.7.1.1. Z iizerinde "-" hiperislemi a-b = {0,a,b} ve (F,Z),(G,Z) Z

tizerinde su sekilde tanimlanan soft kiimeler olsun:
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27 eger 3|n
F(n) = Z eger 3In+1 ,G(n)z{
) eger 3|n + 2

2-7Z eger3|n
Z eger3tn

O halde (F, Z), (G, Z)'nin soft bir subhipergrupoid’dir.

Ornek 2.7.1.2. (F,A) H iizerinde bir soft hipergrupoid ve B € A olsun. O
halde ( FIg, B), (F , A)'nin soft bir subhipergrupoid’dir.

Teorem 2.7.1.1. (F, A) ve (G, B) H iizerinde iki soft hipergrupoid ve (F,A) <
(G, B) olsun. Oyleyse (F,A) < (G,B) olur.

Ispat: Bu oldukca kolaydir.

Teorem 2.7.1.2. (F , A) H tizerinde bir soft hipergrupoid olsun ve (F;,4;) | i €

A} (F, A)'min soft subhipergrupoids’inin bir ailesi olsun.

(1) Niepd; = @ olan {(F;,A;)|i € A} ailesinin smirli kesigimi, doluysa
(F, A)'nin soft bir subhipergrupoid’idir.

(2) Eger biitiin i,j € A(x), x € U;epd; icin Fi(X) € F;(X) ya da F;(x) SF;(x)
ise, {(F;,4;) |i € A} ailesinin genisletilmis birlesimi (F,A)'nin soft bir
subhipergrupoid’idir.

(3) {(F;,A;) |i € A} ailesinin genisletilmis kesisimi doluysa (F,A)nim soft
bir subhipergrupoid’idir.

(4) Eger biitiin i,j € A, x € N;epd; igin F;(X) € Fj(X) ya da Fj(x) SF;(X) ise,
{(F;,A;) | i € A} ailesinin N;ep4; = @ ile sinirh birlesimi (F, A)'nin soft
bir subhipergrupoid’idir.

Teorem 2.7.1.3. {(F;,A;) | i € A} H iizerinde dolu olan bir soft hipergrupoid
ailesi olsun. (G;, B;), (F;, A;)(i € A)’nin soft bir subhipergrupoid olsun.

(1) A-kesisim i € A(G;,B;), doluysa (i € A) (F;,A)'nin  soft bir
subhipergrupoid’idir.
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(2) Biitiin l,] € A, a; € Bi 1(;1n Gi(ai) - G](a]) veya G](a]) c Gi(ai) ise,
v-union V;ea(G;, By), i € A(F;, A;)'nin soft bir subhipergrupoid’idir.

Teorem 2.7.1.4. f : H; = H, hipergrupoids’in iyi bir homomorfizmasi ve
(F,A) ve (G, B) H, tizerinde iki soft hipergrupoid olsun. Eger (F ,A) <, (G, B) ise,
o zaman (f(F),A) <, (f(G),B) olur.

Ispat. (F,A) <, (G,B)oldugunu varsayalim. x € Supp(f(F),A) olsun. O
halde A € B ve F(x) tim x € Supp(F, A) i¢in G (x)'in bir subhipergrupoid’idir. f
iyi bir homomorfizma oldugundan, f(F)(x) = f(F (x)), f(G(x)) = f(G)(x)'in
bir subhipergrupoid’idir ve bu yiizden (f(F) ,A) < (f(G),B) olur.

Teorem 2.7.1.5. f : H; — H, bir hipergrupoid homomorfizmasi ve (F, A) ve
(G, B) H, tizerinde iki soft hipergrupoid olsun. Eger (F ,A) <, (G,B) ise, 0 halde
(fH(F),A) <5 (f1(6), B) olur.

Ispat. (F,A) < (G,B) oldugunu varsayalim. y € Supp(f~1(F),A) olsun. O
zaman A € Bve F(y) biitin y € (F,A) i¢in G(y)'nin bir subhipergrupoid’idir. f
bir ~ homomorfizma  oldugundan, f~Y(F)(y) = fY(F ")), f Y G(y)) =
f~1(G)(y)'nin bir subhipergrupoid’idir ve dolayisiyla (f 1(F ), A) <, (f 1(G), B)

olur.

Teorem 2.7.1.6. H hiper grubu iizerinde bir topoloji olsun. F: A = P (H) bir esleme
olsun; burada P (H), H'nin tiim alt hiper gruplarinin kiimesidir ve A, parametreler

kimesidir.

Asagidaki aksiyomlar gegerliyse, A, t'nin H iizerinde bir soft topolojik hipergrup
oldugu soylenir:

I. F(e), tim € € Supp (F,A) i¢in H'nin bir alt alt grubudur;

ii. Hiperoperasyon: F (E) x F (E) —» ve (xy) — x/y ile tanimlanan
F (E) x F (E) —P* (F(E)) eslemesi, tim ¢ € Supp (F,A) i¢in tX7t ve 7* tarafindan

indiiklenen topolojiler.
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Eger H bir topolojik hipergrup ise, (F,A) ciftini soft topolojik hipergrup olarak
adlandirmak i¢in yukarida belirtilen tanimin yalnizca ilk aksiyomunun gecerli
olmasmin yeterli olduguna dikkat edin. Genel olarak, soft topolojik hiper grup
(F, A), topolojik hiper grup H'nin alt hiper gruplarimin parametreli bir ailesi olarak
kabul edilebilir.

Teorem 2.7.1.7. Bir topolojik hiper gruptaki her esnek hiper grup, esnek bir
hiper gruptur.

Ispat. H'nin t topolojisine sahip bir topolojik hipergrup oldugunu ve (F,A)'nin
H tizerinde soft bir hipergrup oldugunu varsayalim. Bu durumda, F(e), herkes i¢in T
ve 7* tarafindan indiiklenen topolojilere gore H'nin bir topolojik alt hiper grubudur. €
€A. Dolayisiyla (F,A,7) aym zamanda H iizerinde esnek bir topolojik
hipergrupoiddir.

Ayrica bunu gérmek ¢ok basittir.

Aciklama: Her bir H hiper grubu, hem H hem de P* (H)'nin ayrik veya ayrik

olmayan topolojiyle donatilmasiyla soft bir topolojik hiper gruba doniistiirtilebilir.

Teorem 2.7.1.8. Ailenin kartezyen carpimi {(F,, Ay, 7,) | a€l} Mye; Hy

tizerinde esnek bir topolojik hiper gruptur.

Ispat. (F,, Ay, To)'nin tim € I i¢in Ha iizerinde bir soft topolojik hiper grubu
oldugunu varsayalim. Bu durumda Fa (€) = 0 ve Fa (€ a) tiim (€ a) i¢in Ha'min
topolojik bir alt hiper grubudur € € Supp (Fa, Aa). Ayrica Il,.; ¢arpim topolojisine
sahip (€ a) €| € (Ea)=0 ve (Ea)a € € topolojik alt hiper grubudur. Dolayisiyla I,

(F,, Ag, 7o), UaEiHa tizerinde esnek bir topolojik hiper gruptur. Bu ispati tamamlar.
2.8. Soft Topolojik Hipergruplar

Bu boéliimde esnek kiimeleri ve hiper gruplar1 topolojik bir bakis agisiyla
birlestirerek  esnek  topolojik  hiper grup kavrammmi tanitacagiz. (H,
T.)nin bir hiper grup oldugunu ve P* (H)nin H'min kuvvet kiimesini gosterdigini

varsayalim.
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Tamm 2.8.1. 7, H hiper grubu iizerinde bir topoloji olsun. F: A— P(H) bir
esleme olsun; burada P(H), H'nin tiim alt hipergruplarinin kiimesidir ve parametreler
kiimesidir. Asagidaki aksiyomlar gegerliyse, (F, A, T) Ugliistiniin H tizerinde esnek

bir topolojik hipergrup oldugu séylenir:
i) F(e), tim & € Supp (F,A) i¢in H'nin bir alt hiper grubudur;

i) Hiperoperasyon: F (¢) x F (e¢) -»P* (F(¢)) ve (xy) ile tanimlanan
F (¢) X F (¢) = P* (F(¢)) eslemesi — X/y, tim € € E Supp(F,A) i¢in T X T ve t*

tarafindan indiiklenen topolojilere gore siireklidir.

Eger H bir topolojik hipergrup ise, (F,A) ciftini esnek bir hipergrup olarak
adlandirmak i¢in yukaridaki tanimin yalnizca ilk aksiyomunun gegerli olmasinin
yeterli olduguna dikkat edin. Genel olarak soft topolojik hiper grup (F, A), topolojik

hiper grup H'nin alt hiper gruplarinin parametreli bir ailesi olarak kabul edilebilir.

Teorem 2.8.1. Bir topolojik hiper gruptaki her esnek hiper grup, bir esnek
topolojik hiper gruptur.

Ispat. H'nin 7 topolojisine sahip bir topolojik hiper grup oldugunu ve (F,A)'nin
H iizerinde soft hiper grup oldugunu varsayalim. Bu durumda, F(e), tim
€€ i¢in T * tarafindan indiiklenen topolojilere gére H'nin bir alt hiper grubudur.

Dolayisiyla (F, A, T) ayn1 zamanda H tizerinde esnek bir topolojik hipergrupoiddir.
Ayrica bunu gérmek ¢ok basittir.

Aciklama: Her soft hiper grup H, hem H hem de P* (H) ayrik veya ayrik
olmayan topolojiyle donatilarak bir soft topolojik hiper gruba doniistiiriilebilir.
Bununla birlikte, bir hiper grup tizerindeki her esnek hiper grup, esnek bir topolojik

hiper grup degildir.

Teorem 2.8.2. {(F,, A4, 7,) | a € I}, H {lizerinde esnek topolojik hiper grubun

bos olmayan bir ailesi olsun.

i. {(F, A, 1) | ael} ailesinin ngel A, = @ ile kisitlanmis Kesisimi, eger

bos degilse, H iizerinde esnek bir topolojik hiper gruptur.
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ii. {(F;,Ag ) | ael} ailesinin genisletilmis kesisimi, eger bos degilse, H

tizerinde esnek bir topolojik hiper gruptur.

Ispat. (i) {(F, Ay t,) | ael} ailesinin n,el A, () ile smrl kesisimi,
Ng €1 (Fy, Ag7)= (F, A 1) esnek kiimesi olarak tanimlanir, 6yle ki N, e I Tim e € 4

icin Fa(e).

€ € Supp(F, A) segenegdi segildiginde. Tiim a € I'ler i¢in F, (¢) # @ olacagimi
varsayalim N, € [ F, (¢) # @ .

{(F,,Aq, T0) | a €1}, Hiizerindeki soft topolojik hiper gruplarin bos olmayan
bir ailesi oldugundan, Fa (€), tiim & [ i¢in H'nin topolojik bir alt hiper grubudur. Bu
durumda N, €I F, (¢), H'nin bir topolojik alt hiper grubudur. Dolayisiyla, (F, A, 1),
H tizerinde soft bir topolojik hiper gruptur.

(i) Ispat i'ye benzer.

Teorem 2.8.3. {(F,, A4, T) | a € I} H tizerinde esnek topolojik hipergruplarin

bos olmayan bir ailesi olsun.

it {(F,Aq,tq) |ael}  ailesinin genisletilmis birlesimi, F,(e) S Fz(e)ile
tim Fy(€) € Fp(e) icin a, B € 1, €€ Nyer Ag VEYa Ng €1 A, # @ ise H iizerinde bir

soft topolojik hiper gruptur.

ii: {(Fy, Aq, 7o) | @ €1} ailesinin kisith birlesimi, F,(€) S Fg(e) ile Fg(e) S
Fg(e) igina, B el,e€ Nge Ag VEYa Ng €1 Ay # @ ise H lizerinde soft bir topolojik

hiper gruptur.

Ispat. i) (F,A,1) =Ug€el (Ay, Ay, ) 'In, {(Fy Ay 1) | ael} ailesinin X
veya Fp(e) S Fp(e) ile genisletilmis birlesimi oldugunu, N, € [ A, # @ 'in tiim
a,f €l, g€ Nger Ay icin oldugunu varsayalim. Her (Fa, Aa) H iizerinde sifir olmayan
esnek kiime oldugundan, bu durumda U, €l (F,, A,) ayn1 zamanda tim ael i¢in H

tizerinde sifir olmayan bir esnek kiimedir.
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Hipoteze  gore, F,(€) S Fg(e) ile  Fp(e) € F(&)nin  timii
a,fel,ece Ny Ag igcin Ny el A, # 0O ile, boylece Fa (€) ve Fs (€) H'nin topolojik
alt hipergruplaridir ve bu nedenle bunlarin birlesimi non-olmalidir. ¢ok da bos. Bu

nedenle F(E), H'nin topolojik bir alt hiper grubudur.

Boylece, (F,A,t) 'm H iizerinde esnek bir topolojik hiper grup oldugu

sonucuna varabiliriz.
i) Benzer sekilde kanitlanabilir.
Onceki 6nermeyle birlikte asagidaki sonug basittir.

Sonug: {(F,, A, 7,) | a€el} H iizerinde esnek topolojik hipergruplarin bos
olmayan bir ailesi olsun. O halde ailenin genisletilmis birlesimi {(F,, A4, 7,) | a € I}

,tima, B € 1,i # j igin Hise A, N Ag # @ lizerinde soft bir topolojik hipergruptur.

Teorem 2.84. {(F, Ayt |acel} ailesinin  kartezyen carpimi,

[l € I Hy lizerinde esnek bir topolojik hiper gruptur.

Ispat. (F,, A, T,) 'nin tiim « € I ler i¢in Ha iizerinde esnek bir topolojik hiper
grup oldugunu varsayalim. Bu durumda, Fa (€) # @ ve Fa (€a) Hanin timii (ea)a €

I € Supp (F,, A,) icin topolojik bir alt hiper grubudur. Bu ispat1 tamamlar.
Tamim 2.8.2. (F, A, 1) tizerinde esnek bir topolojik hiper grup olsun
H. O halde, (K, B, T)'nin esnek topolojik bir alt hipergrup oldugu sdylenir.
(F, A, 1) eger asagidaki aksiyomlar gecerliyse:
B S A
ii: K(b), tiim b 2 Supp (K, B)i¢in F(b)'nin bir alt hiper grubudur;

Ispat. (F,A,t) 'min H iizerinde esnek bir topolojik hiper grup oldugunu
varsayalim. O halde (F|B,B 1), oldugunda B € A 'min soft topolojik alt hiper

grubudur.
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Yukaridaki tanimdan bunu kolaylikla ¢ikarabiliriz.

Teorem 2.8.5. Eger (K, B, 1), (F, A, T)'1n esnek topolojik alt hiper grubu ise ve
(N, C, 1), (K, B, t)'nin esnek topolojik alt hiper grubu ise, o zaman (N, C, 1), (F, A, 1)

"In esnek topolojik alt hiper grubudur.
Ispat. Kanit ortadadir. Bunu gérmek de ¢ok basittir.

Teorem 2.8.6. (F,A, 1) ve (K, B, 1), H iizerinde iki esnek topolojik hiper grup
olsun. Bu durumda (K, B, ), (KB), (F, A)'nin esnek bir alt kiimesi ise, (F,A,t)'nin

esnek topolojik alt hiper grubudur.

Ispat. (F,A,t) ve (K,B,©)nin H iizerinde iki esnek topolojik hiper grup
oldugunu varsayalim. Bu durumda (KB), (F;A)nin esnek bir alt kiimesiyse, tiimii

icinb € Supp (K,B) B € A veK(b) S F (b) elimizde olur.

Dolayisiyla (K, B, 1) tarafindan indiiklenen topolojiye gore F(b)'nin topolojik
bir alt hiper grubudur. Agik¢asi, (K,B,t), (F,A, t).'m soft topolojik bir alt hiper

grubudur.
2.8.1. Soft Topolojik Althipergruplar

Simdi soft topolojik alt hipergruplarin genellestirilmis karakterizasyonlarini

belirtilmekte ve kanitlanmaktadir.

Teorem 2.8.1.1. (F,A,t) H tizerinde bir esnek topolojik hipergrup olsun ve
{(F,,Aq, 7o) | a €1} (F, A 1) 'In esnek topolojik alt hipergruplarinin bos olmayan bir

ailesi olsun.

i. {(F,Aq 1) | ael} ailesinin ngel A, # @ ile siirh kesigimi olan T,

(F,A, 1) oldugunda N, € I (F;, Ay, T) # @ 'min esnek topolojik bir alt hiper grubudur.

ii: {(F;, Ag, T4) | @ € I} Ailesinin genisletilmis kesisimi, (F,A, 1) (N&)ael +#
@'nin soft topolojik alt hiper grubudur.
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Ispat. i) Ailenin {(F,, A,, 1) |ael} ng el A, # @ ile kisith kesisimi, tiimii
icinee A,F(e) =N,y el F, (€) olacak sekilde esnek kiime N, € [ (F,, Ay, T) =

(F, A, 7) tarafindan verilmektedir.
Ng € 1 F, (¢) # @ varsayalim ki, tim « € [ igin F,(€) # @ olsun

{(F,Aqg ) |ael}, (F,A,t)m soft topolojik alt hiper gruplarinin bos
olmayan bir ailesi oldugundan, bu, tiim « € I i¢in r tarafindan indiiklenen topolojiye

gore A, €A ve Fa (€) 'min topolojik bir alt hiper grubu oldugu anlamina gelir.

Dolaysiyla N, e I A, € Ave N, €l F, (€), Fa (€) 'nin topolojik bir alt hiper

grubudur.
Yani, aile {(F,, A4, t4) | a € I}, (F, A, T) 'in soft topolojik bir alt hiper grubudur.
Ikinci iddia da benzer sekilde kanitlanabilir.

Teorem 2.8.1.2. {(F,, A4, Tg) | a € I}, H tizerindeki bir esnek topolojik
hipergrubun (F, A, t) esnek topolojik alt hiper gruplarinin bos olmayan bir ailesi
olsun. Ailenin genisletilmis birligi {(F,, Ay, T.) |a€l}, N, el A, # @
iletimaelce Ngel Ay igin (F, A1), fo () € fp(e) yadafp (e) € fz(e) nin
soft topolojik alt hiper grubudur.
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3. GEREC VE YONTEM

3.1. Gere¢

Bu tez hazirlanirken soft topolojik hiper yapilar konusu ile iliskili literatiir
taramast yapilmis ilgili kitap, makale ve tez caligmalari incelenmistir. Konu ile

alakali dnceki caligmalar ayrintili bir sekilde analiz edilmistir.

Teorik gere¢ olarak soft topolojik yapilarin temeli ig¢in gerekli olan klasik
topoloji, soft topolojik yapilarin anlasilmasi ve derinlemesine incelenmesine olanak
tantyan hiper yapilar teorisi ve soft kiimelerin 6zelliklerini anlamaya yardimci olacak

soft topoloji kullanilmustir.

Soft topolojik yapilarin cebirsel Ozelliklerini incelemek ve yapisal
ozelliklerini anlamak i¢in cebirsel yapilar, soft topolojik yapilarin analizi i¢in kiime

teorisi matematiksel gerecler olarak kullanilmistir.

3.2. Yontem

Calismada soft topolojik hipergruplar i¢in gerekli 6n tanimlamalar ve soft
topolojik hiperyapilar ile temel kavramlardan faydalanarak soft kiimeler kurami

hipergrupoid seklinde isimlendirilen bir hiper yapiya uygulanmasi aragtirtlmigtir.
Soft topolojik yapilarin tanimlari, temel ozellikleri ve iliskileri {lizerine
derinlemesine c¢aligma yapilarak tanim ve Ozellikler incelenmistir. Bu asama,

yapilarin matematiksel ¢ergevesinin olusturulmasinda kritik 6neme sahiptir.

Karsilagtirmal1 analiz ile soft topolojik hiper yapilari, klasik topoloji ve hiper

yapi teorileri ile karsilastirarak farkliliklar ve benzerlikler ortaya konmustur.
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4. BULGULAR

Soft kiimeler kavrami1 matematiksel problemlerdeki bazi belirsizliklere ¢6ziim
getirmek amaci ile tamimlanmis yeni bir matematiksel aractir. Soft kiimeler, klasik
kiimelerin bir genellemesidir ve belirsizlik i¢eren verileri modellemek i¢in kullanilir.
Bir soft kiime, bir evrensel kiime lizerinde tanimlanir ve her elemanin bir lyelik

fonksiyonu ile belirli bir dereceye kadar soft kiimeye ait olup olmadigini gosterir.

Soft topolojik uzaylar, soft kiimeler lizerinde tanimlanan topolojik yapilar
olup, klasik topolojik uzaylarin bir¢ok 6zelligini tasir. Bu yapilar, soft kiimelerle
birlikte calisarak topolojik 6zelliklerin belirsizlik iceren durumlarda incelenmesini

saglar.

Geleneksel kiimelerin kesin sinirlar1 yerine esnek ve belirsiz sinirlarin
kullanildig1 kiime soft kiime teorisi ise kiimelerin 6tesinde iliskileri, alt kiimeleri ve
yapilar1 inceleyen hiper yapilar teorisini matematiksel yapilarin esneklik ve
genellemeler acisindan nasil bir araya getirebilecegimizi analiz etmeye ¢alistik. Eger
bu iki énemli teoriyi topolojik olarak birlestirirsek, elde edilen uzay bu belirsizlik
alanlarmi daha kapsamli bir sekilde ele alabilir. Birlesim sonucu olusan bu yeni
uzayda hem soft 6zellikleri hem de hiper 6zellikleri i¢eren elemanlar bulunabilir. Bu
topolojik birlesim matematiksel modelleme agisindan gii¢lii bir ara¢ olabilir ve
belirsizlikle basa ¢ikmak i¢in daha genis bir perspektif sunabilir. Ancak bu konuda

daha fazla arastirma yapmak ve detayli sonuglar elde etmek gerekir.

Soft topolojik hiper grupoidler ve soft topolojik hiper gruplar arasindaki
benzerlik ve farkliliklar, bu iki yapmin o6zelliklerini ve aralarindaki iliskileri

anlamlandirabilmek agisindan oldukca énemlidir.

Soft topolojik hiper gruplar, soft kiimeler ve topolojik uzaylar kullanilarak
tanimlanan hiper gruplardir. Bu gruplar, klasik hiper gruplarin genisletilmis
versiyonlaridir ve soft topoloji ile uyumlu olacak sekilde tanimlanir. Soft topolojik
hiper gruplar, birlestirici (associative), ters eleman (inverse element) ve birim eleman
(identity element) gibi klasik grup oOzelliklerine sahiptir. Ancak, bu 6zellikler soft

kiimeler ve topolojik yapilar baglaminda yeniden tanimlanir.

Soft topolojik hiper grupoidler, soft kiimeler ve hiper yapilar kullanilarak
tanimlanan grupoidlerdir. Grupoidler, gruplarin daha genel bir formudur ve her

elemanin tersinin olmasi gerekmez. Soft topolojik hiper grupoidler, daha esnek ve
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genel yapilar olup, soft topolojik hiper gruplarin 6zel bir durumu olarak
goriilebilir. Grupoidler, genellikle birlestirici olmayan islemler ve daha karmasik

yapilarin incelenmesi i¢in kullanilir.

Soft topolojik hiper gruplarin, klasik grup yapilariyla karsilastirildiginda daha

fazla esneklik sundugu goézlemlenmistir.

Soft topolojik hiper grupoidlerin, karmasik sistemlerin analizinde faydali
oldugu belirlenmistir. Bu yapilar, ¢oklu iliskileri ve belirsizlikleri daha etkili bir
sekilde temsil edebilir.

4.1. Karakterizasyon ve Karsilastirma

Soft topolojik hiper grupoidler ve soft topolojik hiper gruplar arasindaki
karakterizasyon, bu iki yapinin dzelliklerini ve aralarindaki iligkileri anlamak igin

Onemlidir.

Genellik: Soft topolojik hiper grupoidler, soft topolojik hiper gruplardan daha
genel yapilardir. Her soft topolojik hiper grup, bir soft topolojik hiper grupoid
olabilir, ancak her soft topolojik hiper grupoid bir soft topolojik hiper grup degildir.

Cebirsel Yapi: Soft topolojik hiper gruplar, klasik grup Ozelliklerine
(birlestirici, ters eleman, birim eleman) sahiptir. Soft topolojik hiper grupoidler ise

bu 6zelliklerin bazilarini tagimayabilir ve daha esnek yapilar sunar.

Kullanim Alanlari: Soft topolojik hiper gruplar, daha belirgin ve
yapilandirilmis  sistemlerin incelenmesinde kullanilirken, soft topolojik hiper
grupoidler daha genel ve esnek sistemlerin incelenmesinde kullanilir. Bu farklar, her
iki yapimin matematiksel ve uygulamali baglamlarda nasil kullanildigini anlamak i¢in

Onemlidir.
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5. TARTISMA

Soft topolojik hiper yapilar, soft kiime teorisinin bir uzantisi1 olarak incelenen
bir konudur. Soft kiimeler, belirsizlik ve esneklik iceren durumlari modellemek i¢in
kullanilir ve bu teorinin birgok uygulama alani vardir. Soft topolojik uzaylar, soft
kiimeler iizerinde tanimlanan topolojik yapilar olup, bu yapilarin ¢esitli 6zellikleri ve

kavramlar1 arastirilmistir.

Soft topolojik hiper yapilar, belirsizlik ve esneklik igeren durumlar
modellemek i¢in kullanildigindan, cesitli alanlarda uygulanabilir. Bu alanlardan
bazilari: veri analizi, yapay zeka ve makine Ogretimi, optimizasyon problemleri,
biyoinformatik ve genetik, ekonomi ve finans. Bu alanlar disinda da birgok uygulama
alan1 bulunabilir. Soft topolojik hiper yapilarin esnekligi ve belirsizlikle basa ¢ikma

yetenegi, onlar1 genis bir yelpazede kullanigh kilar.

Soft topolojik hiper gruplar ve grupoidler, ¢esitli alanlarda Onemli bir
potansiyele sahip olsada, belirli simirliliklar tagimaktadir. Teorik karmasikliklar,
matematiksel zorluklar ve pratik uygulama sorunlari, bu yapilarin etkinligini ve
uygulanabilirligini etkileyebilir. Gelecek arastirmalar, bu smirlamalar1 agmaya

yonelik yeni yontemler ve yaklasimlar gelistirmeye odaklanmalidir.
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6. SONUCLAR

Soft kiimeler belirsizliklere ¢6ziim getirmek amaci ile tanimlanmis yeni bir
matematiksel aractir. Molodtsov soft kiime kurami ifadesini ortaya ¢ikarmis ve farkl
alanlarda tiirlii uygulamalar yapmistir (Molodtsov, 1999, s.19-21). Soft kiimeler
kuramin1 hipergroupoid seklinde isimlendiren bir hiperyapiya uyguladik. Soft
hipergroupoids, soft althipergroupoid ve soft hipergroupoids’in homomorfizmi
ifadelerini anlattik. Soft hipergroupoids ailesinin genisletilmis birlesim, smirh
birlesim, genisletilmis kesisim, sinirli kesisim, birlesim ve kesisim ile alakali bir¢ok
niteligi de incelemeye alinmistir. Bu ¢alismay1 genisletmek i¢in, hipergroupoidler ve
diger alanlar gibi baska cebirsel yapilarda soft kiimelerin niteliklerinde inceleme

yapilabilir.
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7. ONERILER

Soft topolojik yapilar, belirsiz ve eksik verilerin analizinde kullanilabilir. Bu,
ozellikle biiyiik veri kiimelerinde ve karmasik veri yapilarinda faydalidir. Yapay zeka
algoritmalarinin  gelistirilmesinde ve iyilestirilmesinde kullanilabilir. Ozellikle,
belirsizlik iceren durumlarin modellenmesi ve ¢oziilmesinde etkilidir. Kriterli karar
verme ve optimizasyon problemlerinde kullanilabilir ki bu 6zellikle endiistriyel ve
miihendislik uygulamalarinda o6nemlidir. Biyolojik verilerin analizi ve genetik
arastirmalarda kullanilabilir. Bu, 6zellikle genetik aglarin ve biyolojik siireclerin
modellenmesinde faydalidir ayrica belirsizlik ve risk analizi gerektiren ekonomik ve
finansal modellerde soft topolojik yapilar kullanilabilir. Bu, 06zellikle piyasa
analizleri ve yatirim stratejilerinde 6nemlidir. Bu ¢alisma alanlarin1 genisletmek ve
yeni alanlar yaratmak icin soft topolojik hiper yapilar konusu daha da cok

calisiimalidir.
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