-\.G' |ST44,

QUL Upyy,

=

6‘31!5‘63

T.C.
ISTANBUL UNIVERSITESI
X FEN BILIMLERI ENSTITUSU

7

Doktora Tezi

Degistirilmis Gravitasyon Teorilerinde Anizotropik Yildizlarin Yapisal

Analizi

Aylin CALISKAN

Fizik Anabilim Dah

Matematiksel Fizik Programi

DANISMAN
Prof. Dr. Ertan GUDEKLI

II. DANISMAN
Unvan Ad SOYAD

Temmuz, 2024

iISTANBUL



Bu ¢alisma, 30.07.2024 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan Fizik Anabilim Dali, Matematiksel

Fizik Programinda Doktora tezi olarak kabul edilmistir.

Tez Jiirisi

Prof. Dr. Ertan GUDEKLI(Danisman)
Istanbul Universitesi

Fen Fakiltesi
Dog. Dr. Deger SOFUOGLU Dr. Ogr. Uyesi Diyadin CAN
Istanbul Universitesi Yeni Yiizy1l Universitesi
Fen Fakiiltesi Miihendislik Mimarlik Fakiiltesi
Dr. Ogr. Uyesi Fatma Cagla AKINCI Dog. Dr. Arzu CILLI
Istanbul Universitesi Yildiz Teknik Universitesi

Fen Fakiiltesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi



Intihal Program Beyam

20.04.2016 tarihli Resmi Gazete’de yayimlanan Lisansiistii Egitim ve Ogretim Y®6netmeliginin
9/2 ve 22/2 maddeleri geregince; Bu Lisansiistii teze, Istanbul Universitesi’nin abonesi oldugu
intihal yazilim programi kullanilarak Fen Bilimleri Enstitiisii’niin belirlemis oldugu olgiitlere

uygun rapor alinmistir.

Proje Destekleri

Bu tez, Istanbul Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Yiiriitiicii Sekreterliginin ........
numarali projesi ile desteklenmistir.

Bu tez, ....... numarall ......ccoovveeereees projesi ile desteklenmistir

Tezden Uretilmis Yayimnlarin Kiinye Bilgileri

[1]. Caliskan, A., Zulgarnain, R.M., Giidekli, E., Siddique, I., Ahmad, H., and Askar,
S., 2023, Structural properties of a new class of stellar structures in modified teleparallel
gravity, Frontiers in Astronomy and Space Sciences, 10 (September), 1-14.

[2]. Jan, M., Liu, S. min, Basit, A., Caliskan, A., and Giidekli, E., 2023, A structural
analysis of self-gravitating anisotropic stars via equation of state in modified teleparallel
gravity, Results in Physics, 51.




ONSOZ

Bu tezin konusunu belirleyen kiymetli danismanim sayin Prof. Dr. Ertan GUDEKLI’ye
calismalarim siiresince paylasmis oldugu bilgi ve deneyimleri, gostermis oldugu her tiirlii
maddi ve manevi destek i¢in ¢ok tesekkiir ederim. Sayesinde doktora siirecimin kayda deger
bir verim ve basari ile gegtigi sevgili danismanima ayrica, bana karsi sabirli, anlayiglh yaklagimi

ve her kosulda yanimda oldugu i¢in minnet dolu siikranlarimi sunarim.

Huzurlu ve aile ortaminda hissettigim c¢aligma ortamini bana saglamis olduklari igin
Matematiksel Fizik Anabilim Dali Bagkan1 sayin Prof. Dr. Ertan GUDEKLI basta olmak iizere
tiim Matematiksel Fizik Anabilim Dali Ogretim Uyelerine tesekkiir ederim.

Tez Izleme Komitesi ve Matematiksel Fizik Anabilim Dali Ogretim Uyelerinden sayin Dog.
Dr. Deger SOFUOGLU na calismalarim siiresince her daim yanimda olmasindan ve psikolojik
desteginin yani sira paylastig1 tecriibeleriyle, sabirla bana kattiklarindan dolayi, ayrica tesekkiir
ederim. Tez Izleme Komitesi Uyesi, ¢ok degerli saym Dr. Ogr. Uyesi Diyadin CAN hocama

anlayisi, destegi ve emekleri i¢in ¢ok tesekkiir ederim.

Tez yazim silirecimde fikir aligverisinde bulundugum, hayatima bir sekilde bir noktadan

dokunmus olan, iletisimde oldugum herkese manevi destekleri ve sabirlari i¢in tesekkiir ederim.

Tiim yasantim siiresince dzverisini, sabir ve anlayisini, bana olan inancini, maddi ve manevi
destegini tez siirecimde de esirgemeyen, sayelerinde bu giinlere gelebildigim ve varoluslari ile
mutlulugumun ve bagarimin anlam kazandigi, tiim miicadelemin motivasyon kaynagi olan ¢ok

kiymetli ¢ekirdek aileme sonsuz tesekkiir ederim.

Temmuz 2024 Aylin CALISKAN



ICINDEKILER

Sayfa No
OINSOZ ... iv
ICINDEKILER .........oooiiiiiieceeceeteeeee ettt v
3 01 SQ 8 U B 5 1 O (T Vil
TABLO LISTESI.......ccoiiiiiiiiiicis e X
SIMGE VE KISALTMA LISTESI .......ccccoooiinininininnccce e Xi
L /. D PP P RO PPRPRR XIv
SUMMARY ettt bbbttt b e s b e bt e bt e b e e st et et et e ek e st e e benbenbeeneeneeneas XVi
1) GERIS ..ottt ettt 1
2) GENEL KISIMLAR ....ooiiiii ittt sttt anes 6
2.1. EINSTEIN ALAN DENKLEMLERI ......ccovoviitiiiieieeeesies e 6
2.1.1. Enerji-Momentum TanSOTT ......ccueiveieiiiieeiieeie e sie e sreesie e sree e saesreesresnesraeneeas 7
2.2. ROLATIVIST KOZMOLOJI ...coooviiicciteeeeeeeee et en et n s 10
2.2.1. FLRW EVIen MOelIEri......c.coveiiiiiiiiiiceeeee e 10
2.2.2. KOZMIK IVINEIENME ...ttt n e 11
2.2.3. KOZMOIOJIK EVIIM ...ttt 12
2.2.4. Karanlik Enerji ve Kozmolojik Sabit TliSKisi ..........ccccevvririrereriieicireeiesecieinans 14

2.3. GRT’YE ALTERNATIF DEGISIKLIGE UGRATILMIS GRAVITASYON
200 1 8 1 5] 2 SRR 16
2.3.1. Teleparalel Gravitasyon TEOFISI ......ccueiueiieiieiieciesieece e 17

2.4. ANIZOTROPIK YILDIZLARIN YAPISAL ANALIZINDE KULLANILAN
BAZI KAVRAMLAR ... oottt sttt nae st e ans 18
2.4.1. Karmarkar KOSUIU .......cvoiiiiiiiiiiic e 18
2.4.2. MIT (Massachusetts Institute of Technology) Bag Modeli .............cccocoveiivieinnnnne. 19
2.4, 3. ANHZOTIOPI vttt b e bbbttt et n bbb ene s 21
2.4.4. Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) Denklemi..........c..ccccoovviviniiieiic e, 22
2.4.5. Adyabatik INAEKS.........c.cviviveviiiiicrcteteei et 23
2.4.6. Enerji KOSULLAIT .....ooviiiiiiiiic e 25

2.4.7. Kiitle Fonksiyonu, Kompaktlik Parametresi ve Kirmiziya Kayma Fonksiyonu
.................................................................................................................................... 26
2.4.8. Adler-Finch-Skea Uzay-Zamani ...........cccccoevereeiiesieesesiesieeseseesee e see e e 28



249, ADFCU KIIEIIEIT vttt e e e e e e aeens 29

3) MALZEME VE YONTEM ........ccooooiiiiietieiesieee e seses s s sen s enss s nes s aesnens 31
3.1. EINSTEIN-HILBERT AKSIYONU.......ccceoiiiiieieieeieceete s, 31
3.2.4-BOYUTLU UZAY-ZAMAN GEOMETRISININ TEMEL BILESENLERI] ........... 32
3.3. BIR U VEKTOR ALANINA GORE KOVARYANT TUREV .....ccoevvevvrercrreernnn. 33
3.4. EGRILIK VE TORSIYON, CARTAN DENKLEMLERT ....c.coooviiiiieeeeeeeeenn 36
3.5. TETRAD FORMALIZMI.....c.oiiiiieiieietceeetcee e, 39

3.5.1. Ortonormal Tetrad FOrmMaliZMi .........ccvveiiviiiiiie e 42

8) BULGULAR ..ottt sttt s sttt s et sn s s, 45

4.1. DEGISTIRILMIS TELEPARALEL GRAVITASYONDA, HAL DENKLEMI
ARACILIGIYLA KENDI KENDINE GRAVITASYON YAPAN ANiZOTROPIK

YILDIZLARIN YAPISAL ANALIZT ..ot eee e 45
4.1.1. SINIE KOSULLATT ...vviiiiie e e e e e e e ennees 53
4.1.2. Off-Diagonal Tetrad Arka Planinda Non-Lineer Model n = 2 igin Fiziksel
AANALIZ .ot b e b e be e e e e e ba e e beeaaee e beearaeebeeas 54
4.1.3. Diagonal Tetrad (Lineer Model n = 1) i¢in Fiziksel Analiz ............cccccceevvevnennnns 62
4.2. pEGisTiRILMis TELEPARALEL GRAVITASYON CERCEVESINDE YENI
BIR YILDIZ SINIFININ YAPISAL OZELLIKLERI ......ccocoeovivieeeieee e, 72
4.2.1. ST KOSUIIATT c.vvviiiiieiiiee ettt e s nnaee s 77
4.2.2. Off-Diagonal Tetrad Arka Planinda Non-Lineer Model n = 2 i¢in Fiziksel
F N T 7SR 79
5) TARTISMA VE SONUC ......ocoviiitiiiiiitecteeiee ettt sttt sttt ettt eve st st sseve st saenesre e 88
KAYNAKLAR ettt e e e e e e s s et e e e e e e e s s s e bbb rreeeeeeeesseatbbaneeaeens 92
o I L PSSP 103
EK 1. GENEL VARYASYONLAR. ..ottt 103
EK 2. BAZI ONEMLI VARYASYONLAR. ....coooiiiitieieeeee e een et 107
EK 3. IDEAL AKISKAN ICIN ENERJI MOMENTUM TANSORU......cccoeovverererennen. 110
EK 4. FLRW EVRENI ICIN SUREKLILIK DENKLEMININ TURETILMESI............. 111
EK 5. DﬁGIinRiLMIS GRAVITASYONUN ALAN DENKLEMLERININ
METRIGE GORE VARYASYONLA CIKARILISL. ....cocovvviiiieeeeeececeee e 112
EK 6. BAZI SABITLER VE BOYUTLARL. ...ooieiieet ettt 120
OZGECMIS ..ottt sttt s et en et 122

Vi



SEKIL LISTESI

Sayfa No

Sekil 4.1: Off-diagonal tetrad, n =2 i¢in r/R oranina karsilik gelen metrik

[00] £ 0157 1 Y/=1 =T USSR 55
Sekil 4.2: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen enerji yogunlugu

o TRTPU TR RPN PRI 56
Sekil 4.3: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen basincin radyal

(pr) ve tegetsel (Pg) DILESENICTI. ...c..evieiieiiiiiieieeiee e 56
Sekil 4.4: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen gradyanler. ............... 57
Sekil 4.5: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen anizotropi. ................ 57
Sekil 4.6: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen enerji kosullari. ........ 58

Sekil 4.7: Off-diagonal tetrad, n = 2 igin r/R oranina karsilik gelen hal denklem
[0 L= 1] =] =T o R SR 58

Sekil 4.8: Off-diagonal tetrad, n =2 igin r/R oranna karsilik gelen ses hiz
[0 L= T3 (=] =T o SRS 59

Sekil 4.9: Off-diagonal tetrad, n =2 i¢in r/R oranina karsilik gelen ses hiz
[0 Lo 1] (=] =T o RS 59

Sekil 4.10: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r/R oranina karsilik gelen kuvvetler; Fj,
(Diiz-Pozitif), F; (Diiz-Negatif), F, (Noktali), F, (Nokta-KesiKIli). ...........cccccceooniinnen, 60

Sekil 4.11: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r /R oranina karsilik gelen adyabatik indeks,
L ettt ettt e et e Rt e R e e R e eR e e Rt et e eR e e Re et e e Re e Reeneenre e teenteaneenren 60

Sekil 4.12: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r/R oranina karsilik gelen kompaktlik
PATAMELIEST TL(T7) ottt ittt ettt bbbt b et bbbt ene e 61

Sekil 4.13: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r /R oranina karsilik gelen kiitle fonksiyonu
120K () TR PP O U RUPTOURTPP PP 61

Sekil 4.14: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r /R oranina karsilik gelen kirmiziya kayma
TONKSIYONU Zg. oottt et e e e eebeesbaeereea 62

Sekil 4.15: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in r /R oranina karsilik gelen metrik potansiyelleri.

Sekil 4.16: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen yogunluk p. .................. 65

vii



Sekil 4.17: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen basincin radyal (p,)

Ve tegetSel (D) DILESENIEII. ..oivvieiiie e 66
Sekil 4.18: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen gradyanler. ................... 66
Sekil 4.19: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen anizotropi. .................... 67
Sekil 4.20: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen enerji kosullart. ............ 67

Sekil 4.21: Diagonal tetrad, n =1 i¢in r/R oranina karsilik gelen hal denklem
O Lo 1] (=] =T o RS RTRP 68

Sekil 4.22: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in r /R oranina karsilik gelen ses hizi parametreleri.

......................................................................................................................................... 68
Sekil 4.23: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen ses hiz1 parametreleri.

......................................................................................................................................... 69
Sekil 4.24: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen kuvvetler. ..................... 69
Sekil 4.25: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen adyabatik indeks, T'. .....70
Sekil 4.26: Diagonal tetrad, n =1 igin r/R oranmna karsilik gelen kompaktlik

PATAMELIESH, LT vttt sttt ettt bbbt bbb e e e et b e b et be s e 70
Sekil 4.27: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen kiitle fonksiyonu,

120K ) T TP TP O PP PP O URPPPTPRRPPRN 71
Sekil 4.28: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in r/R oranina karsilik gelen kirmiziya kayma

PATAIMEITESE, Zg. 1ovviivviiiieiecie sttt et e et e e st e et e e s e steetesreesbeenteaseesteessesraesaeeneesneesrs 71
Sekil 4.29: Off-diagonal tetrad, n =2 i¢in r/R oranina karsilik gelen metrik

[010] E= 0] Y=Y =T USROS 80
Sekil 4.30: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen enerji yogunlugu

o PR PP TR PUR PR PRRTPRN 80
Sekil 4.31: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen basincin radyal

(pr) ve tegetsel (Pg) DILESENIETI. ...c.ueviiiieiiiiiiieiiee e 81
Sekil 4.32: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen gradyanler. ............. 82
Sekil 4.33: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r/R oranina karsilik gelen anizotropi

PATAIMEIIESE, A ooovvieeieiieee et ste et et e et et e et e e s e steeteeseesseeneeaseesreeseenreenseensenneenes 82
Sekil 4.34: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r /R oranina karsilik gelen enerji kosullari. ...... 83
Sekil 4.35: Off-diagonal tetrad, n =2 i¢in r/R oranina karsilik gelen ses hizi

[OF e 0T (=] [T o TSRS 84

viii



Sekil 4.36: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r/R oranina karsilik gelen ses hizi
O Lo 1] (=] =T o RS RTRP 84

Sekil 4.37: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen kuvvetler; Fj,
(Diiz-Pozitif), F; (Diiz-Negatif), F, (Noktali), F, (Nokta-KesikIi). .............cccconiinnin, 85

Sekil 4.38: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina Kkarsilik gelen durum denklem
parametreleri; w; (Nokta-Kesikli), @, (DUZ). ...cccccoriieiiiiiiiesiee e 86

Sekil 4.39: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r /R oranina karsilik gelen kiitle fonksiyonu,
L2012 TR TP P PP PP PT PSPPSR 86

Sekil 4.40: Off-diagonal tetrad, n = 2 igin /R oranina karsilik gelen kompaktlik
PATAMELIESH, LT+ veververiesiiereesieieie sttt sttt ettt et et et e st et e et e e bt e st e re e b et sbesbesbeebeene e 87

Sekil 4.41: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r /R oranina karsilik gelen kirmiziya kayma
[OF L L] (=] 1RSSR 87



TABLO LIiSTESI

Sayfa No

Tablo 4.1: Off-diagonal tetrad i¢in n = 2 sabit deger durumuna kars1 gelen farkli

4 (1453 4 (<) o DTSR RPPRPUPRPI 55
Tablo 4.2: Diagonal tetrad i¢in n = 1 sabit deger durumuna kars1 gelen farkli 8 degerleri.

......................................................................................................................................... 64
Tablo 4.3: Off-diagonal tetrad i¢in n = 2, y =—0.04, z=—0.0009, ¢ =2.036 x 10—35 ve

B =—30 sabit deger durumlarina karsilik gelen farkli ¢ ve  degerleri. ........cccvvvrnennnen. 79



SIMGE VE KISALTMA LiSTESI

Simgeler Aciklama

9abr 9ij : Uzay-zamanin metrigi

ds? : Metrik, yay eleman1 ya da uzay-zaman araligi
g : Metrigin determinanti

Nap, Nij : Lorentz uzay-zaman metrigi

&% : Kronecker deltasi

Rap, Rj : Ricci tansorii

R : Ricci skaler egriligi

R%,cq : Riemann-Christoffel egrilik tansorii
Gap Gij : Einstein tansori

A : Kozmolojik sabit

T ap, T;j : Enerji-momentum tansorii

T : Enerji-momentum tansoriiniin izi
T : Torsiyon skaleri

G : Gauss-Bonnet terimi

u® ut . 4-14 hiz vektori

u : Madde-enerji yogunlugu

14 : Esyonlii basing

p : Rolativist enerji yogunlugu

qa : Is1 akisi

Tap : Esyonsiiz basing tansorii

Uu, . 4-1i ivme

0. : Genigleme tansorii

(7] - Genisleme skaleri

Oab : Makaslama (shear) tansorii

o : Makaslama (shear) skaleri

Wap : Girdap (donme) tansorii

w, : Girdap (donme) vektorii

w : Donme skaleri

Xi



: Ricci donme katsayilar1 (veya Christoffel sembolleri)

- Levi-Civita baglantisi

: Kovaryant tiirev operatori
: Kismi tlirev operatorii

: d’Alembert operatorii

: Varyasyon operatori

: Izdiisiiriilmiis 3-boyutlu kovaryant tiirev operatorii
: Tetrad taban vektorii veya tetrad tiirev operatorii
: Dual tetrad taban 1-formu

: Einstein-Hilbert aksiyonu

: Madde-enerji aksiyonu

: Lagrange madde yogunlugu

: Lagrange yogunluk fonksiyonu

: Newton gravitasyon sabiti

: Komiitasyon fonksiyonlar1

: Hubble parametresi

: Hubble sabiti

: Yavaglama parametresi

: Standart maddenin hal parametresi
: Karanlik enerji hal parametresi

: Skaler alan

: Skaler potansiyel

: FLRW evrenin 6lgek carpani

: Tetrad tabani

: Uzaysal skaler egrilik

: Normal kongruans

: Kuplaj sabiti

: Isik hizt

: Ses hizi

: Kiitle fonksiyonu

: Kompaktlik parametresi

: Kirmiziya kayma fonksiyonu

: MIT bag sabiti

xii



ﬁ

Kisaltmalar

GRT
GR
ACDM
EAD
EoS
EH

KE
KM
RW
FLRW
NEC
WEC
SEC
DEC
TOV
MIT

: Anizotropi parametresi
. Adyabatik indeks
: TansOr carpimi

: Glines kiitlesi

Aciklama

: Genel Rolativite Teorisi

: Genel Rolativite

: A Soguk Karanlik Madde (A (Lambda) Cold Dark Matter)
: Einstein Alan Denklemleri

: Hal Denklemi (Equation of State)

: Einstein Hilbert

: Karanlik Enerji

: Karanlik Madde

: Robertson-Walker

: Friedmann-Lemaitre- Robertson-Walker

: Sifir Enerji Kosulu (Null Energy Condition)

: Zayif Enerji Kosulu (Weak Energy Condition)

: Giiclii Enerji Kosulu (Strong Energy Condition)

: Baskin Enerji Kosulu (Dominant Energy Condition)
: Tolman-Oppenheimer-Volkoff

: Massachusetts Institute of Technology

Xiii



OZET

DOKTORA TEZi

DEGISTIRILMIiS GRAVITASYON TEORILERINDE ANiZOTROPIiK
YILDIZLARIN YAPISAL ANALIZI

Aylin CALISKAN

istanbul Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Fizik Anabilim Dah

Damisman : Prof. Dr. Ertan GUDEKLI
I1. Damisman : Unvan Ad SOYAD

Bu tezde, teleparalel gravitasyon teorisi ¢er¢evesinde T nin torsiyon, " ’nin enerji-momentum
tansorii oldugu f(T,T) degistirilmis gravitasyonun etkileri hesaba katilarak, kompakt nétron
y1ldiz modellerini tanimlayan kiiresel simetrik uzay-zamani temel alarak anizotropik ¢oziimler
ve de alan denklemlerinin, hem diagonal hem de off-diagonal tetradlar icin f(T,T)
degistirilmis gravitasyonun genel fonksiyonunun iki farkli secenegi olan lineer ve non-lineer
modeller ile eslesme durumlart arastirildi. MIT bag modeli hal denklemi tanimlandiktan sonra
garip (tuhaf) kuark madde dagilimi alinarak yildiz modellerine tam ¢oziim elde edildi.
PSRJ1416 — 2230,4U1608 — 52,CenX — 3,EX01785 — 248 ve SMCX - 1 kompakt
noétron yildiz adaylari i¢in f(T,T") fonksiyonunun genel modeli f(T,7) = aT™(r) + BT ()
formunda, 4U1538-52,/0437-4,715,J0030 + 0451 ve 4U1820-30 kompakt n&tron
yildiz adaylari i¢in ise f(T,T") fonksiyonunun genel modeli f(T,7) = aT™(r) + BT (r) + ¢

formunda ele almmarak ve ¢ evrenin genisleme fazlarimi tanimlayan kozmolojik bir sabit

Xiv



oldugundan diger keyfi sabitler olan a, f ve n’ye degerlerini ayarlayarak temel gravitasyon
modellerine doniistiirilebilir olan f(T,7) fonksiyonunun elde edilen formu ile alan
denklemleri elde edildi. Alan denklemleri elde edildikten sonra, ele aliman kompakt nétron
y1ldiz adaylarmin kiitle ve yarigap gibi gozlemsel verileri kullanilarak modellerin kararliligini
ve kabul edilebilirligini gosteren enerji yogunlugu, basincin radyal ve tegetsel bilesenleri,
gradyanler, anizotropi, enerji kosullari, hal denklemi, ses hizlari, TOV (Tolman-Oppenheimer-
Volkoff) denklemi ve kompaktlastirma parametreleri gibi farkli fiziksel parametrelerin ayrintili
ozellikleri arastirildi. Ayrintili ve kapsamli grafiksel analizler neticesinde, anizotropik doga
iceren bu modellerin bilinen akiskan igerdikleri, fiziksel olarak kabul edilebilir, diizenli ve

kararli olduklar1 bulundu.

Temmuz 2024, 140 sayfa.

Anahtar kelimeler: Degistirilmis teleparalel gravitasyon, MIT bag model, Anizotropik
kompakt nétron yildizlar, f(T,T) gravitasyonu
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SUMMARY

Ph.D. THESIS

STRUCTURAL ANALYSIS OF ANISOTROPIC STARS IN MODIFIED
THEORIES OF GRAVITY

Aylin CALISKAN

Istanbul University
Institute of Graduate Studies in Sciences

Department of Physics

Supervisor : Prof. Dr. Ertan GUDEKLI
Co-Supervisor : Academic Title Name SURNAME

In this thesis, within the framework of teleparallel gravity theory, considering the effects of
modified f(T,T) gravity, where T represents torsion and 7" denotes the energy-momentum
tensor of torsion, anisotropic solutions for compact neutron star models based on spherically
symmetric space-time and The matching conditions of the field equations for both diagonal and
off-diagonal tetrads with the general function of modified f(T,T) gravity were investigated
for two different models: linear and non-linear are investigated. After defining the equation of
state for the MIT bag model, a complete solution for star models was obtained by considering
the strange quark matter distribution. For the compact neutron star candidates PSRj1416 —
2230,4U1608 — 52,CenX — 3,EX01785 — 248 and SMCX - 1, we considered the
general model of the f(T,7) function in the form f(T,7) = aT"(r) + T (r). For the
compact neutron star candidates 4U1538-52,/0437-4,715,/0030 + 0451 and
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4U1820- 30 we considered the general model of the f(T,7) function in the form f(T,T) =
aT™(r) + BT (r) + ¢. And since ¢ is a cosmological constant defining the expansion phases
of the universe, by adjusting the values of the other arbitrary constants «, £ and n, the obtained
form of the f(T,7) function, which can be transformed into fundamental gravity models, are
used to derive the field equations. After deriving the field equations, the detailed properties of
various physical parameters such as energy density, radial and tangential components of
pressure, gradients, anisotropy, energy conditions, equation of state, sound speeds, TOV
(Tolman-Oppenheimer-Volkoff) equation, and compactness parameters, which demonstrate
the stability and acceptability of the models, are investigated using the observational data of
mass and radius for the considered compact neutron star candidates. As a result of detailed and
comprehensive graphical analyses, it is found that these models, which include anisotropic

nature, contain known fluids and are physically acceptable, regular, and stable.
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1) GIRIS

1915 yilinda Albert Einstein tarafindan 6ne siiriilen Genel Rélativite Teorisi (GRT), modern
kozmolojinin temelinin olusmasinda biiyilk 6nem tasimaktadir. GRT’nin Onerilmesinin
ardindan, 1916’da Einstein’in ortaya koydugu evren modeli, kapali ve statik bir yapi olarak
tasvir edilmekte ve A kozmolojik sabiti ile maddeyi igermektedir. Kozmolojik sabit A teriminin
Oonemi, gozlemler sonucunda tespit edilen galaksilerin resesyon hareketi ve Eddington ve
Lemaitre’mn yaptigi ¢alismalar neticesinde ortaya konulmustur. Biiyiik 6l¢eklerde A sabiti,
degeri kiigiik olmasina ragmen etkisini farkettirebilmektedir. Ornegin, A = 0 durumunda evren
‘acik’ iken, A # 0 durumunda evren ‘kapali’ olabilmektedir. Ayrica, Kozmik Mikrodalga Arka
Plani, Tip-la Siipernovalar, Biiyiikk Olgekli Yapi, Zayif Merceklenme ve Baryon Akustik
Osilasyonlart gibi farkli kozmik kaynaklardan elde edilen giincel kozmolojik veriler, erken
evrenin bir enflasyon doneminden gectigini, Standart Biiyiik Patlama modellerine uygun olarak
evrimlestigini ve giiniimiiz evreninin A kozmolojik sabit gibi davranan, pozitif yogunluklu,
negatif basingli bir enerji kaynaginin (karanlik enerji) yani egzotik bir maddenin etkisiyle
hizlanarak ivmelendigini ve hemen hemen uzaysal olarak diiz bir geometriye sahip oldugunu
gostermektedir. Yine giincel verilere gore ACDM (A (Lambda) Cold Dark Matter; A Soguk
Karanlik Madde) gercevesinde, evrenin enerji yogunlugu, yaklasik %35’inin baryonik madde,
%27’sinin karanlik madde (KM) ve %68’inin de halen yapisi tam olarak anlagilmamis olan

karanlik enerjiden (KE) olugmaktadir.

Einstein alan denklemlerinin (EAD); yiiksek mertebeden egriliklere ihtiyag duyan sistemlerin
tasvirinde ve evrende cereyan eden bir takim olaylarin agiklanmasinda yetersiz kalmasindan
otiirli bu konularda ¢alisan kisileri alternatif teori & teorileri aramaya yoneltmistir. Einstein alan
denklemlerinin, bilinen enerji ve momentum kaynaklari i¢in elde edilen ilk g¢oziimleri
Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) modelleri olarak bilinmektedir. FLRW
modelleri gilinlimiiz evrenini her ne kadar basariyla tasvir ediyor olsa da, evrenin
evrimlesmesinin tasvirinde 6nemli sorunlar1 barindirmaktadir. Bu sorunlar; diizliik sorunu, ufuk
problemi (izotropi sorunu), ince ayar problemi, yapilarin olusumu sorunu, raslant1 sorunu,
manyetik tek kutuplu sorundur. FLRW modellerinin bir mertebe genelini uzayca homojen fakat
es yonsiiz modeller olusturmaktadir. Bianchi tip denilen bu modellerde de ¢6ziim bulmak daha

da karmasik duruma gelmektedir. Kozmolojik kapsamda bu tiir zorluklar, 1969°da Ellis ve



MacCallum’un [1,2,3] yayginlasmasina 6nemli katkilar sagladigi Tetrad Formalizmi sayesinde
daha hakim olunabilir bir yapr kazanmustir. Ikinci mertebeden tiirevler veren metrik
yaklagimina alternatif olarak Tetrad Formalizmi birinci mertebeden tiirevlere yol agmaktadir.
Ozel olarak, uzayca homojen modeller s6z konusu oldugunda, denklemler yalnizca diiz
zamansal tiirevli ve degiskenler de yalnizca zamanin fonksiyonu olmaktadir. Ancak bu
basitlestirmenin yol ac¢tigi ufak bir sorun bulunmaktadir, o da denklem sayisinin metrik
yaklagimdakine gore daha fazla olmasidir. Fakat yine de Tetrad Formalizmi daha seffaf bir
fiziksel yorum yapabilme, simetrileri daha iyi ifade edebilme ve daha biitiinsel olabilme gibi
istlin ayricaliklar1 sebebiyle daha ¢ok tercih edilen formalizm olmay: siirdiirmektedir. Son
yillarda Tetrad Formalizmi yiliksek yogunluktaki gok cisimlerinin yapilarini anlamada
kullanilan alternatif degistirilmis gravitasyon teorilerinde matematiksel alt yapi olma

konusunda popiiler hale gelmistir.

GOk cisimlerinin evrimindeki ana asamalardan biri, kompakt yildiz nesnelerinin olusumuna
neden olan, 6liimlerine yakin gravitasyonel ¢okiis siirecidir. Bu kompakt yildizsal nesneler,
yiiksek yogunluktaki maddelerin 6zelliklerini ve bilesimini incelemek icin ideal kaynaklar
olarak goriilmekte olan siradan gok cisimlerinin evriminin son noktalaridir. Beyaz ciice
yildizlari, ndtron yildizlar1 ve kara delikler gibi kompakt nesneler bir yildizin evriminin son
asamasini temsil ederler. Siradan bir y1ldiz nesnesinin slipernova patlamasi, kompakt yildizlar
olarak adlandirilan bu yogun yapilari ortaya ¢ikarir. Yildizlar, hidrojen bulutlarinin bir araya
geldigi, ylksek derecede sikistirildigi ve gravitasyon etkilesimi yoluyla 1sitildigr gazh
bulutsularda dogar ve yaklasik 107 K sicaklikta, hidrojeni daha agir elementlere doniistiiren
niikleer bir reaksiyon baslar, boylece biiylik miktarda elektromanyetik enerji (151k) aciga cikar.
Ancak yildiz daha yiliksek sicaklikta yanar ve ¢ekirdekte biriken daha agir elementler
tutusurken, elektromanyetik basing gravitasyon ¢okiisiine karsi1 giderek daha az etkili hale gelir
ve yildiz kendi agirligr altinda ¢oker. Bu, yogun yildiz yapisindan kaynaklanan, ice dogru
yonelen gravitasyon ¢ekimine kars1 dengelenen disa dogru bir basing iiretir. Yildizlarda ¢okiis
olgusu, bu kuvvetler (gravitasyon ve disa dogru basing) birbirleri i¢in gerekli dengeyi saglamay1
biraktiginda meydana gelir ve bu da yeni kompakt yildizlarin olusumunu saglar. Notron
yildizlar ise tiim termo-niikleer yakitini tiikettikten sonra ¢okmiis bir yildizin son asamasidir.
Biiyiik kiitleli bir nétron yildiz1 tekrar kara delige ¢okebilir ancak daha diisiik kiitleli bir ndtron
yildiz1 kuark yildizina doniisebilir. Notron yildizlarinin merkezlerine yakin asir1 kosullar,

cekirdegin tamamen kuark maddesinden olustugu hipotezine yol agmustir. Dolayisiyla da



notron yildizlar1 gibi kompakt nesneler {izerine ¢alismanin 6nemi ve ilgisi, astrofizik, niikleer

fizik ve parcacik fizigi arasinda bir koprii gorevi gorerek kritik bir rol oynamasidir.

Bu kompakt nesneler, yiiksek sicaklik derecelerinden bile etkilenmeyen yogun yapilarla (biiyiik
kiitleler, kiigiik yarigaplar) ortaya ¢ikar. Kompakt nesne maddelerinin, baryonlar, leptonlar,
mezonlar ve garip (tuhaf) kuark maddesi gibi atom alt1 pargaciklardan olustugu diisiiniilse de
sahip olduklart madde bilesimi hakkinda heniiz kesin gézlemsel veriler bulunmamaktadir.
Dolayistyla karsilasilan problem, kullanilan geometrinin belirlenmesi ve i¢ ylizey madde
dagiliminin tespitidir. Kompakt bir gok cisminin altindaki kiiresel simetrik madde dagilimi,
lokal basing anizotropisi tarafindan betimlenebilir. Anizotropik kompakt yildizlar igin tiretilen
yildiz modelinin fizikselligi, baz1 temel 6zelliklerinin gesitli fiziksel testlerle dogrulanmasi
yoluyla onaylanmistir, bunlar; enerji yogunlugu, radyal (p,) ve tegetsel (p;) basinglar,
anizotropi etkisi, dinamik denge, enerji kosullar1 ve dinamik kararlilik gibi 6zelliklerdir.
Anizotropi (A = p; — p,), radyal ve teget basing bilesenlerinin birbirine denk geldigi
izotropiden (p; = p,) sapmanin bir dl¢iitiidiir. Anizotropik kosullarin olusmasina sebep olan
kaynaklar, yildiz gévdesi i¢indeki siiperakiskan, akiskan karisimlari, kati ¢ekirdek, faz gecisi,
viskozite ve manyetik alanlarin varligidir. Ultra yiiksek yogunluklar diizeyinde (101° g/cm3)
yapilan madde c¢aligmalari, yildiz akigkanindaki radyal ve tegetsel madde-enerji tansor
bilesenlerinin esit olamayabilecegini gostermektedir. Lokal anizotropi, kendiliginden

gravitasyona sahip sistemlerin kararliligint 6nemli 6lgiide etkileyebilir [4,5].

Niimerik ve analitik olarak, statik, duragan veya ¢oken rolativist kompakt nesneleri tanimlayan,
fiziksel olarak uygun ¢oziimlerin 6zelliklerini kesfetmeye yonelik dikkate deger bir¢ok girigim
bulunmaktadir. Bilinen tiim kesin ¢oziimler, metrik tizerindeki simetri kosullari, Riemann
tansoriliniin cebirsel yapisi, degistirilmis alan denklemleri, madde degiskenleri i¢in anlamli
denklemler veya belirli baslangic ve sinir kosullarinin segilmesi gibi bazi kisitlamalar

uygulayarak elde edilmistir.

Kararl1 yildizlar, karanlik enerjinin itici dogasinin sonucu olarak olusan gravitasyon ¢okiigiiniin
kalmtilaridir. itme, ¢okiisii durduracak kadar giicliidiir ve herhangi bir tekillik olmaksizin
kararli y1ldizlarin olusumuna yol agar. Daha yiiksek mertebeden gravitasyon teorileri, kompakt
y1ldiz nesne modellerini tiretmede bagarilt olmaktadir. Kompakt yildizlar1 tanimlayan Einstein
alan denklemlerinin kesin ¢déziimlerini tiiretmek icin popiiler ve son donemde uygulanan bir

yaklasim, Karmarkar kosulunun kullanilmasidir. Karmarkar kosulu 4-boyutlu uzay-zamanlarin



daha yiiksek boyutlara gomiilmesi icin hem kozmolojik hem de astrofiziksel modeller iiretmede
ciddi 6nem arz eden bir aragtir. Daha yliksek boyutlu diiz uzay-zamanda egri bir geometrinin
gomiilmesi, iki potansiyel (radyal ve zamansal) arasinda ek bir iligski saglayan bir kisitlama
olusturur, buna Karmarkar Kosulu denir. Bu kisitlama kullanilarak statik, kiiresel simetrik

uzay-zaman i¢in gdmme Class-I ¢6ziimi kullanilmaktadir.

Kiiresel simetrik bir uzay-zamanin gomme Class-I oldugu durum i¢in gerekli ve yeterli kosul
ilk kez Karmarkar tarafindan tiiretilmistir. Bu, kesin ¢oziimler elde etme problemini tek bir
tireten fonksiyona indirgeyen matematiksel bir basitlestirmedir. Yaklasim, fiziksel gerekgelere
dayanarak gravitasyon potansiyellerinden birini segmek ve ardindan Karmarkar kosulunu
entegre ederek modelin gravitasyon davranisin1 tam olarak belirlemektir. Karmarkar kosulu
araciligiyla modellemeler, gézlemsel verilerle oldukc¢a tutarlt olan, yarigap, kiitle, kirmiziya

kayma, kompaktlik gibi yildiz 6zelliklerinin olusturulmasinda oldukga basarilidir.

Ayrica MIT bag modeline dayanarak, maddenin en kararli halinin garip (tuhaf) kuark maddesi
oldugu, yani yaklagik olarak esit sayida yukari, asag1 ve tuhaf kuark igeren bir karisim oldugu
iddia edilmektedir. Ornegin; kompakt yildizlarin igindeki topoloji degisikligine, yani solucan
deligine yol acabilece8i de Onerilmistir. Bir nétron yildizinin i¢indeki topoloji degisikligi,

belirli bir minimal yarigapli bir kuark maddesi ¢ekirdegi gerektirir.

Yukarida yapilan agiklamalar 1s18inda, tez kapsaminda yapmis oldugumuz c¢aligmalarda,
genigletilmis teleparalel gravitasyon teorisinde, kompakt nétron yildiz nesne modellerini ve bu
modelleri tanimlayan kiiresel simetrik, anizotropik ¢oziimleri arastirtyoruz. Bunu yaparken de
koordinatsal taban (tansor) indisleri olarak, {i, j, k,...= 0,1,2,3} ve tetrad taban indisleri olarak
da {a,b,c,...=0,1,2,3} ve {a,f5,y,...= 1,2,3} indislerini kullaniyoruz. Ayrica anizotropik
dogadaki kompakt nesnelerin yapilarini insa etmek i¢in kisitlamalar1 ortadan kaldirmak
amaciyla off —diagonal tetrad seciyoruz. Yine ayni sebep olan f(T) degistirilmis gravitasyonu
ile meydana gelen Giines sistemindeki kisitlamalardan [6-8] kurtulabilmek amaciyla
degistirilmis gravitasyona ek terim olarak enerji-momentum tansériiniin izini ekleyerek f (T, T)
degistirilmis gravitasyonunu ele aliyoruz. Ctnki f(T,7) modifikasyonu [9-12], bir baslangig
enflasyonist asamasindan sonra ivmelenmeyen ve ardindan da ge¢ zamandaki ivmelenme
asamasinin birlesik bir kombinasyonunu olusturmaktadir. Alan denklemlerini tetrad dahilinde
ele aliyoruz. T’nin torsiyon (burulma) ve 7 ’nin enerji-momentum tansoriiniin izi oldugu,

f(T,T) degistirilmis gravitasyon teorisinde, lineer ve non-lineer modeller i¢in tetrad alanlarin



eslesmesini arastirtyoruz. ilk ¢alismada, PSRJ1416 — 2230,4U1608 — 52,CenX —
3,EX01785 — 248 ve SMCX - 1 kompakt ndtron yildiz adaylarinin, ikinci ¢aligmada ise
4U1538-52,]0437-4,715,]0030 + 0451 ve 4U1820-30 kompakt notron yildiz
adaylariin; enerji yogunluklari, basing profilleri, gradyanleri, anizotropileri, enerji kosullari,
hal denklemleri (EoS; Equation of State), ses hizlari, TOV (Tolman-Oppenheimer-Volkoff)
denklemleri ve kompaktlastirma parametreleri gibi ayrintili  6zelliklerini inceliyoruz.
Calismalarimizda Karmarkar kosulunu hesaba katarak, Class-1 olarak bilinen 5-boyutlu sézde
(pseudo) Oklidyen uzayma gomiilii 4-boyutlu bir uzay-zaman sunuyoruz ve yiiksek
yogunluklar (10%° g/cm?), niikleer akiskanlarm dogasinin anizotropik olmasina yol actigi
icin, kompakt bir nesnenin i¢ kismini anizotropik bir akiskan olarak kabul ediyoruz ve hal

denkleminin daha genel bir formu olan MIT bag modelini kullaniyoruz.

Tez calisma planimiz su sekilde olacaktir; Genel Kisimlar Bolimii’nde, Einstein Genel
Rolativite Teorisi’nin Alan Denklemleri’ni ve Degistirilmis Gravitasyon Teorileri ile bu
baglamda Teleparalel Gravitasyon Teorisi’ni tanittyoruz. Malzeme ve Yontem Boliimii'nde,
tez kapsaminda yapilan ¢alismalarin anlasilir olabilmesi adina temel baz1 kavramlar1 tanitiyor
ve Bulgular Béliimii’nde ele alinan ¢aligmalarin {izerine insa edildigi matematiksel temelleri
veriyoruz. Bulgular Boliimii’nde kendi kendine gravitasyon yapan anizotropik kompakt
yildizlarmn yapisal analizi ile bu yildiz modellerine tam ¢oziimler elde ediyoruz. Ilgili alan
denklemlerinin elde edilmesinden sonra, ele alinan kompakt yi1ldiz modellerinin kararliligini ve
kabul edilebilirligini gosteren farkl fiziksel parametreleri arastiriyoruz. Sonug¢ Boliimii’nde de

yapilan ¢alismalarin kisa bir karsilastirmali tartismasini sunuyoruz.



2) GENEL KISIMLAR

2.1. EINSTEIN ALAN DENKLEMLERI

1915°te Einstein’1n ileri siirmiis oldugu GRT’nin dayandig1 EAD;
1

seklindedir. Burada G Newton gravitasyon sabiti, c ise 11k hizidir. G;; Einstein tansori, R;; 4-
boyutlu uzay-zamanin Ricci egrilik tansorii, g;; 4-boyutlu uzay-zaman geometrisinin metrigi,
R Ricci skaler egriligi, A kozmolojik sabit, T;; madde-enerji igerigini tasvir eden enerji-
momentum tansorii ve k2 = 8:—4G esitligine sahip, Einstein kuplaj sabitidir. (2.1) esitliginin sol
tarafi (G;;) ele alman uzay-zamanin geometrik 6zelliklerini (homojenlik, izotropi, kiiresel,

silindirik, vb.), sag tarafi (T;;) ise fiziksel igerigi (bos uzay-zaman, miikkemmel akiskan, viskoz

akigkan, 1s1 akisi, sicim, vb.) vermektedir. Ayrica,

olarak ifade edilmektedir. Eger, biiziilmiis Ikinci Bianchi Ozdesligi’nden yazilabilecek, V;RY =
%V"R bagintis1 ve Ricci Teoremi, V,g” =0 ifadeleri goz oniinde bulundurulursa (2.1)

denkleminden:
ZGY=0 = VTYV=0 (2.3)

elde edilmektedir. TY teriminin diverjansinin sifir oldugunu veren bu sonu¢ madde-enerji-

momentum korunumunu ifade etmektedir. EAD’yi

Sy = ﬁfv d*x.[—g(R — 24) + S,, (2.4)

olmak iizere bir S aksiyonundan hareketle metrige gore varyasyon alarak elde etmek de
miimkiindiir. Integranti R’ye gore lineer olan (2.4)’e Einstein-Hilbert (EH) aksiyonu denir.
Burada g, imzas1 +2 olan metrigin determinantim, d*x./—g ise 4-boyutlu hacim elemanini

gostermektedir. S,,,, madde-enerjiyi tasvir eden L,, Lagrange yogunlugundan hareketle



Sm=J,d* x/ gL (2.5)
olarak tamimlanmis madde-enerji aksiyonudur. L,, verildiginde T;; enerji-momentum tansorii

_ 2 6(V=gLm)
Tij = —ET (26)

ifadesiyle bulunur. Tez’imizin temelini, (2.4)’deki EH aksiyonunun keyfi bir f(T,T)
fonksiyonuyla

S=] dx‘*e{% F(T,T)+ L)} 2.7)
seklinde degisiklige ugratilmasi ile elde edilen f (T, T) gravitasyon teorisi olusturacaktir.
Burada:
T : Torsiyon skaleri
T : Enerji-momentum tansoriiniin izi

olup, f(T,T) de bu argiimanlarin keyfi bir fonksiyonudur.
2.1.1. Enerji-Momentum Tansorii

Gravitasyona kaynaklik eden madde-enerji igerigi; akiskan ya da akiskanlarin karisimi, kinetik
teoriyle tasvir edilen bireysel tanecikler toplulugu, bir V(¢) skaler potansiyelinden tiireyen bir
¢ skaler alani, Maxwell denklemleriyle tasvir edilen elektromagnetik alanlar gibi pek ¢ok
unsurlardan biri ya da hepsi olabilmektedir. Bunlarin toplam etkisi, alan denklemlerinde
esitligin saginda bulunan T;; enerji-momentum tansoriiyle tasvir edilmektedir. Bir akiskan

tasviri i¢in T;; ’nin ayricalikli zaman cinsinden bir 4-lii hiz vektoriine gére ayrigimi
T;; = (u+ pwy; + pg;j + qiuj + qju; + 15 (2.8)
qu =0 , my=mng , mu =0, =0

seklinde olup, burada;

u - ub’ye gore toplam rolativist enerji yogunlugu

q; : rolativist momentum yogunlugu, ya da, u'’ya gére enerji akis1 (1s1 akismni ve difiizyonu

gosterir)



p :u®ye dik 3-uzaymnda esyonlii basing
T;j : izsiz esyonsiiz basing (stress) (viskozite oldugunda sifirdan farklidir)
olarak ele alinmaktadir.

(2.8) esitligindeki geometrik ayrisimin fizigini, akigkanin termodinamik tasviri ile (1s1 yayilim
katsayisi, bulk viskozite kaysayisi vb.) u’ yi termodinamik degiskenlerle iliskilendiren
bagintilar belirler. Bunlara genel olarak hal denklemi veya denklemleri denmektedir. Rolativist

kozmolojinin uygulamalarinda, (2.8)’in
q; =0, m; =0 = Tj; = (u+ pluy; + pgi; (2.9)

olarak kisitlanmis hali siklikla kullanilmaktadir. Buna ‘Miikemmel Akiskan’ denilmekte ve hal
denklemi de, sabit entropi ve sicakliktan bagimsiz olma o&zelliklerinin bir sonucu olarak

bulunan,

p=p=>F—-Du (2.10)

ifadesi olarak alinmaktadir. (2.10) ifadesi lineer barotropik hal denklemi olarak

adlandirilmaktadir. Burada y bir sabit olup, tanim araligini, sesin vZ = (6—p)

ou sabit entropi

bagintisi araciligiyla tanimlanan v, hizi belirlemektedir. Buna gore,
W <1 ©0<y<2 (2.11)
olur. y parametresinin 6zel degerlerine karsilik gelen durumlar su sekildedir:

Negatif basing, fiziksel olmamakla
0<y<l=p=F-Du<0, 0<v,<1 birlikte Sisme (Enflasyon) Teorisinde

Onem tasimaktadir.

Ustel sismeli model, y =0 degeri
y=0=>p=—u<0, vgs=c effektif olarak A kozmolojik sabitine

karsilik gelmektedir.



0<y< g =p=F-Du<o0, v, > % Kuvvet kanunlu sismeli model

2 1 1 . . .
y=3;=p=—34<0, =% Kozmik cisimler

Kabul edilebilir fiziksel durumu tasvir
1<y<2=p=F-Du>0, 0<v,<1 )
etmektedir.

Basingsiz akiskan (Toz ya da Soguk

y=1 , p=0 , vs=0 Karanlik Madde olarak da
anilmaktadir.)
4 1 1 vy s
y=3 »P=3k V=7 Radyasyon akiskan (rolativist gaz)

Stiff (kat1) akigskan (ses hiz1 1s1k hizina
y=2 ,p=p , =1 ;
esit)
Diger yandan, dinamik degiskenlerin, hal denklemine uymalarmin yan sira bir de T;; enerji-

momentum tansoriiniin, akiskanin fizikselligini tanimlayan, enerji kosullari olarak adlandirilan

bir takim kisitlamalara uymalar1 beklenmektedir [13]:

o Zayif Enerji kosulu (WEC, Weak Energy Condition):
Tyuu/ 20 , u=0

Miikemmel akigkan igin bu kosul, eger u + p = 0 olursa saglanir.
e Baskin Enerji Kosulu (DEC, Dominant Energy Condition):

|TUw| <0 = T>|TY| , p=Ipl, p=0
e Giiclii Enerji Kosulu (SEC, Strong Energy Condition):

Rjjutu/ >0 = Tju'u/ > —%Tii ., Uu+p=0, u+3p=0
e Sifir Enerji Kosullart (NEC, Null Energy Condition):

u+p=0.
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2.2. ROLATIVIST KOZMOLOJi
2.2.1. FLRW Evren Modelleri

GRT’nin 6nerilmesinin ardindan Einstein 1916’da ilk evren modelini tasarlamistir. Einstein
evren modeli olarak anilan bu model, evreni kapali ve statik bir yap1 olarak tasvir etmekte ve A
kozmolojik sabiti ile maddeyi igermektedir. Yaklasik bir yil sonra, 1917°de ise, de Sitter,
EAD’nin yeni bir evren modelinin ¢6zlimiinii, A igeren fakat madde igermeyeni sunmustur. De
Sitter evreni olarak anilan bu modelde, evren dinamik 6zellik gostermekte yani bos olmasina
ragmen genislemektedir. Bu iki ¢oziimii 1922°de Friedmann’in A icermeyen fakat madde igeren
EAD i¢in bulmus oldugu yeni ¢oziimler izlemistir. Friedmann ¢6ziimleri, evrenin, herhangi bir
noktasina goére homojen ve esyonlii oldugu varsayimina dayanmakta olup; kapali, acik, diiz,
genigleyen, biiziilen evrenler gibi bir takim cesitlikler gostermektedirler. 1926’da Hubble
tarafindan galaksimiz disindaki galaksilerin kesfi ile bir yandan bu galaksilerin uzaklasma
hizlarinin ortaya konulmasi, diger yandan da Lemaitre tarafindan A kozmolojik sabitinin
oneminin vurgulanmasi ve evrenin baslangicina dair “biiyiik patlama” diisiincesinin ortaya
cikist kozmolojiye ilgiyi arttirmis ve bu alanda calismalara hiz kazandirmistir. 1932°de
Robertson ve 1933’de de Robertson ve Walker, homojenlik ve esyonliilik varsayimlarini
siirekli gruplar teorisi diliyle kesin bir matematiksel ¢erceveye oturtmuslardir. Bu ¢ergeveye
gore: Uzay-zamanin uzaysal kisminin her bir noktaya gére homojen ve esyonlii olmasi demek,
uzaysal kismin 6 parametreli G4 esOl¢lim grubu altinda invaryant kalmasi demektir. Bu kosul,
uzay-zaman metriginin, bir k-parametresine (k = —1,0,1) bagh olarak bir {t,r,0, ¢}

esharaketli koordinat sistemi gosteriminde

ds? = —dt? + a?(t)[dr? + f2(r)(d6? + sin?0dp?)] (2.12)
seklinde ifade edilmesine yol agmaktadir. Burada t koordinati u =% teget vektorlii evren
cizgileri boyunca 6lgiilen 6z-zaman ve f; (r) de:

fi.(r) = sinr, k = +1 i¢in pozitif egrilikli uzay, kapali (sonlu) evren, kiiresel,

fi(r) =r, k = 0 i¢in sifir egrilikli uzay, diiz (sonsuz) evren, oklidyen,

fi(r) = shr, k = —1 i¢in negatif egrilikli uzay, agik (sonsuz) evren, hiperbolik,

seklinde taniml1 bir skaler fonksiyondur.
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d0? = dr? + f2(r)(d6? + sin?0d ¢?) (2.13)
metrigi t = sabit hiperylizeylerinin metrigi olup, uzaysal egriligi,

3 _ 6k
T az(t)

(2.14)

olan 3-geometriyi tasvir eder. k parametresinin -1, 0 ve +1 olmasina gére bu uzaysal 3-geometri
sirasiyla: acik, diiz ve kapali olmaktadir. a(t)’ye uzunluk 6l¢egi fonksiyonu ya da dlgek carpant
denir. (2.12) metrigine uzayca homojen ve esyonlii uzay-zaman Robertson-Walker metrigi
denir ve EAD’nin bu metrik ile ¢dziimleri genel olarak Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

evren modelleri olarak adlandirilir.

Evrenin madde-enerji iceriginin bir miikemmel akiskan olarak tasvir edilebilmesi varsayimi
altinda, EAD bir eshareketli ortonormal tetrad ¢atisinda hesaplandiginda, a(t) dl¢ek garpani
icin ikinci mertebeden adi tiirevli iki bagimsiz diferansiyel denklemi vermektedir (nokta ile t

kozmik zamanina gore tiirev gosterilmektedir):

. 3 (a? | kc? Ac?
(00- bilesen): — (; Y 4 T) = KU (2.15)
L 2
(11- bilesen): %(—2%—%+%—Acz) =Kk?p (2.16)

bunlara Friedmann Denklemleri denir. Ayrica (2.15)’in zamana gore tiirevi ifadesinde (2.15)

ile (2.16)’nin bir kombinasyonu kullanilirsa

A+32(u+p)=0 (2.17)

elde edilir, ki bu da maddenin korundugu anlamina gelmektedir. Ayrica, (2.17) denklemine,
(2.3)’deki V]-Tij = 0 korunum denkleminden de varilabilirdi.

2.2.2. Kozmik ivmelenme

Evrenin genisleme (ya da biiziilme) hizinin bir 6lgiisii olan Hubble parametresi;

H(t) = % (2.18)

olarak zamana baglh bir sekilde tanimlanmaktadir. Bu parametreye gore H(t) > 0 durumu
evrenin genisleme durumuna, H(t) < 0 durumu ise evrenin biiziilme durumuna karsilik
gelmektedir. Ivmelenmenin 6lgiitii i¢in de yavaslama parametresi olarak adlandirilan ve dlgek

faktorii ile Hubble parametresine bagh olarak,
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__d®a® _ 1 a@®
10=""50 = Ro«w (219)

seklinde tanimlanan boyutsuz bir biiyiikliik kullanilmaktadir. Yavaslama parametresinin,
q(t) > 0 olmasi evrenin genislemesinin yavaglama durumuna, q(t) < 0 olmasi ise ivmelenme
(hizlanma) durumuna karsilik gelmektedir. Bu durumlarin, simdiki kozmik zamandaki (t)
degerleri, Hy = H(ty) Ve qo = q(t,) ile gosterilir ve H,’a 6zel olarak Hubble sabiti ad1 verilir.
Gozlemsel verilere dayali parlaklik uzakliginin veya goriinen parlakliklarin kirmiziya kayma
(z) cinsinden gosterildigi Hubble diyagramlari araciligiyla her iki parametreyi de elde etmek
miimkiindiir. Bu nedenle, bu parametrelere gozlenebilir kozmolojik biiytikliikler denir. Cesitli
gozlemsel veriler, 90" yillarin sonlarina kadar yavaslama parametresi i¢in g, > 0 degerlerini
vermistir. Dolayisiyla, o tarihlere kadar evrenin evrimi hakkindaki yaygin goriis, Biiyiik
Patlama ve hemen ardindan (10~3° saniye sonra) gelen enflasyon evresinden sonra evrenin bir
yavaglama evresine girmis oldugu ve bunun da giiniimiizde hala devam etmekte oldugu
yoniindeydi. Fakat yiiksek kirmiziya kayma barindiran Tip-la siipernovalara iliskin 1998'de
elde edilen gozlemler, g, < 0 sonucunu vererek, evrenimizin giiniimiizde ivmeli (hizlanan) bir
genisleme siirecinde oldugunu gosterecek ilk kaniti olusturmustur [14-16]. O tarihten bu yana
farkli gézlem gruplari tarafindan gittikge artan duyarlilikta gerceklestirilen benzer gozlemler
bu kanitin dogru oldugunu, siipheye yer birakmayacak sekilde ortaya koymuslardir [17-28].
Ayrica bu siipernova gozlemleri disinda: Kozmik Mikrodalga Arka Plan Esyonsiizlikleri [29-
31], genis olgek yapilar1 [32-35], Baryon akustik osilasyonlari (dalgalanmalari) [36], zayif
galaksi merceklenmesi [37], vb. pek ¢ok farkli gbzlem sonuglari da bu ivmeli genisleme

durumunu desteklemektedirler.
2.2.3. Kozmolojik Evrim

Simdi, (2.15) denklemini,

E_ _Li2pz, ke At
pr it o el al (2.20)

biciminde ifade edelim. (2.15) ile (2.16) denklemlerinin kombinasyonu da

. 2
== —%chz(,u + 3p) + % (2.21)

a
esitligini verir. (2.21) denklemine 6zel olarak Raychaudhuri denklemi adi verilir. Evrenin
evrimini gérmek i¢in dnce A = 0 durumunu géz Oniine alalim. Bu taktirde (2.20) ve (2.21)

denklemleri
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@ _ _1.2.2, ke
= =it —— (2.22)
Z = —%chz(u + 3p) (2.23)

denklemlerine indirgenir. (2.22) denklemi, a terimini icerdiginden genislemenin (ya da
biiziilmenin) hiz1 hakkinda, (2.23) denklemi ise d terimini igerdiginden dolay1, ivmesi hakkinda
bilgi verir. Biiyilkk Patlama senaryosuna gore evren bir baglangi¢ hiziyla genislemeye

baslamistir. Evrenin bundan sonraki evrimi ise, k-terimine bagh olarak soyle olur:

Eger k = 0 ise, evren uzayca diiz demektir ve (2.22) denklemi, evrenin (iginde madde
bulundugu durumda) madde (u = pc?) sifirlanana kadar genislemesine devam edecegini
sOyler. Dolayisiyla uzayca diiz olan evren sonsuzda durana kadar genisleyecektir. Eger k = +1
ise, genisleme, maddenin katkisiyla k-terim tarafindan dengelendigi, sonlu bir madde
yogunlugunda durabilir. Dolayisiyla sonlu bir zamanda genisleme duracak ve ardindan da
¢okme baslayacaktir. Eger k = —1 ise (2.22) denkleminden kolayca goriilecegi {izere madde
tamamen kalmamis olsa bile k-terimi genislemeyi siirdiirtecek sekilde devreye girerek

genislemenin durmasini engelleyecek ve bdylece de evren sonsuza dek genisleyecektir.

Simdi, genislemenin ivmesi hakkinda bilgi veren (2.23) denklemini ele alalim. Dikkat edilecegi
tizere bu denklemde k parametresi yer almamaktadir. Bagka bir deyisle ivme, uzaysal egriligin
ozelliklerine bagli olmamaktadir. (2.23) denkleminde eksi isareti, eger u + 3p > 0 varsayilirsa,
ivmenin daima negatif oldugunu sdylemektedir. GRT ¢ergevesinde yalnizca kiitlenin degil,
fakat enerji boyutundaki basincin da kiitleye esdegerliligi g6z oniinde bulunduruldugunda,
buradan, genislemenin gravitasyon tarafindan yavaslatilacagi sonucuna varilir. Buna karsin,
(2.20) denkleminde A # 0 alindiginda, pozitif bir A teriminin, 6niindeki art1 isaretinden dolay1
gravitasyona karst koyan bir itme (anti-gravitasyon) gibi davranacagi ve bu durumun da

geniglemenin ivmeli olmasina yol agacagi kolayca goriillmektedir.

Yukaridaki sonuglar p = p/c? madde yogunlugunun ve de u + 3p seklindeki kombinasyonun
pozitif oldugu varsayimina dayanmaktadir. Standart madde (toz, radyasyon vb.) i¢in p ve p’nin
pozitif alinmasi, fiziksel olarak kabul edilebilir sayilmasi1 bakimindan beklenen bir durumdur.
Bu tiir beklentilerin 1518inda, maddeyi tasvir eden T;;’yi fiziksel addetmek igin T;; nin
bilesenleri ya da bunlarin bir takim kombinasyonlari iizerine, saglanmasi gereken bir takim
kisitlamalarin ileri siiriilmesi gerektigi diigiiniilmiistiir. Bunlara Enerji Kosullar1 denilmektedir.

GRT ¢ercevesinde bir miikemmel akiskan igin u = pc? ve p cinsinden bu kosullar:
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e SEC (Strong Energy Condition-Gii¢lii Enerji Kosulu): u+p >0, u+3p =0 (2.24.3)

e WEC (Weak Energy Condition — Zayif Enerji Kosullar)) : u >0 , u+p = 0 (2.24.b)

e NEC (Null Energy Condition — Sifir Enerji Kosulu) : u+p=0 (2.24.c)
e DEC (Dominant Energy Condition-Baskin Enerji Kosulu): p > |p| (2.24.d)
seklindedir.

O halde, GRT’de; eger Biiyiik Patlama senaryosu, yani, evrenin genisledigi durumu kabul edilir
ve A = 0 varsayiminin yanisira madde-enerji igerigi de SEC’i saglayacak sekilde standart
madde olarak alinirsa, genisleme, yavaslayan genisleme olma 6zelligi gosterir ve dolayisiyla

da gravitasyon her zaman ¢ekici olma 6zelligini korur.
2.2.4. Karanlik Enerji ve Kozmolojik Sabit Iliskisi

fvmeli (hizlanan) genisleme, i(t) > 0 olmasi durumu ya da genisleme parametresi ifadesiyle
q < 0 olmasi durumu demektir. Halbuki, (2.23) denklemine gére u > 0 ve p > 0 oldugu siirece

d > 0 olmasi durumu miimkiin degildir. Bu durumun miimkiin olabilmesi igin
p+3p <0 =>p<—§y (2.25)
olmasi gerekmektedir. Ya da p = (y — 1)u lineer barotropik hal denklemi kabul alindiginda,

p(1+3-1)<0 = (y—1)<—§ (2.26)

Kosulu saglanmalidir. u enerji yogunlugunun negatif olamayacagi kabul edilirse (2.25)
ifadesinin saglanmasi i¢in miikemmel akigkanin basincinin negatif olmasi gerekmektedir.
(2.25) bagintist SEC’in ihlal edilmesi gerektigi sonucuna gétiirmektedir. (2.26) bagintisi ise
(¥ —1) < —1/3 olmasi nedeniyle, bu negatif basincin ¢ok biiyiik olmasi gerektigini
sOylemektedir. Baryonik maddenin bilinen higbir ¢esidinin, (2.25) ve (2.26) bagintilarini
saglayabilecegini diistinmek miimkiin goriinmemektedir. Literatiirde, henliz tam olarak
bilinemeyen bu asir1 negatif basingli siradist madde; egzotik madde ya da Karanlik Enerji olarak
tanimlanmaktadir. Eger bu karanlik enerji, hal parametresi ((y — 1) = w) wgy ile gosterilmek
lizere (Wi genel olarak zamana bagli) hal denklemi pgr = wWgg i olan bir efektif miikemmel
akiskan ile modellendirilirse, bu takdirde gozlemler, wgg’nin gliniimiiz degerinin, [39]’da
verildigi gibi wygy = —1.15301 (yani, —1.45 < wyy < —0.74) ya da [40, 41]’de verildigi

gibi w, . = —1 1 0.2 olduguna isaret etmektedir. wxr = —1 degeri, bir efektif kozmolojik
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sabite esdeger olmakta; wir < —1 durumu ise bir siiper-ivmelenmeye karsilik gelmektedir.
Tiim bu gozlemsel sonuglar evrenin kiitle-enerji i¢eriginin yaklasik: %5’inin Baryonik Madde,
%27’sinin Karanlik Madde ve %68’inin de Karanlik Enerjiden olusmasi gerektigini

sOylemektedirler.

GRT c¢ergevesinde kalindiginda, Karanlik Enerji olarak adlandirilan ve heniiz ne oldugu
anlasilamamis negatif basinca en basit aday olarak A kozmolojik sabitinin varligi ileri
stiriilmistiir [42, 43]. Nitekim, boslugun enerjisi olarak yorumlanan A kozmolojik sabiti efektif
olarak w = —1, yani p, = —u, hal denklemli bir mitkkemmel akigskan bilesenine denktir. Pozitif
bir A kozmolojik sabitinin (2.20) ve (2.21) denklemlerinde, gravitenin ters yoniinde, yani, bir
anti-gravitasyon gibi davrandigindan bahsedilmisti. ACDM veya “Konkordans Modeli” denilen
bu agiklama gozlem sonuglarini ¢ok iyi iiretmesine karsin, Pargacik Fizigi agisindan heniiz
anlagilamamis kavramsal bir tutarsizlik tasimaktadir; o da, A ile iliskilendirilen KE
yogunlugunun giinlimiiz gozlenen degerinin boslugun kuantumsal enerji Ol¢egindekinden
(Planck oOlgegi) yaklasik 121 mertebe kiiciikk olusudur ve dolayisiyla da son derece yiiksek
seviyede ince ayar gerektirmektedir. Bu durum “Kozmolojik Sabit Problemi” olarak
adlandirilmaktadir. Diger yandan, ivmeli genislemeyi A ile agiklamak bir de sdyle bir problem
ortaya ¢ikarmaktadir; eger “SEC”in ihlali tamamen A tarafindan ileri geliyorsa, A’ya baglanan
enerji yogunlugu evrende geri kalan icerigin enerji yogunlugu ile ayni biiyiikliik mertebesinde
olmalidir. Bu, evrenin evriminin 6zel bir zamaninda oldugumuz, yani, madde-baskin evreden
A-baskin evreye simdiki zamanda gegmekte ya da ¢ok yakin zamanlarda ge¢mis oldugumuz
anlamini tasimaktadir. Bu durumdan dogan, evrenin uzun evriminin siirecinde ivmeli genisleme
durumunun neden “simdi” ger¢eklesmektedir sorunsalina ise “rastlanti (coincidence) problemi”

denilmektedir.

KE’nin A ile agiklanmasi girisiminin, tasidigi sorunlar nedeniyle EAD’nin sag yanindaki
madde-enerji kismina, ya da bagka bir deyisle, EH-aksiyonundaki L,, Lagrange madde-enerji
yogunluguna cesitli 6zelliklerde skaler alanlar [39] ya da Chaplygin gaz [44] gibi egzotik
(bilinenin disinda) madde bilesenlerini disaridan eklemek araciligiyla KE’ye uygun diisebilecek
kozmolojik senaryolar iiretme yoluna gidilmigse de bu yaklasim: Giines sistemimiz
gozlemleriyle tutarlilik, mertebesel uygunluk, hayalet (phantom) alan (negatif kinetik enerjili
skaler alan) vb. pek ¢ok problemi de beraberinde meydana getirmistir. Sonug olarak; KE ve
KM’ye kaynaklik eden madde-enerji bileseninin ne oldugu konusu hala gizemini

surdirmektedir.
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2.3. GRT’YE ALTERNATIF DEGIiSIiKLiGE UGRATILMIS GRAVITASYON
TEORILERI

Karanlik Enerji kavramini dahil etmeden hizlanan genislemeyi agiklamak {izere EAD’nin sag
tarafindaki madde-enerji secimi hakkinda amaca uygun, fakat heniiz higbir sekilde gozlemsel
karsilig1 olmayan varsayimlar yapmak yerine, sol taraftaki egrilik kisminda degisiklige gitmek
ve GRT’ye alternatif teori&teoriler iiretme yoluna basvurulmustur (genel bilgi i¢in bkz. [45-
60]). Yukarida da bahsedildigi gibi EAD, integranti R Ricci Egrilik skalerine gore lineer olan
EH-aksiyonundan metrige gore bir varyasyonla elde edilebilmektedir. Bu da en fazla ikinci
mertebeden tiirevli G;; Einstein tansoriinii ortaya ¢ikarmaktadir. Eger aksiyonun integrantinda
R degil de R’nin keyfi bir f(R) fonksiyonu alinirsa [61, 62] bu takdirde yeni alan denklemleri,

R indisi ile R’ye gore tiirev gosterilmek {izere,

frR(R)R;; — %gijf(R) —ViVifrx(R) + g;; O fr(R) = KTy (2.27)
olmaktadir (Ek 5.42) ve bunlar da soldaki son iki teriminden dolay1 genel olarak 4. mertebeden
tirevli denklemlerdir. Eger integrant hem R hem de G Gauss-Bonnet egrilik invaryantinin
f (R, G) seklinde keyfi bir fonksiyonu olarak alinirsa [63-65], bu takdirde (Ek 5.43)’deki alan
denklemlerine varilmaktadir. Ote yandan, integrantin, J° = [zT; ; olmak tizere, f(R,T)
alinmasi [66, 67] ise, (Ek 5.44)’de gosterilen alan denklemlerini vermektedir. Calismalarimizin
temelini olusturan f(T,T) ise (Ek 5.46)’da gosterilen alan denklemlerine sahiptir. Benzer
sekilde, integrantta farkli egrilik invaryantlarmi argliman kabul eden fonksiyonlar alarak dort
ya da daha yiiksek boyutlarda ¢esitli gravitasyon teorileri tasarlanabilir ve bu sekilde elde edilen
teorilere genel olarak degistirilmis ya da degisiklige ugratilmis gravitasyon teorileri denir.
Aslinda Lagrange’yen yaklasima dayali bu tiir teorilerin ortaya ¢ikisi KE probleminin ortaya
cikmasindan ¢ok daha oncelere uzanmaktadir. EH aksiyonuna yiiksek mertebeden egrilik
invaryantlar1 dahil etme girisiminde ilk bulunanlar 1919°da Weyl [68] ve 1923°de Eddington
[69] olmustur. Ancak, bu girisimler gbzlemsel bir olayin agiklanmasina yonelik olarak degil,
yalnizca bir teorik tamamlayicilik amaciyla yapilmistir.  Bir yandan aksiyonu
karmasiklastirarak sonugta 4. mertebeden tiirevli karmasik denklemler elde etmek igin
goriiniirde bir gerek¢e olmamasi, diger yandan da bdyle yliksek mertebeden tiirevli hicbir fizik
teorisinin biliniyor olmamasi s6z konusu ¢alismalar1 dikkat ¢ekici hale getirmemistir. Bununla
birlikte, 1960’lardan itibaren, gravitasyonu kuantum teorisiyle birlestirme girisimleri,

gravitasyon aksiyonunu karmasiklastirmanin bir deger tastyabilecegine dair birtakim isaretler
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ortaya ¢ikarmistir. GRT’nin orijinal sekliyle yeniden normalize edilemeyecegi ve dolayisiyla
da uygun bir bicimde kuantize edilemeyecegine tam ikna olunmusken, 1960’larin baglarindaki
caligmalar kuantum gravite girisimlerine yeni bir canlandirma getirmistir. Bu ¢aligmalarda, tek-
dongii yeniden normalizasyon icin dortten biiyiik boyutlarda EH-aksiyonunun yiiksek
mertebeden egrilik terimleriyle tamamlanmasi gerektigi gosterilmistir. GRT ye yiiksek enerji
diizeltmesi (ya da mor-otesi diizeltme) olarak ortaya ¢ikan bu tiir teoriler onceleri, 6zellikle,
evrenin erken evresine etkilerin arastirilmasi bakimimdan kullanilmiglardir. Ancak daha sonra
1970’de Buchdall [61], GRT’nin yiiksek egrilikte yetersiz kaldig1 gerekgesine dayandirilan bu
yiiksek mertebeden invaryantlar kullanma yaklasimini, 4-boyutta f (R)-gravite olarak, ilk defa,
Rolativist Kozmoloji (Standart GRT’ ye dayali) alaninda ele almistir. 1980°de ise Strarobinsky
ilk f(R) enflasyon modelini teklif etmistir [70]. Evrenin ivmeli genislemesinin kesfi ise, KE
olarak nitelendirilen varsayimsal madde-enerji kullanimlarina bir alternatif olarak, bu tiir
yaklagimlara, fakat bu defa kizil6tesi degisiklikler olmak iizere, olaganiistii bir ragbet
kazandirmigtir. Degisiklige ugratilmis s6z konusu bu teoriler; Giines sistemi testleriyle
uygunluk [71-76], kozmolojik evrim, yani; once erken-evre enflasyon, ardindan yavaslama ve
sonrasinda da geg-evre enflasyon siirecini liretme [77-87], pertiirbasyon [88-91], tekillikler [92-
95], kararlilik [96-101], kozmolojik dinamik [102-107], kozmolojik kisitlamalar [108-116],
enerji kosullar1 [117-127] ve daha pekgok farkli konularda [128-140] yogun bir arastirma alani

olmayi siirdiirmektedir.
2.3.1. Teleparalel Gravitasyon Teorisi

Teleparalel gravitasyon teorisi, madde alanlar1 arasindaki gravitasyon baglantisint belirlemek
icin herhangi bir egrilik olmaksizin torsiyona (burulmaya) dayali olarak ortaya atilmis olan
Genel Rolativite Teorisi’ne alternatif teorilerden biridir. Teleparalel gravitasyon teorisi egzotik
madde gibi negatif enerji yogunluguna sahip olan madde tiirlerini igerebilmektedir. Teori, tetrad
formalizmine ve Weitzenbock baglantisina dayanan, sifir egrilige ve sifirdan farkli torsiyona

sahip alternatif bir gravitasyon teorisidir.

Bu teori teknik olarak torsiyon igermeyen simetrik ve burulmasiz Levi-Civita baglantisi Ff u Ve

d,, kismi tlirev operatdrii olmak tizere;
It =T, & T2. =0 (2.28)

yerine, e; ¢ tetrad alan1 kullanilarak tanimlanan Weitzenbock baglantisinin;
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Ig. = e;*0ce’y (2.29)
Tl =T8 —T% , Tlqe #0 (2.:30)
kullanilmastyla uygulanmaktadir.

Weitzenbock baglantisi, torsiyonun tamamen tetradin birinci tlirevlerinin ¢arpimlarindan
olustugu ilging bir 6zellige sahiptir, torsiyon tansoriinde ikinci tiirevler goriilmemektedir. Yani
Teleparalel gravitasyonda torsiyon tansorii yalnizca tetradin birinci tiirevlerinden olugsmaktadir.
Teleparalel gravitasyon kuraminda gravitasyonel etkilesimler egrilik tansoriiniin sifir oldugu
durumda elektrodinamikteki Lorentz kuvvetine benzer bir role sahip olan torsiyon (burulma)
tansorii ile ifade edilmektedir. Teleparalel yap1 kavrami 6zellikle tetrad alanini her yerde paralel
tasiyan belirli bir Lorentz baglantisi tarafindan karakterize edilmektedir. Sonug olarak genel
goreliligin teleparalel esdegerinde jeodezikler yoktur, sadece elektrodinamikteki Lorentz

kuvvet denklemine oldukca benzer kuvvet denklemleri vardir.

Ayrica genel gorelilik teorisindeki metrik tansoriin yerine teleparalel gravitasyon teorisinde

tetradlar yer almaktadir. Teleparalel gravitasyon teorisi i¢in aksiyon ifadesi;
T
§ = Jd*xe (- +Ly) (2.31)
seklindedir. Burada T, torsiyon (burulma) skaleridir [141-146].

2.4. ANiZOTROPIK YILDIZLARIN YAPISAL ANALIZINDE KULLANILAN
BAZI KAVRAMLAR

2.4.1. Karmarkar Kosulu

Karmarkar kosulu, GRT ¢ercevesinde statik ve kiiresel simetrik (6zellikle i¢ Schwarzschild

¢Ozlimii gibi) bir metrik;
ds? = —e"Mdt? + e*Mdr? + r2dn? (2.32)

secilerek ve bu metrige karsilik gelen EAD c¢o6ziilerek bir uzay-zamanin igsel yapisini ve bu
yapinin denge kosullarini belirlemede kullanilan ve 4-boyutlu Lorentzian manifoldlarda belirli
metriklerin bir sinifin1 tanimlayan, geometrik bir o6zelliktir. Karmarkar kosulu, metrik
fonksiyonlart ve tiirevlerinin arasinda geometrik bir iligki saglar, dolayisiyla metrik

fonksiyonlarindan biri segilebilir ve digeri de tiiretilebilir. Kosul, statik ve anizotropik madde
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yapilandirmalar i¢in radyal ve tegetsel basinglart iligkilendiren denklemlerin geometrik bir

mekanizmasini saglar.

Karmarkar kosulu; n-boyutlu manifoldun (n + m)-boyutlu bir manifolda gémiilmesini
saglayan gomme Class-I teknigidir. Class-1 gomme kosulu, g, ve g gibi her iki metrik
potansiyeli baglayan kiiresel simetrik uzay-zaman arka planinda bir diferansiyel denkleme yol

acar. Riemann egriligi formundaki Karmarkar kosulu, R,3,3 # 0 olmak {izere,

R14-14-R2323 = R1224R1334 + R1212R3434 (233)

seklinde verilmektedir [147-154].

Karmarkar kosulunun uygulama alanlari:

1. I¢ Schwarzschild Coziimii: i¢ Schwarzschild ¢ziimii, kiiresel simetrik ve izotropik bir
yildizin i¢indeki madde dagilimin1 ve metrik yapilarini tanimlar. Karmarkar kosulu, bu

¢ozliimiin belirli bir sinif i¢inde oldugunu belirlemektedir.

2. Yildiz I¢ Yapilari: Karmarkar kosulu, yildizlarin i¢ yapilarinin modellenmesinde
kullanilir. Y1ldizin i¢indeki basing ve yogunluk profilleri, bu kosul ile uyumlu olarak

hesaplanabilir.

3. Anizotropik Yildiz Modelleri: Anizotropik basinca sahip yildiz modellerinin
incelenmesinde Karmarkar kosulu kullanilir. Bu, 6zellikle yogun kompakt yildizlar

(6rnegin ndtron yildizlari) i¢in 6nemlidir.
2.4.2. MIT (Massachusetts Institute of Technology) Bag Modeli

MIT Bag Modeli, kuantum renk dinamigi teorisinin heniiz tam olarak anlasilmadigi bir
donemde, kuarklarin hadronlar i¢inde (6rnegin proton ve nétron gibi) nasil hapsedildigini, nasil
davrandigini ve bu pargaciklarin 6zelliklerini (kiitlelerini ve i¢ yapilarini) acgiklamak igin
1970"lerin basinda Massachusetts Institute of Technology (MIT) arastirmacilar1 tarafindan

gelistirilen bir teorik modeldir.

MIT Bag Modeli, kuarklarin hadronlarin i¢inde bir "bag" (torba) i¢cinde hapsedildigini ve bu
bagin i¢indeki enerjinin, kuarklarin hareketlerinden ve bag yiizey geriliminden kaynaklandigini

one siirmektedir. Bu model, asagidaki temel bilesenlere dayanmaktadir:
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Kuarklar: Hadronlar1 olusturan temel pargaciklardir. Kuarklar, hadronlarin iginde serbestce

hareket ederler ancak bagin disina ¢ikamazlar.

Bag: Kuarklar1 hapseden bolgedir. Bag’in disindaki bolge, kuarklarin varolamayacagi bir

vakumdur.

Bag Basinci: Bag’in i¢inde kuarklar1 hapseden bir basing vardir. Bu basing, bagin i¢ yilizeyinde

gerilim yaratir ve kuarklar iceride tutar.

Modelin, kuarklarin bag i¢indeki enerjilerini ve bag yiizeyindeki gerilimini temel alan denklemi

su sekildedir:
Etoplam = Zi Ei + BV (234)
Burada:

Eioplam - Hadronun toplam enerjisini,

e FE; : Her bir kuarkin enerjisini,
e B : Bag sabiti; kuarklari hapseden bagin yiizey gerilimini,
e V : Bag’in hacmi; bag i¢cinde hapsedilen kuarklarin hareket alanini

temsil etmektedir. Bag sabiti deneysel verilerden elde edilen bir parametredir.

Fiziksel olarak tutarli anizotropik ¢oziimler igin, madde bilesenlerine ve uzay-zaman
geometrisine bazi kisitlamalar koymak ve belirli bir hal denklem formu kullanmak
gerekmektedir. Temel parcacik etkilesimlerine dayali olarak, standart lineer hal denklemi bag
sabitini igerecek sekilde genisletilmektedir. MIT bag modeli olarak adlandirilan bu hal
denklemi, anizotropik basing profillerini ve y1ldiz i¢indeki bir elektromanyetik alan ile kompakt

nesneleri modellemek igin yaygin olarak kullanilmakta ve iyi sonuglar vermektedir.
MIT bag modeli i¢in hal denklemi [155,156],
p=ap—B, (2.35)

seklindedir. Burada p enerji yogunlugu, a sabit ve B, bag sabitidir.
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Bu c¢oziimler yiiksek yogunluk (10%°g/cm?®) mertebesinde olan kompakt nesnelerin
gbzlemlenen kiitlelerini ve yarigaplarini basariyla tahmin edebilmektedir. Karanlik enerjiye
yonelik artan c¢alismalar neticesinde astrofizikgiler a arahigim —1 < a < —1/3 olarak
almaktadirlar ve bu aralik s6zde karanlik yildizlar1 kapsamaktadir. a genellikle 1/3 olarak alinir
ve bu deger, kuark-gluon plazmasinin bir ideal gaz gibi davrandigini ve her bir kuarkin kinetik
enerjisinin basinca katkisini temsil eder. Mevcut ¢alismamizda, yildiz sistemi igerisindeki tuhaf

(strange) kuark maddesi i¢in hal denklemini,

1
pr =35 (p —4B,) (236)
seklinde dikkate alacagiz ve buradaki B, degerini 74 MeV /f m3 kabul edecegiz [157-159].

2.4.3. Anizotropi

Kozmolojide anizotropi (es yonlii olmayan), evrenin biiyiik 6lgekli yapisinin farkli yonlerde
farkli oOzellikler sergilemesi anlamimna gelmektedir. Kozmik mikrodalga arka plan
radyasyonundaki kii¢iik sicaklik dalgalanmalari, evrenin erken donemlerindeki anizotropik
yapisin1 ortaya koymaktadir. Astrofizikte, anizotropi, kompakt yildizlarin i¢ yapisinin
modellenmesinde ve denge durumlarinin anlasilmasinda kritik 6neme sahiptir. Temelde,
yildizin her yerinde madde dagilimi diizgiin olmayabilir, bu da anizotropinin varligina neden
olabilir. Anizotropik basinca sahip yildiz modelleri, yildizin igindeki basincin yalnizca yarigapa
bagli olmadigi, ayn1 zamanda farkli yonlerde farkli olabilecegini varsayar. Bu tiir modeller,
ozellikle notron yildizlar: gibi kompakt yildizlarin i¢ yapisini ve denge durumlarini anlamak

i¢in kullanilmaktadir.

Anizotropik basinca sahip yildiz modellerinde, hidrostatik denge denklemi su sekildedir:

G(p+2L m+—4m3pr
e ( ()fm) >+§<pt—pr) (2.37)

Burada p,- radyal basing, p; tegetsel basing, p madde yogunlugu, m ise yari¢ap (r) igerisindeki

toplam kiitle, G gravitasyon sabiti, ¢ 11k hizidir.

Anizotropi parametresi A, tegetsel (p;) ve radyal (p,) basinglar arasindaki fark olarak

tanimlanmaktadir:
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A=p;—pr (2.38)

Anizotropi durumunda, radyal ve tegetsel basinglar esit degildir (p, # p;). Bu basing tiiriine de
anizotropik basing denir. Skaler alanin uzaysal gradyani sifir olmadiginda, fiziksel sistem
anizotropik basing iiretir. Pozitif anizotropinin (A > 0) varligi, yildiz yapisinda i¢e dogru olan
gravitasyon kuvvetine karsi itici bir kuvvet olup, sistemi kararli tutan énemli bir 6zelliktir,
radyal mesafe arttik¢a hizla artar ancak yildiz modelinin merkezinde kaybolur. Yildiz
merkezindeki basing profilleri aymidir, bu nedenle A |,_o= p; —p, = 0°dir, ancak r = R
siirinda en yiliksek degerine ulagir. Burada R nétron yildizinin yarigapi, yani yildizin
merkezinden ylizeyine kadar olan tam yaricap, r ise radyal yaricap, yani yi1ldizin merkezinden

herhangi bir noktaya olan mesafedir [160-164].
2.4.4. Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) Denklemi

TOV denklemleri, 1939 yilinda Richard C. Tolman, J. Robert Oppenheimer ve George Volkoff
tarafindan tiiretilmistir. TOV denklemleri, Einstein'in GRT’sini kullanarak yildizlarin i¢
yapisini, denge kosullarin1 ve evrimlerini anlamak i¢in gelistirilmistir ve GRT cergevesinde
hidrostatik denge altinda bulunan kiiresel olarak simetrik, izotropik ve statik bir yildizin i¢
yapisini tanimlayan denklemlerdir. Bu denklemler, 6zellikle notron yildizlari ve beyaz ciiceler
gibi yogun gravitasyon alanlarna sahip kompakt yildizlarin i¢ basing, yogunluk ve kiitle
dagilimimi hesaplamak i¢in kullanilmakta ve yogun gravitasyon alanlari altindaki madde

davranigini inceleyerek, yildizlarin kararli durumlarini ve ¢okme kosullarini belirlemektedir.

TOV denkleminin yaygin versiyonu,

e 2

v-21 _
% + Mg(r)(p+pr) =2 _ 2(pe—pr) =0 (239)
dar r r

seklindedir. Burada M, (), r yaricap icerisindeki gravitasyon kiitlesini ifade etmektedir ve

Tolman-Whitter formiilii yardimiyla;

v+

My(r) =4 [ (T¢ = TF =T —=T))r?e 2 dr (2.40)

seklinde elde edilmektedir. Bu denklem;

A-v

My (r) = %reTv’ (2.41)
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seklinde yeniden diizenlenebilir.

(2.41) denkleminde yer alan M (r) ifadesini (2.39) denkleminde uyguladigimizda;

dpr 4+ (ptpr) _ 2(Pe—pr) _ 0 (2.42)

dr r r
esitligini elde ederiz.

(2.42) denklemi ekstra bir kuvvet eklenerek f(T,T) gravitasyon formalizmi i¢in asagidaki
sekilde degistirilebilir:

1,dp dpt  1,dp
dpr + v'(p+pr)  20e-pr) ~Par P tiPar =0 (2.43)
B i .
dr 2 r SHam

Bu esitlik kisaca
F+F+F+F=0 (2.44)

bi¢iminde yazilabilir. Burada;

_ _Yltr) o _ _dpr po_ 20epn)
P~'g - 2 » P = dr’ F, = r
_1gdpr_pdvg 15dp
F =2 drﬁﬁ ar *aPar (2.45)
E+47T
seklindedir.

TOV denkleminde; F,, Fn, F, ve F, dort kuvvet birbirini dengelediginde, yildiz sisteminin

dengede oldugu one siiriilmektedir [165,166].
2.4.5. Adyabatik Indeks

Adyabatik indeks ('), astrofizikte yildizlarin evrimi ve davranislarini anlamada kritik bir
parametredir. Adyabatik indeks, gazlarin veya plazmalarin adyabatik siire¢lerdeki basing ve
yogunluk degisimlerini tanimlar. Kompakt yildiz nesnelerinde bu indeks, yogunluga bagh
olarak onemli 6l¢iide degisir ve bu degisim, yildizin i¢ yapisini ve denge kosullarini belirler.

Beyaz ciiceler ve noétron yildizlart gibi kompakt nesnelerde, adyabatik indeksin degeri diisiik
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ve ylksek yogunluk bolgelerinde farklidir ve bu farklilik, yildizin basing ve yogunluk
profillerini etkiler. Mevcut ¢alismamizda kompakt yi1ldiz nesne adaylar1 tizerine ¢alisildigi igin

bu baslik altinda da sadece nétron yildizlar1 detaylandirilmaktadir:

Diisiik Yogunluk Bdlgeleri: Notron yildizlarinin dis bolgelerinde, madde daha az sikismis

olabilir ve ideal ndtron gazi olarak diisiiniilebilir. Bu durumda, adyabatik indeks I' = % civarinda

olur.

Orta Yogunluk Bolgeleri: Orta yogunluklarda (p~pcekirqer) niikleer etkilesimler ve notron

dejenere basinci 6nem kazanir. Bu bolgelerde adyabatik indeks I' = g civaria ¢ikar.

Yiiksek Yogunluk Bolgeleri: Notron yildizlarimin ¢ekirdek bolgelerinde, yogunluk cok

yiiksektir ve kuark-gluon plazmasi gibi egzotik maddeler olusabilir. Bu durumda adyabatik
indeks I' = 2 — 3 olabilir. Bu, madde daha fazla sikistik¢a yildizin i¢ basing profilinin nasil

degistigini gosterir.
Adyabatik Indeksin Astrofiziksel Onemi:

Yildiz Kararliligi: Adyabatik indeks, yildizin kararliligini belirlemede kritik bir rol oynar. Bir

yildizin i¢indeki basing, yogunluk ve sicaklik profilleri, adyabatik indeksin degerine baglhdir.
Eger adyabatik indeks belirli bir degerin altina diiserse, yi1ldiz dinamik olarak kararsiz hale

gelebilir ve ¢okebilir.

Pulsasyonlar ve Titresimler: Kompakt yildizlarin adyabatik indeksleri, yildizin dogal

frekanslar1 ve titresim modlarin1 belirler. Ozellikle nétron yildizlar: gibi nesnelerde, adyabatik
indeksin degisimi, yildizin titresimsel davranislarini ve pulsarlarin gézlemlenen frekanslarini

etkiler.

Termal Evrim: Adyabatik indeks, yi1ldizin termal evrimini ve soguma siirecini de etkiler. Beyaz
cliceler ve notron yildizlari, enerji kaybederken adyabatik siirecler tarafindan yonlendirilir ve

bu siirecler, adyabatik indeks tarafindan belirlenir.

Adyabatik indeksin incelenmesi, kiiresel simetrik uzay-zamanlarin manifolduna dayali olarak
rOlativist ve non-rolativist kompakt nesnenin kararliligin1 tahmin etmek ic¢in zorunlu olarak

gereklidir. Bilinen yogunlukta hal denkleminin kararlilik faktoriinii tanimladigindan, yildiz
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nesnelerinin incelenmesinde ele alinmasi gereken 6nemli bir faktérdiir. Heintzmann ve
Hillebrandt, adyabatik indeksi, I'|(o<r<r) >§ esitsizligi ile sabitleyerek bir kararlilik limiti

belirlemiglerdir. Adyabatik indeksin matematiksel denklemi ise;

[ = Prtp 2 (2.46)

T

seklindedir [167, 168].
2.4.6. Enerji Kosullar:

Calismalarimiz igin, daha oOncesinde (2.24.a)-(2.24.d) denklemlerinde de genel olarak
bahsetmis oldugumuz enerji kosullar1 Gii¢lii Enerji Kosulu (SEC, Strong Energy Condition),
Zayif Enerji Kosulu (WEC, Weak Energy Condition), Sifir Enerji Kosulu (NEC, Null Energy
Condition ) ve Baskin Enerji Kosulu (DEC, Dominant Energy Condition) kendi kendine

gravitasyona ugrayan anizotropik kompakt yildiz nesneleri s6z konusu oldugunda;

SEC: p+p, =20 , p+p,+2p, =20 (2.47.a)
WEC: p=0 , p+p, =0 (2.47.b)
NEC: p+p, =0 (2.47.c)
DEC: p > |p,| (2.47.d)

formunu alirlar. Burada y = r,t’dir. Yildiz sistemindeki maddenin ger¢ek 6zii bu enerji
kosullar1 ile incelenmektedir. Enerji kosullarinin pozitif davranisi, yildizin tiim yayiliminda
anizotropik formdaki maddenin gercek ve fiziksel olarak kabul edilebilir dagilimini
saglamaktadir. SEC, WEC, NEC ve DEC enerji kosullari, y1ldiz nesnelerinin kompakt olusumu
sirasinda yukarida (2.47.a)-(2.47.d) esitlikleri ile verilen kosullar saglamalidir.
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2.4.7. Kiitle Fonksiyonu, Kompakthk Parametresi ve Kirmiziya Kayma Fonksiyonu

Kiitle Fonksivonu

Notron yildizlarinin kiitle ve yarigapi, yildizin yapisini belirleyen temel parametrelerdir. Bu
parametreler arasindaki iligski, yildizin i¢ yapisim1i ve denge kosullarini belirler. Notron
yildizlarinin kiitle fonksiyonu, bu nesnelerin i¢ yapisini, yogunluk ve basing profillerini
anlamada 6nemli bir rol oynamaktadir. TOV denklemleri ve hal denklemi kullanilarak, nétron
yildizlarinin  kiitle ve yaricapt hesaplanabilir. Kiitle fonksiyonu, go6zlemsel verilerle

dogrulanarak notron yildizlarinin fiziksel modelleri gelistirilebilir. Kiitle fonksiyonu,
m(r) = 4nf r?pdr (2.48)
esitliginden elde edilebilir.

Kiitle fonksiyon esitligi ve hidrostatik denge denkleminden de nétron yildizinin yogunluk ve

basing profillerinin kiitleye ve yarigapa bagli olarak nasil degistigi goriilebilmektedir.

Kompakthk Parametresi

Kompaktlik parametresi, bir yildizin veya kompakt nesnenin ne kadar sikisik oldugunu
tanimlayan bir ol¢iittiir. Bu parametre, bir nesnenin kiitlesi ve yaricap1 arasindaki iliskiyi ifade
etmektedir ve nesnenin ylizeyindeki gravitasyonel alanin giiclinii belirler. Ayn1 zamanda bu
parametre, gravitasyonel kirmiziya kaymanin derecesini dogru orantili bir sekilde, 15181n
biikiilmesi ve kagis hiz1 gibi fiziksel fenomenleri belirlemede 6nemli bir rol oynamaktadir ve
gozlemsel verilerle dogrulanabilmektedir. Bu da, genel goreliligin 6ngordiigi 151k sapmasi
(gravitational lensing) fenomenini agiklamak i¢in kullanilmaktadir. Kompakt nesnelerin
yiizeyinden kagis hizi ile kompaktlik parametresi arasinda dogrudan bir iligki bulunmaktadir.
Yani, yiiksek kompaktlik degerleri, yiiksek kagis hizlarina yol agmaktadir. Ornegin, kara
deliklerde kacis hiz1 151k hizina esittir.

Kompaktlik ifadesi u(r);

me)

u(r) = (2.49)

r

iligkisi ile hesaplanabilir.
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m(r)
R

Kompaktlik parametresi i¢in maksimum smirlayicr  deger, u(r) = <% olarak

belirlenmistir [169, 170].

Kirmiziva Kayma Fonksiyonu

Kirmiziya kayma, ii¢ ana tlirde incelenebilir: Doppler kirmiziya kaymasi, kozmolojik kirmiziya
kayma ve gravitasyonel kirmiziya kayma. Burada mevcut c¢alismalarimiz igin

detaylandiracagimiz Gravitasyonel Kirmiziya Kayma durumudur.

Gravitasyonel Kirmiziya Kayma:

Kirmiziya kayma parametresi (zg), kompakt nétron yildizlarinin giiglii gravitasyonel alanlari
nedeniyle yayilan 1518in dalga boyunun uzamasii tanimlamaktadir. Bu parametre, yildizin
kiitlesi, yaricap1 ve yogunluguna baghdir. GRT c¢ergevesinde, gravitasyonel kirmiziya kayma,
kompakt nesnelerin ylizeylerinden kacan 1s181n, gozlemlenen dalga boyunun artmasi olarak
ortaya ¢ikar. Daha biiyiik kiitleler ve daha kiigiik yarigaplar, daha yiiksek kirmiziya kayma
degerlerine yol acar. Notron yildizlart gibi yogun kompakt nesneler i¢in kirmiziya kayma
parametresi, bu nesnelerin gravitasyonel potansiyel kuyusunun (Gravitasyonel potansiyel
kuyusu, bir kiitlenin ¢evresinde olusturdugu gravitasyon alaninin, potansiyel enerji profilini
tanimlar.) derinligini ve i¢ yapilarin1 anlamada kritik bir rol oynar. Notron yildizlar ¢ok ytiksek
yogunluklara sahiptir ve bu da kirmiziya kayma parametresinin yiiksek olmasina neden olur.

Yildizin igindeki madde yogunlugu arttikga, yiizeydeki gravitasyonel potansiyel de artar.

GRT cergevesinde, bir nétron yildizinin yiizeyinden yayilan 15181in gravitasyonel kirmiziya

kayma parametresi su sekilde hesaplanir:

-1/2
=) (2.50)

Rc?

1+z5=(1—

Burada G gravitasyon sabiti, M n6tron yildizinin kiitlesi, R nétron yildizinin yarigapi, ¢ ise 151k
hizidur.

Ayrica kirmiziya kayma fonksiyonu zg, (2.49) ifadesinden;

zo=(1-2u)i—1 2.51)



28

seklinde yeniden tretilebilir.

Yildizin i¢ yapisim1 tanimlayan adyabatik indeks de kirmiziya kayma parametresini
etkileyebilir. Yiiksek adyabatik indeks degerleri, daha kararli ve yogun yildiz yapilari
olusturabilir, bu da kirmiziya kaymay: etkiler. Buchdhal kirmiziya kayma parametresi icin

maksimum deger kriterini zg < 4.77 olarak belirlemistir [161].
2.4.8. Adler-Finch-Skea Uzay-Zamam

Adler metrigi, teorik fizik¢i Ronald Adler tarafindan sunulmus bir uzay-zaman geometrisidir.
Bu metrik, GRT’nin genisletilmis bir versiyonu olarak diisliniilebilir ve genellikle simetrik
uzay-zamanlarin incelenmesinde kullanilir. Adler metrigi uzay-zaman geometrisinin belirli bir
formunu tanimlar ve GRT cergevesinde yiiklii ve doénen gok cisimlerini incelemek i¢in

kullanilir.

Adler metrigi su sekildedir:
2 _ 2m | q? 2 2m @\t 2702
ds?=-(1-2+L)de? + (1-Z+L)  dr? +7r2d0 (2.52)

Burada, q elektrik yiikii, d? ise kiiresel agisal koordinatlar icin metrik bilesenidir (d2? =
dB? + sin? d¢?).

Adler'in orijinal ¢alismasindaki metrik bazi modifikasyonlar i¢erebilir ve 6zel formu galigmanin

baglamina bagl olarak degisebilir.

Finch-Skea geometrisi de, kompakt yildizlarin i¢ yapisini modellemek i¢in kullanilan belirli bir
statik, kiiresel simetrik ¢oziimdiir. Bu ¢6ziim, GRT baglaminda yogun, kompakt nesnelerin i¢

yapisini incelemek i¢in 1989°da gelistirilmistir.
Finch-Skea metrik ¢oziimii asagidaki sekilde yazilabilir:
ds? = —e"Mdt? + e*Mdr? + r2(d6? + sin® d¢?) (2.53)

Burada, r radyal (yarigap) koordinat, v(r) ve A(r) ise radyal koordinata bagli metrik

fonksiyonlardir.

Bu metrik fonksiyonlar, Finch-Skea ¢6ztiimiinde belirli bir forma sahiptir:
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eV = A%2(1 + ar?),

e/l(r) — 1+3ar2.
1+ar?
Burada A ve a yildizin fiziksel 6zelliklerine bagli sabitlerdir. Bu metrik fonksiyonlar yildizin

icindeki madde dagilimini ve basing profilini tanimlayan EAD’ye uygun bir ¢6ziim saglar.

Finch-Skea ¢oziimii; yildizin merkezinde maksimum yogunluk ve basing degeri veren ve
yiizeye dogru azalan bir profil sunar. Bu ¢6ziim, yildizin merkezinden yiizeyine kadar diizgiin
ve stirekli bir metrik saglar ve fiziksel olarak anlamli yogunluk ve basing profilleri sunar,
boylelikle de ¢ozliimiin fiziksel gegerliligini arttirir. Finch-Skea ¢6ziimiinde » = 0 noktasinda

(yildizin merkezi) metrik fonksiyonlarin diizgiin davranmasi, merkez tekilliginin olmadigini
gosterir [171-174].

Ozetle, Adler-Finch-Skea uzay-zamani, GRT cercevesinde kompakt yildizlarin ve kara
deliklerin i¢ yapisin1t modellemek i¢in kullanilan 6nemli bir ¢oziimdiir. Bu ¢6zlim, yildizlarin
enerji yogunlugu ve basing profilini tanimlayarak fiziksel olarak anlamli ve kabul edilebilir bir

model sunar.
2.4.9. Abreu Kriterleri

Abreu kriterleri, ndtron yildizlar1 gibi kompakt statik ve kiiresel simetrik y1ldiz modellerinin
kararliligint belirlemek ve fiziksel gegerliligini degerlendirmek i¢in kullanilan termodinamik

kriterlerdir. Pozitif sicaklik, entropi, basing, i¢ enerji ve yogunluk gibi kosullari igerir [175 ].

Abreu kriterleri, yildiz modellerinin kabul edilebilir ve fiziksel olarak anlamli olmasini

saglamak i¢in temel olarak su sartlari igerir:

1. Abreu enerji kosullari: Yildizin i¢indeki enerji yogunlugu ve basincin pozitif ve fiziksel

olarak anlamli olmasi gerekir. Yani tiim bolgelerde p > 0 ve p> 0 olmalidir. Ayrica entropi

(S) S > 0, sicaklik (T) T > 0 ve i¢ enerji (U) U > 0 olmalidir.

2. Kararlilik kosulu: Yildizin i¢indeki maddelerin kararli olmasi i¢in adi tiirevli esitliklerin

(TOV denklemleri) saglanmasi gerekir. Bu, hidrostatik denge kosulu olarak da bilinir.

3. Nedensellik kosulu: Yildiz i¢indeki ses hizinin, 151k hizin1 gegmemesi gerekir.
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4. Enerji kosullar: Zayif enerji kosulu (WEC), giiglii enerji kosulu (SEC), sifir enerji kosulu
(NEC) ve baskin enerji kosulu (DEC) olarak adlandirilan enerji kosullar1 saglanmalidir.
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3) MALZEME VE YONTEM

3.1. EINSTEIN-HILBERT AKSiYONU

Langrange yogunlugunun, uzay-zaman igerisindeki yol integralinden olusan Einstein-Hilbert

aksiyonu;
Sey = | Ld*x (3.1)

seklindedir. Burada L, sifirinci mertebeden bir tansordiir. Einstein-Hilbert, gerekli kosullari
saglayan en basit skalerin Riemann tansoriiniin iki kez biiziilmesiyle olusturulmus olan Riccli

skaleri R oldugunu ve aksiyon denklemini g metrik tansoriiniin determinanti olmak iizere,

Sen = [ \[—gRd*x (3.2)

olarak belirlemistir. En kii¢iik etki prensibi ile Einstein alan denklemlerine ulasmak i¢in bu

integralin metrige gore

varyasyonu alinarak EAD elde edilebilmektedir. Maddeyi de igeren alan denklemlerine de,

1

— |, d*x\[=g(R —24) + Sy, (3.4)

Sgn =

esitligi ile ulasilabilmektedir. S,,,, madde-enerjiyi tasvir eden L,, Lagrange yogunlugundan

hareketle,

Sm = [, d*x\[~gLn, (3.5)

olarak tanimlanmis madde-enerji aksiyonudur. Dolayisiyla L,, Lagrange yogunlugundan

hareketle aksiyon ifadesi i¢in ise,

S =—[d*x/=g(R+ L) (3.6)

esitligi kullanilabilmektedir. L,, Lagrange yogunlugu verildiginde ise T;; enerji-momentum

tansori:
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_ 2 5(=gLm)
ly=-F= " (37)

esitligi ile bulunmaktadir.
3.2.4-BOYUTLU UZAY-ZAMAN GEOMETRIiSININ TEMEL BiLESENLERI

4-boyutlu metrik uzay-zaman manifoldunda x° = ct ile zaman koordinat1 ve x1,x2, x3 ile de
uzay koordinatlar1 gosterilmek iizere, bir {x'‘} lokal koordinat sistemi gz dniine alindiginda,
bu koordinat sisteminde iki tiir taban secmek miimkiindiir. Ilki, koordinat egrilerine teget
vektorler olan 9;(= 8/0x")’lerden olusan {0;} kiimesi, digeri ise koordinat yiizeylerine dik olan

dxi(aj) =gt ; bagmtisi ile tanimlanan {dx"} kiimesidir. {0;}, koordinatsal teget vektor tabani,

{dx'} ise koordinatsal diferansiyel 1-form tabani olarak adlandirilmaktadir.

Metrik olarak adlandirilan ve uzayda birbirine sonsuz yakin uzaklikta olan iki nokta arasindaki

uzaklig1 veren ifade:

ds? = gjdx’ dx* (3.8)
seklindedir. ds? ayrica yay elemam ya da uzay-zaman aralig1 olarak da adlandirilmaktadir. g jk
metrik tansérdiir, gt g, j=0 ‘ ; bagintisiyla tanimlanir ve simetriktir (g;; = g;;). Ayrica ozel
olarak V. g;; = 0 esitligine ise Ricci Teoremi denmektedir. Uzay-zamanin burulmasi, ¢ keyfi

bir skaler fonksiyon olmak tizere,
ViV = ViVip = =T*,;Vep (39)

bagntisi ile tamimlanmaktadir. Eger T*, ; burulma tansori sifir alimirsa (T*, ; = 0), ele alinan

uzay-zamana burulmasiz denir ve bu taktirde:
ViV = V7 (3.10)

ve de I'%; ;=T kji (alt iki indise gore simetrik) olur. Metrik tansdrden (g i), genel bir tabanda
Ricci Donme Katsayilari, koordinatsal tabanda ise Christoffel sembolleri olarak adlandirilan

(L)) ler:

J_ i1 im(09mk , 09mi 09w
la = Tk _Eg]m( a;; + axn’2 _axm) (3.11)
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esitligi ile elde edilmektedir. Teget taban vektorlerinin birbiri dogrultusundaki tiirevleri V5 0; =
r ki ;0 bagmtist ile tanimlanmaktadir. Minkowski metriginden sapmayi belirleyen bir nicelik

ve egriligin bir dl¢iitii olan Riemann tansorii (R jyqm):

1(0%gjm %91 0%gji 0% gim npp n pp
Rjklm 2 (6xk ox! T axJoxm  axkaxm  axJ axl) t Inp (Fkl[]"m B kal}l (3'12)

seklinde tanimlidir. Riemann tansoriine uygulanan biiziilme islemi sonucunda elde edilen Ricci

tansorti (R jy):

. art, ort
L= = olimp . — k77t
R]k - Rk] =g lemk  9xl axk

+ Gl = I i (3.13)
Ve bu tansore uygulanan biiziilme islemi sonucunda elde edilen Ricci skaleri de (R):

R = g’*Ry, (3.14)
seklindedir [176].

3.3. BiR U VEKTOR ALANINA GORE KOVARYANT TUREV

Lie tiirevi ve dis tiirev gibi olmayip da varyeteyi bir yapiyla donatan ve varyetede tanimli her
bir U vektoriine baglanan Vy; tiirev islemi (U vektoriine gore kovaryant tiirev) su 6zellikler ile

tanimlanmaktadir:

1) Vy, bir tansor alanina uygulandiginda ayni tipten bir tansor versin ve U’ya gore lineer olsun:

Virusgn(T) = fVy(T) + gVy(T) (3.15)
2) Uygulandig1 vektor alanina gore de lineer olsun:
Vy(fV +gW) = fVy(V) + gVy(W) (3.16)
3) Bir fonksiyona uygulandiginda
Vy(f) =Uf (3.17)
olsun.

4) Tansorel ¢arpimlara uygulandiginda tiirev operatorii 6zelligi gostersin:

V,(S®T) = Yy (S)QT + SQV, (T) (3.18)
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Dikkat edilecegi iizere V;; Tansor Analizindeki V (ya da ;) ile gosterilen kovaryant tiirev
kavramindan farklidir ¢iinkii V uygulandigi tansoriin kovaryansini 1 mertebe arttirmaktaydi. (3)

ve (4) ozelliklerinden, keyfi bir f fonksiyonu ve U, V vektorleri igin
Vy(fV) = fVy(V) + UV (3.19)
yazmak miimkiindiir.

Simdi, {Ew a)“} genel tabanda, taban vektorlerinin taban vektorlerine gore kovaryant tiirevleri
g0z Oniine alinsin. Sonug yine bir vektor olacagindan, taban vektdrlerinin lineer kombinezonu

olarak
Vg, (E,) = TE, (3.20)

yazilir. (3.20) esitligi ile tanimlanan I’lara baglant1 katsayilari denir. (3.15) ve (3.16) esitlikleri

kullanilarak sunlar1 hesaplamak miimkiindiir:
{E,, w*} tabaninda V = VYE,,, U = UPEp, w = w,w® olsun,
Vy (V) nin hesabu:
Vy (V) =Vy(VE,)
= Vy(Eq) + (UV*)E, = UPV Vg, (E,) + (UPERV*)E, (3.21)
= UP(EpV™ + T 3V )E;
Eger EgVT = Vg ve Vg + [V = Vg yazilirsa
Vy(V) = UPV4E; (3.22)
bigiminde bir ifade bulunur. Bu ifade, U = Ej 6zel hali igin
Ve, (V) = VigE, (3.23)
ifadesine indirgenir.

Vy(w)’nin hesabi:
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Vy(o) = Vy(@)(V) + w(Vy (1)) (3.24)

wlV) =< w,V >= w,V* (3.25)
oldugundan

Vy(weV?) = (Vyw)oV® + w (V. V)7 (3.26)

U(woVY) = (Vyw)oV + w (UPERVT + UPVTEp) (3.27)

Ww)V® + w(UV) = (Vyw) oV + w0 (UVT) + W UPV TG, (3.28)

ve buradan da

(Vo(@)), = Uwg = UPwxTgg (3.29)
ya da

Vy(w) = Uﬁ(Eﬁa)a - wTF;B)a)“ = Uﬁa)a;ﬁa)“ (3.30)
bulunur. Ozel olarak w = w* ve U = Ep alinirsa

Vg, (wh) = —Tpw® (3.31)
oldugu goriiliir.

{au, dx“} koordinatsal tabanda (3.22) ve (3.30) ifadeleri alisilmis kismi tiirev ve kovaryant

tiirev ifadelerine indirgenir.

Yukaridaki hesaplamalar kolaylikla daha yiliksek mertebeden tansorlere de genellestirilebilir.

Mesela 2. mertebeden kovaryant g tansorii i¢in

VET(guku®wv) = (Elgyv - Fslgyrr;flgfv)wlt@wv (332)
bulunur. Eger ek bir varsayim olarak

5) Vy(g) =0

kosulu istenirse (3.32) esitliginden
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E/lgpn/(l’))L = (Fj)lguv - F;flgrv)(‘)l (3.33)
elde edilir. Sol taraf {E,,, w*} tabaninda dg,,, (cs tiirev) nin ifadesidir. Eger
w? =Tt (3.34)

denilirse, (3.33) esitligi

dGuy = Gur®y + Gvr @}y (3.35)
ya da

Wy = Gpur @Y (3.36)
yazarak

Adguy = Wy + Wy, (3.37)

elde edilir. w?’lara (ya da w,,) baglanti 1-formlari denir. Bunlarin w* tabanindaki

bilesenlerine baglant1 katsayilar1 denildigi gibi Ricci Donme Katsayilar1 da denir. Bu iki tip
katsay1 soyle de ifade edilebilir: (3.34) ve (3.36) ifadelerinden yazilabilecek

Wy = Guelyp0? (3.38)
bagitisinda

Tvi = Guelva (3.39)
tanimlanirsa

Wy = Ta0? (3.40)

ifadesi elde edilir [177].
3.4. EGRILIK VE TORSIYON, CARTAN DENKLEMLERI
U ve V teget vektorler olmak iizere

T, V)= vy(V)-v,U)-[UV] (3.41)
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R(U, V) = VUVV - VVVU - V[U,V] (342)

seklinde tanimlanan T ve R operatorlerine sirasiyla Torsiyon ve Egrilik Operatorleri denir.

Torsiyon igermeyen uzay ile islem yapilmasi istenirse

Vy(V) -V, (U) =[U,V] (3.43)
Kosulu gergeklesir. E, taban vektorleri i¢in bu ifade

Ve, (Ep) = Vi, (Ea) = [Eq Eg] (3.44)

seklini alir ve

[hy =T = Dig (3.45)
bagintisi elde edilir. Bu taktirde,
do* = E(’;ﬂw“Awﬁ
_ _lnu a B
= 2D(ww Aw
1
= — [k, - Tl | 0 Aw? (3.46)
1
=—= (w”ﬁAwﬁ - w“Aa)“a>
1
=-- (w”BAwB + w”aAw“)
yani
dwh = —w”BAwﬁ = Fé‘aa)ﬁAw“ (3.47)

bulunur. (3.47) esitligine torsiyonsuz uzaylar i¢in Birinci Cartan Denklemi (Yapt Denklemi)

denir.

Fél 5 baglant1 katsayilarinin {E " w”} genel tabaninda,
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Ph = = g4 (Eugop + EpGoa — EvGap) +1(—D“ + 9acg"" D% + Gapg" D)
ap =5 9 aYop BYoa c9ap > ap T Yacd 8 T 9apYd” Vra
(3.48)

ile hesaplanabilecegi gosterilebilir. Eger {6“, dx“} koordinat tabani1 kullanilirsa D(’;ﬁ =0

oldugundan bilinen Christoffel Sembolleri ifadesine diisiiliir. R(U, V') operatoriinden hareketle
RU,V,W,w) = w[RU,V)W] (3.49)

tanimlansin. R(U,V,W,w), l¢ teget vektor alam ile bir 1-forma etkiyerek bir fonksiyon
(esitligin sag yani1) vermektedir. R(U,V, W, w)’nin tiim argiimanlarina gore ¢ok kere lineer ve

dolayistyla da bir tansor oldugu gosterilebilir. Bu tansére Riemann Egrilik Tansorii adi verilir.
{E " w“} tabani i¢in R (Eﬂ, Ev) (E,) bir vektor alant oldugundan
R(E, E,)(Ey) = R E, (3.50)

yazilabilir. RZ,,’lere Riemann Egrilik Tansoriiniin bilesenleri denir ve bunlarin (torsiyon

icermeyen uzay igin)
RGuw = ETgy — E TG, + T g, — T I8 — D T'd: (3.51)

ifadesi araciligiyla hesaplanabilecegi gosterilebilir. {aﬂ, dx”} tabaninda bu ifade Rg,, nin

tansor analizindeki bilinen ifadesine indirgenir. Gene bu tabanda (3.51) esitligi kullanilarak,
6! = dwl + v’ Aw?, (3.52)
seklinde tanimlanan 6! lerin Riemann Egrilik Tansoriiniin bilesenlerine,

6l = %RfﬂwTAw“ (3.53)

denklemi uyarinca baglt oldugu gosterilebilir. 8} 2-formlarina Egrilik Formlar1 ve (3.53)

esitligine de Ikinci Cartan Denklemi denir [177].
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3.5. TETRAD FORMALIZMi

{0;, dx'} koordinatsal tabani, metrigin grup simetrileri gibi dzelliklerini yansitmakta yetersiz

kaldigindan genel tabanlar tammlama yoluna gidilmistir. {9;,dx'} koordinatsal tabandan

hareketle,
e, =eg0; , det(e)#0 (3.54)
e® = e;“dx! (3.55)

formunda lineer kombinasyonlar almak kaydiyla yeni bir {e,, e%} taban1 tanimlanabilir. Bu,
dort bagimsiz vektorden olusan {e,}’ya tetrad tabami denir. e;'’lar ise bu vektdrlerin {0;}
tabanindaki bilesenleridir ve genel olarak uzay ve zaman koordinatlarinin fonksiyonudurlar.

e®’lar ise e, tetrad vektorlerinin,
et(ey) = 6% (3.56)

bagintisi ile tanimlanan dual 1-formlart olup, {dx!} tabaninda e;* bilesenlerine sahiptirler.
Ayrica burada {e%}’ya tetrad 1-form tabani denir. (3.54)-(3.56) bagintilar1 kullanilarak e,' ve

e; ¢ bilesenlerinin birbirlerinin ters matrisi olduklar1, yani,
ve eje? =65, (3.57)
bagintilarina uyduklar1 gosterilebilir.

{8;,dx'} ve {e,, e} tabanlarinda, bir vektor X = X'9; = X;dx' = X%, = X,e? olarak
yazilacaktir. Burada X' ile X;’ye vektdriin koordinatsal ya da tansor bilesenleri, X¢ ve X, ya da

tetrad bilesenleri denir. Bu bilesenler arasindaki gegisler;

Xi=elX* o X%=efX! (3.58.3)
X =ele? X% o X% = eiaegXij (3.58.b)
seklindedir.

g jk metrik tansor i¢in koordinatsal ve tetrad bilesenler arasindaki gegis;
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gij=ele’gay © Gap= eée;{gij (3.59)
seklinde olur. {e,, €%} tetrad tabaninda uzay-zaman metrigi:

ds? = g*e e, = gq e®e? (3.60)
esitligi ile ifade edilir.

{(’)i, dxi} koordinatsal tabaninda d;’lerin komiitatoriiniin [ai, aj] = 0 olmasina karsin, {e,, e?}

tabaninda,

[eaJ eb] — ycabec (361)

formundadir. Burada y €, lere komiitasyon fonksiyonlar1 denir ve genel olarak uzay-zaman

koordinatlarinin fonksiyonudurlar. Tanimdan, bu ifadelerin
Y ap = =Y ba (alt indise gore antisimetrik) (3.62.8)
ea¥’ be) F V% ap¥ qa =0 (Jacobi 6zdesligi) (3.62.b)
bagintilarina uyduklar sdylenebilir.
Tetrad formalizminde,
Ve.er(E Vaep) = e (3.63)

ifadesi ile e, taban vektoriiniin e, dogrultusundaki kovaryant tiirevi gosterilmek tizere skaler,

vektor ve tansorlerin kovaryant tiirevlerinin tetrad formalizmindeki karsilig::
Vo = e
Vo Xy = e Xp — Ty X, (3.64)
VoXp = eqXp + TG Xf — X5

seklinde olur. Burada artik I’lara Ricci Donme Katsayilart denir. Burulma tansoriiniin

(T(X,Y)) ve Riemann tansoriiniin

T(X,Y) = VyY — VX — [X,Y] (3.65)
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R(X, Y)Z = VXVYZ - VXVYZ - V[X’y]Z (366)

formundaki tanimlar1 goz oniine alinsin. (3.65)’te X =e,, Y = e, ve (3.66)’dada X =e., Y =

eq, Z = e, almir ve (3.61, 3.63 ve 3.64) bagintilariyla birlikte,
T(eq ep) =TCapec (3.67)
R(ec,eq)ep = R cq€a (3.68)
tanim kabulleri kullanilirsa sonucta,
T =T b =T ba =V ap (3.69)
R%cq = el %%q—eql %y + T gy =TT 5T — v cal %5 (3.70)
ifadeleri elde edilir. (3.69)’da burulma sifir oldugunda
Tap =T =7 ap (3.71)

oldugu goriilmektedir. Bu, koordinatsal tabanda I'*; =T k ji olmasina karsilik, tetrad tabaninda

uzay-zaman burulmasiz (TS, = 0) olsa bile I, # I, oldugunu sdylemektedir.

Ricci tansoriiniin tetrad bilesenlerini bulmak i¢in (3.70)’de a = c¢ biiziilmesi yapilir ve y yerine
de (3.71) kullanilip I";},’ler cinsinden ifadesi yazilirsa, gerekli kisitlama sonucunda, indislerin

yeniden adlandirilmis sekliyle,

Rap = el Gy — epl%a + T %al %a — Tl Ga (3.72)
elde edilir. Ricci skaleri ise,

R = g*R,, (3.73)
olarak tamimlanir. Ricci skaleri ve Ry, R*” seklinde tanimlanan skaler de egrilik invaryantidir.

(3.61)’de (3.54-3.57) bagintilar1 kullanilirsa, komiitasyon fonksiyonlarinin tabanlarin koordinat

bilesenleri cinsinden ifadesi,

Yeap = —(eée; - el",eé') d;ef (3.74)
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olarak bulunur. Diger yandan, Ricci teoremiyle birlikte (3.71) bagintis1 kullanilirsa I, Ricci

donme katsayilarinin y komiitasyon fonksiyonlari cinsinden ifadesi,

Tupe = Gaal be © Tp = 9°Taap Ve Yabe = aa¥ e © Vap = 9%Vaap  (3.75)
tanimlarindan yola ¢ikilarak

Iope = %(ebgca + ecYap — €aPpc) + % (Yabe + Yeav = Vbea) (3.76)
seklinde elde edilir [178-180].
3.5.1. Ortonormal Tetrad Formalizmi

{e,} taban vektorlerinin birbirine dik alinmasi durumunda, metrigin tetrad bilesenlerini

tanimlayan e,. e, = gqp bagmtisi, 1y, = kos(—1,+1,+1, +1) olmak iizere,

€e-€p =Nap & ene=—-1 , epeg=0 , ezep=27u (3.77)
bagmtilarina indirgenir. Bu, taban 1-formlar diliyle uzay-zaman araliginin,

ds? = ngpe®el = —(e%)? + (e1)? + (e2)? + (e3)? (3.78)

bigiminde Minkowskisel (Lorentzsel) formunu aldig1 bir formalizmdir. Burada n,;, Lorentzsel
uzay-zaman metrigidir. {e,, e*} nin ortonormal (dik) bir formalizm olarak segilimi, genel bir
tetrad formalizmi i¢in yazilmis bagintilar1 kayda deger bir bigimde sadelestirir. Bir bagka
sadelestirmeyi ise, tetrad formalizminin zamansal taban vektorii ey’in, akiskanin 4-1i hiz
vektorli w’ya paralel se¢ilmesi olusturur. Bu taktirde, {e,,e®} formalizmine eshareketli

formalizm denir. e, = u = 9, alinmasi, 4-1i hiz vektoriiniin tetrad bilesenlerinin,
u® = (1,0,0,0) = 6% ve u,=(-1,00,0)=-682 (3.79)

olmasi anlamina geldiginden, buradan, h,;,, = 1,4, + U U, ile tanimli dik izdiislirme tansoriiniin

tetrad bilesenlerinin,

hyy = — pab (3.80)

o O oo
S mr O O
o O O

S O RO



43

seklinde basitlesecegi goriiliir.

Bunun sonucunda, eshareketli ortonormal formalizmde akiskanin kinematik ve dinamik
buiyiikliikleri arasinda sifir indisli bilesenler 6zdes olarak sifir olur ve geriye yalnizca, g, wqp,
Wg, D¢, Ngp, Ag, G Tep Olmak iizere uzaysal bilesenleri kalir. Bunlarin komiitasyon

fonksiyonlar1 cinsinden ifadeleri [179]:

g = 1% (3.81.a)
Oap = =5 (Y oa +7"05)0 = =10y (3.81.b)
Oap = — % (Y ou +¥0p) + %VAOASaB (3.81.c)
wh = ig/laﬁyoaﬁ (3.81.d)
n* = %symy”oﬁ —w? (3.81.e)
@y =¥ oy (3.81.f)
n =2 (M o+ eyl e) (38L9)

seklindedir. Burada 1, ivme, 8,5 genisleme tansorii, 6 genisleme skaleri, w,p girdap (donme)
tansoril, w, girdap (dénme) skaleri, q, 1s1 (enerji) akisi, .z esyOnsiiz basing tansori, ggg
makaslama tansorii, o makaslama skaleri, ,, ortonormal tetrad formalizminin Fermi
Otelenmesinde bir eylemsizlik sistemine gore donmiisliigliniin Olgilisiinii tasvir eden bir

vektordiir. g vektorl ile ngpg (ngp = ng,) matrisi ise, komiitasyon degiskenleri denilen ve

tamamen uzay indisli y" ;5 komiitasyon fonksiyonlarmin
YYap = €apan™ + aa6yﬁ —agé’, (3.82)
biciminde parametrizasyonunda yer alan degiskenlerdir.

Ortonormal eshareketli tetrad formalizminde, metrigin tetrad bilesenlerinin sabitler olmasindan

dolay1 alan denklemlerinin hesaplanmasi daha kolay olmaktadir. Ornegin; (3.76)’da gup = Nap
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alindiginda ilk terimin sifirlanacagl yani e g, = e:Nqp = 0 olacagindan ve (3.75) tanimlari

g0z oniline alindiginda da I, baglant1 katsayilarinin ifadesinin y 4. terimine dogrudan

1 1
lape = 5 (yabc + YVeab — Vbca) = 5 (naeyebc + nceyeab - nbeyeca) (383)

ifadesiyle bagl olacagi rahatlikla goriiliir [179].
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4) BULGULAR

4.1. DEGISTIRILMiS TELEPARALEL GRAVITASYONDA, HAL DENKLEMI
ARACILIGIYLA KENDi KENDINE GRAVITASYON YAPAN ANiZOTROPIK
YILDIZLARIN YAPISAL ANALIZI

Bu ¢alismada, MIT bag hal denklemini dikkate alarak anizotropik senaryoda, PSRJ1416 —
2230,4U1608 — 52,CenX — 3,EX01785 — 248 ve SMCX - 1 kompakt nétron yildiz
adaylarinin olusumunu arastirtyoruz. Metrik fonksiyonlar, enerji yogunlugu, basincin radyal ve
tegetsel bilesenleri, anizotropi, gradyanler, hal denklemi, ses hizlar1 gibi parametreleri Abreu
kriterleri ve TOV kuvvetleri dengesi ile inceleyerek anizotropik yildiz nesnelerinin kararliligini
inceliyoruz. Torsiyona bagli teorilerin tetrad formalizmini esas almasindan dolay1 bu ¢alismada
diagonal ve off-diagonal tetradlar se¢iyoruz. Kompakt yildiz nesnelerinin gravitasyona dayali
yapisinin tam olusumunu, lineer ve non-lineer gravitasyon modifikasyonu ile ayarlanabilen

dogru tetrad formalizminin se¢iminin kararlilik analizini detaylandiriyoruz.
Mevcut analizimizde,

ds? = gg dxbdx® =100/ 4.1)
metrigini kullanacagiz. Burada;

dx$ = ein; 0! = eledx® (4.2)

ve 7;, diag(l,—1,—1,—1) Minkowski metrigini temsil etmektedir. Ayrica eif tetrad

bilesenleri ise,
eifegi = Sg, efiefj = 5]-1' (4.3)
iligkilerine sahiptir.

GR’de Levi-Civita baglantisi;

. 1
I =29 (0¢90¢ + 0¢90c — 0595¢) (4.4)
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seklindedir. (4.4) denklemindeki kosulu yalnizca sifirdan farkli egrilige ve torsiyona sahip

uzay-zaman saglar.

Teleparalel gravitasyonun tiim degistirilmis formlar1 dikkate alindiginda, (4.4) denkleminde

verilen Levi-Civita baglantis1 yerine,
I{; = e" 0ze's = —e's 0zeiq (4.5)

esitligi ile tanimlanan Weitzenbock bagintisi dikkate alinir. Torsiyon ise (4.5) denklemi ile

verilen Weitzenbock bagintisindan,
a __ a a
Teg = Tgg — I (4.6)
seklinde elde edilebilir. ilgili kontorsiyon tansérii ise,
: 1
Keg =Tz —Igg = 5 (T + Tp % = T%g;) 4.7
olarak elde edilir ve
& _ _1(n& €3 &
Ke® = =2 (1%, - %, + T, %) (4.8)
seklinde yeniden diizenlenir.
Siiperpotansiyel, torsiyon tansorii ve kontorsiyon kullanilarak;
1
S8 =2 (K% + 6517, — 85T ) (4.9)
seklinde ifade edilir. Genel olarak, T torsiyon skaleri;

T =T% S, (4.10)

seklinde yazilir. Riemann tansort, (4.7) denkleminden kontorsiyon tansoriiniin bir fonksiyonu

olarak;
§e¢ _
Ra™™ = Ko = Kegp + KogKey — KooK (4.11)
seklinde hesaplanabilir. Ricci skaleri ise,

R = —T — 2D¢T{* (4.12)
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seklinde tanimlanir. Burada Levi-Civita bagmtisinin arka planindaki kovaryant tiirev Dy ile

temsil edilmektedir.

f(T,T) degistirilmis gravitasyon aksiyonu:
4 1
s=[dxte{Sf(T,T) + Ly} (4.13)

seklindedir. Burada L,,, Lagrange yogunlugu ve f, torsiyon T ve enerji-momentum tansor izi
T’ye bagh bir fonksiyondur. Burada e = det(ef,) = ,/—g ‘dir. Ayrica sayisal hesaplamalar

yaparken, geometrik birimlerle ilgili karmasikliklardan ve kiiresel simetrik uzay-zaman

tarafindan verilen karmasikliklardan kaginmak icin mevcut analizimizde k? = Bclf = 1 olarak

sectik.

Bu teorinin alan denklemleri, Lagrangiyeni ifade eden (4.13) denkleminden tiiretilmistir ve

SE(frr 0pT + frr 0,T) + [e Vel 0, (eeSEe + TESEN fr +285f + 2 fr (T +

8nG
pes§) =527 (4.14)

seklindedir. (4.11) ve (4.12) denklemlerini, (4.14) denkleminde uyguladigimizda, alan

denklemleri;

(R§( - %gsz) fr+ %gf((f — frT) + 25¢§° (frrVoT + frrVeT) = (81G — fT)Tf( -

frgecpe (4.15)

seklinde elde edilir.

(4.15) denklemi ile saglanan alan denklemleri, f(T,7) =T konularak EAD’ye
indirgenmektedir. (4.13) denklemini olusturmak i¢in kovaryant yaklasim kullanilir. Artik
hesaplanan alan denklemlerinde diverjans bulunmamaktadir. Fakat siireklilik denklemi
VeT §¢, (4.15) alan denklemlerinin diverjansi kullamilarak elde edilemez. Ancak, [9]’daki yol

izlenerek;

VT = LKL [(sz + g%p)Velogfr + g%Ve (pt + %T)] (4.16)

8nG—fr

seklindeki denkleme ulasilabilir.
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Siireklilik denklemi bir sorundur. Ciinkii aksiyonun ekstra terimleri kozmolojik olgeklerde

evrende belirtilen maddenin genislemesini engellemektedir.

Mevcut ¢alisma kapsaminda kompakt nesnelerin incelenmesinde kullanilacak olan kiiresel

simetri:
ds? = evMdt? — e*Mdr? — r2d6? — r?sin? Od p? (4.17)

metrigi ile ifade edilmektedir. Burada v(r) ve u(r) ayar bilesenleri, gravitasyonu tanimlayan

radyal (r) fonksiyonlardir.

Alan denklemlerinin hesaplanmasinda énemli rol oynayan tetradlar, egri uzay-zaman ile diiz
uzay-zaman arasindaki baglantiy1 kuran yani egri uzay-zamanin, diiz uzay-zamana izdiisimiinii
betimleyen niceliklerdir. Tetrad formalizminin esdegerlik ilkesinden bagimsiz olmasindan
dolayi, kuantum etkileri arastirmak i¢in de uygundurlar. Diagonal ve off-diagonal olmak {izere
iki tiir tetrad alanindan bahsetmek miimkiindiir. Diagonal tetrad alaninin kullanilmasinin giines
sistemi tlizerindeki mevcut kisitlamalardan otiirii, ¢alismalarimizda sinirlamalarin etkisini
azaltmak i¢in off-diagonal tetrad alanini ele almaktayiz. Mevcut ¢alismada ele alinacak off-

diagonal tetrad:

v(r)
/ ez 0 0 0 \
0]
0 e zsinfcos¢ rcosfOcos¢p —rsinbsinp

n_
& = w . . (4.18)
0 e 2 sinfsin¢g rcosfsin¢g rsinfcos P
O
0 euTcos 0 —7rsin @ 0

seklindedir. Burada, e = eV(M*+#Mr2sing ifadesine sahiptir.
Anizotropik nitelikteki akigkan dagilimai;
Ty = (p + pwity, — peguy + Pr = POV, (4.19)

u v
seklinde tammlanmaktadir. Burada u,, = ez62 ve v, = e28} esitligine sahiptir. p, p, Ve p;

ise sirastyla, enerji yogunlugu, radyal basing ve tegetsel basing fonksiyonunu temsil etmektedir.

Ayrica, Té;n) = [p, =Py, —Pt, —P¢] €Nerji-momentum tansdriiniin Iz terimi:
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T =8yTY (4.20)
seklinde ifade edilir.
(4.10) denkleminden, T'(r) ve ‘r’’ye gore tiirevi T'(r) ifadeleri:
2e‘“(’")<eu(zr)—1><e@—rv’(r)—1>
T(r) = . (4.21)
ur) k() _um mr
4e‘”(r)<e 2 —1)(8 2 —rv’(r)—l) e 2 u'(r)(e 2 —rv'(r)—1>
T'=— 3 + >
T T
Ze‘”(r)(e@—l)u’(r)<e@—rv’(r)—l> (4.22)
_ —
1 —u(r) iG] 1 HO " ’
+r—22€’ (e 2 _1)[56 2 u'(r)y—rv (r)—v(r)]
seklinde elde edilir.

(4.14), (4.17) ve (4.18) denklemleri kullanilarak elde edilen f(T,T) degistirilmis
gravitasyonun p, p, ve p; ifadelerinin genellestirilmis alan ifadeleri,

_M< IG) ) , /
e 2 |e 2 —1|(frrT +freT) “HM)(1=ru'
1 e 1-rp'(r) 1, Ty, f, 1
p=- —3fr(= (rz )_r_2+7r)+1+5f7x
(e +p) (4.23)
_(eFO('M+1) 1 [ T\ fr f 1
pr=(— L IOV L L (o - ) (4.24)
. ugr) "y 1
pr = Ee_#m <_eT + % + ;> (freT' + frrT")
(4.25)
- Vi) L 1Y (. / VI@) IO S
+le “(T)<(T+Z)(V (r)—u (7”)) +— >+Tl7T_Z

seklinde elde edilir.

Simdi burada, kompakt yildiz sistemi igerisindeki tuhaf (strange) quark maddesini tanimlayan,
hal denkleminin MIT bag modeli hal denklemini,



50

pr == (p — 4B,) (4.26)

ele alryoruz. Burada By, MIT bag sabitidir. Yapilan galismalarda [158,159] kompakt yildiz
konfigiirasyonlar1 i¢in B, degerinin 58.8 MeV /f m® < B; < 91.2 MeV /f m? araliginda yer

aldig1 ileri siiriilmiistiir. Meveut calisma igin ise B, degerini 74 MeV /f m? olarak kabul
ediyoruz [157].

Bu ¢alismamizda, f (T, T) gravitasyonun;
f(T,T)=aT™(r) + pT(r) (4.27)

seklindeki fonksiyonunu ele aliyoruz. Burada a, § ve n keyfi olarak seg¢ilen sabitlerdir. Bu teori
a, [ ve n parametre degerlerini ayarlayarak bazi temel gravitasyon modellerine
doniistiiriilebilir. Sadece f = 0 olarak alinirsa f(T) gravitasyonuna ulasiir. n=1ve f =0
olarak ayarlandiginda, GR’nin teleparalel esdeger teorisindeki sonuglar elde edilir. Fakat off-
diagonal tetrad ile daha uyumlu oldugundan diagonal tetradda n = 2 en iyi se¢imdir. Diagonal
tetrad, lineer ya da non-lineer herhangi bir model ile kullanilabilir ve en iyi n = 1 lineer durumu

ile calismaktadir.

Mevcut analizde, off-diagonal tetrad arka planinda non-lineer n = 2 ve diagonal tetrad arka
planinda lineer n = 1 durumlar1 ayr1 ayr1 incelenecektir. Alan denklemlerinin ¢6ziimil i¢in, her
iki durumda da Karmarkar kosulu goz oniinde bulundurulacaktir. Riemann egriligi formundaki

Karmarkar kosulu, R,3,3 # 0 olmak iizere,
:R1414:R2323 = R1224R1334 + :R1212:R3434 (428)

seklinde verilmektedir. Riemann tansor bilesenleri ise (4.17) denklemi ile verilen kiiresel

simetrik metrik i¢in

eV 2v! (M +v ()2 =V (nu' (1) r2sin20(eV(M-1)

Ri414 = 2 ) R2323 = R ’
_ru' () _ rsin?0pu’ (r)eVM—HT)
Riz12 = P R3434 = >
_ ;2 _
R1334 = Ry2245in°0, Ri224 =10

seklinde hesaplanir.
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Riemann tensor bilesenleri (4.28) denklemi ile verilen Karmarkar kosulunda kullanilarak,

(4.17) denklemindeki metrik bilesenlere kars;

K2evVMy'2(r)
4

el = 1 + (4.29)

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu agsamada, sistemin tutarli sonuglarini elde etmek amaciyla,

Adler metrik fonksiyonu (2.52) igin,

eV = A(1 4 Br?)? (4.30)
yaklagimini kullaniyoruz [171].
(4.30) denklemi, (4.29) denklemine yerlestirilirse, diger metrik bileseni i¢in

et =1+ 16AB?Fr? (4.31)

elde edilir. Burada A, B ve F sabitlerdir. Bu Finch Skea geometrisine (2.53) ¢ok benzemektedir.
(4.30) ve (4.31) denklemleri ile (4.21)-(4.22) denklemleri ve (4.26) denklemi ile (4.27)
denklemi, (4.23)-(4.25) denklemlerinde kullanilarak p, p, ve p; ifadeleri asagidaki gibi elde

edilir:
4Br? n-2
_ 3a2"2n(Y(r)-1) (Y(r)‘l)(‘BrzH’fY(T)—l) (Br2(v(r)-5)+Y(r)-1)
pP= (8m—B)r2(Br3+r)2Y (1) r2Y(r) Y (r)*
r*+3Br?+1] ——— r3(Y(r)—9)]+
[324B3Fr* + 3Br2 + 1] — 221 [12842B6F2r8(Y(r) — 9)]

Y(r)z
25642B5F2ro(Y(r) — 4) + 8AB*Fr*[16AF (Y(r) — 3) + 3r(4Y () — 5)] +
96AB3Fr*(Y(r) — 1) + B2[8AFr2(4Y(r) — 5) + 3r*(Y(r) — 1)] + 2Br?(Y(r) —
1) +Y@) - 1]] + B, (4.32)
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n-2
ety [CO-D(-2E v )-1)
Pr = Ga-pyrz(Bri+nzr(n) r2Y(r)
(Br2(v(r)-5)+Y(r)-1)
[ Y(r)* ]
X [32AB3Fr* + 3Br? + 1] — jg‘)‘sg [12842F2r8(Y (r) — 9) (4.33)

+256A%B5F2r6(Y(r) — 4)

+8AB*Fr*[16AF (Y (r) — 3) + 3r2(4Y(r) — 5)] + 96AB3Fr*(Y(r) — 1)
+B?[8AFT2(4Y(r) — 5)

+3r*(Y(r) = D]+ 2Br2(Y(r) - 1) + Y(r) — 1]] - B,

r2y(r) a2t (n-1)n
2 rz(Br2+1)3Y(r)5/2]

bt =
16(B=8m)2(Y (1)~ 1)2(~ =+ (1)-1)

n

r2Y(r)

’ <(m)'”('szilﬂ(r)_l)) [162(Br>(Y(r) = 3) + Y (1) — 1)]

—BIBr*(Y(r) — 5)
+Y(r) — 1]][1284%BCF?r8(Y (r) — 9) + 256A%2B°F?r6(Y(r) — 4)
+8AB*Fr*[16AF (Y (r) — 3)
+3r2(4Y(r) — 5)] + 96AB3Fr*(Y(r) — 1)
+B%[8AFT?(4Y(r) — 5) + 3r*(Y(r) — 1)]
+2Br2(Y(r) — 1) +Y(r) — 1]

n+2 _ 2 _ _ _ 2 n
e D (v 1)
(64A(4m — B)B3Fr* — 32A(8m — B)B*Fr?)
—pB + (641 — 11B)Br?)

— 2

) 7 (4

+a(8m — B)2™3 (n — 1)r2Y (r) [%

(4.34)

2

+Y() - 1)

[ 4Br?
BrZ+1

+Y () - 1]]"*?]

burada

Y(r) = V16AB2FrZ + 1

esitligine sahiptir.
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4.1.1. Simir Kosullari

Akiskan kiirelerinin ¢dziimlerini, kiitlesini ve yaricapmi karakterize eden, A,B,F ve «
sabitlerini degerlendirmek igin i¢ geometri (M ™) ve dis geometri (M*)’nin diizgiin eslesmesi
gerekir. Geometri se¢imi tamamen ¢alismanin dogasiyla ilgilidir. Bu calismamizda, anizotropik

yiiksiiz kompakt nesneleri inceledigimizden dolayi;
2M 2m\ 71 ,
ds? = (1-22)de? — (1-2%) * dr? - r2(d6? + sin® 6d¢?) (4.35)
uzay-zamani dikkate alabiliriz.

Uzay-zaman denklemleri (4.17) ve (4.35)’in yildiz yiizeyi 6tesinde diizgiin eslestirilmesi i¢in,

r = R yildiz yiizeyinde birinci temel formun siirekliligi i¢in g Ve g, bilesenlerden ve ikinci

. W A
temel formun siirekliligi i¢in % tiirevinden

ABR +1)2=1-— % (4.36)
2
16AB?FR? +1 = (1-27) (4.37)
2 2M
4ABR(BR? +1) =23 (4.38)
pr(r=R)=0 (4.39)

esitlikleri elde edilir. (4.36)-(4.39) denklem sistemi ¢oziiliirse,

_ _ (5M—2R)?
" 4R(2M-R) (4.40)
M
B = BT (4.41)
R3

bulunur ve bu sabitlerin (4.39) denkleminde kullanilmasi ile & parametresi igin
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_[®r L
(o858 r( 21 ) (R i1 )2 R_'§M>2lR< R_ZM)RZM Hmj (4.43)
n /ﬁ<4M3(n<JR_’;M=2>+\/R_}ZM 4>+M1+M2+MR2<M3—11 /ﬁw))

elde edilir. Burada;

a =

seklindedir.
Simdi, ¢calismamizi iki farkli duruma 6zellestirerek ele alacagiz.

4.1.2. Off-Diagonal Tetrad Arka Plaminda Non-Lineer Model (n = 2) icin Fiziksel

Analiz

Bu kisimda, off-diagonal tetradin ¢alismayla uyumlulugunu saglamak i¢in (4.27) denkleminde
n =2 alarak f(T,T) = aT? + BT fonksiyonuna indirgenen non-lineer modeli ele aldik.
Simdi, off-diagonal tetrad araciligiyla non-lineer gravitasyon (yani n = 2) igin fiziksel

davraniglarin grafiksel analizlerini verecegiz:

Yapilacak analizler i¢in, 4, B, F, a, ve § sabitlerinin Tablo 1’de verilmis olan uygun degerleri

secilmektedir.
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Tablo 4.1: Off-diagonal tetrad igin n = 2 sabit deger durumuna karsi gelen farkli § degerleri.

Yildiz [smi Gozlemlenen | Ongoriilen I A B F a Pre _ 4
Kiitle (M) Yarigap Pe
(km)
PSR J1416- 1.97 12.182 -19.28 | 0.5245 0.000914 458.83 | -1.262x10° 0.1783
2230

4 U 1608-52 1.74 11.751 -16 0.5635 0.000851 466.27 | -1.206x10° 0.1628
Cen X-3 1.49 11.224 -12.95 | 0.6077 0.000788 474.49 | -1.159x10° 0.1453
EXO 1785-248 1.3 10.775 -10.9 | 0.6428 0.000743 481.14 | -1.131x10° 0.1314
SMC X-1 1.04 10.067 -8.43 | 0.6934 0.000687 490.49 | -1.103x10° 0.1116

e Enerji yogunlugu ve basing bilesenlerinin genel formlar1 e™ ve e#(™ metrik
bilesenlerine dayali olarak (4.30)—(4.31) denklemleri ile sunulmustu. Simdi bu
denklemlere A, B ve F gibi bazi sabitleri i¢eren (4.2) — (4.3) denklemleri araciligiyla
Class-1 uzay-zaman bilesenlerini yerlestirmeyi (kompakt etmeyi) gerceklestiriyoruz.
r — 0°da her iki metrik bileseninin de gerekli kosullari sagladigi, yani e¥™ = A ve

e*(") = 1 oldugu goriilmektedir, bu durum Sekil 4.1°den de dogrulanabilmektedir.

1.0F

09
PSR J1416 - 2230 =

0.8+ Cenx-3 —
EXO1785- 248 e

SMCX =1 s

07f

Metrik Potensiyelleri

r/R

Sekil 4.1: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen metrik potansiyelleri.
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e Sekilde 4.2°de goriildiigii gibi, enerji yogunlugu p, incelenen yildiz konfigiirasyonlari

boyunca pozitiftir ve azalan bir davranis sergilemektedir.

650:;1lv]vvv]vvl||v|[|r|]:
[ PSR J1416 - 2230w |

CenX-3 =
EXO 1785 - 248 =

600 F

550 ]

F SMCX =1 e
500 F
450
400
350

300}

B P S NN S SR SR SN S ST S SN TR S SR S T P

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

r/R

Sekil 4.2: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen enerji yogunlugu p.

e Kompakt yildiz nesnelerinin fiziksel kararliligin1 saglamak i¢in basing bilesenleri de
¢ok onemlidir. Radyal basing p, ve tegetsel basing p, Sekil 4.3’te grafiksel olarak
gosterilmistir. Fiziksel davraniglart maksimum degerlerini merkezde, minimum
degerlerini ise sinirda almaktadir. Yildiz modellerinin sinirinda radyal basincin bittigi

goriilmektedir.

120 r— T T T v T L T ! !

PERJIANG - 2230 ——

100+ Conx-3 —

8ol
60}
DPr wl

2}

00 02 04 05 18 10

r/R r/R

Sekil 4.3: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r/R oramna karsilik gelen basincin radyal (p;) ve tegetsel
(p;) bilesenleri.
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e Enerji yogunlugu ve basing bilesenlerinin gradyanleri i¢in kabul edilen aralik Z—f =

apy dp . . dp dp, dp .
—~=—)|(r-0) = 0 ya da baska bir sekilde; (Z-,—~,—5)|(o<r<r) < 0 dir, yani bu

bilesenlerin gradyanleri zorunlu olarak merkezde sifirdan baslayarak negatif ve azalan

bir davranis gostermeleridir. Sekil 4.4’te bu gradyanlerin tanimlanan deger araligina

denk diistiigli goriilmektedir.

Gradyenler

\, . i
PERNAG-Z) —— ™, o AN i i o e

— N s e
[ ConX-3 wmm . B
EXO1765- 243 —— S

SMCX -1 — M ae®

_40 L " n 1 " " " 1 " i " 1 " " I 1 L L n L
0.2 04 0.6 0.8 1.0

r/R

Sekil 4.4: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen gradyanler.

e Mevcut analiz i¢in Sekil 4.5’te goriildiigli gibi anizotropi A, incelenen yildiz

konfigiirasyonlar1 boyunca pozitif kalmaktadir.

—rT—rr—r—Tr—Tr—r T

PER 1416 - 2230w

60 Ceonx-3 —
EXO1785-248 —

SMCX -1 e

Anizotropi (A)

20+

00 02 04 06 08 10

r/R

Sekil 4.5: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen anizotropi.
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e Kompakt yildiz modellerinin kararliligi i¢in 6nemli rol oynayan (2.47.a)-(2.47.d)

denklemlerinde ifade edilen enerji kosullarinin grafiksel davranisi Sekil 4.6’da

gorilmektedir.
PSR J1416 - 2230 s
700 —
S ~ ConX-3
EXO 1785~ 248  wem
600 ]
S
2 50— 3 ]
<
T 400f ]
C
w —_— D
O - - e e mm e gt ]
UEfSsssc.._ &
200 TSSESSS==E
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r/R

Sekil 4.6: Off-diagonal tetrad, n = 2 igin /R oranina karsilik gelen enerji kosullari.

. wr=7 & wt=%

seklinde tanimlanan hal denklem parametreleri mevcut ¢alisma igin Sekil 4.7’ den de goriilecegi
tizere gerekli kosullart yani, gercek madde dagilim kriterlerini (0 < w, ve wy < 1)

saglamaktadir.

0.25f ' ' ' ' pE
0.20f e

015

w, & W,

0.10}

PSRJ1416- 2230 wmm

0.05 ==
ConXel wmm
EXO1785-248 =

0.00f **
0.0 02 04 06 0.8 10

r/R

Sekil 4.7: Off-diagonal tetrad, n = 2 igin r /R oranina karsilik gelen hal denklem parametreleri.
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e Yildiz sisteminin kararliligini tartismak i¢in ele alacagimiz bir diger kosul ses

parametrelerinin hizlaridir. Mevcut ¢alismamizda;

2 dpy & v2= dpy

V. =
r dp t =

seklinde tammlanan v2. ve v% ses hiz parametrelerinin her ikisi de sifir ile bir arasinda yer
almaktadir. Bu da en genel limit halinde (0 < |[vZ — v?| < 1 (170)) dikkate alman bdlgenin

kararli oldugunu gostermektedir.

PERJ1416 - 2200 ——

0151 =
CenX-3 e
EXO17E5 - 248w

SMCX -1 e

0.10f
0.05)

0.00f

-0.05}

02 04 06 08 1.0

r/R

Sekil 4.8: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen ses hiz parametreleri.

2
ST

v,

2 _
st
IS)
T
T

PSR 1415 - 2230 e -

ve v,

0.0F Cax-3 — ]
[ EXO1785-28 —

1%

2
st

04f Swox-1— ]

v,

2 _
s

r/R

Sekil 4.9: Off-diagonal tetrad, n = 2 igin r/R oranina karsilik gelen ses hiz parametreleri.
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TOV denkleminde; F;, Fy, F; ve F, dort kuvvetin birbirini dengelediginde, yildiz

sisteminin dengede oldugu one siirlilmektedir. Mevcut ¢alisma i¢in merkezde sifir etki

ile dengeleme davranis1 Sekil 4.10°da goriilebilir.

Kuvvetler

r/R

Sekil 4.10: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r/R oranina karsilik gelen kuvvetler; Fj, (Diiz-Pozitif), F,
(Diiz-Negatif), F, (Noktal), F, (Nokta-Kesikli).

e Sekil 4.11° de (2.46) denkleminde verilen adyabatik indeks I'’nin davranisinin

belirlenen kararhilik limitine (T'|o<r<gy > g) uymasindan dolayi, c¢oziimlerimizin

kararlililigin1 gérmekteyiz.

PSR J1416 - 2230 =
14+

CenX=3 e
12| Exo1ms-28 —
SMCX -1 o

r/R

Sekil 4.11: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen adyabatik indeks, T.
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e Mevcut ¢alismamiz i¢in (2.49) denkleminde verilen u(r) kompaktlik parametresinin

davranisi Sekil 4.12°de gosterilmektedir.

—rr—r—Tr—r—Tr—r—r——r—r—r—r—Tr—r—r—7
PSR J1416 - 2230 =
0.15 N
[ ConXed mmm
[ EXO1785-248 ——

[ SMEX =1 w—

0.10;
u(r)

0.05

0.00

r/R

Sekil 4.12: Off-diagonal tetrad, n = 2 igin r /R oranina karsilik gelen kompaktlik parametresi u(r).

e Mevcut ¢alismada (2.48) denkleminde verilen kiitle fonksiyonu igin diizgiin ve diizenli

sonug Sekil 4.13’te gosterilmektedir.

2.0_1 ‘ T T T T a
PSRI41E - 220 s

CenX=3 /

| EXO1765-248 ==

SMCX =1

m(r)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

r/R

Sekil 4.13: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen kiitle fonksiyonu m(r).
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e Mevcut ¢alismada (2.51) denklemi ile verilen kirmiziya kayma parametresine iliskin

sonug Sekil 4.14°te gosterilmistir.

 PERJ1416 - 2230 s

0.20 -

booConX el e
[ EXQ1785-248 =

0.45] Swcx-1 —

Zg 040}

005}

0.00 ;
0.0 0.2 04 06 0.8 10

r/R

Sekil 4.14: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen kirmiziya kayma fonksiyonu z;.

4.1.3. Diagonal Tetrad (Lineer Model (n = 1)) i¢in Fiziksel Analiz

Bu béliimde, diagonal tetradin kompakt nesnelerin incelenmesindeki fiziksel etkilerini ele

aliyoruz. Torsiyon temelli gravitasyonun modifikasyonunda kullanilirken, diagonal tetrad,;

V) )
e;] = [eT, e z ,r,rsin o] (4.44)

seklinde matris formunda verilmektedir. Diagonal tetrad durumunda alan denklemleri;

p= =~ (frg '+ fret) =2 fr (T(r) = & = OO T L 1)
(4.45)
pr=2fr (T =3) — L4310 — 1) (4.46)

P, = e —u(r) (v ™ )(fTTT + fraT) + = f [e~H™ ((v W )(v r)—p'(m)+

2 2 4

V_(r)> n @] _r (4.47)
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seklinde elde edilmektedir. Diagonal tetrad (4.44) denklemi i¢in (4.6) denkleminden elde

edilen torsiyon skalerti;
—u()
T(r) =2 (v'() +2) (4.48)

seklindedir.

Bu analiz igin, (4.26) denklemi ile ele alinan MIT bag modeli ve (4.27) denklemi ile verilen
genel model ile (4.30) — (4.31) denklemleriyle verilen metrik fonksiyonlar1 ile birlikte
kullanildiginda, (4.45) — (4.47) denklemlerini p, p,. ve p; i¢in ¢6ziildiigiinde;

n-2

5Br2+1
3x2"+1n( )
r2(Br2+1)(16AB%Fr2+1)

p= " X [4(B + 8m)B,r*(Br? + 1)*(16AB?Fr? + 1)°]

+a[n(160AB*Fr® + 128AB3Fr* + B2(32AFr% + 5r*) + 2Br?2 + 1) — (Br2 + 1)
X (8AB2Fr2(5Br2 + 3) + 1)]
(4.49)

n-2

2"+1n( 5Br2+1 )
_ r2(Br24+1)(16AB2Fr2+41)

Pr = i ety [[n[160AB*Fre] + 128AB°Fr* + B[324Fr?

+5r*] + 2Br? + 1]—(Br? + 1)(84AB?Fr?(5Br? + 3) + 1)] — (B + 8m)B,r*(Br? + 1)?
X (16AB?Fr? + 1)3]

(4.50)
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2
_ r(Bri+r)*(164B2Fr2+1) [ 16B(B+8m)B,(5Br2+1)
Pt = T e(ean?—p2)(5Br2+1)? L r3(BrE+1)2(16AB2Fr2+1)

+ a(B +8m)2"3(n — Dr

5Br2+1 )"+2
r2(Br2+1)(16AB%2Fr2+1)

)n+2 (B(3 —8ABF(Br? + 3)) + 32n(4ABF(Br? — 1) + 1))

aB2"t3ny3
5Br2+1

x (16AB%Fr? + 1)(

( 5Br2+1
r2(Br2+1)(16AB2Fr2+1)

on+3 1 7Br2+3)+16m(3Br2+1
_0{ (n )n(ﬁ( r ) 77:( r )) [160AB4FT'6] + 128AB3Fr4
(Br3+71)3(16AB2F12+1)2

5Br2+1 )n]
r2(Br2+1)(16AB2Fr2+1)

+B2(324F7? + 5r%) + 2Br? + 1] X (

(4.51)

elde edilir. {A, B, F, a} sabitler kiimesini degerlendirmek i¢in (4.17) denklemi ile verilen i¢ uzay
ile (4.25) denklemi
iliskilendirmeden elde edilen sistemi ¢ozdiikten sonra A,B ve F igin (4.40) — (4.42)

zaman ile verilen dis geometriyi iliskilendirmek gerekir. Bu

denklemlerinde verilen ifadelerin aynisini elde ederiz. p,.(r = R) = 0 kosulundan a’y,

(/3+8n)3g22—n(Riz)_n_1

- n(2M?2(n-3)+M(7—-4n)R+2(n—1)R?)

(4.52)

seklinde elde ederiz.

Yapilacak analizler igin, 4, B, F, a, ve 8 sabitlerinin Tablo 2’de verilmis olan uygun degerleri

secilmektedir.

Tablo 4.2: Diagonal tetrad i¢in n = 1 sabit deger durumuna kars1 gelen farkli 5 degerleri.

Yildiz Ismi Gozlemlenen | Ongoriilen B A B F a Prc <1
Kitle (M) Yarigap Pe
(km)
PSR J1416-2230 1.97 12.182 -9.52 | 0.5245 | 0.0009146 458.838 901119 0.140342
4 U 1608-52 1.74 11.751 -8.20 | 0.5635 | 0.0008512 466.278 970644 0.128798
Cen X-3 1.49 11.224 -6.90 | 0.6077 | 0.0007886 474.490 | 1.03694x10° 0.115725
EXO 1785-248 1.3 10.775 -6.00 | 0.6428 | 0.0007439 481.148 | 1.08242x10° 0.105329
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SMC X-1 1.04 10.067 -4.84 | 0.6934 | 0.0006871 490.498 | 1.13869x10°

0.0903399

Diagonal tetradin caligmayla uyumlulugunu saglamak icin (4.27) denklemini n=1" e

sabitleyip f(T,T) = aT + BT ’ye indirgeyerek elde edilen lineer modeli ele aldik. Off-diagonal

tetrad araciligiyla non-lineer gravitasyon yani n = 2 icin fiziksel davraniglarin grafiksel

gozlemlerini sundugumuz gibi simdi de diagonal tetrad araciligryla lineer gravitasyon yani n =

1 i¢in ayni fiziksel davraniglarin grafiksel analizlerini verecegiz:

[ PsrU1816- 2230 ——
081 ConXed e——
| Exoimes-2us —

EMGX -1 e

07}

Metrik Potensiyelleri

o6f— —

r/R

Sekil 4.15: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen metrik potansiyelleri.

T 3
PER J1416 - 2230 == |
500 |-

ConXe3 ——
EXO1785- 243 ——
450 EMC X

| —

p 400

350

300 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

r/R

Sekil 4.16: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen yogunluk p.
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60

pr 40F

: — T —— T
PeR M5 2200 — ]
E 70t

ConX-5 —
EXQ 1785- 43 ——
ENMCX =1 =

/R

Sekil 4.17: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen basincin radyal (p,) ve tegetsel (p;)

bilesenleri.
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BER JNA16 - 220 e

/R

r/R

Sekil 4.18: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen gradyanler.
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Sekil 4.19: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen anizotropi.
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Sekil 4.20: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in r /R oranina karsilik gelen enerji kosullar1.
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S 0.05F PSRJ1416 - 2230 =
ConX-3 ——
EXO1785- 248 ——
000-[ SMOX =1 s
0.0 0.2

Sekil 4.21: Diagonal tetrad, n = 1

i¢in /R oranina karsilik gelen hal denklem parametreleri.
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PERJIA1S - 200 =

010} sexs —

Sekil 4.22: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen ses hizi parametreleri.

r/R
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Sekil 4.24: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen kuvvetler.
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20+ .
PER J1416 - 2230 e
ConX =3
15} EXO1785-248 — d
SMCX -1 =
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r/R

Sekil 4.25: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in /R oranina karsilik gelen adyabatik indeks, I'.

T T T T —
PER J1415 - 2230 s

ConX=-3 mm—
EXO1785- 248 ==

SMOX -1 o

0.10+
u(r)

0.05F

0.00 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

r/R

Sekil 4.26: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in r /R oranina karsilik gelen kompaktlik parametresi, u(r).
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T T T T T T
20F i o 1
PSR 1416 - 2230 =

ConX-3 =
1.5 Exores-28 —

MCX =1 ——

m(r) 1.0+
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r/R

Sekil 4.27: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in r /R oranina karsilik gelen kiitle fonksiyonu, m(r).

'\ ¥ T v T v T T T |1
L PSRJI416 - 2230 — i
0.20 —_— 1
[ CenX-3 — 1
[ Eexoire5-248 —

EMCX -1

Zs

r/R

Sekil 4.28: Diagonal tetrad, n = 1 i¢in r /R oranina karsilik gelen kirmiziya kayma parametresi, z.

Bu sonuglarin anizotropik davranisi, ‘non-lineer model n = 2’ baglig: altinda tartisildig gibi
off-diagonal non-lineer durum i¢in elde edilen sonuglara ¢ok benzerdir. Dolayisiyla, diagonal
tetrad alan ve lineer model i¢in tiim sonuglar, ayrintili agiklamasi verilen ‘non-lineer model n =
2> bolumiinde verilen ‘Fiziksel Analiz’ boliimiinde yazilan ilgili davranissal tepkiyi kabul

etmektedir.
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4.2. DEGISTIRILMIiS TELEPARALEL GRAVITASYON CERCEVESINDE YENi
BiR YILDIZ SINIFININ YAPISAL OZELLIKLERI

Bu caligmamizda da, 4U1538-52,]0437-4,715,]J0030 + 0451 ve 4U1820-30 kompakt
notron yildiz adaylarinin olusumunu arastirtyoruz. Metrik fonksiyonlar, enerji yogunlugu,
basincin radyal ve tegetsel bilesenleri, anizotropi, gradyanler, hal denklemi, ses hizlari gibi
parametreleri ve TOV kuvvetleri dengesi ile inceleyerek anizotropik yildiz nesnelerinin
kararliligini inceliyoruz. Torsiyona bagli teorilerin tetrad formalizmini esas almasindan dolay1
bu ¢alismada ise off-diagonal tetradlar segiyoruz. Kompakt yildiz nesnelerinin gravitasyona
dayal1 yapisinin tam olusumunu non-lineer gravitasyon modifikasyonu ile ayarlanabilen dogru

tetrad formalizminin se¢iminin kararlilik analizini detaylandirtyoruz.

Mevcut analizimizde, f(T,T) degistirilmis gravitasyon aksiyonu:
4 (1
s=[dx e{ﬁf(T,T)+Lm} (4.53)

seklindedir. Burada L,,, Lagrange yogunlugu ve f, torsiyon T ve enerji-momentum tansor izi
T’ye bagl bir fonksiyondur. Ayrica burada e = det(eé) = /—gvek?®= 8:—46 = 1 esitliklerine
sahiptir. Bu teorinin alan denklemleri, Lagrangiyeni ifade eden denklem (4.53)’den tiiretilmistir

ve

_ . 1 .
e,” S frr 0,7 +¢,"S,  frr 0,7 + €710, (ee,’S,"") fr — e, TV ;S ™ fr — senf+

ui=y
fro %S == (e T, + prey’) = —4me,'T,” (4.54)
seklindedir. Burada T, ", enerji-momentum tansériidiir ve f fonksiyonunun tiirevleri; f7 = Z—];,

2 2
frr = %, fr = Z—;, Ve fro = ;—;T seklindedir. (4.54) denkleminde kullanilan diger kavramlar;

torsiyon, kontorsiyon ve siiperpotansiyel ifadeleri sirasi ile:
A A 9 9 Y
T}, = eg'(0,e% — 0,€5,)+w’, (4.55)
pn _ _lomun un un
Ky = —>(T" =T, = T,"") (4.56)

Sl”" — %(K”"A + 5”;LTWY _ S"AT”‘V) (4.57)
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seklindedir. Torsiyon (T) skaleri ise:
T =T%,5"" (4.58)
seklindedir.
Bu ¢alisma kapsaminda kompakt nesnelerin incelenmesinde kullanilacak olan kiiresel simetri:
ds? = evMdt? — e*Mdr? — r2dh? — r?sin? d > (4.59)

metrigi ile ifade edilmektedir. Burada v(r) ve A(r) ayar bilesenleri, gravitasyonu tanimlayan

radyal (r) fonksiyonlardir.

Alan denklemlerinin hesaplanmasinda 6nemli rol oynayan tetradlar, egri uzay-zaman ile diiz
uzay-zaman arasindaki baglantiyr kuran yani egri uzay-zamanin, diiz uzay-zamana izdiisimiinii
betimleyen niceliklerdir. Tetrad formalizminin esdegerlik ilkesinden bagimsiz olmasindan
dolay1 kuantum etkileri arastirmak i¢in de uygundur. Diagonal ve off-diagonal olmak iizere iki
tir tetrad alanindan bahsetmek miimkiindiir. Diagonal tetrad alaninin kullanilmasinin gilines
sistemi lizerinde bazi sinirlamalart oldugundan giris boliimiinde bahsetmistik. Dolayisiyla
calismalarimizda simirlamalarin  etkisini azaltmak icin off-diagonal tetrad alanini ele

almaktayiz. Bu ¢alismada ise ele alinacak off-diagonal tetrad:

v(r)
ez 0 0 0 \
A
n | 0 ezsinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing |
ey = EI _ . | (4.60)
0 e zsinfsing rcosfsing rsinfcos P
Ar)
0 e 2 cosf —rsin 6 0
seklindedir. Burada, e = e¥™*2Mr2sin g oldugu gosterilebilir. Calismamizda a)y,w =0

alarak, off-diagonal tetradi kullaniyoruz.

Anizotropik akiskan dagilimi i¢in enerji-momentum tansorii:

Tv(;n) = (,0 + pt)uvuu — PtGvu + (pr - pt)vvvu (4-61)
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u
seklindedir. Burada iist indis (m) madde dagilimi anlamina gelmekte olup, u, = ez8 ve v, =

ez8l ve p, p, Ve p, sirasiyla, enerji yogunlugu, radyal ve tegetsel basing fonksiyon formlarini

temsil ederler. Ayrica burada, T&ZL) = [p, —Pr, —D¢, —D¢] dir.

Enerji-momentum tansoriiniin iz terimi:
T =68)T) (4.62)
seklindedir.

(4.58) denkleminden hesaplanan torsiyon T'(r) ve ‘r’’ye gore tiirevi T'(r) ifadesi:

A(r) Ar)
2eAM) <eT— 1><eT—rv’ (r)—1>

T(r) = S (4.63)
A A W) A
4e‘)“(r)<e 2 —1)(6 2 —rv’(r)—1> e 2 )l’(r)(e 2 —rv’(r)—1>
T = — = + =
A A
2e—f1(r><e 2 —1)1'(r)(e 2 —rv'(r)—l) (4.64)
—_ —

r

A7) A7)
+ %Ze"l(r) (eT - 1) E ez A'(r)—rv'(r)— v’(r)]
seklindedir.

f(T,T) degistirilmis gravitasyonunda p, p, Ve p, ifadeleri, (4.54), (4.59), (4.60) denklemleri

ile verilen alan denklemlerinden:

_Am _Am
e 2 (e 2 _1>(fTTT’+fTTT’) e—l(r)(l—rl’(r)) 1 T(@)
-=+

1 J
p=- — s gttt fr X

T

(P +p) (4.65)

_(eAD(/+1) 1 TO\fr f 1
= (et ) s i =) (4.66)
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A(r)

1 _ 2 'r) | 1 ' ' - '™ 1 ’
pt:Ee A(r) <_eT+V2T +;> (fTTT +fTTT)+[e A <(%+;) (V (T')—

2 2 4

r) +402) 410l (@67)

seklinde elde edilmektedir.

Alan denklemlerinin ¢oziimleri esas olarak, metrik uzaym gravitasyonundan sorumlu
bilesenlerinin fonksiyonlarina baglidir. Burada A(r) fonksiyonunu,

2 2

A =(%+1) (4.68)
seklinde ele aliyoruz. Burada ¢ model parametresi, ve R ise yildizin smirindaki yarigaptir.
Potansiyel metrik (4.68), ¢ > 0 iken yildizin i¢ kisminda tekillik gostermedigi i¢in gegerli bir

fiziksel kavramdir ve burada 0 <r < R’dir. Dolayisiyla ¢ parametresi gercekei kiitleler

sergileyen notron yildizlarini karakterize etmede 6nemli rol oynamaktadir.

Burada v’ (r)’nin,
TSZ T3y X
Vi(r) = B (4.69)
=

R

esitligine sahip oldugu baska bir metrik potansiyel eV seciyoruz. Burada x, y, z ve R sabit
parametrelerdir. R bir yildizin yarigapini, r ise radyal koordinati temsil etmektedir. x, y ve z
sabitleri model parametrelerini temsil etmektedirler dolayisiyla uzaysal koordinatlarla bu

sabitlerin bir iliskisi olmadigini belirtmek gerekmektedir. (4.69) denkleminin integrasyonu,

c2x—cy+z

r2(cy-z) 1%z (cr2 2¢3
eV = ke( 2c2R2 +4CR4) R_2+1)

(4.70)

esitligini vermektedir.

Bu ¢alismamizda da, f(T,T) degistirilmis gravitasyon teorisinin daha genel bir hali olan;
f(T,T) = aT™(r) + BT(r) + ¢ (4.71)

formunu ele aliyoruz. Burada, ¢ evrenin genisleme fazlarini tanimlayan kozmolojik bir sabittir.

Pozitif bir ¢ ile evrenin genislemesi ivmelenirken, negatif bir ¢ genislemenin yavasglamasini,
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durmasini ve tersine donmesini ifade eder. Hesaplamalara gore, kozmolojik sabitin degeri ¢p =
2.036 x 1073%572 olmalidir. Burada tekrar vurgulamak iyi olacaktir ki, (4.25) denklemi «, 8
ve n parametrelerinin se¢imine bagli olarak bazi genel torsiyon tabanli teorilere indirgenebilir.
Ornegin; f = 0 igin farkli n secimleri ile incelendiginde f(T) gravitasyonu,a = 1,n = 1,¢ =
0 ve B =0 seciminde Genel Rolativite’nin Teleparalel Esdegeri’ne indirgenir. Bu
calismamizda, f (T, T") gravitasyonun non-lineer modelini ele alarak n = 2 se¢imi ile inceleme
yaptyoruz. Sonuglar n = 1 i¢in de iyi ve kabul edilebilirdir ancak n’nin diger degerleri i¢in
sonuglar kabul edilebilir aralik i¢inde yer almamaktadir. Ayrica iz terimi, T = p — p, — 2p;
ekleyerek, torsiyon ile maddenin katkilart arasindaki minimal baglantiyr incelemek
miimkiindiir. Onceki ¢alismalar; egrilik ve torsiyon bilesenleri arasindaki minimal baglantiy:

gosteren f(R,T) = R + AT baglaminda kompakt yi1ldiz modellerine odaklanmistir (148, 151).

Mevcut ¢alismamizda, evrenin ivmelenerek genisleme fazini incelemek i¢in hesaplanan pozitif
¢ degerini ele aliyoruz. Denklem (4.63)-(4.67), (4.71)’1 kullanarak ve Denklem (4.68),
(4.70)’deki metrik bilesenlerini de isleme koyarak, p, p, Ve p; ifadelerini;

4(-%)
P =~ sCarapont <
8(—B2+3pB-2)r*

[_ als(r)2™2(n—-1)nr*Rr* ] %
(11 (r)=1)(=cr2R*(11(r)-1)—Ré(11(r)—1)+7r®z+7r*R%2y+1r2R*x)?2

[c*18 + 4¢37r%R?% — c2r*R*(41,(r) — 9) + cr?[-r*R?>y(l,(r) — 2) —
r?2R*x(21;(r) — 3)] — 2R®(3l,(r) — 4) + r%z] — R?(l;(r) — 1)(—2r®z — r*R?y +

6 alz(r)2"nr? 40,02 2 2p4 5
2R®)] + W[ZIZU)R (cr*+ R%) —4cr*R*+r(ly(r) — D)(r°z +
alz;(M)2™n [ 721 (1) -2)(r*z+72R?*y+R*x)
3R%y + rR*x)] + al,(r)2"r* + r*p] + Br| i%(r) < e +
2(L,(r) — 1)) + al,(r)2™r? + r2¢]] (4.72)
(,(M-1)

= 6
= X c(3r°z +
Pr r6z+1*R2y+72R%*x 2 R*(cr?+R?%)? (c(

cr2R*+R®

lz [ocﬁ’ls(1’)2”(71—1)111"2
8(52-35+2)(12(1-1)(

Iy (r)+1)

r*R%?y —r?R*x) + 5r4Rzz)]l + 3r2R*y + Rx) + al,(r)2™[(B — 2)13(r) +

2L —=DE+pn—2] - 2n—-DB +pn—-2)]+ (B - 2) p(l(r) — 1)?] -

aBcls(r)2™2n(2n-3)r? % r(rSz+r3R?y+rR*x) l_ aBcly(r)2™2nr2(1,(r)(n—-1)-2n+3)

cr2+R? R6(£+1) Rz(ﬁﬂ)
R2 R2

+
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al,(r)2"[—4p + 2(B —

(r62+r4R2y+r2R4x)2 (2(B-2)p L2 (MN-1)—aly (M2 (2B +2(B-2)1,(r)(n—1)-5n+8n—4))

D1l T B(R2
(4.73)
1 25 (Mnré (1, (1)-1) , 4
— zr* +
t 8(Ly (r)—1)2 (=L, ()4 zr6+lf623;”:24;§4x7”2 +1)2(8-2)(B-1) [ R12(cr2+4R2)3 (

— 5 2 3 4

R2yr? + R*x)a(p — 1) — &0 “EZZ e ’”)) X [273, (N al3(r) +

“5+1)R

23, (Nl (e — 32 Dnl,(Mapli(r) + 221, apl3 ()] — 8¢l5(r) +
4BPLE(r) — 2302, (r)a — 23 L, (N a — 132" Hnl, (N L, (M) a9 ), (r)na +
2" L (M), (Mn?a + 2" L (M) L, (M a + 3QR™MY 1, (r)n*af& + 221, (r)ap —
112Mnl,(M)aB22™ 3L, @), apf — 32" n2 L, (), af +

152" L, (), (r)nap + 161,(r)¢p — 8L,(r)Bd + 4B¢p — 8¢ —

2" 2enr?l (Ma(-4pn+6n+l(r)(n(B-2)+1)-3) 2" 1n2r2i(r)
cr? T TR4(cr2+R2)2
(R_2+1)R2 (CT + )

[xR® + 3r2yR* + 5r*zR? +c(3zr® + R?yr* — r2R*x)]a(B — 1)[r +x

(zrS+R2yr*+R*xr?)’

zoomr (2 = D21 = D = )¢ — 2L a(2(p - Dn® +
+(9-6B8)nl&+2(B—2) + L,(r)(—28+n(BB —5)+4))}—
2" 2enr2(n(l, (r)-2)+1)is(Ma(B-1) &+ (lZ(T) _ 1)2 [

cr?+R?
2™l (1) (xR6+3r2yR4+5r4zR2 +c(3zr®+R?yr* —r2R4x))a(n(ﬁ—2)+1)r2

R*(cr?+R?2)2

22l (rnr2a(2n(f-2)+4+2)
cr2+R2

+

2”14(r)a(r(2n(ﬁ — D)=+ -2n2-3n+1)(B-2)+2L,(r)(n—
D2(B —2)) + (LL,(r) — D*(B - 2)¢]1] (4.74)

seklinde elde ederiz.
4.2.1. Siir Kosullar

Sinir yiizeyinde r = R’dir. Bilinmeyenlerin belirlenmesi i¢in ise i¢ ve dis metriklerin

eslestirilmesi gerekir. Bu ¢alismada Denklem (4.70)’deki gibi k’y1 degerlendirmek i¢in i¢ uzay-
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zamani (4.59), dis Schwarzschild uzay-zamani (4.75) ile eslestiriyoruz. Yani @’y1 p,.(r = R) =

0’da degerlendiriyoruz. D1g Schwarzschild metrigi;
-1
ds? = (1-20)de? — (1-2%) * ar? = r2(d6? + sin® 0d¢?) (4.75)

seklinde verilmektedir. (4.59) denklemini, (4.75) denklemi ile eslestirerek;

2 _
(G+1) =(1-2)" (4.76)
sz—C VA
T o -
pr(r=R)=0 (4.78)

denklem sistemini elde ederiz.

(4.77) ve (4.78) denklemlerinin ¢oztimleri k degerini;,

_2cy+cz—2z _4ac3+ctx-cy+z
k=c¢e 4c2 (C + 1) 2¢3 (479)
ve (4.78) denklemi;
- (L—1)(c(L—1)+L—-x-y—z—1), _
v (B-2)(L-1)2" "¢ (c(—L)+c—L+x+y+z+1)2( iR )y~ (4.80)

N

seklindeki a ifadesini verir. Burada;

L= JATe?

ve

N=2c*((B—2)(L—-3)+2pn?—4n) +2¢32(B—-2)QL—x—y—z—6)]& +
86n2 +n((B—2)x + (B —2)y + fz — 2z — 16] — 2c?[26 (4L — 9)n?] — n(-5p +
5BL + 8L +3(8 — 2)x + 3(B — 2)y + 387 — 62 — 28 — (B — 2)] + (9L — 6x —

6y — 6z —19)] — c[4pn*((2L —3)x + (L — 2)y + 6L —z — 8)] + n(88 — 8BL +
x(BL — 1) — 20L + 28) + y(=58 + 78L — 20L + 28) + 118Lz — 20Lz — 32L —
9Bz + 282 + 48) — 4(8 — 2)(2(L — 2)x + 2(L — 2)y) + 2Lz + 5L — 4z — 7)] +
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4B(L—1Dn? X (y +2z—2) —n[-2B + 2BL + x*] X (B(2L —5) — 4L + 8) +
x(=138 + 11BL + 2y(B(2L — 5) — 4L + 8)) + 22(=58 + 2BL — 4L + 8) — 20L +
20) + y2(B(2L — 5) — 4L + 8) + y x (B(15L — 17) + 22[B(2L — 5) — 4L + 8] —
20L + 20) + 2BLz% — 4L + 198Lz — 20Lz — 16L — 582% + 822 — 2187 + 207 +
16 +2(8 —2)& x (L — 1)(x + y + z + 2)?2

dir.

4.2.2. Off-Diagonal Tetrad Arka Plaminda Non-Lineer Model (n = 2) i¢in Fiziksel

Analiz

Kompakt nétron yildiz adaylarinin konfigiirasyonlarinin fiziksel gecerliligini dogrulamak 6nem
arz etmektedir. Bir kompakt yildizin fiziksel varlig1 i¢in enerji pozitif olmali, merkezde
maksimum, sinirda ise minimum degere sahip, azalan bir egilim gostermelidir. Gravitasyon
etkileri esas olarak metrik fonksiyona bagli oldugundan, kompakt nesnelerin incelenmesi igin

analizi yapilan metrik fonksiyonlarin davranisinin pozitif ve diizgiin olmas1 beklenmektedir.

Asagidaki analizler ig¢in ¢, x, y, z, ¢ ve 8 sabitlerinin Tablo 4.3’te verilmis olan uygun degerleri

secilmektedir.

Tablo 4.3: Off-diagonal tetrad igin n =2, y = —0.04, z=—0.0009, ¢ = 2.036 x 10—35 ve p = —30 sabit
deger durumlarina karsilik gelen farkli ¢ ve § degerleri.

Yildiz ismi | Gozlemlenen | Ongdriilen c x k a
Kiitle (M) Yarigap
(km)
4U1538-52 | 0.827 10.060 0.32 0.9 0.391689 | -1.22734x10°%°
J0437-4715 | 1.440 13.972 0.28 0.8 0.432662 | -4.01855x107%°
J0030+0451 | 1.5 12.350 0.29 0.95 0.399381 | -1.55632x107%°
4U1820-30 | 1.460 10.602 0.42 1.35 0.284537 | -1.34009x10°%°
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Sekil 4.29°dan da goriildigii tizere, e = 1 (merkezde) ve e¥™ > 0 (merkezde), tim

yildiz sisteminin i¢ kisminda pozitif ve diizenli davranig gostermektedir.

Metrik Potensiyelleri

r/R

Sekil 4.29: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen metrik potansiyelleri.

Sekil 4.30°da, enerji yogunlugu p’nun merkezde pozitif ve maksimum fakat sinirda

minimum degere sahip davranisi ile madde dagiliminin gecgerliligi goriilmektedir.

8.x10°%
— 4U1538-52
— J0437-4715
6.x10°% |
— J0030+0451
P — 4U1820-30
4.x10°%6 +
2.x10°% \
0.0 02 04 06 08 1.0

r/R

Sekil 4.30: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r/R oranina karsilik gelen enerji yogunlugu p.

Bir y1ldiz yapisinin gegerliligini degerlendirirken diger bir kritik 6neme sahip parametre
de basing bilesenleridir. Yogunluk parametresi i¢in beklenen egilimin, basing profilleri
dagiliminda da goriilmesi, yani merkezde pozitif ve maksimum fakat yildiz sistemi

boyunca azalan bir yayilim ile sinirda minimum degere sahip bir davranis gostermesi



81

beklenmektedir. Buna ek olarak, p,|,—g = 0 olmalidir, ¢iinkii aksi taktirde, p; ve p,
bilesenleri pozitif kalir ve p; > p, olur. Bu bilgiler dogrultusunda Sekil 4.31°de
gorildiigii tizere, basing profillerinin beklenen davranisi gosterdigi, ele aldigimiz yildiz

modellerinin fiziksel varliginin gergekligi goriilmektedir.

— 4U1538-52 — 15385
-36 | -36 |
2.x10 IM3T-4T15 2.x10 s
15x10°% 0000t 15x10% - — 00300451
— 4U1820-30 — 4U1820-30
r t
1.x10°% 1.x10°%
5.x10%7} 5x10%
0f ] ok ]
- L - Lo R e 1 1 4. R -
0.0 0.2 0.4 06 08 1.0 0.0 02 04 0.6 08 10
r/R /R

Sekil 4.31: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r/R oranina karsilik gelen basincin radyal (p,-) ve tegetsel

(p;) bilesenleri.

e Yildiz yapisinin kompakt olmasi i¢in, gradyanlerin merkezden yani sifirdan baslayarak
sinira kadar negatif bir artis egilimi sergilemesi beklenmektedir. Sekil 4.32°de,

analizimizde yogunluk, radyal basing ve teget basincin tiim tiirevlerinin negatif oldugu;

ap dp dp . e eq- . i
;|(0<rSR) < O,d—rr|(0<rSR) < O,d—rt lo<r<ry <0 ve azalan bir egilim sergiledigi

goriilmektedir.
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0F
-2,x10'37'
E -4.x10°%7
c
Q
>
o =37 N\ s
© —6.x10™ | — 4utsss-s52 \ ,,
© J437-4715 \\ ,/'
-8.x 10—37 L — J0030+0451 \\ ,/'
— 4utB20-30 M e
e ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
/R

Sekil 4.32: Off-diagonal tetrad, n = 2 icin r/R oranina karsilik gelen gradyanler.

e Anizotropi parametresinin ele alinan kompakt nétron yildiz adaylarinin kararh
oldugunu gosteren, merkezde sifirdan baglayip en yliksek degerine ulagmasi ve sinira

dogru azalarak sifira yaklasan ve pozitif kalan davranis1 Sekil 4.33’te goriilmektedir.

T s e e e e e e B A s 1 —T

— 4U1538-52

15x10%

JO437-4715

— J0030+0451

g a7 — 4U1820-30
= x0T}
o
g
I 5x10%}
0,
0.0 02 04 0.6 08 10

r/R

Sekil 4.33: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen anizotropi parametresi, A.

o Seckil 4.34’te gosterildigi gibi, (2.47.a)-(2.47.d) esitliklerinde verilen enerji kosullart,
f (T, T) gravitasyon etkileri altinda saglanmaktadir. Bu ise, mevcut ¢aligmada ele alinan

notron yildiz adaylarindaki kompakt maddenin gergek olusunu gostermektedir.
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1.x10%} 1.x10 |
8.x107%} 8x10%}
= <)
R exo®f + 6x10%f
T Q
Q
4.x10°% 4.x10°%
2.x107°% | 2 x10°% ¢
0.0 0.2 04 06 08 10 0.0
r/R
1.x10°%
5.x10°%
8.x10¥ |
=< %[
~ 4.x10
| B.x10° | .
& Fla- 3x10%}
| 4107} Q
Q 2.x10%
T L
2.x107 —
00 0.2 04 0.6 0.8 1.0 00
r/R
1.x10°%
5.x10°% — s _
— BTaTS © Bx10F
4.x10°% — 0051 =
v ]
- o B.x10
R 3xi0® X
| T a0
]
< 2.%10°% c
V] 2.x10%
1.x10°% 1
) ul i i L 1 |
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0 00 02 04 06 08 1.0
r/R r/R

Sekil 4.34: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen enerji kosullar1.

e Ses hizlar1 v ve vZ, kompakt yildiz sisteminin kararliligini incelemek i¢in 6nem arz

eden diger iki parametredir. Ses hizlarinin ifadeleri;
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seklindedir. Kararliligi Herrera (162), iki kisitlama ile tanimlamustir; 0 < v? ve v? < 1
her iki ses hizinin 151k hizindan kiiclik olmasi gerektigini sdylemistir. Abreu ve dig.
(175), tarafindan tanimlanan kararlilik bolgesine gore ise, v > v olan ve v — v?
ifadesinde isaret degisikligi olmayan bolge kararlidir. Daha sonra ise Andreasson (170)
bu kriteri, 0 < |[v? — v?| < 1 olarak genellestirmis ve bu bdlgenin kararli oldugunu
belirtmistir. Mevcut ¢alismamizda ele alinan kompakt nétron yi1ldizi modellerinde Sekil
435 ve 4.36’da da gorildiigii tizere, tim kararlilik smirlarimin  dogrulandig

goriilmektedir.

0.4

0.3

2 2
(&
T Ve o2l — a538-52
JO437-4715
b= — 10030+0451
— 4U1820-30
0of
L : . . . . : . . : ‘ '
0.0 0.2 04 056 0.8 10 0.0 0.2 04 0.6 08 1.0
r/R r/R

Sekil 4.35: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in r /R oranina karsilik gelen ses hiz1 parametreleri.

02 [T T T T J T T T T T T T T T ]
— 153852
JO437-4715
e 01k — J0030+0451 i
?I> — AU1820-30
~B
=Y N i -
g 00+ > LT
e . .
=Y
I.
oG
& -01F
_02 1 1 1 L 1 1 1
0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

r/R

Sekil 4.36: Off-diagonal tetrad, n = 2 igin /R oranina karsilik gelen ses hizi parametreleri.
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TOV kuvvetleri; birbirlerinin etkilerini sifirlayarak net etkiyi sifira esit hale
getirdiginden, sistemin gravitasyon kuvvetleri sirasinda tekil bir noktaya ¢okmekten
kurtulmasin1 saglayarak kararliliin1 tanimlar. Calismamizda TOV kuvvetlerinin

dengeleyici davranisi Sekil 4.37°de goriilmektedir.

-----------

3% 10—3? L

JMIT-4T15

— J0030+0451

2.x1079 +

1.x107%7 -

-
-
~—

Kuvvetler
[an )

-1.x107% -

—2.!104?7-. TR ST S . . . . 1]
0.6 0.8 1.0

r/R

Sekil 4.37: Off-diagonal tetrad, n = 2 igin r/R oranina karsilik gelen kuvvetler; Fj, (Diiz-Pozitif), F;

(Diiz-Negatif), F, (Noktal), F, (Nokta-Kesikli).

Yildiz gévdesinin madde bileseni, bilinen anizotropik madde ya da karanlik madde
olabilir. Madde bileseninin dogasinin bilinen anizotropik olmasini tartismak adina
durum denklemi bilesenlerii¢in 0 < w,, < 1ve 0 < w, < 1 siirlarin1 g6z 6niine almak
gerekir. Eger kompakt yildiz bilinen anizotropik maddeden olusuyorsa, elde edilen

sonuglar bu kararlilik limitlerini saglayacaktir. Hal denklemi i¢in tanimlanan sinirlarin

ihlali, egzotik madde veya karanlik maddenin varlifin1 potansiyel olarak
gostermektedir.
Wy = % & w; =%

seklinde tanimlanan durum denklem parametrelerinin, Sekil 4.38’de gosterdikleri
davraniglardan da goriildiigii tizere, incelemekte oldugumuz yildiz nesnelerinin bilinen

bir madde bilesimine sahip oldugunu ortaya koymaktadir.
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Sekil 4.38: Off-diagonal tetrad, n = 2 igin /R oranina karsilik gelen durum denklem parametreleri;
w; (Nokta-Kesikli), w, (Diiz).

e Yildiz nesnesinin toplam kiitlesini temsil eden (2.48) denklemi ile verilen kiitle
fonksiyonu m(r)’nin davranis1 Sekil 4.39°da, (2.49) denklemi ile verilen kompaktlik
parametresi u(r)’nin davranist Sekil 4.40°da, (2.51) denklemi ile verilen kirmiziya

kayma parametresi z; nin davranisi Sekil 4.41°de verilmektedir.

— T 7T T T T T T T T T T T T T

]
J0437-4715 1
20 1
— J0030+0451 1
15L  — auis-% _

m(r) :

1.0f ]
05r 1
00r ]
0.0 02 04 086 08 1.0

r/R

Sekil 4.39: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen kiitle fonksiyonu, m(r).
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Sekil 4.40: Off-diagonal tetrad, n = 2 igin /R oranina karsilik gelen kompaktlik parametresi, u(r).

b ———

041 — 4U1538-52
— J0437-4715
03 — J0030+0451
— 4U1820-30

0.1

0.0} ‘ ’ 9
0.0 02 0.4 06 0.8 1.0
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Sekil 4.41: Off-diagonal tetrad, n = 2 i¢in /R oranina karsilik gelen kirmiziya kayma parametresi, z.
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5) TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, T’nin torsiyon (burulma) ve 7" ’nin enerji-momentum tansoriiniin izi oldugu f (T, T)
degistirilmis gravitasyon teorisinde, gravitasyon etkileri acisindan kompakt notron yildiz
adaylarindan bazilar1 ve bunlar1 tanimlayan kiiresel simetrik, anizotropik ¢éziimler incelenmis,
f(T,T) degistirilmis gravitasyon teorisinin alan denklemleri tetrad formalizmi ¢ercevesinde ele
alinmis ve f(T,T") degistirilmis gravitasyon teorisinin lineer ve non-lineer modelleri igin tetrad

alanlarin eslesmesi arastirilmistir.

Bu kapsamda, analizlerimiz f(T,T) fonksiyonunun iki farkli fonksiyonel sekli i¢in ayr1 ayri
gerceklestirilmistir. Her bir fonksiyon ig¢in, farkli kompakt notron yildiz adaylar {izerine

calistlmugtir. iki ayr calisma icin elde edilen sonuglar asagida 6zetlenmistir:

Ik calismamiz kapsaminda, PSRJ1416 — 2230,4U1608 — 52,CenX — 3,EX01785 —
248 ve SMCX - 1 kompakt nétron yildiz adaylarinin govdesi igerisindeki kuark maddesinin
olast varligi ile basa ¢ikabilmek adina MIT bag hal denklemlerini de analizimize dahil ettik.
Adler-Finch-Skea geometrisi, kiiresel simetrik uzay-zaman geometrisi diagonal ve off-diagonal
tetrad alanlarinin se¢imini desteklemek amaciyla kabul edilebilir sonuglar1 elde etmek amaci

ile kullanilmistir. Bu ¢alismada, tetrad alanlarin fiziksel uygunlugunu gostermek ve MIT bag
modeli denklemi p, = %(p — 4B;) ’nin dahil edildigi, olas1 kuark madde varliginda kompakt

nesnelerin anizotropik etkisini ifade etmek i¢in f(T,T) degistirilmis gravitasyonun arka
planinda gomiilii Class-I Karmarkar kosulunu, Adler-Finch-Skea uzay-zamanimi kullandik.
Bunun i¢in, a, B ve n sabitler olmak tizere, f(T,7) fonksiyonunun fonksiyonel seklini
f(T,T) = aT™(r) + BT (r) bigiminde segtik. Fonksiyonun bu se¢iminde, n degerinin, n = 1
ve n# 1 seklinde alinmasiyla, teorinin lineer ve non-lineer modifikasyona kolayca

indirgenebilir olmasi rol oynamistir. Buna gore ilk ¢alismada,;

e non-lineer gravitasyon, yani n = 2 secimi i¢in off-diagonal tetrad araciligiyla

e lineer gravitasyon yani, n = 1 se¢imi i¢in diagonal tetrad araciligiyla

Class-I Karmarkar kosulu altinda Adler-Finch-Skea uzay-zamani arka planinda yukarida
bahsedilen kompakt yildizlarin anizotropik dogasini ayrintili bir bigimde inceledik. Off-
diagonal tetrad durumunda non-lineer durum i¢in en iyi ¢6ziimii veren n = 2 degerini aldik. n

(n > 2)’nin diger degerlerinden elde edilen sonuglar iyi bir davranis sergilemeyen, uygun
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olmayan sonuglar oldugundan bu tez kapsaminda bu durumlara yer verilmemistir. Geleneksel

baglant1 kosullari, sabit parametrelerin basitlestirilmis degerlerinin Tablo 4.1 ve Tablo 4.2°de

gosterildigi gibi, i¢ kiiresel ve simetrik uzay-zamani dis Schwarzschild uzay-zamani ile

eslestirerek kullanilmistir.

Teorik sonuglarla iyi uyum saglayan non-lineer modele sahip off-diagonal tetradin davranisi
Sekil 4.1-4.14 ile lineer modele sahip diagonal tetradin davramist Sekil 4.15-4.27° de

sunulmaktadir. Her iki durumda da elde edilen sonuglar benzerdir. Sonuglarimiz su sekilde

Ozetlenebilir:

Sekil 4.1-4.14°ten off-diagonal tetradin non-lineer modelle iyi bir sekilde eslestigi yani
arastirllan tim oOzellikler i¢in sonuglarin kabul edilebilir araligina denk diistiigi
goriilmektedir. Tiim parametrelerin anizotropik davranist bu analize tam uymaktadir.
Metrik potansiyellerin davranisi diizgiin olarak gozlenmektedir, yani r = 0 ve e¥ > 0
oldugunda gomiilii Class-1 uzay-zaman gereklilikleri ile eV = A ve e#* = 1°dir. p, p,
ve p, ifadeleri, yildiz konfigiirasyonlar1 igerisinde gerekli davranisa uygundur.
Anizotropi parametresi A, merkezden baglayip sinira dogru, diizgiin bir davranis
gostermektedir. Gradyenler, merkezden sinira dogru negatif davraniga sahiptir. Enerji
kosullarindaki esitsizlikler, yildiz konfiglirasyonlar1 boyunca olumlu davranis
gostermektedir. Hal denklem parametresi, ses hizi ve nedensellik sinirlar1 da gerekli
kriterleri karsilamaktadir. Ayn1 zamanda TOV kuvvetleri y1ldiz sisteminin kararliligini
da saglamaktadir. Adyabatik indeks, kiitle fonksiyonu, kompaktlagtirma ve kirmiziya
kayma fonksiyonlar1 da beklenen davranis1 gostermektedir.

Sekil 4.15-4.28’den diagonal tetradin lineer durumunda arastirilan tiim 6zellikler icin
sonuclarin kabul edilebilir araligina denk distigli goriilmektedir. Gradyenler
merkezden negatif bir degerle yayilmaya baslar ve daha sonra sinirda sifira yaklasir.
Anizotropi parametresi A, merkezde sifirdan baslayip /R orani arttik¢a degerinde artis
goriilmekte ve daha sonra neredeyse tutarli bir sekilde yayilmaktadir. Diger tiim

parametreler diizenli davranis gostermektedir.

Sonug olarak, calismamizda aragtirmak iizere ele aldigimiz yildiz konfigiirasyonlari i¢in her iki

tetrad alanini da kullandik. Elde edilen sonuglarin, daha 6nce belirtilen kisitlamalar altinda
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f(T,T) degistirilmis gravitasyon teorisindeki Karmarkar kosulu ¢ercevesinde fiziksel olarak

kabul edilebilir olduklarin1 gosterdik.

Diger caligmamizda ise notron yildiz adaylari olan U1538-52, J0437-4,715, J0030 +
0451 ve 4U1820-30 kompakt ndtron yildiz adaylarmin goévdesi igerisindeki kuark
maddesinin olas1 varlig1 ile basa ¢ikabilmek i¢in bir dnceki modelde de oldugu gibi MIT bag

hal denklemini analizimize dahil ettik.

Yildiz nesnelerinin incelenmesinde i¢ geometri potansiyel bileseninin 6nemli oldugunu

2 2
belirtmek gerekir. Bu calismada, A(r) = (CRLZ + 1) fonksiyonunu tanimlayici bir fonksiyon

olarak kullandik. Burada c’nin rolii yildiz yapisin1t modellemede kritiktir. Mevcut ¢aligmada
f(T,T) =aT™(r) + BT (r) + ¢ fonksiyonu kullanilarak caligmalar bir 6nceki modelde ele
alian fonksiyona gore daha genis bir spektruma genellestirilmistir. Burada,a =n=1ve f =
¢ = 0 tercihi bizi orijinal teleparalel gravitasyona gétiiriirken, & # 0,1 ve f = 0 seg¢imi bizi
f(T) gravitasyona gétiiriir. Ote yandan a # 0 ve 8 # 0 segimi torsiyon ve enerji-momentum
tansoriiniin izi arasindaki mevcut baglantiyr korur. Bu analizimizde, off-diagonal tetrad alani
gercevesinde, f(T,T) = aT™(r) + T (r) + ¢ fonksiyonunda n = 2 se¢imi yaparak, yani
f(T,T) degistirilmis gravitasyonun kuadratik modeli arka planinda, kompakt nesnelerin
ozelliklerini ayrintili olarak ele aldik. Bu cercevede, alan denklemleri, kiiresel simetrik uzay-
zaman kullanilarak hesaplanmig; TOV denkleminin, hal denkleminin, metrik potansiyellerinin
ve ayrica kompakt nesnelerin kiitle fonksiyonu, kirmiziya kayma ve kompaktlagsma gibi

Ozelliklerinin davranislar1 incelenmistir.

Geleneksel baglanti kosullari, sabit parametrelerin basitlestirilmis degerlerinin Tablo 4.3’te
gosterildigi gibi, i¢ kiiresel ve simetrik uzay-zaman, dis Schwarzschild uzay-zaman ile

eslestirilerek kullanilmigtir. Elde ettigimiz sonuglari sdyle 6zetleyebiliriz:

e Metrigin bilesenleri e*™ ve e*™M),

Sekil 4.29°da goriildiigii iizere diizenli pozitif
davranig sergilemektedir.

e Enerji yogunlugu p, Sekil 4.30°da goriildiigii tizere, merkezde maksimum degeri ve
sinirda minimum degeri gostererek fiziksel olarak kabul edilebilir pozitif davranis

sergilemektedir.
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e Basing profillerinin davranisi, Sekil 4.31°de goriildiigi tlizere, maksimum degeri
merkezde ve minimum degeri siirda olmak tizere anizotropik yapiya sahip kompakt
nesnelerin dogasina uygun bir davranis sergilemektedir.

e (Gradyen profilleri Sekil 4.32°de goriildiigii tizere, sifirdan negatif artan bir degere dogru

o dp apr dp
degiserek, . lco<r<r) < 0,? lco<r<r) < 0,; lco<r<r)y =0 sinir  kosulunu

dogrulamakta ve kompakt y1ldiz sisteminin olusumunu gostermektedir.

e Sekil 4.33’te anizotropi A’nin pozitif davranisi goriilmektedir. Pozitif anizotropi itici
kuvvet A > 0, ice dogru olan gravitasyon kuvvetine karsi koyarak sistemin kararliligini
saglamaktadir.

e Yildiz siteminin pozitif enerji limitleri ile madde dagilimina sahip olma durumu Sekil
4.34’te goriilmektedir. Y1ldiz yapisinin tamaminda tiim enerji limitlerinin pozitif oldugu
bu grafikten kolayca dogrulanabilir, bu da maddenin bilinen madde formunda oldugu
ve karanlik madde varliginin olmadigin1 géstermektedir.

e Seshizlarinin 0 < vZ ve v < 1 sinir kosullarina uyarak sistemin kararligimi sagladigimi
da Sekil 4.35°de goriilmekte olan davramislarindan dogrulayabiliriz. Ayrica Sekil
4.36’da gorilldiigii iizere, genellestirilmis kararlilk kriterleri 0 < |[vZ —vZ| < 1 de
saglanmaktadir.

e Sekil 4.37°de de goriildiigi iizere, F,, F;, F, ve F, ile verilen TOV kuvvetleri
dengededir. Baska bir deyisle, sistem herhangi bir noktasal tekillik olmadan kararlidir.

e Hal denklemi bilesenleri w, ve w;, Sekil 4.38’de goriildiigii iizere, bilinen madde
dagilimi kriterleri olan 0 < w, ve w; < 1 kriterlerini saglayarak karanlik maddenin
varligini reddeder.

e Kiitle fonksiyonunun, kirmiziya kayma ve kompaktlagsma parametrelerinin diizenli ve

kabul edilebilir davraniglar1 Sekil 4.39, Sekil 4.40 ve Sekil 4.41°de goriilmektedir.

Sonug olarak, bu ¢alismamizda da ele alinan nétron yildizlarinin kararli oldugu ve fiziksel

olarak kabul edilebilir olduklarini gosterdik.
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EKLER

EK 1. Genel varyasyonlar.
Metrik tansor g*¥’niin,
g" > gh + SgHY (Ek 1.1)

seklindeki varyasyonu altinda (u,v = 1, 2, ...,n) n = 4 boyutlu uzay-zaman i¢in Levi-Civita

baglantisinin varyasyonu,
8Ly, = Lylg® + 8974 - 1397 ] (Ek 1.2)

seklinde verilir. Eger I’ [ g% + 8gF “] ifadesi 6 g#%’nin birinci mertebeden kuvvetlerine kadar

acilirsa,

vl;[gaﬁ + 5g,8a] = %(g,up + Sg“p)[av(glp + Sglp) + axl(gvp + ngp) - ap(gwl +
8gu)] = Lh[g%] + 5 9"°[8,(891,) + 04(89vp) — 3,(8902)] +3589"°[8,(92,) +

01(89vp) — 3, (5921 (Ek 1.3)
elde edilir ve 6 g#% bir tansér oldugu icin,
Vy6gap = 0,692 — Fvﬁfwﬁp - 1"1/65931
Vi8vp = 0,89y, — L5895, — I 895, (Ek 1.4)
Vpb69ap = 0,692 — 1:1[;,59[31/ - Fvi‘ng
esitliklerinden,
0v693p +0169vp — 0,691, = V6920 + Vi69v, — V094, + ZFV[;(Sng (Ek 1.5)

elde edilir. Benzer sekilde g,,,, i¢in,

va/lp = avg/lp - I—flgﬁp - E/f)gﬁ)l (Ek 1.6)
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Vidvp = 019vp — [}h980 — L gp0 (Ek 1.7)
Vogap = 0pgav — I}i!]ﬁv - R@gm (Ek 1.8)

esitlikleri yazilarak elde edilecek olan,
21,980 = 0vrp + 9a9vp — 0pav (Ek 1.9)
ifadesi kullanildiginda (Ek 1.3) ifadesi,
alg® + 8977 = [;]9]
~g"°|v,é 89vp = V,802, + 2156 S i
+59"(Vv03ap +Va0Gvp —Vp09ap + 21,309, | + 591,398

(Ek 1.10)

seklinde yazilir. Ayn1 zamanda metrigin

(69" gpp = —(890)9"° (Ek 1.11)

ozelligi kullanilarak (Ek 1.10) ifadesi,
1
ﬂ/ﬁ[gaﬁ + 69ﬁa] ~ rvljl[gaﬁ] + E«gﬂp [Vv(sg/lp + Va6 gvp — Vp592p]
1
+gupﬂ/€16«96p - (6«96p)r£19up = Eg”p [Vvagkp + Vadgyp — Vp59kp]

(EK 1.12)

ve (Ek 1.2) ifadesi ile verilen Levi-Civita bagintisinin varyasyonu,
1
8L = Lylg™ +89P¢) = [3[9%] = 39" [Vu892p + Va8 gyp = V893] (EK1.13)

seklinde yazilir ve burada Fv’jl bir tansor olmamasina ragmen 81 v’; bir tansordiir.

(Ek 1.1) varyasyonu altinda,

r% —rh+srk (Ek 1.14)
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Levi-Civita baglantisinin varyasyonu ile Ricci egrilik tansoriindeki varyasyon igin,
u B Bl _ u u u U B B U
R, |15, + 618 | = 20urf, + 20urh, + (0f + o5fy) (16 + 615) - (0t +

S0t ) (L + 61) = 20Tk, + DT + LTS, + Th8Tk + T rh — rsrf —

LESL, +0(8T2) = 200Y, + 20} Ih, + 2200, + 2L, I — I 6Tk, +
O(8I%) = Ri | Il5 | + 200k, + 2145, — I8 61+ 0(5T2) (Ek 1.15)
yalnizca 81" ’nin birinci mertebedeki terimleri alinirsa,
B Bl - B I n B B U
R¥aa|I5, + 6T5 | ~ RMa|TE | + 20, + 208,10, — 1f 5Tt (Ek 1.16)

yazilir. Boylece Ricci egrilik tansdriiniin varyasyonu,

b _ pH B B I Bl — 7 B B opru
Ol re = Rl [0y + 8105 | = Rie |1 = 200l + 204,10, — Th0TS, (EKL7)

olarak bulunur. 8T}, ifadesinin de tansdr olmast nedeniyle,

ViSTh = 0,810, + LELEL, — b or), — rhert, (1.18)
ve

— B B B

VoS, = 0,80 + I I, — [,60) — [, 8T (Ek 1.19)

ifadeleri yazilarak,
— B

2Vl = 01aST4y, + 2040, — Tl (Ek 1.20)
elde edilir. Bu ifadeler kullanilarak Ricci egrilik tansoriiniin varyasyonu,

SRH Laq = V20TE, — 0,615, (Ek 1.21)
seklinde verilir.

Ek olarak R,y ,cR*P? ve R, R¥" ifadelerinin varyasyonlarmi da hesaplamak yerinde olacaktir.

Birinci ifade icin verilecek olan,
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S(RypoR¥P7) = Ry peORFYPT + 8R 5 s RHVPO (Ek 1.22)
seklindeki varyasyonu,

Ruvpa6R#Vpa = RuvaS(gﬂagﬁvgypgmsRaﬁy&) = RMVPG6Ruva +

4R, YPOR 45,56 9% = RFYPISR 1y pi + 4R, PV Rygpy g* (Ek 1.23)
seklindeki terim g6z oniinde bulunduruldugunda,

S(RypoRHPT) = 2R¥YPISR 5 + 4R, YR 05, S g (Ek 1.24)

uvpo
seklinde verilir. Buna ek olarak (Ek 1.24) esitliginin sag tarafindaki ilk terimi i¢in,

2RHYPO SR = 2R¥YP769,4RY \po = 2R*P768) o OR yps + 2RIVPORY 55600 =

uvpo
ZR”W’U6R;WPG = ZR”VPUSQMaRa vpo = ZRHVPUSguaSRa vpo T 2RHVPOR® vpoOGua =

2Ry "POERY 55 — 69 guaRypypo 2R¥VPO (Ek 1.25)
ifadesi kullanildiginda (Ek 1.22) varyasyonu,

S(RypoR¥P7) = 2R, YPTSR® 5 + 2R, “PYR 0, 6 gH (Ek 1.26)
seklinde verilir.
Eger (Ek 1.26) varyasyonu bir F skaleri ile ¢arpilirsa,

F&(R

wpoRFYP?) = 2FR, YPP6R* ,,; + 2FR,, “FYR 5, 6 gHY (Ek 1.27)

seklini alir. R, R ifadesinin varyasyonu ve varyasyonun skaler bir F ile c¢arpilmasi

durumunda,

F&(R, R¥) = F[R¥GSR ,,, + Ry, SR¥| = F[R¥W6R ,,, + Ry, 8(g% g"PR )| =
F[R#6R,,, + R%6R 5 + Ry Ryp(9"P5g™ + g™ g"F)| = F[2R#6R,, +
2R,,R* ,6g"] (Ek 1.28)

seklinde verilir.
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EK 2. Baz1 Onemli Varyasyonlar.

g*’ . guv Metrik tansoriin tersi olmak iizere, bunlar ve varyasyonlari arasindaki iliski,

99" =64 (Ek 2.1)

0= (8g)9"* + (69Y) g (Ek2.2)
seklindedir ve burada &,/ matrisi sabittir. (Ek 2.2) esitligi g, ile carpilirsa,

0 = (89,)8% + (89" GyvGap (Ek2.3)
ve

89w = —9uv9ap(69") (Ek 2.4)

elde edilir. Bu tarz ifadelerin alternatifleri,

6guv = 6(guagvﬁgaﬁ) = (6g,ua)gvﬁgaﬁ + gua((sgvﬁ)gaﬁ + g,uagv[)’(aga'g) =

(5gua)gvﬁgaﬁ + 6guv + ngu (Ek 2-5)
Sguv = (Sg;wz)gvﬁgaﬁ + Sguv + 6gvu (Ek 2.6)
6guv = _guagvﬁ(sgaﬁ (Ek2.7)

seklinde de yazilir. (Ek 2.1) ifadesinden,

Iwg" =4 (Ek 2.8)
ve

969w = —guwb 9"’ (Ek 2.9)
yazilir. Bu sonuglar, n-boyutlu genel bir Riemannian uzayi i¢in de gegerlidir. Yani,

9abg"¢ = 85, gapg®™ =n (Ek 2.10)

ve boylelikle metrik i¢in,
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89ab = —9acIpad9°? (Ek 2.11)
9°°8Gap = —9ap6g®’ (Ek 2.12)
seklindedir.

Jap Metrik tansor olmak iizere,
1
§(/9) = 7509 (Ek 2.13)

bigimindeki varyasyonu igin (g = det(gab)), (nxn) bigiminde bir A genel matrisi diisiiniilsiin.

Bu matris i¢in determinant,

det(A) = eT*® (Ek 2.14)
seklindedir. g, i¢in (Ek 2.14) ifadesi,

g = det(ggp) = eT"Wab) (Ek 2.15)
seklinde olup, gap = Gap + 6 gap bagntist altinda varyasyonu,

det(gap + 6gap) = €77 Gab*89ab) = ¢T7(9ap)+Tr(8gab) = ¢TT(9ab)oTr(89ar) (Ek 2.16)

seklinde yazilir ve burada izin lineerlik 6zelligi; Tr(g + 8gap) = Tr(gap) + Tr(6g.p)]
seklindedir. 8¢ ifadesi ¢ok kiigiik oldugu icin ((§g)? =~ 0),

eTr(fsQab) ~1+ Tr(Sgab) (Ek 217)

ve (Ek 2.4) ifadesi,

det(gup + 69ap) = g(l + Tr(dgab)) (Ek 2.18)
seklinde yazilir. Burada izin,

Tr(8gan) = 9°°8gan (Ek 2.19)
ifadesi kullanildiginda,

det(gqp + 8gap) =~ g(1 + g**8gap) (Ek 2.20)
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elde edilir. Buradan varyasyonun tanimi igin,

89 = 6(det(gap)) = det(gap + 69ap) — det(gap) = g(1 + g gap) — g =
99 8gap (Ek 2.21)

ifadesi elde edilir. (Ek 2.12) esitligi ile de,
59 = —99ap69® (Ek 2.22)

yazilabilmektedir. Buradan (Ek 2.13) varyasyonu,
=L sg=-18 ab _ _1 ab
6(\/5) = 2\@69 = 2\/§gab6g = Zx/ggab6g (Ek 2.23)

seklini alir. Burada GR igin 4-boyutlu sozde (pseude) Riemannian uzay-zamani igin

((g — —g) ve u,v =0,1,2,3) benzer,

5(/9) = —3/99uBg" (Ek 2.24)

ifadesi yazilir.

Metrigin determinantinin herhangi bir kuvveti i¢in (Ek 2.22) ifadesi,

8(g™) =ng™6g = —ng" 'ggapdg® = —ng" g.,69°° (Ek 2.25)

seklinde genel bir esitlik ile verilir. Eger biitlin dogal sayilar (n € N) ilizerinden toplam alirsak,
Yi=08(g") = —(Tizong™ ganS g™ (Ek 2.26)

olur. (Ek 2.26) esitliginin sag kismindaki toplami hesaplamak i¢in, |g| < 1 kosulu kabul
edildiginde,

g =

gy = Zm=oNg" lgl <1 (Ek 2.27)

elde edilir. Boylece (Ek 2.26) ifadesi,
Tio8(g" = = 25 gav0g™ lgl < 1 (Ek 2.28)

seklini alir.
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EK 3. ideal Akiskan icin Enerji Momentum Tansorii.

Egrisel uzay-zamanda, miikemmel akigkan i¢in verilen enerji-momentum tansori,
Tww = PGy + (P + D)uutty (Ek3.1)

seklindedir. Burada p ve p sirasiyla akigskan ig¢in, enerji yogunlugunu ve basinci ifade

etmektedir. g,,, Uzay-zamanin metrik tansorii ve u, ise akiskanin hareketini takip eden
gozlemcinin 4-1i hiz vektér alanimi temsil etmektedir. Minkowski uzay-zamani igin

[qu = diag(—-1,1,1, 1)], T, niin bilesenleri,
Too = T° = p, Ty = pdj; (Ek 3.2)

seklinde verilir. T, ikinci mertebeden tansor olmasi sebebiyle yine, 6rnegin geometriden gelen
katkilar sebebiyle g, metrigi gibi, ikinci mertebeden tansor ile ifade etmemiz gerekmektedir.
Bunun yaninda T}, tansorii, bu uzay-zamanda hareket eden gozlemcinin w, 4-lii hiz vektorii
gibi kinematik nicelikleri de icermesi gerekmektedir. Bu birinci mertebeden bir tansor, yani bir
vektor olmasi sebebiyle, v, ®u,, bigiminde tansorel ¢arpimi alinarak ikinci mertebe tansor elde
edilir. Boylece Ty, tansorii, g, metrigin ve u, ®u,, bigimindeki tansoriin lineer bir birlegimi
olarak ifade edilir. Fakat tansor, akiskanin basing ve yogunluk gibi bazi 6zelliklerini de
barindirmak zorundadir ve bunlar skaler olduklari i¢in T, niin barindirdig1 tansorlerin

katsayilar1 olarak ifadeye katilirlar. Genel ifade ile enerji-momentum tansorti,

Tw = AP, )G + B(p, p)uyu, (Ek 3.3)

seklinde verilir ve burada A(p, p) ve B(p, p), p ve p’nun tiirevlenebilir siirekli fonksiyonlaridir.
(Ek 3.3) ifadesi lokal olarak, yani gravitasyonel etkiler ihmal edildiginde de saglanmalidir.
Boylece T, (Ek 3.2) ifadesine indirgenir (gw - nw). Ek olarak, akigkan ile genisleyen ve

biiziilen eshareketli bir gézlemci igin,
u, = (1,0,0,0) = & = —62 (Ek 3.9)
seklinde olup, lokal olarak enerji-momentum tansorii,

Tow = A(p, PNy + B(p,p)8J67 (Ek 3.5)



111

seklini alir. (Ek 3.5) esitligi n,,, ile ¢arpildiginda,

—p+3p=4A—B (Ek 3.6)
ve 85 &Y ile carpildiginda ise,

p=—A+B (Ek 3.7)
elde edilir. A ve B fonksiyonlart igin ise,

A=p,B=p+p (Ek 3.8)

ifadeleri elde edilir, bu da egrisel uzaydaki miikemmel akiskan icin verilen (Ek 3.3) ifadesini

Verir.
Ek 4. FLRW Evreni icin Siireklilik Denkleminin Tiiretilmesi.
Enerji-momentum tansoriiniin korunumu igin,

VAT, =0 (Ek 4.1)
ifadesi saglanmalidir.
Miikemmel akigkana sahip, uzayca homojen ve izotropik bir evren i¢in verilen,

Tow = PG + (0 + DUty (Ek 4.2)
seklinde enerji-momentum tansorii ve

u, = (1,0,0,0) = 85 = -6 (Ek 4.3)

seklindeki 4-1ii hiz vektdriine sahip eshareketli bir gézlemci ele alindiginda (Ek 3.3)’iin bir

sonucu olarak,
w,ut = -1 (Ek 4.4)
normalizasyonu elde edilir.

Simdi ise, (Ek 4.1) ifadesi,
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VAT, = 9uV*D + uyw, VA (p + p) + (p + p) [, VHu, + w, VHu,| (EK 4.5)
ve her bir terim igin,
uu, V4 (p +p) = wuhV,(p + p) = =828 ,(p + p) = —8J(p + p) (Ek 4.6)

w,V*u, = utVu, = uh|d,u, — [iu,| = —Liuau* = +0,56364 = Iy, = 0 (EK4.7)

u, VP uy, = uw,ut = =69 (9,ut + Liu®) = =691 8¢ 6,9171% —89(} +
L3+ I5) =—633H (Ek 4.8)
9uwV*p = V,p = 0yp = 6D (Ek 4.9)

hesanplandiginda ( f gibi bir skaler niceligin, V, f = 9,f = 6,9f formunda herhangi bir uzaysal
baglilig1 olmadig diisiintilerek) (Ek 4.5) ifadesi,

VAT, = —63(p + p) — 893H(p +p) + 63p = —6%[p + 3H(p +p)] = 0 (EK4.10)
seklinde elde edilir ve bu ifadeden de,

p+3H(p+p)=0 (Ek 4.11)
stireklilik denklemine ulasilir (v = 0).

Ek 5. Degistirilmis Gravitasyonun Alan Denklemlerinin Metrige Gore Varyasyonla

Cikarihsi.
Bilindigi tizere,
Rij = 9yR + Agyj = k2T, (Ek 5.1)
seklindeki EAD,

Sen = 7/, d*x /=g (R — 24) + Sp, (Ek 5.2)
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olarak tammlanan EH aksiyonundan g;; metrigine gore varyasyon alarak ve g;; terimlerinin
hem kendilerinin hem de 8g;; (veya §g"/) varyasyonlarinin V bdlgesini kusatan 9V sinir yiizeyi

tizerinde sifir oldugunu ifade eden,
9ijl,, = 9"|,, =0 ve 8g;,, =6g"],, =0 (Ek 5.3)

siir kosullart varsayimi altinda, Sgy stasyoner, yani 6Sgy = 0 olmasi kosulu sonucunda elde
edilebilmektedirler. Sgy esitliginde d*x, 4-boyutlu hacim elemani, g ise determinanttir (g =
detg;;). Sy, ise madde alanlarma baglanan aksiyon olup L,, madde Lagrange yogunlugundan

hareketle,

Sm=J,d*\[—gLmn (EK 5.4)

olarak tanimlanmaktadir. L,, i¢in, metrik tansdriin tiirevlerine ya da bir ¢ skaler Alana baglilik
gibi birden fazla form gz Oniine almak miimkiin fakat calismalarimiz dogrultusunda amaca
yonelik olarak L,,’nin sadece metrik tansoriin bilesenlerine bagl oldugu durumu gz 6niinde

bulunduracagiz. Yani,
Lm = Lm(97, 9:) (Ek 5.5)

olacaktir. Maddenin baryonik olmasi durumunda (Ek 5.5)’e eklenebilecek Tig-m), enerji-

momentum tansori

m _ 2 8(/=gLm)
T = = ogU (Ek 5.6)

seklinde tanimlanmaktadir. (Ek 5.2)’deki aksiyonun,
G = R* — 4R;jRY + R;j, RV (Ek 5.8)
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seklinde taniml1, (burada; R Ricci egrilik skaleri, G Gauss-Bonnet egrilik invaryanti ve T enerji-
momentum tansdriiniin izidir) bu 3 skaleri argiiman olarak kabul eden keyfi bir f(R,G,T)

fonksiyonu ile

_ 1

S=—5 [d*x/—gf(R,G,T)+Sp, (Ek 5.10)

seklinde degisiklige ugratilmis formunu ele alalim (A kozmolojik sabit terimi f(R,G,T)
fonksiyonun i¢ine atilmistir). f(R, G, T) alternatif gravitasyon teorisinin, alan denklemlerinin
metrige gore varyasyonla ¢ikarilmasini [179, 180 ve 181] numarali kaynaklardan yararlanarak

ele aliyoruz. Fakat oncelikle bu ¢ikarim i¢in bazi gerekli bagint1 ve 6zdeslikleri siralayalim:

Metrik tansor i¢in varyasyon ifadeleri:
89ij = —9u89" 91j, 897 = —9* 899" (Ek5.11.a)
89 = —99169”, 89 = 99”89y (Ek 5.11.b)
8= = —5=99469", 6J=g = +>/=g9" 6 (Ek 5.11.c)
Christoffel sembollerinin varyasyonu:
8T ;= == [9a,(89") + gVi(89") = gimgnV*(89™™)] (Ek5.12.3)
ST¥ ik = == GnaVi(5g™") (Ek 5.12.b)
Riemann ve Ricci tansorlerinin varyasyonu:
SR jy = Vi (8T ;) — V(8T ) (Ek 5.13.a)
SRy; = Vi (6T* ;) = Vi(6T* ) (Ek 5.13.b)
Simdi, (Ek 5.10) ifadesinin varyasyonunu g6z oniine alirsak,

f=fRGTY fr =LC22x = R,G,T (Ek 5.14)

kisitlamalar1 kullanilarak ve
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Sf(R,G,T) = 6f = f16R + f;0G + fy6T (Ek 5.15)

olduguna da dikkat edilerek, (Ek 5.11.c¢) ifadesinin de kullanimiyla,

= — [, d*x[(5\/=)f +/=g6f] + 65n
=5 @4 x[(5J=9)f +—g(faOR + [36G + [r6T)] + 65y, (EK5.16)
=— [, d*x /=g [—- 9iif 891 + fobR + [5G + fTaT] + 685,

elde edilir. R ve G terimlerinin varyasyonlari, tanimlarindan hareketle,
6R = 8(g9YR;) = Ri;69Y + gY8R;; (Ek 5.17)

8G = 6(R?* — 4R;;RY + Ryj;,RV*") = 2R6R — 4R;;6RY — 4RYSR;; + Ry 6RV* +
RUKISR 11y (Ek 5.18)

olur. Bu son ifadeye (Ek 5.17) ile birlikte,
R;j6RY = 2RFR;,69Y + RYSR; (Ek 5.19)
Riju RV = 3RF™R 1,89 + RISRY, (Ek 5.20)
0zdeslikleri yerlestirilip, dlizenlendigi taktirde,

8G = (2RR;; — 4R; ¥Ry — 4R; ¥Ry + 2RI"™ Ry )6 9” + 2RgYR;; — BRYSR;; +
2R; KSR 4, (Ek 5.21)

elde edilir. (Ek 5.17) ile (Ek 5.21) ifadeleri, (Ek 5.13)’ten hareketle ve (Ek 5.12)’nin de

kullanimu ile elde edilebilecek,
9Y8R;; = —V,V;(6gY) + g;;0(69Y) (Ek 5.22)

RUSRy = =R *V;V,.(89Y) — > R; “V,V, (6gY) + S Ry 0 (89Y) +

= 9y R™ V.V, (89Y) (Ek 5.23)

RJ“R! i, = —2R™ ;V,V,,,(8g7) (Ek 5.24)
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bagintilar1 yardimiyla, sirasi ile,

8G = (2RR;; — 4RFRj;, — 4R, "Ry + 2R Rjyim)69" — 2RV, V(697 ) +
2Rg;;0(89Y) + 2Rg;;0(8gY) + 4RFV,V,(69Y) + 4R, v,V (6gY) —
4R;;0(697) — 49 R™ Vi Vy(697) — 4RI™ ;V, Vi (897) (Ek 5.26)

seklini alirlar. §T varyasyonu ise,

8T = 8(gUTy;) = T;;69Y + glisTy; = T,;69" + gm"‘;;—mgagif (Ek 5.27)
ya da

0y = g (Ek 5.28)
tanimlanirsa,

8T = (T;; + ©;;)89"Y (Ek 5.29)

olur. (Ek 5.6) ifadesinin varyasyonu sonucu elde edilen,

SLm

L (Ek 5.30)

ifadesi, (Ek 5.28) ifadesinde isleme sokuldugunda, ©;;’nin T;; ve L., ye baglihg i¢in,

5 [ 6lm
0ij = gijLm — 2T;; — ngnm(w) (Ek 5.31)

elde edilir. S,,’nin varyasyonu ise, (Ek 5.4)’den, (Ek 5.6) ve (Ek 5.11.c) ifadelerinin de

kullanimai ile §S,,,
8Sm = =3[, d*x/=gT;;69Y (Ek 5.32)
seklinde elde edilir.

(Ek 5.25), (Ek 5.26), (Ek 5.29) ve (Ek 5.32) ifadeleri, (Ek 5.16) ifadesinde isleme sokulur ve

diizenlemeler yapilirsa,
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88 = == [ V2d*x =g {|faRij = 3 9i;f + fa(2RRi; — 4R; “Ryy. — 4R; *Ry, +

2R Rim) + £ (T + 037) — K2T35169Y + fr (91,089 — V,v;(89Y)) +
fe|—2RV;V;(697) — 4R;;0(697) + 4R"V;V,, (8977 ) +4R"V, V0, (697) —
49;iR™™V Vy (8977) — 4RI V.V, (69Y)]} (Ek 5.33)

elde edilir. Bu ifadede, son dokuz terimde 8 g% varyasyonu, tiirev igerisinde yer almaktadir. Bu
terimler i¢in kismi integrasyon uygulanir ve V hacmi lizerinden integrasyon, Gauss teoremi
araciligiyla V’yi kusatan dV sinir yiizey lizerine doniistiiriildiiktan sonra (Ek 5.3) ifadesinde
yer alan sinir kosullart uygulanirsa, bu terimler sifirlanir ve sonugta (Ek 5.33) ifadesindeki

aksiyon,

1 1
6§ = ﬁfvd“x\/ -9 [fRRij —59iif +9i;Ufr = ViVifr + fc(2RR;; — 4R, ¥R}, —
4R; ¥Ry —4RmR*™ + 2R Rty ) — 2RV, V; fo — 4Ry O f5 + 4RV, V, f +
4R; "V Vo fo—4GiR™ Vi Vi fg — 4RT™ jVuVinfg + fr(Tij + ©y5) — k2Tyj]6gY

(Ek 5.34)
ifadesine indirgenir ve §S = 0 stasyoner kosulundan da
1 k k
frRij =5 9iif + gijUfr = ViVifr + fo(2RR;; — 4R; Ry — 4R; Ry —

4Ry R*™ + 2R Rijemm ) — 2RV:V, fo — 4R;; O f¢ + ARV Vi fs + 4R; ™V, V, f5 —
4gl-ijmeanG - 4'RimnjvnvmfG + fT(Tij + E‘)ij) - kZTij =0 (Ek 5.35)

elde edilir.

4-boyutta G Gauss-Bonnet invaryanti, bir topolojik invaryanttir. Yani, G teriminin aksiyona

toplamsal olarak eklenmesi, Einstein denklemlerini degistirmemektedir. Dolayisiyla,
f(R,G,T)=R+ G oldugunda, fgz =1,f; =1, fr =0 olacagindan (Ek 5.35) ifadesinin

indirgenecegi,
1 1
Rij - Egl]R - E‘g”G + ZRRU - 4R{cR]k - 4'Riijkl + Zlelijklm - szij =0

(Ek 5.36)
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denklemi, Einstein denklemleri olmalidir. Buradan,
- %gijG + 2RRy; — 4R[Rj; — 4Ry R¥ + 2RI Rjjm = 0 (Ek 5.37)

olmasi gerektigi sonucu ¢ikmaktadir. Bu 6zdeslik, (Ek 5.35) ifadesinde isleme sokulursa,

sonugta f (R, G, T) gravitasyonun alan denklemleri,

1 1
frRij =35 9iif = ViVifr + 9ij0fr + 359G fc — 2RVV;fe — 4G;; U f +
ARV fo + ARV U f6 — 491 R™™ Vi Vo fs — 4RI ViV fo = 2Ty — fr (T +
0:;) (Ek 5.38)

seklinde elde edilir. Burada (Ek 5.31) ifadesi ile verilen ©;; teriminin agik ifadesi, kozmik

akigskanin
Ty = (u+pww +pg;;  (wu' =-1) (Ek 5.39)

enerji-momentum tansorii ile gosterilen bir miikemmel akiskan oldugu varsayimi altinda
hesaplayalim. Fakat (Ek 5.39) ifadesini veren L,, madde Lagrange yogunlugu i¢in tek degil
ancak L,, = p ve L,, = —u olmak tizere farkli iki ifade bulunmaktadir[182]. Bu ifadeler, (Ek
5.31)’den;

seklinde elde edilirler. (Ek 5.38) ifadesi, (Ek 5.40.a) se¢imi igin,

1 1
frRij =5 8iif = ViVife + 9i;Ufr +59ijGfe — 49:;R™" Vi Vi fe — 4G 0 fo —

2RV,V,fe + 4RT'V;Vinf + 4RT'ViVinfe — 4RT™ [V Vi f& = K2Ty; + fr(Tij — pgij)
(EK5.41.2)

seklinde, (Ek 5.40.b) secimi i¢in ise,
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1 1
frRij =5 8iif = ViVife + 9ijUfr +59ijGfe — 49:;R™ Vi Vi fe — 4G 0 fo —

2RV;V;fe + 4R["V;Vi fo + ARV Vi fo — ART™ iV Vi fe = KPTy; + fr(Ti; + 19:;)
(Ek 5.41.b)
seklinde elde edilir.

Diger yandan, f(R,G,T) gravitasyonun alan denklemlerinin, 6zel se¢imleri i¢in, literatiirdeki

diger f gravitasyon teorilerine indirgenebilecegi kolayca goriilebilir:
f(R,G,T) = f(R) alarak, f(R) gravitasyon:

faRij =5 9f = ViVife + 950 fr = k2T (Ek 5.42)
f(R,G,T) = f(R,G) alarak, f(R, G) gravitasyon:

1 1
frRij =5 8iif = ViVife + 9i;Ufr +59ijGfe — 49:;R™" Vi Vi fe — 4G 0 fo —

2RV,V;fi + 4R™V,V o fo + 4R, ™V, f — 4RM™ Vo Vinfs = k2T, (Ek 5.43)
f(R,G,T) = f(R,T) alarak, f(R,T) gravitasyon:

Ly =p icin: frR;j — %gijf — ViVife + gij0fr = k*T;; + fr(Ti; — pgij) (Ek5.44.9)
ve

Ly = —pigin: fpR;j — %gijf —VVifr + 9i;0fr = KTy + fr(Ty; + 1gi;) (Ek 5.44.b)
olur.

Bu adimlar dogrultusunda, tezimizde ele aldigimiz f(T,T) gravitasyonun (T torsiyon ve T
enerji-momentum tansoriiniin izi) L,,, madde Lagrange yogunlugundan hareketle aksiyon

ifadesi,

s=[dxte{—f(T,T) + Ly} (Ek 5.45)

ve burdan hareketle alan denklemleri,
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e, " frr 0,T + €,"S, " frr 0,7 + e 0, (ee,”S," ") fr — e, TV,;S, " fr — 2 ey f +

fro ynySyW - % (eniTi T+ pteni) = _47TeniTi K (Ek 5.46)
seklindedir.
EK 6. Bazi1 Sabitler ve Boyutlar.

L: uzunluk, M: kiitle, T: zaman olmak tizere:

m = 3.14159

c=2.998 x 108 ms™?! [c] = LTt

Gy = 6.672x 1071 m3 kg1 572 [Gy] = L3M~1T~2
K2 = 8’2# =2.076 X 10743 m~! kg1 52 [k2] = L-1M~1T2
stk yilt = 9.460 X 10'° m =~ 103 km [1stk yili] = L
parsec (pc) = 3.086 x 101 m ~ 3.26 15tk yili [parsec] = L

Hy = 100hgkms~*Mpc~! = 3.241hy x 10718 571 [Hy] =T

(0.5 < hy < 1)

Hy/c = 1.081hy X 10726 m~1 [Hy/c] = L™
¢/Hy = 9.250h, X 10%25 m [c/Ho] = L

k?c*/3Hy % = 8nGy/3Hy % = 5.322h5% X 1072° m3 kg™ [k%c*/3H, 2] = M~1LT?
Hubble yasi: Hy' = 3.086hy! x 1017 s [Hy'l=T

=~ 9.8 hy! x 10%y1l
0.5<hy<1 = 50<H,<100kms *Mpc~'ve9.8 x10° < Hy! < 19.6 x 10°y1l

Madde yogunlugu: p [p] = ML™3
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Enerji yogunlugu: u = pc?
Basing: p

Ricci egrilik skaleri: R
Torsiyon invaryanti: T

Enerji-momentum tansoriiniin izi: T

[R] = L2
[T] =Lt
[T] = ML™1T~2
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