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ÖZELLİKLERİ
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1. GİRİŞ

Fibonacci sayılarıLeonardo Fibonacci tarafından 13. yüzyılda yazılan Liber Abaci

adlıkitaptaki "Bir bölgeye bir di̧si bir erkek olmak üzere yeni doğmuş bir tavşan

çifti konuluyor. Her tavşan çifti ikinci aydan itibaren yeti̧skin hale geliyor ve her ay

yeni bir tavşan çifti doğuruyor. Tavşanların hiç ölmediği varsayılırsa bu bölgede 100

ay sonra kaç çift tavşan olur?" probleminin çözümü ile ortaya çıkmı̧stır. Problem

çözülürken her ay doğan tavşan sayısısırasıyla 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 şeklinde

elde edilir ve bu sayılar Fibonacci sayıları olarak adlandırılmaktadır. Görüldüğü

üzere Fibonacci sayılarıher terimi kendisinden önceki ardı̧sık iki terimin toplamıyla

elde edilir.

Fibonacci sayıları6. yüzyıldan itibaren birçok Hintli matematikçi tarafından çalı̧sma

konusu olmuştur. Dizinin ardı̧sık terimleri arasındaki oranların ise 1+
√
5

2
sayısına

yaklaştı̆gıgörülmektedir. Bu sayıya altın oran denir. Altın oran doğada, sanatta ve

günlük hayatta görülen, estetik ile bağdaştırılan bir sayıdır. Fibonacci dizileri birçok

bilim dalında uygulamaya sahiptir. Dolayısıyla Fibonacci dizileri ve genelleştirmeleri

pek çok araştırmacı tarafından incelenmi̧stir. Örneğin, Fibonacci sayılarının bir

genelleştirilmesi olan Fibonacci r-sayılarıkodlama teorisinde uygulamalara sahiptir.

Dual genelleştirilmi̧s kompleks sayılar ise dual kompleks sayılar, dual hiperbolik

sayılar ve hiper dual sayıların bir genelleştirmesi olarak tanımlanmı̧stır. Fizik,

geometri, astronomi ve bilgisayar bilimi gibi birçok bilim dalında uygulamaya sahip-

tir. Son yıllarda dual genelleştirilmi̧s kompleks sayılar üzerine yapılan çalı̧smalar

oldukça ilgi görmektedir.

Bu tezde ilk amacımız dual genelleştirilmi̧s kompleks sayılar ve genelleştirilmi̧s Fi-

bonacci r-sayılarıyardımıyla dual genelleştirilmi̧s kompleks sayıların yeni bir sınıfını

tanımlamak ve temel özelliklerini incelemektir. Bu yeni genelleştirme, dual genelleştir-

ilmi̧s kompleks Fibonacci sayılarının bir genellemesi olarak da görülebilir.

1



Bu sayıların rekürans bağıntıları, üreteç fonksiyonları, Binet formülleri, genelleştir-

ilmi̧s Honsberger özdeşliği ve toplam formülleri gibi bazıözellikleri elde edilecek-

tir.Ayrıca, bu sayılar için Cassini özdeşliğini elde etmeye yardımcıolan bir matris

gösterimi elde edilecektir.

Bu tezde inceleyeceğimiz diğer bir sayıdizisi ise katsayılarıkuantum tamsayıların-

dan oluşan dual genelleştirilmi̧s kompleks sayıların yeni bir sınıfıdır. Bu sayıdizileri

için de benzer şekilde rekürans bağıntıları, üreteç fonksiyonlarıve toplam formülleri

gibi özellikleri incelenecektir.

Bu tezde elde edilen sonuçlar, literatürde daha önce yapılmı̧s birçok çalı̧smanın bir

genellemesi olacaktır.
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2. TANIM VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ilk olarak genelleştirilmi̧s kompleks sayılar ve dual genelleştirilmi̧s kom-

pleks sayılar verilecek ve temel özellikleri incelenecektir. Daha sonra Fibonacci

dizilerinin bir genelleştirmesi olan Fibonacci r-sayılarıve Lucas r-sayılarıtanıtılacak

ve bazıözellikleri verilecektir.

2.1 Genelleştirilmi̧s Kompleks Sayılar ve Dual Genelleştirilmi̧s Kom-

pleks Sayılar

Dual sayıların, kompleks sayıların ve hiperbolik sayıların bir genelleştirmesi olan

genelleştirilmi̧s kompleks sayılar, Harkin ve Harkin (Harkin ve Harkin 2004) tarafın-

dan tanımlanmı̧stır.

Tanım 2.1 (Genelleştirilmi̧s Kompleks Sayılar) Genelleştirilmi̧s kompleks sayılar

kümesi

Cp =
{
a0 + a1J | J2 = p, a0, a1, p ∈ R, J /∈ R

}
şeklinde tanımlanır (Harkin ve Harkin 2004).

Burada, J genelleştirilmi̧s kompleks birim olarak adlandırılmaktadır.

Cp kümesinin,

• p = −1 için kompleks sayılar kümesini

C =
{
a0 + a1i | i2 = −1, a0, a1 ∈ R, i /∈ R

}
,

• p = 0 için dual sayılar kümesini

D =
{
a0 + a1ε | ε2 = 0, ε 6= 0, a0, a1 ∈ R, ε /∈ R

}
,

• p = 1 için hiperbolik sayılar kümesini

H =
{
a0 + a1h | h2 = 1, a0, a1 ∈ R

}
3



verdiği bilinmektedir. Bu sayılar fizikte, mekanikte, cebirsel geometride ve kine-

matikte kullanılmı̧stır (Catoni vd. 2004, Clifford 1873, Cockle 1849, Yaglom 1968,

Fjelstad ve Gal 2001).

Gürses vd. (Gürses vd. 2021) genelleştirilmi̧s kompleks sayıların katsayılarınıreel

sayılar yerine dual sayılar alarak yeni bir sayısistemi elde etmi̧slerdir ve bu sayılar

dual genelleştirilmi̧s kompleks sayılar olarak adlandırılmı̧stır.

Tanım 2.2 (Dual Genelleştirilmi̧s Kompleks Sayılar) Dual genelleştirilmi̧s

kompleks sayılar kümesi

DCp = {a0 + a1J + a2ε+ a3Jε | a0, a1, a2, a3 ∈ R}

şeklinde tanımlanır (Gürses vd. 2021).

Burada, ε dual birim, J genelleştirilmi̧s kompleks birim ve Jε dual genelleştirilmi̧s

kompleks birimdir ve bu birimler aşağıdaki çarpım kuralınısağlarlar:

J2 = p,−∞ < p <∞, ε2 = 0, ε 6= 0, εJ = Jε. (2.1)

DCp kümesi

• p = −1 için dual-kompleks sayılar kümesini

DC =
{
a0 + a1i+ a2ε+ a3iε | ε2 = 0, i2 = −1

}
,

• p = 0 için hiper-dual sayılar kümesini

D̃ =
{
a0 + a1ε+ a2J + a3Jε | ε2 = J2 = (εJ)2 = 0, ε 6= J 6= 0

}
,

• p = 1 için dual-hiperbolik sayılar kümesini

DH =
{
a0 + a1ε+ a2J + a3Jε | J2 = 1, ε2 = 0

}
vermektedir. Dual genelleştirilmi̧s kompleks sayılar R üzerinde dört boyutlu bir

vektör uzayı oluşturmaktadır ve (2.1) ifadesinde verilen çarpım kuralından dual

genelleştirilmi̧s kompleks sayıların deği̧smeli olduğu açıkça görülmektedir.
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2.2 Fibonacci ve Lucas Sayıları

Fibonacci sayılarıve genelleştirmeleri, sanat ve bilimde çeşitli uygulamalara sahiptir.

Bu bölümde Fibonacci ve Lucas sayıları ile ilgili bazı temel tanım ve teoremlere

yer verilecektir. Bu bölümde yer alan temel tanım ve teoremler (Koshy 2001) ve

(Vajda 1989) kitaplarında yer almaktadır.

Tanım 2.3 (Fibonacci Sayıları) Başlangıç koşullarıF0 = 0, F1 = 1 olmak üzere

n-inci Fibonacci sayısı

Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2

şeklinde tanımlanır. (Koshy 2001).

Tanım 2.4 (Lucas Sayıları) Başlangıç koşullarıL0 = 2, L1 = 1 olmak üzere

n-inci Lucas sayısı

Ln = Ln−1 + Ln−2, n ≥ 2

şeklinde tanımlanır (Koshy 2001).

Fibonacci ve Lucas dizilerinin karakteristik denklemi olan x2−x−1 = 0 denkleminin

kökleri α = 1+
√
5

2
ve β = 1−

√
5

2
şeklindedir. Şimdi bu kökler yardımıyla Fibonacci

ve Lucas dizisinin n-inci terimini veren genel terim formülü verilecektir. Bu formül

ilk olarak Fransız matematikçi Binet tarafından bulunduğu için literatürde Binet

formülü olarak adlandırılmaktadır.

Teorem 2.1 Fibonacci sayılarıiçin Binet formülü,

Fn =
αn − βn

α− β

şeklindedir (Koshy 2001).

Teorem 2.2 Lucas sayılarıiçin Binet formülü,

Ln = αn + βn

şeklindedir (Koshy 2001).
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Teorem 2.3 Fibonacci sayılarıiçin üreteç fonksiyonu,

∞∑
n=0

Fnx
n =

x

1− x− x2

şeklindedir (Koshy 2001).

Teorem 2.4 Lucas sayılarıiçin üreteç fonksiyonu,

∞∑
n=0

Lnx
n =

2− x
1− x− x2

şeklindedir (Koshy 2001).

Tanım 2.5 (Horadam Dizisi) s,t sıfırdan farklıtamsayılar ve W0 = a, W1 = b

keyfi başlangıç koşullarıolmak üzere Horadam dizisi

Wn = sWn−1 + tWn−2, n ≥ 2

rekürans bağıntısıile tanımlanır (Horadam 1961).

Horadam dizisinde başlangıç koşullarıW0 = 0, W1 = 1 ve s = t = 1 alındı̆gında

Fibonacci dizisi, W0 = 2, W1 = 1 ve s = t = 1 alındı̆gında Lucas dizisi, W0 = 0,

W1 = 1, s = 2 ve t = 1 alındı̆gında Pell dizisi, W0 = W1 = 2, s = 2 ve t = 1

alındı̆gında Pell-Lucas dizisi, W0 = 0, W1 = 1, s = k ve t = 1 alındı̆gında k-

Fibonacci dizisi, W0 = 0, W1 = 1, s = 1 ve t = 2 alındı̆gında Jacobsthal dizisi elde

edilmektedir. Horadam dizisinin karakteristik denklemi x2 − sx − t = 0 dır. Bu

karakteristik denklemin kökleri γ = s+
√
s2+4t
2

ve δ = s−
√
s2+4t
2

şeklindedir.

Teorem 2.5 Horadam dizisinin Binet formülü

Wn =

(
b− aδ
γ − δ

)
γn −

(
b− aγ
γ − δ

)
δn

şeklindedir (Horadam 1961).

Teorem 2.6 Horadam dizisi için üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

Wnx
n =

W0 + (W1 − sW0)x

1− sx− tx2

şeklindedir (Horadam 1961).
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2.3 Genelleştirilmi̧s Fibonacci ve Lucas r-Sayıları

Bu bölümde Stakhov ve Rozin (Stakhov ve Rozin 2006) tarafından tanımlanan Fi-

bonacci r-sayıları ve genelleştirmeleri hakkında bazı temel tanım ve teoremlere

yer verilecektir. Özellikle Fibonacci sayılarının bir genellemesi olan Fibonacci r-

sayıları kodlama teorisinde uygulamalara sahiptir. Fibonacci r-sayılarının çeşitli

genellemeleri vardır ve bunlardan biri Koçer vd. tarafından tanımlanmı̧s olan genelleştir-

ilmi̧s Fibonacci r-sayılarıdır (Koçer vd. 2009).

Tanım 2.6 (Genelleştirilmi̧s Fibonacci r-Sayıları) r pozitif tamsayı, m pozitif

reel sayıve başlangıç koşullarıFr,0 = 0, Fr,k = mk−1 olmak üzere, k = 1, 2, ..., r

için n-inci genelleştirilmi̧s Fibonacci r-sayısı

Fr,n = mFr,n−1 + Fr,n−r−1, n > r (2.2)

şeklinde tanımlanır (Koçer vd. 2009).

Lemma 2.1 k ve n pozitif tamsayılar olmak üzere, genelleştirilmi̧s Fibonacci r-

sayılarıiçin genelleştirilmi̧s Honsberger özdeşliği

Fr,k+n = Fr,kFr,n+1 +
r∑
j=1

Fr,k−jFr,n−r+j (2.3)

şeklindedir (Tuğlu vd. 2011).

Tanım 2.7 (Genelleştirilmi̧s Lucas r-Sayıları): r pozitif tamsayı, m pozitif

reel sayıve başlangıç koşullarıLr,0 = r + 1, Lr,k = mk olmak üzere, k = 1, 2, . . . , r

için n-inci genelleştirilmi̧s Lucas r-sayısı

Lr,n = mLr,n−1 + Lr,n−r−1, n > r (2.4)

şeklinde tanımlanır (Koçer vd. 2009).

(2.2) ve (2.4) eşitliklerindem = 1 alındı̆gında Stakhov ve Rozin (Stakhov ve Rozin 2006)

tarafından tanımlanan Fibonacci r-sayıları ve Lucas r-sayıları elde edilmektedir.

r = m = 1 alındı̆gında ise, sırasıyla Fibonacci sayılarıve Lucas sayılarıelde edilmek-

tedir.
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Ayrıca, genelleştirilmi̧s Fibonacci r-sayılarıve genelleştirilmi̧s Lucas r-sayılarısırasıyla,

Fr,−n = Fr,−n+r+1 −mFr,−n+r (2.5)

ve

Lr,−n = Fr,−n+r + rFr,−n−r (2.6)

şeklinde negatif indislere geni̧sletilebilir (Abbad vd. 2019).

Genelleştirilmi̧s Fibonacci r-dizisi ve Lucas r-dizisinin Binet formülleri sırasıyla,

Fr,n =

r+1∑
k=1

αnk
(r + 1)αk − rm

(2.7)

ve

Lr,n =
r+1∑
k=1

αnk (2.8)

şeklindedir (Koçer vd. 2009). Burada αk, xr+1−mxr−1 = 0 denkleminin kökleridir.

2.4 Dual Genelleştirilmi̧s Kompleks Fibonacci Sayıları

Birçok yazar, Fibonacci sayıbileşenlerine sahip özel tip dual genelleştirilmi̧s kom-

pleks sayılar üzerinde çalı̧smı̧stır. Cihan vd. (Cihan vd. 2019) dual hiperbolik Fi-

bonacci ve Lucas sayılarınıtanımlamı̧slardır. Güngör ve Azak (Güngör ve Azak 2017)

dual kompleks Fibonacci ve Lucas sayılarını, TorunbalcıAydın (TorunbalcıAydın 2018)

dual kompleks k-Fibonacci sayılarınıincelemi̧slerdir.

Tan vd. (Tan vd. 2021) bileşenleri Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacosthal,

Jacobsthal-Lucas sayılarının genelleştirilmesi olan Horadam sayılarından oluşan hiper

dual sayıları tanımlamı̧slardır. Prasad (Prasad 2021) dual kompleks Fibonacci r-

sayılarınıtanımlamı̧stır.Şentürk vd. (Şentürk vd. 2022) dual genelleştirilmi̧s kom-

pleks Fibonacci sayılarınıtanımlayıp özelliklerini incelemi̧slerdir.

Şimdi bu tezde göz önüne alacağımız dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci ve

Lucas sayılarının tanımlarınıverelim.
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Tanım 2.8 (Dual Genelleştirilmi̧s Kompleks Fibonacci Sayıları) n-inci dual

genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayısı

FDGC
n = Fn−1 + Fn+1J + Fn+2ε+ Fn+3Jε (2.9)

şeklinde tanımlanır (Gürses vd. 2022).

Tanım 2.9 (Dual Genelleştirilmi̧s Kompleks Lucas Sayıları) n-inci dual

genelleştirilmi̧s kompleks Lucas sayısı

LDGCn = Ln−1 + Ln+1J + Ln+2ε+ Ln+3Jε (2.10)

şeklinde tanımlanır (Gürses vd. 2022).

Burada, ε dual birim, J genelleştirilmi̧s kompleks birim ve Jε dual genelleştirilmi̧s

kompleks birimdir.

2.5 Kuantum Tamsayıları

Kuantum analiz kuramı(q-analiz), limit kavramınıkullanmadan matematiksel nes-

nelerin q-analoglarınıelde etme çabasıyla ortaya çıkmı̧stır. Fizik, kombinatorik ve

sayıteorisi gibi birçok uygulamada kullanılan kuantum analiz kuramına günümüzde

birçok matematikçi ve fizikçi tarafından katkıda bulunulmuştur. Tarihsel olarak,

Euler 18. yüzyılda q-analizi kuramının temel formülünü elde etmi̧stir. Ancak, Jack-

son (Jackson 1910), q-türevi kavramınıgeli̧stiren ilk ki̧si olarak bilinir.

Bir n pozitif tamsayısıiçin; n kuantum tamsayısı(q-tamsayısı)

[n]q =
1− qn
1− q = 1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 (2.11)

şeklinde tanımlanır. Burada q 6= 1 olmak üzere bir kompleks sayıdır.

Negatif tamsayılar için ise

[−n]q =
1− q−n
1− q

şeklinde tanımlanır.
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Kuantum toplama ve kuantum çarpma i̧slemleri ise sırasıyla

[r]q +q [n]q = [r]q + qr [n]q ve [r]q ×q [n]q = [r]q [n]qr

şeklinde tanımlanır.

Akkuş ve Kızılaslan (Akkuş ve Kızılaslan 2019), bileşenleri kuantum tamsayıların-

dan oluşan q-Fibonacci ve q-Lucas kuaterniyonlarınısırasıyla

Qn = αn−1 [n]q + αn [n+ 1]q i+ αn+1 [n+ 2]q j + αn+2 [n+ 3]q k

Vn = αn
[2n]q
[n]q

+ αn+1
[2n+ 2]q
[n+ 1]q

i+ αn+2
[2n+ 4]q
[n+ 2]q

j + αn+3
[2n+ 6]q
[n+ 3]q

k

şeklinde tanımlamı̧slardır. Burada i, j ve k birimleri

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, ki = −ik = j, jk = −kj = i

kuaterniyon çarpımınısağlar.
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ DUAL GENELLEŞTİRİLMİŞ KOMPLEKS

(DGC) FIBONACCI VE LUCAS R-SAYILARI

Bu bölümde, öncelikle bileşenleri genelleştirilmi̧s Fibonacci r-sayılarıve genelleştir-

ilmi̧s Lucas r-sayılarıolan dual genelleştirilmi̧s kompleks sayılarıtanımlanacak ve

bu sayılar sırasıyla genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-sayılarıve genelleştirilmi̧s DGC

Lucas r-sayılarıolarak adlandırılacaktır. Daha sonra bu sayıların rekürans bağın-

tıları, üreteç fonksiyonları, toplam formülleri gibi bazıtemel özellikleri verilecektir.

Bu bölümde yer alan sonuçlar Tan vd. (Tan vd. 2021) çalı̧smasında yer almakta

olup tezimizin orijinal sonuçlarıdır.

Tanım 3.1 (Genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-Sayıları) n-inci genelleştir-

ilmi̧s DGC Fibonacci r-sayısı

FDGC
r,n = Fr,n + Fr,n+1J + Fr,n+2ε+ Fr,n+3Jε

şeklinde tanımlanır.

Tanım 3.2 (Genelleştirilmi̧s DGC Lucas r-Sayıları) n-inci genelleştirilmi̧s

DGC Lucas r-sayısı

LDGCr,n = Lr,n + Lr,n+1J + Lr,n+2ε+ Lr,n+3Jε

şeklinde tanımlanır.

Burada Fr,n ve Lr,n sırasıyla n-inci genelleştirilmi̧s Fibonacci r-sayısıve n-inci genelleştir-

ilmi̧s Lucas r-sayısıdır. Ayrıca ε dual birim, J genelleştirilmi̧s kompleks birim ve

Jε dual genelleştirilmi̧s kompleks birimdir ve (2.1) ifadesindeki çarpım kurallarını

sağlarlar.

Negatif indisli genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci ve DGC Lucas r-sayılarısırasıyla

FDGC
r,−n = Fr,−n + Fr,−n+1J + Fr,−n+2ε+ Fr,−n+3Jε

ve

LDGCr,−n = Lr,−n + Lr,−n+1J + Lr,−n+2ε+ Lr,−n+3Jε

şeklinde tanımlanırlar.
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Teorem 3.1 Negatif indisli genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci ve genelleştirilmi̧s DGC

Lucas r-sayılarısırasıyla

FDGC
r,−n = FDGC

r,−n+r+1 −mFDGC
r,−n+r

ve

LDGCr,−n = FDGC
r,−n+1 + rFDGC

r,−n−r

bağıntılarınısağlarlar.

İspat. (2.5) eşitliği kullanılarak,

FDGC
r,−n = Fr,−n + Fr,−n+1J + Fr,−n+2ε+ Fr,−n+3Jε

= (Fr,−n+r+1 −mFr,−n+r) + (Fr,−n+r+2 −mFr,−n+r+1)J

+(Fr,−n+r+3 −mFr,−n+r+2)ε+ (Fr,−n+r+4 −mFr,−n+r+3)Jε

= (Fr,−n+r+1 + Fr,−n+r+2J + Fr,−n+r+3ε+ Fr,−n+r+4Jε)

−m(Fr,−n+r + Fr,−n+r+1J + Fr,−n+r+2ε+ Fr,−n+r+3Jε)

= FDGC
r,−n+r+1 −mFDGC

r,−n+r

elde edilir.

Benzer şekilde (2.6) eşitliği kullanılarak,

LDGCr,−n = Lr,−n + Lr,−n+1J + Lr,−n+2ε+ Lr,−n+3Jε

= (Fr,−n+r + rFr,−n−r) + (Fr,−n+r+1 + rFr,−n−r+1)J

+(Fr,−n+r+2 + rFr,−n−r+2)ε+ (Fr,−n+r+3 + rFr,−n−r+3)Jε

= (Fr,−n+r + Fr,−n+r+1J + Fr,−n+r+2ε+ Fr,−n+r+3Jε)

+r(Fr,−n−r + Fr,−n−r+1J + Fr,−n−r+2ε+ Fr,−n−r+3Jε)

= FDGC
r,−n+1 + rFDGC

r,−n−r

elde edilir.

Çizelge 3.1’de, genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-sayılarının bazıözel durumlarıbe-

lirtilmi̧stir.
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Çizelge 3.1 DGC Fibonacci r-Sayılarının Özel Durumları

m r p FDGC
r,n

1 1 −1 Dual kompleks Fibonacci sayıları

1 1 1 Dual hiperbolik Fibonacci sayıları

1 1 0 Hiper-dual Fibonacci sayıları

k 1 −1 Dual kompleks k-Fibonacci sayıları

1 1 p DGC Fibonacci sayıları

1 r p DGC Fibonacci r-sayıları

2 r p DGC Pell r-sayıları

k 1 p DGC k-Fibonacci sayıları

FDGC
r,n ve FDGC

r,k genelleştirilmi̧s DGCFibonacci r-sayılarının toplamı, farkıve çarpımı

FDGC
r,n ± FDGC

r,k = (Fr,n ± Fr,k) + (Fr,n+1 ± Fr,k+1) J

+ (Fr,n+2 ± Fr,k+2) ε+ (Fr,n+3 ± Fr,k+3) Jε

FDGC
r,n FDGC

r,k = (Fr,nFr,k + pFr,n+1Fr,k+1) + Fr,nFr,k+1 + Fr,n+1Fr,k)J

+Fr,nFr,k+2 + Fr,n+2Fr,k + pFr,n+1Fr,k+3 + pFr,n+3Fr,k+1ε

+Fr,nFr,k+3 + Fr,n+1Fr,k+2 + Fr,n+2Fr,k+1 + Fr,n+3Fr,kJε

şeklindedir.

Gürses vd.’nin (Gürses vd. 2021) DGCFibonacci sayılarıiçin vermi̧s olduklarıeşlenik

ve norm tanımlarıyardımıyla genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-sayılarıiçin aşağı-

daki eşlenik ve norm tanımlarıverilebilir.

1. Genelleştirilmi̧s kompleks eşlenik:

FDGC∗1
r,n = (Fr,n − Fr,n+1J) + (Fr,n+2 − Fr,n+3J) ε.
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2. Dual eşlenik:

FDGC∗2
r,n = (Fr,n + Fr,n+1J)− (Fr,n+2 + Fr,n+3J) ε.

3. Çift eşlenik:

FDGC∗3
r,n = (Fr,n − Fr,n+1J)− (Fr,n+2 − Fr,n+3J) ε.

4. Dual genelleştirilmi̧s kompleks eşlenik:

FDGC∗4
r,n = (Fr,n − Fr,n+1J)

(
1− (Fr,n+2 + Fr,n+3J)

Fr,n + Fr,n+1J
ε

)
.

Burada , Fr,n + Fr,n+1J sıfır bölen değildir.

5. Anti-dual eşlenik:

FDGC∗5
r,n = (Fr,n+2 + Fr,n+3J)− (Fr,n + Fr,n+1J) ε.

Yukarıdaki eşlenikler yardımıyla genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-sayılarıiçin aşağı-

daki normlar verilebilir:

1. Genelleştirilmi̧s kompleks norm:

∣∣ FDGC
r,n

∣∣2
∗1

= FDGC
r,n FDGC∗1

r,n

= F 2r,n − pF 2r,n+1 + 2 (Fr,nFr,n+2 − Fr,n+1Fr,n+3) ε.

2. Dual norm:

∣∣ FDGC
r,n

∣∣2
∗2

= FDGC
r,n FDGC∗2

r,n

= F 2r,n + pF 2r,n+1 + 2Fr,nFr,n+1J.

3. Çift norm:

∣∣ FDGC
r,n

∣∣2
∗3

= FDGC
r,n FDGC∗3

r,n

= F 2r,n − pF 2r,n+1 + 2pFr,n+1Fr,t+3ε

+2 (Fr,nFr,t+3 − Fr,n+1Fr,t+2) Jε.
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4. Dual genelleştirilmi̧s kompleks norm:

∣∣ FDGC
r,n

∣∣2
∗4

= FDGC
r,n FDGC∗4

r,n

= F 2r,n − pF 2r,n+1.

5. Anti-dual norm:

∣∣ FDGC
r,n

∣∣2
∗5

= FDGC
r,n FDGC∗5

r,n

= (Fr,nFr,n+2 + pFr,n+1Fr,n+3)− 2Fr,nFr,n+1J

+
(
F 2r,n+2 − F 2r,n + p

(
F 2r,n+3 − F 2r,n+1

))
ε

+2 (Fr,n+3Fr,n+2 − Fr,nFr,n+1) Jε.

Yukarıdaki norm tanımlarıkullanılarak

(i) FDGC
r,n + FDGC∗1

r,n = 2 (Fr,n + Fr,n+2ε) ,

(ii) FDGC
r,n + FDGC∗2

r,n = 2 (Fr,n + Fr,n+1J) ,

(iii) FDGC
r,n + FDGC∗3

r,n = 2 (Fr,n + Fr,n+3Jε) ,

(iv) FDGC∗5
r,n + εFDGC

r,n = Fr,n+2 + Fr,n+3J,

(v) FDGC
r,n − ε FDGC∗5

r,n = Fr,n + Fr,n+1J,

(vi) (Fr,n + Fr,n+1J) FDGC∗4
r,n = (Fr,n − Fr,n+1J) FDGC∗2

r,n

eşitlikleri elde edilir.

Şimdi genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-sayılarıve genelleştirilmi̧s DGC Lucas r-

sayılarıiçin bazırekürans bağıntılarıverilecektir.

Teorem 3.2 Genelleştirilmi̧s DGCFibonacci ve Lucas r-sayılarıaşağıdaki rekürans

bağıntılarınısağlarlar.

(i) FDGC
r,n = mFDGC

r,n−1 + FDGC
r,n−r−1,

(ii) LDGCr,n = mLDGCr,n−1 + LDGCr,n−r−1,

(iii) LDGCr,n = FDGC
r,n+1 + rFDGC

r,n−r .
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İspat. (i) Genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-sayılarıve Fibonacci r-sayılarıtanımın-

dan,

mFDGC
r,n−1 + FDGC

r,n−r−1 = m (Fr,n−1 + Fr,nJ + Fr,n+1ε+ Fr,n+2Jε)

+Fr,n−r−1 + Fr,n−rJ + Fr,n−r+1ε+ Fr,n−r+2Jε

= (mFr,n−1 + Fr,n−r−1) + (mFr,n + Fr,n−r) J

+ (mFr,n+1 + Fr,n−r+1) ε+ (mFr,n+2 + Fr,n−r) Jε

= Fr,n + Fr,n+1J + Fr,n+2ε+ Fr,n+3Jε = FDGC
r,n

elde edilir.

(ii) (i) bağıntısına benzer şekilde ispatlanabilir.

(iii) Lr,n = Fr,n+1 + rFr,n−r, ili̧skisi kullanılarak,

FDGC
r,n+1 + rFDGC

r,n−r = Fr,n+1 + Fr,n+2J + Fr,n+3ε+ Fr,n+4Jε

+rFr,n−r + rFr,n−r+1J + rFr,n−r+2ε+ rFr,n−r+3Jε

= Lr,n + Lr,n+1J + Lr,n+2ε+ Lr,n+3Jε = LDGCr,n

elde edilir.

Şimdi DGC Fibonacci r-dizileri ve Lucas r-dizileri için üreteç fonksiyonlarıverile-

cektir.

Teorem 3.3 Genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-dizisi ve genelleştirilmi̧s DGC Lucas

r-dizisinin üreteç fonksiyonlarısırasıyla,

G(x) =
J +mε+m2Jε+ x+ Jεxr−1 + (ε+mJε)xr

1−mx− xr+1

H(x) =

LDGCr,0 −mrx+ (r + 1) Jεxr−2 + ((r + 1) ε+mJε)xr−1

+ ((r + 1) J +mε+m2Jε)xr

1−mx− xr+1

şeklindedir.
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İspat. Genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-dizisi için formal kuvvet serisi

G(x) :=
∑∞

n=0 F
DGC
r,n xn olmak üzere

(
1−mx− xr+1

)
G (x) =

∞∑
n=0

FDGC
r,n xn −m

∞∑
n=0

FDGC
r,n xn+1 −

∞∑
n=0

FDGC
r,n xn+r+1

=

∞∑
n=0

FDGC
r,n xn −m

∞∑
n=1

FDGC
r,n−1x

n −
∞∑

n=r+1

FDGC
r,n−r−1x

n

=
r∑

n=0

FDGC
r,n xn −m

r∑
n=1

FDGC
r,n−1x

n

−
∞∑

n=r+1

(
FDGC
r,n −mFDGC

r,n−1 − FDGC
r,n−r−1

)
xn

=
r∑

n=0

FDGC
r,n xn −m

r∑
n=1

FDGC
r,n−1x

n

= FDGC
r,0 +

r∑
n=1

(
FDGC
r,n −mFDGC

r,n−1
)
xn

elde edilir.

Genelleştirilmi̧s DGCFibonacci r-dizisinin tanımınıkullanarak ve Fibonacci r-sayılarının

başlangıç koşullarıyerine yazıldı̆gında istenen eşitlik elde edilir.

Benzer şekilde, H(x) :=
∑∞

n=0 L
DGC
r,n xnolmak üzere genelleştirilmi̧s DGC Lucas r-

dizisinin üreteç fonksiyonu

H(x) =
LDGCr,0 +

∑r
n=1

(
LDGCr,n −mLDGCr,n−1

)
xn

1−mx− xr+1

=

LDGCr,0 −mrx+ (r + 1) Jεxr−2 + ((r + 1) ε+mJε)xr−1

+ ((r + 1) J +mε+m2Jε)xr

1−mx− xr+1

şeklinde elde edilir.

Şimdi DGC Fibonacci r-dizileri ve Lucas r-dizileri için Binet formülü verilecektir.

Teorem 3.4 Genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-dizisi ve genelleştirilmi̧s DGC Lucas

r-dizisi için Binet formülleri sırasıyla

FDGC
r,n =

r+1∑
r=1

α∗kα
n
k

(r + 1)αk − rm
(3.1)

ve

LDGCr,n =
r+1∑
r=1

α∗kα
n
k (3.2)
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şeklindedir. Burada α∗k = 1 + αkJ + α2kε+ α3kJε dir.

İspat. Genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-sayılarının tanımıve (2.7) eşitliği kul-

lanılarak,

FDGC
r,n = Fr,n + Fr,n+1J + Fr,n+2ε+ Fr,n+3Jε

=
r+1∑
r=1

αnk + αn+1k J + αn+2k ε+ αn+3k Jε

(r + 1)αk − rm

=

r+1∑
r=1

αnk (1 + αkJ + α2kε+ α3kJε)

(r + 1)αk − rm
=

r+1∑
r=1

α∗kα
n
k

(r + 1)αk − rm

elde edilir.

Benzer şekilde (2.8) eşitliği kullanılarak, genelleştirilmi̧s DGC Lucas r-dizisinin Binet

formülü elde edilir.

Şimdi DGC Fibonacci r-dizileri ve Lucas r-dizileri için bir toplam formülü verile-

cektir.

Teorem 3.5 t ≥ 0 için,

t∑
n=0

FDGC
r,n =

r+1∑
r=1

α∗k
(
αt+1k − 1

)
(r + 1)α2k − (r (m+ 1) + 1)αk + rm

ve
t∑

n=0

LDGCr,n =
r+1∑
r=1

α∗k

(
αt+1k − 1

αk − 1

)
sağlanır.

İspat. (3.1) de verilen Binet formülü kullanılarak,

t∑
n=0

FDGC
r,n =

t∑
n=0

r+1∑
r=1

α∗kα
n
k

(r + 1)αk − rm

=
r+1∑
r=1

α∗k
(r + 1)αk − rm

(
t∑
t=0

αnk

)

=
r+1∑
r=1

α∗k
(r + 1)αk − rm

(
αt+1k − 1

αk − 1

)

=
r+1∑
r=1

α∗k
(
αt+1k − 1

)
(r + 1)α2k − (r (m+ 1) + 1)αk + rm

elde edilir.
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Benzer şekilde, (3.2) de verilen Binet formülü kullanılarak,

t∑
n=0

LDGCr,n =

t∑
n=0

r+1∑
r=1

α∗kα
n
k =

r+1∑
r=1

α∗k

(
t∑
t=0

αnk

)
=

r+1∑
r=1

α∗k

(
αt+1k − 1

αk − 1

)
elde edilir.

Şimdi DGC Fibonacci r-dizileri için genelleştirilmi̧s Honsberger özdeşliği verilecektir.

Teorem 3.6 (Genelleştirilmi̧s Honsberger Özdeşliği) k ve n pozitif tam-

sayılar olmak üzere,

FDGC
r,k+n = Fr,kF

DGC
r,n+1 +

r∑
j=1

Fr,k−jF
DGC
r,n−r+j

eşitliği sağlanır.

İspat. (2.3) eşitliği ile verilen genelleştirilmi̧s Fibonacci r-sayılarıiçin genelleştir-

ilmi̧s Honsberger özdeşliği kullanılarak,

FDGC
r,k+n = Fr,k+n + Fr,k+n+1J + Fr,k+n+2ε+ Fr,k+n+3Jε

= Fr,kFr,n+1 +
r∑
j=1

Fr,k−jFr,n−r+j

+

(
Fr,kFr,n+2 +

r∑
j=1

Fr,k−jFr,n−r+j+1

)
J

+

(
Fr,kFr,n+3 +

r∑
j=1

Fr,k−jFr,n−r+j+2

)
ε

+

(
Fr,kFr,n+4 +

r∑
j=1

Fr,k−jFr,n−r+j+3

)
Jε

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapıldı̆gında

FDGC
r,k+n = Fr,k (Fr,n+1 + Fr,n+2J + Fr,n+3ε+ Fr,n+4Jε)

+
r∑
j=1

Fr,k−jFr,n−r+j + Fr,n−r+j+1J

+Fr,n−r+j+2ε+ Fr,n−r+j+1Jε

= Fr,kF
DGC
r,n+1 +

r∑
j=1

Fr,k−jF
DGC
r,n−r+j

elde edilir.
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Teorem 3.7 k ve n pozitif tamsayılarıiçin,

FDGC
r,k+n = FDGC

r,k Fr,n+1 +

r∑
j=1

FDGC
r,k−jFr,n−r+j

eşitliği sağlanır.

İspat. Genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci sayısının tanımıkullanılarak,

FDGC
r,k+n = Fr,k+n + Fr,k+n+1J + Fr,k+n+2ε+ Fr,k+n+3Jε

= Fr,n+1Fr,k +

r∑
j=1

Fr,k−jFr,n−r+j

+[Fr,n+1Fr,k+1 +
r∑
j=1

Fn−r+jFr,k−j+1]J

+[Fr,n+1Fr,n+2 +
r∑
j=1

Fn−r+jFr,k−j+2]ε

+[Fr,n+1Fr,k+3 +
r∑
j=1

Fn−r+jFr,k−j+3]Jε

= Fr,n+1[Fr,k + Fr,k+1J + Fr,k+2ε+ Fr,k+3Jε]

+
r∑
j=1

Fr,n−r+j[Fr,k−j + Fr,k−j+1J + Fr,k−j+2ε+ Fr,k−j+3Jε]

= Fr,n+1F
DGC
r,k +

r∑
j=1

Fr,n−r+jF
DGC
r,k−j

elde edilir.

3.1 Genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci ve Lucas r-Sayılarıiçin BazıMatris

Gösterimleri

Bu bölümde, genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci ve Lucas r-sayıları için bazımatris

gösterimleri elde edilecektir.

Fibonacci r-sayılarıiçin Koçer vd. (Koçer vd. 2009)

Qr :=



m 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 · · · 0 1

1 0 · · · 0 0


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matrisini kullanarak,

Qn
r =



Fr,n+1 Fr,n · · · Fr,n−r+1

Fr,n−r+1 Fr,n−r Fr,n−2r+1
...

...
. . .

...

Fr,n−1 Fr,n−2 · · · Fr,n−r−1

Fr,n Fr,n−1 · · · Fr,n−r


matrisini elde etmi̧slerdir.

Benzer şekilde (r + 1)× (r + 1) tipindeki

F(n) :=



FDGC
r,n+r+1 FDGC

r,n+r · · · FDGC
r,n+1

FDGC
r,n+r FDGC

r,n+r−1 FDGC
r,n

...
...

. . .
...

FDGC
r,n+2 FDGC

r,n+1 · · · FDGC
r,n−r+2

FDGC
r,n+1 FDGC

r,n · · · FDGC
r,n−r+1


ve

F :=



FDGC
r,r+1 FDGC

r,r · · · FDGC
r,1

FDGC
r,r FDGC

r,r−1 FDGC
r,0

...
...

. . .
...

FDGC
r,2 FDGC

r,1 · · · FDGC
r,−r+2

FDGC
r,1 FDGC

r,0 · · · FDGC
r,−r+1


matrislerini göz önüne alalım.

Teorem 3.8 n ≥ 1 için,

F(n) = FQn
r (3.3)

eşitliği elde edilir.

İspat. n üzerinden tümevarım ile ispatlayalım. n = 1 için eşitlik doğrudur.
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n > 1 için doğru olsun. n+ 1 eşitliğinin doğruluğunu gösterelim.

FQn+1
r = FQn

rQr

= F(n)Qr

=



FDGC
r,n+r+1 FDGC

r,n+r · · · FDGC
r,n+1

FDGC
r,n+r FDGC

r,n+r−1 FDGC
r,n

...
...

. . .
...

FDGC
r,n+2 FDGC

r,n+1 · · · FDGC
r,n−r+2

FDGC
r,n+1 FDGC

r,n · · · FDGC
r,n−r+1





m 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 · · · 0 1

1 0 · · · 0 0



=



FDGC
r,n+r+2 FDGC

r,n+r+1 · · · FDGC
r,n+2

FDGC
r,n+r+1 FDGC

r,n+r FDGC
r,n+1

...
...

. . .
...

FDGC
r,n+3 FDGC

r,n+2 · · · FDGC
r,n−r+3

FDGC
r,n+2 FDGC

r,n+1 · · · FDGC
r,n−r+2


olur. Böylece F(n) = FQn

r eşitliği sağlanır.

Genelleştirilmi̧s DGCFibonacci r-sayılarınınmatris gösterimine benzer şekilde, genelleştir-

ilmi̧s DGC Lucas r-sayılarıiçin de matris gösterimi elde edilir.

L(n) :=


LDGCr,n+r+1 LDGCr,n+r · · · LDGCr,n+1

LDGCr,n+r LDGCr,n+r−1 LDGCr,n

...
...

. . .
...

LDGCr,n+1 LDGCr,n · · · LDGCr,n−r+1


ve

L :=


LDGCr,r+1 LDGCr,r · · · LDGCr,1

LDGCr,r LDGCr,r−1 LDGCr,0

...
...

. . .
...

LDGCr,1 LDGCr,0 · · · LDGCr,−r+1


olmak üzere,

L(n) = LQn
r (3.4)

eşitliği sağlanır.
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Ayrıca, F matrisini kullanarak, genelleştirilmi̧s DGC Lucas r-sayılarıiçin başka bir

matris özdeşliği elde edebiliriz.

Lnr :=



Lr,n+1 Lr,n · · · Lr,n−r+1

Lr,n−r+1 Lr,n−r Lr,n−2r+1
...

...
. . .

...

Lr,n−1 Lr,n−2 · · · Lr,n−r−1

Lr,n Lr,n−1 · · · Lr,n−r


olmak üzere

L(n) = FLnr (3.5)

şeklindedir.

Örnek 3.1 r = 2 ve n = 3 olsun.FQ32 = F(3) matris özdeşliği göz önüne alınırsa,

genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-sayılarıiçin
FDGC
r,3 FDGC

r,2 FDGC
r,1

FDGC
r,2 FDGC

r,1 FDGC
r,0

FDGC
r,1 FDGC

r,0 FDGC
r,−1



Fr,4 Fr,3 Fr,2

Fr,2 Fr,1 Fr,0

Fr,3 Fr,2 Fr,1

 =


FDGC
r,6 FDGC

r,5 FDGC
r,4

FDGC
r,5 FDGC

r,4 FDGC
r,3

FDGC
r,4 FDGC

r,3 FDGC
r,2


matris gösterimi elde edilir.

LQ32 = L(3) matris özdeşliği göz önüne alınırsa, genelleştirilmi̧s DGC Lucas r-

sayılarıiçin
LDGCr,3 LDGCr,2 LDGCr,1

LDGCr,2 LDGCr,1 LDGCr,0

LDGCr,1 LDGCr,0 LDGCr,−1



Fr,4 Fr,3 Fr,2

Fr,2 Fr,1 Fr,0

Fr,3 Fr,2 Fr,1

 =


LDGCr,6 LDGCr,5 LDGCr,4

LDGCr,5 LDGCr,4 LDGCr,3

LDGCr,4 LDGCr,3 LDGCr,2


matris gösterimi elde edilir.

Ayrıca FL22 = L(3) matris özdeşliği için
FDGC
r,3 FDGC

r,2 FDGC
r,1

FDGC
r,2 FDGC

r,1 FDGC
r,0

FDGC
r,1 FDGC

r,0 FDGC
r,−1



Lr,4 Lr,3 Lr,2

Lr,2 Lr,1 Lr,0

Lr,3 Lr,2 Lr,1

 =


LDGCr,6 LDGCr,5 LDGCr,4

LDGCr,5 LDGCr,4 LDGCr,3

LDGCr,4 LDGCr,3 LDGCr,2


matris gösterimi elde edilir.
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Aşağıdaki teoremde, genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-sayıları ve genelleştirilmi̧s

DGC Lucas r-sayılarıiçin genelleştirilmi̧s Cassini özdeşlikleri verilecektir.

Teorem 3.9 r pozitif tamsayısıiçin,

detF(n) = (−1)nr detF ve detL(n) = (−1)nr detL

dir.

İspat. (3.3) ve (3.4) matris eşitliklerinde her iki tarafının determinantı alınarak

istenen sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1 Eğer Teorem 3.9’da r = 1 alınırsa, DGC Fibonacci ve Lucas sayıları

için Cassini özdeşliği sırasıyla

FDGC
n+2 F

DGC
n − FDGC2

n+1 = (−1)n
(
FDGC
2 FDGC

0 − FDGC2

1

)
ve

LDGCn+2 L
DGC
n − LDGC2n+1 = (−1)n

(
LDGC2 LDGC0 − LDGC21

)
şeklindedir.

(3.3) matris özdeşliği kullanılarak, genelleştirilmi̧s DGC Fibonacci r-sayılarıve Lu-

cas r-sayılarıiçin Honsberger formülünün bir genellemesi olarak da görülebilen aşağı-

daki teorem elde edilir.

Teorem 3.10 Negatif olmayan s,t ≥ r tam sayılarıiçin,

FDGC
r,s+t = Fr,t−r+1F

DGC
r,s+r +

r∑
j=1

Fr,t−r+1−jF
DGC
r,s−1+j

ve

LDGCr,s+t = Fr,t−r+1F
DGC
r,s+r +

r∑
j=1

Fr,t−r+1−jL
DGC
r,s−1+j

elde edilir.

İspat. Matris eşitlikleri göz önünde bulundurularak,

F (s+ t) = FQs+t
r = (FQs

r)Q
t
r = F(s)Qt

r
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ve

L (s+ t) = LQs+t
r = (LQs

r)Q
t
r = L(s)Qt

r

ardından matris eşitliklerinin (2, r + 1)’inci bileşenleri eşitlenerek istenen sonuçlar

elde edilir.

Sonuç 3.2 Teorem 3.10 da r = 1 alınırsa,

FDGC
s+t = FtF

DGC
s+1 + Ft−1F

DGC
s

ve

LDGCs+t = FtL
DGC
s+1 + Ft−1L

DGC
s

elde edilir.
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4. KUANTUM KATSAYILI DUAL GENELLEŞTİRİLMİŞ KOM-

PLEKS SAYILAR

Bu bölümde, dual genelleştirilmi̧s kompleks sayılar ve kuantum tam sayılar bir araya

getirilerek dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci ve Lucas sayılarınıgenelleştiren

q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayılarıve q-dual genelleştirilmi̧s kom-

pleks Lucas sayılarıtanımlanacaktır. Bu sayıların üreteç fonksiyonları, Binet for-

mülleri ve toplam formülleri gibi bazıtemel özellikleri elde edilecektir. Ayrıca, bu

sayılar için bazıözdeşlikleri genelleyen Vajda özdeşliği elde edilecektir. Bu bölümde

elde edilen sonuçlar tezimizin orijinal sonuçlarıdır.

Tanım 4.1 (q-Dual Genelleştirilmi̧s Kompleks Fibonacci Sayıları) n-inci

q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayısı

FDGCn,(γ;q) = γn−1 [n]q + γn [n+ 1]q J + γn+1 [n+ 2]q ε+ γn+2 [n+ 3]q Jε

bağıntısıile tanımlanır. Burada γ = s+
√
s2+4t
2

şeklindedir.

Tanım 4.2 (q-Dual Genelleştirilmi̧s Kompleks Lucas Sayıları) n-inci q-dual

genelleştirilmi̧s kompleks Lucas sayısı

LDGCn,(γ;q) = γn
[2n]q
[n]q

+ γn+1
[2n+ 2]q
[n+ 1]q

J + γn+2
[2n+ 4]q
[n+ 2]q

ε+ γn+3
[2n+ 6]q
[n+ 3]q

Jε

bağıntısıile tanımlanır.

Burada γ, Horadam dizisinin karakteristik denkleminin köküdür. Ayrıca, ε dual

birim, J genelleştirilmi̧s kompleks birim ve Jε dual genelleştirilmi̧s kompleks bir-

imdir.

Çizelge 4.1’de q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayılarıiçin bazıözel du-

rumlar belirtilmi̧stir.
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Çizelge 4.1. q-Dual Genelleştirilmi̧s Kompleks Fibonacci Sayılarının Özel Durumları

q γ p q-DGC Fibonacci sayıları

−1
γ2

1+
√
5

2
p DGC Fibonacci sayıları(Gürses vd. 2022)

−1
γ2

1+
√
5

2
−1 Dual kompleks Fibonacci sayıları

−1
γ2

1+
√
5

2
0 Hiper dual Fibonacci sayıları

−1
γ2

1+
√
5

2
1 Dual hiperbolik Fibonacci sayıları

−1
γ2

1 +
√

2 p DGC Pell sayıları

−1
2

2 p DGC Jacobsthal sayılar

−1
γ2

k+
√
k2+4
2

p DGC k-Fibonacci sayıları

FDGCn,(γ;q) ve FDGCm,(γ;q) iki q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayılarıolmak üzere,

bu sayıların toplamıve farkı

FDGCn,(γ;q) ± FDGCm,(γ;q) = (γn−1 [n]q + γn [n+ 1]q J + γn+1 [n+ 2]q ε+ γn+2 [n+ 3]q Jε)

±(γm−1 [m]q + γm [m+ 1]q J + γm+1 [m+ 2]q ε+ γm+2 [m+ 3]q Jε)

= [γn(
1− qn

(γ − γq))± γm(
1− qm

(γ − γq))]

+[γn+1(
1− qn+1
(γ − γq))± γm+1(1− qm+1

(γ − γq) )]J

+[γn+2(
1− qn+2
(γ − γq))± γm+2(1− qm+2

(γ − γq) )]ε

+[γn+3(
1− qn+3
(γ − γq))± γm+3(1− qm+3

(γ − γq) )]Jε

şeklinde ve çarpımıise

FDGCn,(γ;q)FDGCm,(γ;q) =


γn−1 [n]q pγn [n+ 1]q 0 0

γn [n+ 1]q γn−1 [n]q 0 0

γn+1 [n+ 2]q pγn+2 [n+ 3]q γn−1 [n]q pγn [n+ 1]q

γn+2 [n+ 3]q γn+1 [n+ 2]q γn [n+ 1]q γn−1 [n]q




γm−1 [m]q

γm [m+ 1]q

γm+1 [m+ 2]q

γm+2 [m+ 3]q


şeklindedir.
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q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayılarıiçin aşağıdaki eşlenikler verilebilir:

1. Genelleştirilmi̧s kompleks eşlenik:

FDGC∗1n,(γ;q) = (γn−1 [n]q − Jγn [n+ 1]q + εγn+1 [n+ 2]q − Jεγn+2 [n+ 3]q).

2. Dual eşlenik:

FDGC∗2n,(γ;q) = (γn−1 [n]q + Jγn [n+ 1]q − εγn+1 [n+ 2]q − Jεγn+2 [n+ 3]q).

3. Çift eşlenik:

FDGC∗3n,(γ;q) = (γn−1 [n]q − Jγn [n+ 1]q − εγn+1 [n+ 2]q + Jεγn+2 [n+ 3]q).

4. Dual genelleştirilmi̧s kompleks eşlenik:

FDGC∗4n,(γ;q) = (γn−1 [n]q − Jγn [n+ 1]q)

(
1−

γn+1 [n+ 2]q + Jγn+2 [n+ 3]q
γn−1 [n]q + Jγn [n+ 1]q

ε

)
.

Burada γn−1 [n]q + Jγn [n+ 1]q sıfır bölen değildir.

5. Anti-dual eşlenik:

FDGC∗5n,(γ;q) =
(
γn+1 [n+ 2]q + Jγn+2 [n+ 3]q

)
−
(
γn−1 [n]q + Jγn [n+ 1]q

)
ε.

Böylece, q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayılarıiçin aşağıdaki normlar

verilir:

1. Genelleştirilmi̧s kompleks norm:

∣∣ FDGCn,(γ;q)

∣∣2
∗1

= FDGCn,(γ;q)FDGC
∗1

n,(γ;q) .

2. Dual norm: ∣∣ FDGCn,(γ;q)

∣∣2
∗2

= FDGCn,(γ;q)FDGC
∗2

n,(γ;q) .

3. Çift norm: ∣∣ FDGCn,(γ;q)

∣∣2
∗3

= FDGCn,(γ;q) FDGC
∗3

n,(γ;q) .
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4. Dual genelleştirilmi̧s kompleks norm:

∣∣ FDGCn,(γ;q)

∣∣2
∗4

= FDGCn,(γ;q) FDGC
∗4

n,(γ;q) .

5. Anti-dual norm: ∣∣ FDGCn,(γ;q)

∣∣2
∗5

= FDGCn,(γ;q) FDGC
∗5

n,(γ;q) .

Teorem 4.1 q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayılarıve q-dual genelleştir-

ilmi̧s kompleks Lucas sayılarıiçin Binet formülleri sırasıyla

FDGCn,(γ;q) =
γnγ∗ − (γq)nδ∗√

∆
ve LDGCn,(γ;q) = γnγ∗ + (γq)nδ∗

şeklindedir. Burada γ∗ = 1 + γJ + γ2ε + γ3Jε , δ∗ = 1 + (γq)J + (γq)2ε + (γq)3Jε

ve ∆ = (γ − γq)2’dir.

İspat. q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayılarının tanımından,

FDGCn,(γ;q) = γn−1 [n]q + γn [n+ 1]q J + γn+1 [n+ 2]q ε+ γn+2 [n+ 3]q Jε

= γn
1− qn

(γ − γq) + γn+1
1− qn+1
(γ − γq)J + γn+2

1− qn+2
(γ − γq)ε+ γn+3

1− qn+3
(γ − γq)Jε

=
γn − (γq)n

(γ − γq) +
γn+1 − (γq)n+1

(γ − γq) J +
γn+2 − (γq)n+2

(γ − γq) ε+
γn+3 − (γq)n+3

(γ − γq) Jε

=
γn

(γ − γq)(1 + γJ + γ2ε+ γ3Jε)− (γq)n

(γ − γq)(1 + (γq)J + (γq)2ε+ (γq)3Jε)

=
γnγ∗ − (γq)nδ∗

(γ − γq)

elde edilir.

Benzer şekilde, q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Lucas sayılarının tanımından,

LDGCn,(γ;q) = γn
1− q2n
1− q + γn+1

1− q2n+2
1− q J + γn+2

1− q2n+4
1− q ε+ γn+3

1− q2n+6
1− q Jε

= γn(1 + qn) + γn+1(1 + qn+1)J + γn+2(1 + qn+2)ε+ γn+3(1 + qn+3)Jε

= γn(1 + γJ + γ2ε+ γ3Jε) + (γq)n(1 + (γq)J + (γq)2ε+ (γq)3Jε)

= γnγ∗ + (γq)nδ∗

elde edilir.
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Teorem 4.2 q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayıları için üstel üreteç

fonksiyonlarısırasıyla,

∞∑
n=0

FDGCn,(γ;q)

xn

n!
=

eγxγ∗ − e(γq)xδ∗

(γ − γq) ve

∞∑
n=0

LDGCn,(γ;q)

xn

n!
= γ∗eγx + δ∗e(γq)x

şeklindedir.

İspat. q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayılarıiçin Binet formülü yardımıyla,

∞∑
n=0

FDGCn,(γ;q)

xn

n!
=

∞∑
n=0

(
γnγ∗ − (aq)nδ∗

(γ − γq)

)
xn

n!

=
γ∗

(γ − γq)

∞∑
n=0

(γx)n

n!
− δ∗

(γ − γq)

∞∑
n=0

(aqx)n

n!
=
γ∗eγx − δ∗e(γq)x

(γ − γq)

elde edilir.

Benzer bir şekilde, q-dual genelleştirilmi̧s Lucas sayılarının üstel üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

LDGCn,(γ;q)

xn

n!
=

∞∑
n=0

(γnγ∗ + (aq)nδ∗)
xn

n!

= γ∗
∞∑
n=0

(γx)n

n!
+ δ∗

∞∑
n=0

(γqx)n

n!
= γ∗eγx + δ∗e(γq)x

şeklinde elde edilir.

Teorem 4.3 Herhangi pozitif n ve m tamsayılarıiçin, q-dual genelleştirilmi̧s kom-

pleks Fibonacci sayılarıiçin Honsberger özdeşliği

FDGCn,(γ;q)FDGCm,(γ;q) + FDGCn+1,(γ;q)FDGCm+1,(γ;q) =
γn+m

∆
[(γ∗)2(1 + γ2)− γ∗δ∗(qn + qm)

(1 + γ(γq)) + (δ∗)2(1 + (γq)2)(qn+m)]

şeklindedir.
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İspat. q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayılarının Binet formülü kul-

lanılarak,

FDGCn,(γ;q)FDGCm,(γ;q) + FDGCn+1,(γ;q)FDGCm+1,(γ;q) = (
γnγ∗ − (γq)nδ∗

(γ − γq) )(
γmγ∗ − (γq)mδ∗

(γ − γq) )

+(
γn+1γ∗ − (γq)n+1δ∗

(γ − γq) )(
γm+1γ∗ − (γq)m+1δ∗

(γ − γq) )

=
γn+m

(γ − γq)2 [(γ∗ − qnδ∗)(γ∗ − qmδ∗)]

+
γn+m+2

(γ − γq)2
[
(γ∗ − qn+1δ∗)(γ∗ − qm+1δ∗)

]
=

γn+m

(γ − γq)2 [(γ∗)2(1 + γ2)− γ∗δ∗(qn(1 + γ(γq))

+qm(1 + γ(γq)) + (δ∗)2qn+m(1 + (γq)2)]

=
γn+m

(γ − γq)2 [(γ∗)2(1 + γ2)− γ∗δ∗(qn + qm)

(1 + γ(γq)) + (δ∗)2qn+m(1 + (γq)2)]

eşitliği elde edilir.

Burada, γ∗δ∗ = δ∗γ∗ eşitliği kullanılmı̧stır.

Teorem 4.4 a, b, c, d herhangi pozitif tamsayılar, a ≥ b, c ≥ d ve a + b = c + d

olsun. q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayıları,

FDGCa,(γ;q)FDGCb,(γ;q) − FDGCc,(γ;q)FDGCd,(γ;q) =
γ∗δ∗(γa+b(−qa − qb + qc + qd))

∆

eşitliğini sağlar.

İspat. q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci sayılarının Binet formülü kul-

lanılarak,

FDGCa,(γ;q)FDGCb,(γ;q) − FDGCc,(γ;q)FDGCd,(γ;q) =
1

∆

[(
γaγ∗ − (γq)aδ∗

(γ − γq)

)(
γbγ∗ − (γq)bδ∗

(γ − γq)

)
−
(
γcγ∗ − (γq)cδ∗

(γ − γq)

)(
γdγ∗ − (γq)dδ∗

(γ − γq)

)]
=

1

∆
[(γa+b(γ∗)2 − γa+bqbγ∗δ∗ − γa+bqaγ∗δ∗ + (γq)a+b(δ∗)2)

−(γc+d(γ∗)2 − γc+dqdγ∗δ∗ − γc+dqcγ∗δ∗ + (γq)c+d(δ∗)2)]

=
γ∗δ∗(γa+b(−qa − qb + qc + qd))

∆

elde edilir.
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Sonuç 4.1 Herhangi pozitif tam sayılar n, m ve k için, q-dual genelleştirilmi̧s kom-

pleks Fibonacci sayılarıiçin Vajda özdeşliği,

FDGCn+m,(γ;q)FDGCn+k,(γ;q) − FDGCn,(γ;q)FDGCn+m+k,(γ;q) =
γ∗δ∗(γ2n+m+k(1− qk)(qn − qn+m)

∆

şeklindedir.

İspat. Eğer a = n+m , b = n+ k, c = n ve d = n+m+ k alınırsa, Teorem 4.4’ten

istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 4.2 Herhangi pozitif tam sayılar n, m ve n ≥ m için, q-dual genelleştirilmi̧s

kompleks Fibonacci sayılarıiçin Catalan özdeşliği,

FDGCn+m,(γ;q)FDGCn−m,(γ;q) − FDGC
2

n,(γ;q) =
γ2nγ∗δ∗(1− qm)(qn − qn−m)

∆

şeklindedir.

İspat. Eğer a = n + m, b = n − m, c = d = n alınırsa, Teorem 4.4’ten istenilen

sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3 Herhangi pozitif tam sayın için, q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fi-

bonacci sayılarıiçin Cassini özdeşliği,

FDGCn−1,(γ;q)FDGCn+1,(γ;q) − FDGC
2

n,(γ;q) =
γ2nγ∗δ∗(1− q−1)(qn − qn+1)

∆

şeklindedir.

İspat. Eğer a = n − 1, b = n + 1 ve c = d = n alınırsa, Teorem 4.4’ten istenilen

sonuç elde edilir.

Sonuç 4.4 Herhangi pozitif tam sayılar n ve m için, q-dual genelleştirilmi̧s kom-

pleks Fibonacci sayılarıiçin d’Ocagne özdeşliği,

FDGCn,(γ;q)FDGCm+1,(γ;q) − FDGCn+1,(γ;q)FDGCm,(γ;q) =
γn+m+1γ∗δ∗(1− q)(qm − qn)

∆

şeklindedir.

İspat. Eğer a = n, b = m+ 1, c = n+ 1 ve d = m alınırsa, Teorem 4.4’ten istenilen

sonuç elde edilir.
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Sonuç 4.5 Herhangi pozitif tam sayılar n, m ve k için, q-dual genelleştirilmi̧s kom-

pleks Fibonacci sayılarıiçin Halton özdeşliği,

FDGCm+k,(γ;q)FDGCn,(γ;q) − FDGCk,(γ;q)FDGCm+n,(γ;q) =
γm+n+kγ∗δ∗(1− qm)(qk − qn)

∆

şeklindedir.

İspat. Eğer a = m+ k, b = n, c = k ve d = m+n alınırsa, Teorem 4.4’ten istenilen

sonuç elde edilir.

Teorem 4.5 n ve k pozitif tamsayılarıiçin

(i)

n∑
i=0

(
n

i

)(
−γ2q

)n−i FDGC2i+k,(γ;q) =


√

∆
nFDGCn+k,(γ;q), n çift ise,

√
∆
k−1LDGCk+m,(γ;q), n tek ise,

(ii)
n∑
i=0

(
n

i

)(
−γ2q

)n−i LDGC2i+k,(γ;q) =


√

∆
nLDGCn+k,(γ;q) n çift ise,

√
∆
n+1FDGCn+k,(γ;q), n tek ise,

(iii)
n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)i

(
−γ2q

)n−i FDGC2i+k,(γ;q) = (−γ[2]q)
nFDGCn+k,(γ;q),

(iv)
n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)i

(
−γ2q

)n−i LDGC2i+k,(γ;q) = (−γ[2]q)
nLDGCn+k,(γ;q),

eşitlikleri sağlanır.

İspat. q-dual genelleştirilmi̧s kompleks Fibonacci ve Lucas sayılarının Binet for-

mülleri kullanılarak,

n∑
i=0

(
n

i

)(
−γ2q

)n−i FDGC2i+k,(γ;q)

=
n∑
i=0

(
n

i

)(
−γ2q

)n−i(γ2i+kγ∗ − (γq)2i+kδ∗

(γ − γq)

)

=
1

(γ − γq)

(
n∑
i=0

(
n

i

)(
−γ2q

)n−i
γ2i+kγ∗ −

n∑
i=0

(
n

i

)(
−γ2q

)n−i
(γq)2i+kδ∗

)
=

1

(γ − γq)

(
γkγ∗

(
γ2 − γ2q

)n − (γq)k δ∗
(
γ2q2 − γ2q

)n)
=

1

(γ − γq)

(
γkγ∗

(
γ
√

∆
)n
− (γq)k δ∗

(
−γq
√

∆
)n)
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elde edilir. n çift ise,

n∑
i=0

(
n

i

)(
−γ2q

)n−i FDGC2i+k,(γ;q) =
1

(γ − γq)

(
γkγ∗

(
γ
√

∆
)n
− (γq)k δ∗

(
−γq
√

∆
)n)

=
√

∆
nγn+kγ∗ − (γq)n+k δ∗

(γ − γq)
=
√

∆
n
FDGCn+k,(γ;q)

şeklindedir. n tek ise,

n∑
i=0

(
n

i

)(
−γ2q

)n−i FDGC2i+m,(γ;q) =
1

(γ − γq)

(
γkγ∗

(
γ
√

∆
)n

+ (γq)k δ∗
(
γq
√

∆
)n)

=
√

∆
nγn+kγ∗ + (γq)n+k δ∗

(γ − γq)
=
√

∆
n−1
LDGCn+k,(γ;q)

şeklindedir.

Teorem 4.6 Herhangi pozitif n tam sayısıiçin,

(i)
n∑
i=0

(
n

2i

)(
−γ2q

)n−i FDGC4i,(γ;q) =


1
2

(√
∆
n

+ γn[2]nq

)
FDGCk,(γ;q), n çift ise,

1
2

(√
∆
n−1LDGCk,(γ;q) − γn[2]nq )FDGCn,(γ;q)

)
, n tek ise,

(ii)
n∑
i=0

(
n

2i

)(
−γ2q

)n−i LDGC4i,(γ;q) =


1
2

(√
∆
n

+ γn[2]nq

)
LDGCn,(γ;q), n çift ise,

1
2

(√
∆
n+1FDGCn+k,(γ;q) − γn[2]nqLDGCn+k,(γ;q)

)
n tek ise,

eşitlikleri sağlanır.

İspat. Teorem 4.5’ten

n∑
i=0

(
n

2i

)(
−γ2q

)n−i FDGC4i,(γ;q)

=
1

2

n∑
i=0

(
n

i

)(
1 + (−1)i

) (
−γ2q

)n−i FDGC2i,(γ;q)

=
1

2

(
n∑
i=0

(
n

i

)(
−γ2q

)n−i FDGC2i,(γ;q) +

n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)i

(
−γ2q

)n−i FDGC2i,(γ;q)

)

=


1
2

(√
∆
n

+ γn[2]nq

)
FDGCn,(γ;q), n çift ise,

1
2

(√
∆
n−1LDGCn,(γ;q) − γn[2]nqFDGCn,(γ;q)

)
, n tek ise,

elde edilir.

34



5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde, bileşenleri genelleştirilmi̧s Fibonacci r-sayıları ve genelleştirilmi̧s Lucas

r-sayılarıolan dual genelleştirilmi̧s kompleks sayılar tanımlanmı̧stır. Bu yeni sayı

sistemini tanıtmanın en önemli avantajı, bileşenleri Fibonacci, Lucas, k-Fibonacci,

Pell ve Pell-Lucas sayılarıolan dual genelleştirilmi̧s kompleks sayıların bu sayıları

özel durumlarıolarak elde edilebilmesidir.

Diğer yandan bileşenleri kuantum katsayılarından oluşan dual genelleştirilmi̧s kom-

pleks sayılarıtanımlayarak yeni bir dual genelleştirilmi̧s kompleks sayıdizisi tanım-

lanmı̧stır. q = − 1
γ2
ve γ = 1+

√
5

2
durumunda bu sayıdizileri DGC Fibonacci diziler-

ine dönüşür.

Dual genelleştirilmi̧s kompleks sayılara benzer olarak Gurses vd. (Gürses vd. 2021),

hiperbolik genelleştirilmi̧s kompleks sayıları

PCp =
{
z0 + z1h | h2 = −1, z0, z1 ∈ Cp

}
ve kompleks genelleştirilmi̧s kompleks sayıları

CCp =
{
z0 + z1i | i2 = −1, z0, z1 ∈ Cp

}
tanımlamı̧slardır.

Bu tezde elde edilen sonuçları, hiperbolik-genelleştirilmi̧s kompleks sayılar ve kompleks-

genelleştirilmi̧s kompleks sayılar için de incelemeyi hedeflemekteyiz.
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