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1. GIRIiS

Fibonacci sayilar1 Leonardo Fibonacci tarafindan 13. yiizyilda yazilan Liber Abaci
adli kitaptaki "Bir bolgeye bir disi bir erkek olmak iizere yeni dogmus bir tavsan
¢ifti konuluyor. Her tavsan ¢ifti ikinci aydan itibaren yetigkin hale geliyor ve her ay
yeni bir tavsan ¢ifti doguruyor. Tavsanlarin hi¢ 6lmedigi varsayilirsa bu bolgede 100
ay sonra kag ¢ift tavsan olur?" probleminin ¢oziimii ile ortaya c¢ikmistir. Problem
¢oziiliirken her ay dogan tavsan sayisi sirasiyla 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 geklinde
elde edilir ve bu sayilar Fibonacci sayilar1 olarak adlandirilmaktadir. Goritildiigii

iizere Fibonacci sayilar: her terimi kendisinden 6nceki ardigik iki terimin toplamiyla

elde edilir.

Fibonacci sayilar 6. yiizyildan itibaren birgok Hintli matematikci tarafindan caligma

1+v5

konusu olmustur. Dizinin ardigik terimleri arasindaki oranlarin ise =5

say1sina
yaklagtigi goriilmektedir. Bu sayiya altin oran denir. Altin oran dogada, sanatta ve
giinliik hayatta goriilen, estetik ile bagdagtirilan bir sayidir. Fibonacci dizileri bircok
bilim dalinda uygulamaya sahiptir. Dolayisiyla Fibonacci dizileri ve genellestirmeleri

pek cok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Ornegin, Fibonacci sayilarmm bir

genellestirilmesi olan Fibonacci r-sayilar1 kodlama teorisinde uygulamalara sahiptir.

Dual genellestirilmis kompleks sayilar ise dual kompleks sayilar, dual hiperbolik
sayilar ve hiper dual sayilarin bir genellestirmesi olarak tanimlanmigtir. Fizik,
geometri, astronomi ve bilgisayar bilimi gibi bir¢ok bilim dalinda uygulamaya sahip-
tir. Son yillarda dual genellegtirilmis kompleks sayilar iizerine yapilan galigmalar

oldukca ilgi gormektedir.

Bu tezde ilk amacimiz dual genellestirilmis kompleks sayilar ve genellestirilmis Fi-
bonacci r-sayilar1 yardimiyla dual genellestirilmis kompleks sayilarin yeni bir siifini
tanimlamak ve temel 6zelliklerini incelemektir. Bu yeni genellestirme, dual genellegtir-

ilmis kompleks Fibonacci sayilarinin bir genellemesi olarak da goriilebilir.

1



Bu sayilarin rekiirans bagintilari, iirete¢ fonksiyonlari, Binet formiilleri, genellegtir-
ilmis Honsberger 6zdesligi ve toplam formiilleri gibi bazi ozellikleri elde edilecek-
tir.Ayrica, bu sayilar icin Cassini 6zdegligini elde etmeye yardimeci olan bir matris

gosterimi elde edilecektir.

Bu tezde inceleyecegimiz diger bir say1 dizisi ise katsayilar1 kuantum tamsayilarin-
dan olusan dual genellestirilmis kompleks sayilarin yeni bir sinifidir. Bu say1 dizileri
icin de benzer sekilde rekiirans bagintilar, iirete¢ fonksiyonlar: ve toplam formiilleri

gibi ozellikleri incelenecektir.

Bu tezde elde edilen sonugclar, literatiirde daha 6nce yapilmig bircok calismanin bir

genellemesi olacaktir.



2. TANIM VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolumde ilk olarak genellestirilmis kompleks sayilar ve dual genellestirilmis kom-
pleks sayilar verilecek ve temel ozellikleri incelenecektir. Daha sonra Fibonacci
dizilerinin bir genellestirmesi olan Fibonacci r-sayilar1 ve Lucas r-sayilar1 tanitilacak

ve bazi ozellikleri verilecektir.

2.1 Genellestirilmis Kompleks Sayilar ve Dual Genellestirilmis Kom-
pleks Sayilar

Dual sayilarin, kompleks sayilarin ve hiperbolik sayilarin bir genellestirmesi olan
genellegtirilmig kompleks sayilar, Harkin ve Harkin (Harkin ve Harkin 2004) tarafin-

dan tammmlanmigtir.

Tanim 2.1 (Genellestirilmis Kompleks Sayilar) Genellestirilmis kompleks sayilar

kiimesi

Cp = {a0+a1J | J? =p, ag,a,p ER, J ¢R}
seklinde tammmlanir (Harkin ve Harkin 2004).

Burada, J genellestirilmis kompleks birim olarak adlandirilmaktadir.

C, kiimesinin,
e p = —1 icin kompleks sayilar kiimesini

C={ao+aii|i®=-1, ag,a; €R, i ¢ R},

e p = 0 i¢in dual sayilar kiimesini

]D):{a0+a16|5220,67é0,a0,a1GR, 5¢R},

e p =1 i¢in hiperbolik sayilar kiimesini

H:{a0+a1h‘h2:1, ag,aleR}
3



verdigi bilinmektedir. Bu sayilar fizikte, mekanikte, cebirsel geometride ve kine-
matikte kullamlmgtir (Catoni vd. 2004, Clifford 1873, Cockle 1849, Yaglom 1968,
Fjelstad ve Gal 2001).

Giirses vd. (Giirses vd. 2021) genellestirilmis kompleks sayilarin katsayilarini reel
sayilar yerine dual sayilar alarak yeni bir say1 sistemi elde etmislerdir ve bu sayilar

dual genellestirilmis kompleks sayilar olarak adlandirilmigtir.

Tanim 2.2 (Dual Genellestirilmis Kompleks Sayilar) Dual genellegtirilmis

kompleks sayilar kiimesi
HDCP = {CLO 4+ a1J + aze + azJe ’ g, G1, Q2,03 € R}

seklinde tanimlanir (Giirses vd. 2021).

Burada, € dual birim, J genellestirilmis kompleks birim ve Je dual genellestirilmig

kompleks birimdir ve bu birimler asagidaki ¢carpim kuralini saglarlar:
J*=p,—00o<p<00,e2=0,e#0,eJ = Je. (2.1)
DC, kiimesi
e p = —1 icin dual-kompleks sayilar kiimesini

DC = {ao + ayi + ase + asic | € = 0,7 = —1},

e p = 0 i¢in hiper-dual sayilar kiimesini

ﬁ):{ao—l—ala—i-agJ—l—agJe|52:J2:(5J)2:0,5#J7é0},

e p = 1 ic¢in dual-hiperbolik sayilar kiimesini

DH = {ag + are + asJ + azgJe | J* = 1,2 = 0}

vermektedir. Dual genellestirilmis kompleks sayilar R {izerinde dort boyutlu bir
vektor uzayr olugturmaktadir ve (2.1) ifadesinde verilen garpim kuralindan dual

genellegtirilmis kompleks sayilarin degismeli oldugu agikca goriilmektedir.
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2.2 Fibonacci ve Lucas Sayilari

Fibonacci sayilar1 ve genellestirmeleri, sanat ve bilimde ¢egitli uygulamalara sahiptir.
Bu boliimde Fibonacci ve Lucas sayilar ile ilgili baz1 temel tanim ve teoremlere
yer verilecektir. Bu boliimde yer alan temel tamim ve teoremler (Koshy 2001) ve

(Vajda 1989) kitaplarinda yer almaktadir.

Tanim 2.3 (Fibonacci Sayilari1) Baslangic kosullar1 Fy = 0, F} = 1 olmak iizere
n-inci Fibonacci sayisi

Fn:Fn—1+Fn—27 n=>2
seklinde tanimlanir. (Koshy 2001).
Tanim 2.4 (Lucas Sayilar1) Baglangic kogullarn Ly = 2, L; = 1 olmak iizere

n-inci Lucas sayisi

Ly,=Lnp 1+ Ln—2a n =2
seklinde tanimlanir (Koshy 2001).

Fibonacci ve Lucas dizilerinin karakteristik denklemi olan 22 —x —1 = 0 denkleminin

kokleri a = %ﬁ ve f = %g seklindedir. Simdi bu kokler yardimiyla Fibonacci

ve Lucas dizisinin n-inci terimini veren genel terim formiilii verilecektir. Bu formiil
ilk olarak Fransiz matematikci Binet tarafindan bulundugu icin literatiirde Binet

formiilii olarak adlandirilmaktadar.

Teorem 2.1 Fibonacci sayilar i¢in Binet formiilii,

a — "

F, =
a—p

seklindedir (Koshy 2001).
Teorem 2.2 Lucas sayilar igin Binet formiilii,
L,=a"+ Bn

seklindedir (Koshy 2001).



Teorem 2.3 Fibonacci sayilar igin iirete¢ fonksiyonu,

Y Bt = _
1 —z— a2
n=0
seklindedir (Koshy 2001).

Teorem 2.4 Lucas sayilar i¢in iirete¢ fonksiyonu,
o0 2 o
Z L,x" = [ ’ 5
—~ —r—u
seklindedir (Koshy 2001).

Tanim 2.5 (Horadam Dizisi) s,t sifirdan farkhi tamsayilar ve Wy = a, Wy = b

keyfi baglangic kosullar1 olmak iizere Horadam dizisi
Wn = SWn—l + th—Z; n > 2

rekiirans bagmtisi ile tanimlanir (Horadam 1961).

Horadam dizisinde baslangi¢ kogsullar1 Wy = 0, W; = 1 ve s = ¢ = 1 alindiginda
Fibonacci dizisi, Wy =2, W; =1 ve s =t = 1 alindiginda Lucas dizisi, Wy = 0,
Wy =1, s =2vet =1 alindiginda Pell dizisi, Wy = W; =2, s =2vet =1
alindiginda Pell-Lucas dizisi, Wy = 0, W7, = 1, s = k ve t = 1 alindiginda k-
Fibonacci dizisi, Wy = 0, W; =1, s = 1 ve t = 2 alindiginda Jacobsthal dizisi elde
edilmektedir. Horadam dizisinin karakteristik denklemi 2% — sz —t = 0 dir. Bu

karakteristik denklemin kokleri y = stvs~+4 V§2+4t ve § = =Y V§2+4t seklindedir.

Teorem 2.5 Horadam dizisinin Binet formiilii

b—ad\ , b—av\ .,
Wn_(v—5>7 _(v—5>5

seklindedir (Horadam 1961).

Teorem 2.6 Horadam dizisi i¢in iireteg fonksiyonu

i ann - WO + (Wl — SWO)I‘
n=0

N 1 — sy — ta?

seklindedir (Horadam 1961).



2.3 Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas r-Sayilari

Bu boliimde Stakhov ve Rozin (Stakhov ve Rozin 2006) tarafindan tanimlanan Fi-
bonacci r-sayilar1 ve genellegtirmeleri hakkinda bazi temel tanim ve teoremlere
yer verilecektir. Ozellikle Fibonacci sayillarmm bir genellemesi olan Fibonacci 7-
sayilar1 kodlama teorisinde uygulamalara sahiptir. Fibonacci r-sayilarimin cesitli
genellemeleri vardir ve bunlardan biri Koger vd. tarafindan tanimlanmis olan genellegtir-

ilmig Fibonacci r-sayilardir (Koger vd. 2009).

Tanim 2.6 (Genellestirilmis Fibonacci r-Sayilar1) r pozitif tamsayi, m pozitif

k—1

reel say1 ve baglangic kosullar1 £, = 0, F,., = m olmak tizere, k = 1,2,...,r

icin n-inci genellestirilmis Fibonacci r-sayisi
Fr,n = mFr,n—l + Fr,n—r—h n>r (22)
seklinde tanimlanir (Koger vd. 2009).

Lemma 2.1 k ve n pozitif tamsayilar olmak iizere, genellestirilmis Fibonacci r-
sayilar1 icin genellegtirilmis Honsberger 6zdesligi
Fr,k+n = r,kFr,nJrl + Z Fr,kijr,nfrJrj (23)
j=1

seklindedir (Tuglu vd. 2011).

Tanim 2.7 (Genellestirilmis Lucas r-Sayilari): r pozitif tamsayi, m pozitif
reel say1 ve baglangig kosullar1 Lo = r + 1, L, = m”* olmak tizere, k = 1,2,...,r

i¢in m-inci genellegtirilmis Lucas r-sayisi
Lr,n = mLT,n—l + Lr,n—’r—la n>r (24)

seklinde tanimlanir (Koger vd. 2009).

(2.2) ve (2.4) esitliklerinde m = 1 alindiginda Stakhov ve Rozin (Stakhov ve Rozin 2006)
tarafindan tanimlanan Fibonacci r-sayilar1 ve Lucas r-sayilar1 elde edilmektedir.
r =m = 1 alindiginda ise, sirasiyla Fibonacci sayilar: ve Lucas sayilar: elde edilmek-

tedir.



Ayrica, genellestirilmis Fibonacci r-sayilari ve genellegtirilmis Lucas r-sayilar: sirasiyla,

Fr,fn = Ly —n+r+1 — mFr,frrH" (25)
ve

Lr,—n = Lr—n+r + TFT,—n—r (26)

seklinde negatif indislere genigletilebilir (Abbad vd. 2019).
Genellestirilmig Fibonacci r-dizisi ve Lucas r-dizisinin Binet formiilleri sirasiyla,

r+1

Oén
F.,= b 2.7
’ ;(r—i-l)ozk—rm 27)
ve
r—+1
Lin=Y af (2.8)
k=1

seklindedir (Koger vd. 2009). Burada aj, 2" —mz"—1 = 0 denkleminin kokleridir.

2.4 Dual Genellestirilmis Kompleks Fibonacci Sayilari

Bircok yazar, Fibonacci say1 bilegsenlerine sahip 6zel tip dual genellestirilmis kom-
pleks sayilar tizerinde ¢alismigtir. Cihan vd. (Cihan vd. 2019) dual hiperbolik Fi-
bonacci ve Lucas sayilarini tammlamiglardir. Giingor ve Azak (Giingor ve Azak 2017)
dual kompleks Fibonacci ve Lucas sayilarini, Torunbalcit Aydin (Torunbalct Aydimn 2018)

dual kompleks k-Fibonacci sayilarini incelemiglerdir.

Tan vd. (Tan vd. 2021) bilegenleri Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacosthal,
Jacobsthal-Lucas sayilarinin genellestirilmesi olan Horadam sayilarindan olugan hiper
dual sayilar1 tamimlamglardir. Prasad (Prasad 2021) dual kompleks Fibonacci r-
sayllarini tamimlamigtir.Sentiirk vd. (Sentiirk vd. 2022) dual genellestirilmis kom-

pleks Fibonacci sayilarini tanimlayip 6zelliklerini incelemislerdir.

Simdi bu tezde goz oniine alacagimiz dual genellestirilmis kompleks Fibonacci ve

Lucas sayilarinin tanimlarini verelim.



Tanim 2.8 (Dual Genellestirilmis Kompleks Fibonacci Sayilar1) n-inci dual

genellestirilmis kompleks Fibonacci sayis
FPCC = B\ 1+ Fpi1J + Fopoe + FoysJe (2.9)
seklinde tanmmlamir (Giirses vd. 2022).

Tanim 2.9 (Dual Genellestirilmis Kompleks Lucas Sayilari) n-inci dual

genellestirilmis kompleks Lucas sayisi
LPCY = L1 + Lyy1J 4 Lyyoe + LyysJe (2.10)
seklinde tanimlanir (Giirses vd. 2022).

Burada, € dual birim, J genellestirilmis kompleks birim ve Je dual genellegtirilmis

kompleks birimdir.
2.5 Kuantum Tamsayilar:

Kuantum analiz kurami (g-analiz), limit kavramim kullanmadan matematiksel nes-
nelerin g-analoglarini elde etme cabasiyla ortaya cikmigtir. Fizik, kombinatorik ve
say1 teorisi gibi bircok uygulamada kullanilan kuantum analiz kuramina giiniimiizde
bir¢cok matematikci ve fizikci tarafindan katkida bulunulmustur. Tarihsel olarak,
Euler 18. yiizyilda g-analizi kuraminin temel formiiliinii elde etmigtir. Ancak, Jack-

son (Jackson 1910), ¢-tiirevi kavramini geligtiren ilk kisi olarak bilinir.

Bir n pozitif tamsayisi i¢in; n kuantum tamsayisi (g-tamsayisi)

n

l—gq
l—gq
seklinde tanimlanir. Burada g # 1 olmak iizere bir kompleks sayidir.

=14+q+¢+-+q"" (2.11)

], =

Negatif tamsayilar i¢in ise

seklinde tanimlanir.



Kuantum toplama ve kuantum ¢arpma iglemleri ise sirasiyla

]y +q [n]y = [rly + 4" [n], ve [r], xq [n], = [r], [0l

seklinde tanimlanir.

Akkug ve Kizilaslan (Akkug ve Kizilaslan 2019), bilegenleri kuantum tamsayilarin-

dan olusan ¢-Fibonacci ve ¢g-Lucas kuaterniyonlarini sirasiyla
Qn=a""[n], +a"[n+1] i+ n+2] j+a" " [n+3] k

2n + 6],
[n+ 3],

Vn - an [Qn]q + an+1 [2n + 2]11 . n+2 [2?1 + 4]11

——di o 4 P
[n], [n+1], [n+2],

seklinde tanimlamiglardir. Burada ¢, 7 ve k birimleri
P=2=k=-1ij=—ji=k, ki=—ik=3j, jk=—kj=1

kuaterniyon carpimini saglar.
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3. GENELLESTIRILMIiS DUAL GENELLESTIRILMIS KOMPLEKS
(DGC) FIBONACCI VE LUCAS R-SAYILARI

Bu boliimde, oncelikle bilegenleri genellestirilmis Fibonacci r-sayilar: ve genellestir-
ilmis Lucas r-sayilari olan dual genellestirilmis kompleks sayilari tanimlanacak ve
bu sayilar sirasiyla genellestirilmis DGC Fibonacci r-sayilari ve genellestirilmis DGC
Lucas r-sayilar olarak adlandirilacaktir. Daha sonra bu sayilarin rekiirans bagin-
tilari, iirete¢ fonksiyonlari, toplam formiilleri gibi baz1 temel 6zellikleri verilecektir.
Bu béliimde yer alan sonuglar Tan vd. (Tan vd. 2021) galismasinda yer almakta

olup tezimizin orijinal sonuclaridir.

Tanim 3.1 (Genellestirilmis DGC Fibonacci r-Sayilar1) n-inci genellegtir-
ilmis DGC Fibonacci r-sayist

Fr,DnGC = Fr,n + Fr,nJrlJ + Fr,n+25 + F’r,n+3J€
seklinde tanimlanir.

Tanim 3.2 (Genellestirilmis DGC Lucas r-Sayilar1) n-inci genellegtirilmis

DGC Lucas r-sayisi
LYY = Ly + Lypi1J + Lyjnioe + LyniaJe
seklinde tanimlanir.

Burada F,.,, ve L, , sirasiyla n-inci genellestirilmis Fibonacci r-say1s1 ve n-inci genellegtir-
ilmis Lucas r-sayisidir. Ayrica € dual birim, J genellestirilmis kompleks birim ve

Je dual genellegtirilmis kompleks birimdir ve (2.1) ifadesindeki garpim kurallarimni
saglarlar.

Negatif indisli genellegtirilmis DGC Fibonacci ve DGC Lucas r-sayilar1 sirasiyla
FS_G»’UO = Fr,—n + Fr,—n—i-lJ + Fr,—n—i-?E + F’r,—n-l—3t]E

ve

LS—GS = Ln—n + Ln—n—‘rl'] + Lr,—n+2€ + Lr,—n+3J€

seklinde tanimlanirlar.
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Teorem 3.1 Negatif indisli genellestirilmis DGC Fibonacci ve genellegtirilmis DGC

Lucas r-sayilar1 sirasiyla

DGC _ pnDGC DGC
Fr,fn - Fr,fn+r+1 - mFr,fn+r
ve
DGC __ nDGC DGC
Lr -n Fr,—n+1 + rFr,—n—r

bagintilarini saglarlar.
Ispat. (2.5) esitligi kullanilarak,

Fr?_cilc = [ o+ F 1+ F_ppoe+ F_y3Je
= (Fronpry1 — mE _nyr) + (Frcngri2 — ME _nyri1)J
+(F —ntres — MF, _piri0)e + (Frongrya — ME _piry3)Je
= (Frengrt1 + B niriod + B ppryse + B _pirgaJe)

_m(Fr,—n—i-r + Fr,—n+r+1<] + Fr,—n—i—’r‘-{—?g + Fr,—n+r+3<]€>

_ DGC DGC
- Fr,—n+r+1 - mFr,—n—i—r

elde edilir.

Benzer sekilde (2.6) esitligi kullamlarak,

Lfgnc = Ly n+ Ly ni1J + Le nyoe + Ly _ny3Je
= (Fr,—n+r + TFr,—n—r) + (Fr,—n+r+1 + TFT,—n—H-l)J
H(Fy—ngri2 +1E o) + (Frpirgs +TF _pn_ris)Je
= (Frnir + Focngrnd + Fr_ngrgoe + Fr_nyry3Je)
+r(Frenr + Fronrp1d + Fo—prgoe + Fo i ry3Je)
RIS R
elde edilir. m
(izelge 3.1’de, genellestirilmis DGC Fibonacci r-sayilarinin bazi 6zel durumlar: be-

lirtilmistir.
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Cizelge 3.1 DGC Fibonacci r-Sayilarinin Ozel Durumlar:

DGC
Frn

1 | 1| —1 | Dual kompleks Fibonacci sayilari

1 (1)1 Dual hiperbolik Fibonacci sayilar:

11110 Hiper-dual Fibonacci sayilar:

k | 1| —1 | Dual kompleks k-Fibonacci sayilar:

1 |11]p DGC Fibonacci sayilar:

1 | r|p | DGC Fibonacci r-sayilari
2 |r|p DGC Pell r-sayilar:
E|1]|p DGC k-Fibonacci sayilar:

FT{)TZGC ve F! %GC genellestirilmig DGC Fibonacci r-sayilarinin toplami, fark: ve ¢arpimi

FnDnGC + Fr%GC = (Frm + Fr,k) + (Fr,n+1 + Fr,k-i-l) J

+ (Fr,n-‘rQ =+ Fr,k+2) €+ (Fr,n—i—S + Fr,k+3) Je

FanGCFerGC = (Fr,nFr,k + pFr,n+1Fr,k+1) + Fr,nFT,kJrl + Fr,nJrlFr,k)J
+Fr,nFr,k+2 + Fr,n+2Fr7k + pFr,n—l—lFr,k—i-?) + pFr,n—i-SFr,k—‘rlg
+Fr,nFr,k+3 + Fr,n+1FT,k+2 + Fr,n+2Fr,k+1 + Fr,n+3Fr,kJ5

seklindedir.

Giirses vd.’nin (Giirses vd. 2021) DGC Fibonacci sayilari igin vermis olduklar: eglenik
ve norm tanimlar: yardimiyla genellestirilmis DGC Fibonacci r-sayilar icin agagi-

daki eglenik ve norm tanimlar: verilebilir.
1. Genellegtirilmis kompleks eglenik:

Fy?nGC*l = (Fr,n - Fr,n—i—lJ) + (Fr,n+2 - Fr,n+3<]) €.
13



2. Dual eglenik:

FT%GC*Q — (ann + Fr,n—&-l!]) - (FT’,TL-FQ —I'_ FT’,’VL+3J) £.

3. (ift eglenik:

F7~7DnGC*3 = (Fr,n - Fr,n+1 J) - (Fr,n+2 - Fr,n+3J) €.

4. Dual genellestirilmis kompleks eglenik:

Fv?nGCM = (Fr,n — FTJH—IJ) (1 . (Fr,n+2 + Fr,n+3J) 6) '

Fr,n + Fr,n—i—lj

Burada , F,, + F} ,4+1J sifir bolen degildir.
5. Anti-dual eglenik:

FTl?nGC*5 = (Fr7n+2 == FT,n+3J) =3 (an + Fr,n+1J> E.

Yukaridaki eglenikler yardimiyla genellestirilmis DGC Fibonacci r-sayilari igin agagi-

daki normlar verilebilir:

1. Genellegtirilmis kompleks norm:

} FDG'C

N *1

FDGC FDGC*l

= Fr2,n - pFr%n—i-l +2 (Fr,nFr,n-l—Q - Fr,n+1Fr,n+3) .

2. Dual norm:

| FDGC

rn

FDGC FDGC*2

*2

= +p n+1+2FrnFrn+1J

3. (Qift norm:

FDGC FDGC*3

= Fr2,n - pFrz,n—l—l + 2pFr,n+1Fr,t+35
+2 (Fr,nFr,t+3 - Fr,n—l—lFr,t—l—Q) Je.
14



4. Dual genellestirilmis kompleks norm:

FDGC’ FDGC*4

p rn+1

5. Anti-dual norm:

} FDGC

rn

DGC DGCxs
FPGC pDe

*5

= (Fr,nFr,nJrQ + pFr,n+1Fr,n+3) -

‘HJ ( rn+3 Fr2n+1))
FT,nFT,n+1) Je.

2Fr,nFr,n+1J
+ (F7"2n+2

+2 (Fr,n—i—SFr,n—l—Z =3

Yukaridaki norm tanimlar: kullamilarak

(Z) FDGC
(Z’L) FDGC+ FDGC*2
( ZZ) FDGC

(ZU) FDGC*5 +€FDGC

2 (Fr,n + Fr,n+2€> )
2 (Fr,n + Fr,nJrlJ) )
2 (an + F’r‘,n—i—?)JE) y

Fr,n+2 + Fr,n+3 J7

DGC DGCx
(U) Fr,n _gFr,n o= Fr,n+Fr,n+1<]7

(vi) (B + Fppyrd) F@GCM = (Frp— Frpial) FT%GC*Q

esitlikleri elde edilir.
Simdi genellestirilmis DGC Fibonacci r-sayilar1 ve genellestirilmis DGC Lucas r-

sayilar1 i¢in bazi rekiirans bagintilar1 verilecektir.

Teorem 3.2 Genellestirilmis DGC Fibonacci ve Lucas r-sayilar: agagidaki rekiirans

bagintilarim saglarlar.

. DGC _ DG DGC
(Z) Fr,n - F Frn r—1

- DGC __ DGC DGC
(”) Lr,n - er n—1 + L'I‘ n—r—17

..\ T DGC DGC DGC
(7i1) Ly Fooq +rF,

r,n—r"'

15



Ispat. (i) Genellestirilmis DGC Fibonacci r-sayilar1 ve Fibonacci r-sayilar1 tanimin-

dan,

mELC+ FROC 0 = m(Frpo1 + Frnd + Frpiae + FrppaJe)
+Fp ot Froned + Frp 16+ FrpriaJe
= mErpa+Fopya)+(mFp+ EFpr)J
+(MFrni1+ Frprp1) e+ (mE o + Frpy) Je

- FT7" + FTﬂH‘lJ + Fr,n+25 + Fr,n+3J€ = F731GC

elde edilir.
(77) (¢) bagntisina benzer gekilde ispatlanabilir.

(193) Lyy = Frpi1 + 1F 5y, iligkisi kullamilarak,

DGC DGC
Frm—f—l 2 TFr,n—r = FT,nJrl + FT,nJr?J + FT,”+35 + Fr,n+4‘]€

+rFr,n—r + TFr,n—T—i—lJ ~ TFr,n—r-l—Zg 2k rFr,n—r—i—BJg

- Lhn + Lr,n—l—lj + Lr,n+2€ + LT:”+3‘]€ = Lfgc

elde edilir. =

Simdi DGC Fibonacci r-dizileri ve Lucas r-dizileri igin iirete¢ fonksiyonlar: verile-

cektir.

Teorem 3.3 Genellestirilmis DGC Fibonacci r-dizisi ve genellegtirilmis DGC Lucas

r-dizisinin iiretec¢ fonksiyonlar sirasiyla,

J4+me+m?Je +x+ Jea"t + (e +mJe)a”

Glo) = 1 —mx — !
LEGC —mrz + (r+1) Jea™ 2 4+ ((r+1)e+ mJe) a"!
+((r+1)J +me+m?Je)a”
Hz) = 1 —mx —art!
seklindedir.
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Ispat. Genellestirilmis DGC Fibonacci r-dizisi i¢in formal kuvvet serisi

G(z) := Y07 FRECa™ olmak iizere

[e'S) 9] 9]
(1 — mr — xr—i—l) G (l’) — E :FTDnGCl,n - m § FTDHG’CIn—H _ E FﬁlGan+r+1
n=0 n=0 n=0
[eS) [eS) 0
_ DGC _n DGC .n DGC n
- § :P%n z -_7ﬂ/§ P}n—lx - E : F%n—r—lx
n=0 n=1 n=r+1

T

r

_ DGC ,.n DGC .n

- § :P%n 'y __7n/§ P%n—lm
n=1

n=0

. i (FT?”GC . mFDGC o FDGC )xn

rmn—1 rn—r—1
n=r+1
r r
o DGC _.n DGC _n
- E :F%n z __7n’§ :F%n—lx
n=0 n=1

rn—1

4

DGC DGC DGC n

= F3 +§ (EDCC —mENS) «
n=1

elde edilir.

Genellegtirilmis DGC Fibonacci r-dizisinin tanimini kullanarak ve Fibonacci r-sayilarinin
baglangi¢ kosullar1 yerine yazildiginda istenen esitlik elde edilir.

Benzer gekilde, H(x) := Yo"  LPGCamolmak tizere genellestirilmis DGC Lucas r-
dizisinin iirete¢ fonksiyonu

LEOGC + 22:1 (LESC — mLDGC) ™

rn—1

H(z) =

1 —mx —art!
LEGC —mra + (r+ 1) Jea™ 2 + ((r + 1) e + mJe) ™!
+((r+1)J +me+m?Je)a”

1—mx —artl
seklinde elde edilir. m

Simdi DGC Fibonacci r-dizileri ve Lucas r-dizileri i¢in Binet formiilii verilecektir.

Teorem 3.4 Genellestirilmis DGC Fibonacci r-dizisi ve genellegtirilmis DGC Lucas

r-dizisi i¢in Binet formiilleri sirasiyla

r+1

Z?LX}C — (lzaz 3.1
i ;(7’—1—1)0%—7“7)1 (3.1)

ve
r+1

LPSC =Y " apap (3.2)
r=1

17



seklindedir. Burada aj = 1+ oy, J + aje + of Je dir.

Ispat. Genellestirilmis DGC Fibonacci r-sayilarmm tanimi ve (2.7) esitligi kul-

lanilarak,

FPCC = F o+ Frpi1J + Frpioe + Frpysle

r+1
Z af + oI 4+ aft?e + a3 Je

(r+1)a —rm

r=1
B ii of (14 opJ +aje +ajJe) § agal
(

— (r+1)ap—rm —~ (r+1)ay—rm

elde edilir.

Benzer sekilde (2.8) esitligi kullanilarak, genellegtirilmis DGC Lucas r-dizisinin Binet
formiilii elde edilir. =

Simdi DGC Fibonacci r-dizileri ve Lucas r-dizileri i¢in bir toplam formiilii verile-

cektir.

Teorem 3.5 t > 0 icin,

3 r+1 "
Z pDGC _ Z Qy, (a?‘l 1)
n=0 o —1 (r+1) O‘z (r(m+1)+1)ax +rm
e +1
r t+1 4
LDGC ay
S-S (]
saglanir.

Ispat. (3.1) de verilen Binet formiilii kullamlarak,

t t r+l1 aran
n=0 n=0 r=1 k

- Z(r—i—l)ofk—rm (Z&k>

B gi aj (a}fjl 1)
—(r+lag—rm\ a—1
r1 of (ot — 1)

- ;(T‘i‘l)ai—( (m+1)+1) o, +1rm

elde edilir.
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Benzer gekilde, (3.2) de verilen Binet formiilii kullanilarak,
t r+1 r+1 r+1 AR |
LD G aray = a ap | = (—k )
S S-S () - £ (5

elde edilir. =

Simdi DGC Fibonacci r-dizileri igin genellestirilmis Honsberger 6zdesligi verilecektir.

Teorem 3.6 (Genellestirilmis Honsberger (")zde§1i§i) k ve n pozitif tam-

sayilar olmak {izere,

DGC DGC § : DGC
Fk+n— rkF n+1+ Frk: ]F

T rn—r+j

esitligi saglanir.

ispat. (2.3) esitligi ile verilen genellegtirilmis Fibonacci r-sayilar1 igin genellegtir-

ilmis Honsberger 6zdesligi kullanilarak,

DGC
Fr k+n T Fr,k—i—n + Fr,k+n+1j + };17’,l<:—|—’rl—&—26 + Pﬂr,k-{—’n—l—i’ﬂ]6

-
- Fr,kFr,n+1 i § Fr,k—jFr,n—r+j

J=1

+ <FT7]€F7«,”+2 + Z Fr,k—jFr,n—r—i-j—i-l J

j=1

+ (Fr,kFr,n+3 + Z Fr,kijr,nfr+j+2 €

j=1

+ <Fr,kFr,n+4 + Z Fr,kijr,nfrJerr?) Je

j=1

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

Fer?_% = Fr,k (Fr,n+1 + Fr,n+2J + Fr,n+3€ + Fr,n+4<]€)

r

+ E Fr,k—jFr,n—r—l—j + Fr,n—r—l—j—‘rlj
=1

+Frn 'r+j+25 + F'rn 1"—i—j—&—1<]6

DGC E DGC
= TTL+1 + FTk ]F

rn—r+j

elde edilir. m
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Teorem 3.7 k ve n pozitif tamsayilar: icin,

DGC DGC DGC
Frk+n Frk FTnJrl_'_ § Frk: ]FT‘TL*TJrj

7j=1

esitligi saglanir.
Ispat. Genellestirilmis DGC Fibonacci sayisinmn tanimi kullanilarak,

DGC
Fr k+n Fr,k+n + Fr,k—l—n—l—l'] + Fr,k+n+2€ + Fjv",lc—l—n—i—3t]8

r
= Fr,n+1Fr,k + E Fr,k:ijr,nfrJrj
Jj=1

+[FT,n+1Fr,k+1 + Z Fn—r—l—jFr,k—j—l—l]J

J=1

+[Fr,n-l-lFr,n-i-Q + Z Fn—r—i—jFr,k—j—i-z]f‘f
j=1

+F 1 Frprs + Z ForijFrp—jrs)Je
il
— Fr,nJrl[Fr,k + Fr,k+1J + Fr,k+2€ + Fr,k+3J5]

+ Z Frnrtj[Fri—j + Frp—jp1d + Frp_jyoe + Frp_jr3Je]
j=1

DGC E DGC
- rn—l—l + Frn r+]

elde edilir. =

3.1 Genellestirilmis DGC Fibonacci ve Lucas r-Sayilar: icin Baz1 Matris

Gosterimleri

Bu boliimde, genellegtirilmis DGC Fibonacci ve Lucas r-sayilar1 icin bazi matris
gosterimleri elde edilecektir.

Fibonacci r-sayilar igin Koger vd. (Koger vd. 2009)

10 0|
00 1

Qr = 0
00 0 1
10 0 0|



matrisini kullanarak,

matrisini elde etmiglerdir.

F’r,n+1

Fr,n—r+1

Fr,nfl
Fr,n

Benzer sekilde (r + 1) x (r + 1) tipindeki

ve

matrislerini goz oniine alalim.

Teorem 3.8 n > 1 icin,

esitligi elde edilir.

Ispat. n iizerinden tiimevarim ile ispatlayalm. n = 1 icin esitlik dogrudur.

DGC FDGC
rn+r4+1 rn+r
DGC DGC
Fr,n+r Fr,n+r71
DGC DGC
r,n+2 r,n+1
DGC DGC

r,n+1 n
DGC DGC

r,r+1 Fr,r
DGC DGC
F’r,r F’r,r—l
DGC DGC

Fr,2 Fr,l
DGC DGC

L Fr,l FT,O

_ n
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Fr,nfr#»l

Fr,n—2r+1

Fr,nfrfl
Fr,n—r

DGC
Fr,n—i—l

DGC
Fr,n

DGC
rn—r4+2

DGC

rn—r+1 |

DGC
Fr,l

DGC
F’I‘,O

DGC
Fr,fr+2

DGC
Fr,—r—l—l i




n > 1 i¢in dogru olsun. n + 1 esitliginin dogrulugunu gosterelim.

:/rQn—H —

FQrQr
F(n)Qr

DGC
rn+r+1

FDGC

r,n+7r

DGC
Fr,n+2

DGC
Fr,n—l—l

DGC
rn+r+2

DGC
Fr,n—i—r—‘rl

DGC
Fr,n+3

DGC
Fr,n+2

FDGC

rn-+r

DGC
an—i—r—l

DGC
Fr,n—l—l

DGC
Fr n
DGC
Fr,n—i—r—i—l
FDGC

r,n-+r

DGC
Fr,n+2

DGC
Fr,n—l—l

DGC
Fr,n+1

Fhae 0 0

r

FDGC 1 0

rn—r+1
DGC
Fr,n+2

DGC
Fr,n+1

DGC
Fr,n—r+3

DGC
Fr,n—r+2 |

olur. Boylece F(n) = FQP esitligi saglanir. m

Genellestirilmis DGC Fibonacci r-sayilarinin matris gosterimine benzer sekilde, genellestir-

ilmis DGC Lucas r-sayilari i¢in de matris gosterimi elde edilir.

ve

olmak {izere,

esitligi saglanir.

DGC DGC DGC
Lr,n+r+l Lr,n+r Lr,n+1
DGC DGC DGC
Lr,nJrr Lr,nJrrfl Lr n
DGC DGC DGC
r,n+1 Lr,n e Lr,n—r+1 i
DGC DGC DGC
Lr,r—i—l Lr,r Lr,l
DGC DGC DGC
Lr,r ror—1 LT,O
DGC DGC DGC
L Lrl LT,O Lr,—r-‘rl i
_ n
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Ayrica, F matrisini kullanarak, genellegtirilmis DGC Lucas r-sayilar: i¢in bagka bir

matris 6zdegligi elde edebiliriz.

[ Lot Lew o Lywen |
Linry1 Lrnr Lypn—ori1
L = :
Lyn-1  Lipn—2 Lyn—r1
Lin  Lrn— Lypr
olmak iizere
L(n) = FL" (3.5)

seklindedir.

Ornek 3.1 r=2ven =3 olsun.FQ3 =

F(3) matris 6zdesligi goz oniine alinirsa,

genellestirilmis DGC Fibonacci r-sayilari i¢in

DGC DGC DGC

5%3 E}Q E%l 5%4 faﬁ
DGC DGC DGC

E;Q E;J E;p 5}2 F%l
DGC DGC DGC

P;l E}D P}fl lﬂﬁ Pk2

matris gosterimi elde edilir.
L£Q3 = L(3) matris 6zdesligi goz oniine

sayilari i¢in

DGC DGC DGC

Ln3 Ln2 Lnl F%4 fﬁg
DGC DGC DGC

Ln? Lnl LnO FRQ }lﬂ
DGC DGC DGC

Lnl LnO erl llﬁ Pk2

matris gosterimi elde edilir.

Ayrica FL3 = £(3) matris 6zdesligi i¢in

DGC DGC DGC

F}S F}Z F}l Lﬁ4 1%3
DGC DGC DGC

5%2 P%l E%O Lﬁ2 l%ﬂ
DGC DGC DGC

P}l P%O E%—l Lﬁ3 1%3

matris gosterimi elde edilir.
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DGC DGC DGC

5%2 E}G 5%5 flA
- DGC DGC DGC

P}U 5%5 5%4 E%S
DGC DGC DGC

E%l 514 Ek3 5}2

alinirsa, genellestirilmis DGC Lucas -

Fry LPge ppge bee
Foo | = | LPgC Lpge  [poe
Fra LyFC Lyge Ly
L,s Lffgc LESGC L&GC
Lo | = | LPGC Lpge ppae
L., Lf?fc L%GC LEQGC



Agagidaki teoremde, genellegtirilmis DGC Fibonacci r-sayilar1 ve genellestirilmig

DGC Lucas r-sayilar: igin genellegtirilmis Cassini 6zdeglikleri verilecektir.
Teorem 3.9 r pozitif tamsayisi i¢in,

det F(n) = (=1)"" det F ve det L(n) = (—1)"" det £
dir.

Ispat. (3.3) ve (3.4) matris esitliklerinde her iki tarafinin determinant1 alarak

istenen sonug elde edilir. m

Sonug 3.1 Eger Teorem 3.9’da » = 1 alinirsa, DGC Fibonacci ve Lucas sayilar

icin Cassini 6zdesligi sirasiyla
DGC ;7nDGC DGC? n DGC 7 DGC DGC?
1 s y sl = (-1 <F2 Fy — I >

ve

LREFIROC — IRGC" = (1) (1RO - 1)
seklindedir.

(3.3) matris dzdegligi kullanilarak, genellestirilmis DGC Fibonacci r-sayilar1 ve Lu-
cas r-sayilari i¢cin Honsberger formiiliiniin bir genellemesi olarak da goriilebilen agagi-

daki teorem elde edilir.

Teorem 3.10 Negatif olmayan s,t > r tam sayilar: igin,

r

DGC __ DGC DGC
Fr,ert - FT,t*T+1Fr,s+r + E :Fr,t*TJrl*jFr,sfl«#j
Jj=1

ve

r
DGC __ DGC DGC
Lr,s+t - FT7t—T+1Fr,s+r + E :Fﬁt—r-ﬁ-l—er,s—l—}—j
Jj=1
elde edilir.

Ispat. Matris esitlikleri goz oniinde bulundurularak,

Fs+1) = FQI™ = (FQ) Q1 = F(s)Q!
24



ve
L(s+1t)=LQM = (LQ)Qr = L(s)Q;

ardindan matris egitliklerinin (2,7 4 1)’inci bilegenleri esitlenerek istenen sonuglar

elde edilir. =

Sonug 3.2 Teorem 3.10 da r = 1 alinirsa,

DGC DGC DGC
Fert :FtFSJrl +Ft*1Fs

ve

DGC DGC DGC
Ls+t = ELS—Q—I + Ft—lLs

elde edilir.
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4. KUANTUM KATSAYILI DUAL GENELLESTIRILMiS KOM-
PLEKS SAYILAR

Bu boliimde, dual genellestirilmis kompleks sayilar ve kuantum tam sayilar bir araya
getirilerek dual genellestirilmis kompleks Fibonacci ve Lucas sayilarini genellestiren
g-dual genellestirilmis kompleks Fibonacci sayilar1 ve ¢-dual genellegtirilmis kom-
pleks Lucas sayilar1 tanimlanacaktir. Bu sayilarin iirete¢ fonksiyonlari, Binet for-
miilleri ve toplam formiilleri gibi bazi temel 6zellikleri elde edilecektir. Ayrica, bu
sayilar i¢in bazi 6zdeglikleri genelleyen Vajda 6zdesligi elde edilecektir. Bu boliimde

elde edilen sonuglar tezimizin orijinal sonuglaridir.

Tanim 4.1 (g-Dual Genellestirilmis Kompleks Fibonacci Sayilari) n-inci

g-dual genellestirilmis kompleks Fibonacci sayisi

Frten =" [, + 9" n+ 1, T+ 4™ [0+ 2], + 92 [0 + 3], Je

bagintis ile tamimlanir. Burada v = Y5~ +4 V§'2+4t seklindedir.

Tanim 4.2 (g-Dual Genellestirilmis Kompleks Lucas Sayilar1) n-inci ¢-dual

genellestirilmis kompleks Lucas sayisi

_ n+1 [2n + 2]qr n+

_ . . 2[2n—|—4]q n+3[2n+6]q
no0 =, P T, v,

I DGC n q
7 [n + 3] q

Je

bagintisi ile tanimlanir.

Burada 7, Horadam dizisinin karakteristik denkleminin kokiidiir. Ayrica, € dual
birim, J genellestirilmis kompleks birim ve Je dual genellestirilmis kompleks bir-
imdir.

(izelge 4.1’de g-dual genellestirilmis kompleks Fibonacci sayilar: i¢in bazi 6zel du-

rumlar belirtilmigtir.
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Cizelge 4.1. g-Dual Genellestirilmis Kompleks Fibonacci Sayilarinin Ozel Durumlar:

q | p ¢-DGC Fibonacci sayilar

;—21 1+2\/g p | DGC Fibonacci sayilar (Giirses vd. 2022)
;—21 1+2\/5 —1 | Dual kompleks Fibonacci sayilar:

= Lty 0 | Hiper dual Fibonacci sayilar

;—21 1+2\/g 1 | Dual hiperbolik Fibonacci sayilari

;—21 1++v2 | p | DGC Pell sayilar

_71 2 o DGC Jacobsthal sayilar

;—21 k+‘/2k2ﬁ P DGC k-Fibonacci sayilari

IFT’Z ?ﬁ]) ve Fﬁ(ff o iki g-dual genellegtirilmis kompleks Fibonacci sayilari olmak tizere,

bu sayilarin toplami ve farki

Frtg TFoivg = 0"l +1" n+1],J + " [n+ 2] e + 9" [n + 3], Je)

(™t [m], +~™ [m + 1]qJ—i-’mer1 [m+2]q5+7m+2 [m + 3], Je)

= WV (—=)£7"(—=
[(W—vw) (W—vwﬂ
1— qn+1 L 1 — qm+1
+ ,yn+1 :|: ,mer J
| (W—vw) (h—vwﬂ
+[ n+2(1 _ qn+2) n — 1 — qm+2)]8
(v —q) (v —7q)
4 n+3(1_—qn+3) 4 m+3(1_—W)]J€
(v =9 (v —q)
seklinde ve ¢arpimi ise
Y], Pyt 41, 0 0 " m],
FDGC gDCC Y+ 1], vt nl, 0 0 ™ [m+1],
n,\7Y;q m,(7v;q
Y 42, py"Pn+3], el pyt 1], [y m 2],
_7”*2 n + 3]q Ay n + Q]q Y n + 1]q At [n]q | _7m+2 [m + 3]q_
seklindedir.
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g-dual genellestirilmis kompleks Fibonacci sayilar i¢in agagidaki eslenikler verilebilir:

1. Genellegtirilmis kompleks eslenik:

FRGECY = (", — Iy In+ 1), + ey [n + 2], — Jev* ™ [n+ 3], ).

2. Dual eglenik:

IFD(quﬁ = ("l + " [+ 1, — ey n+ 2], — Jey" 2 [n + 3],).

3. (ift eglenik:

FRGECY = (", = Iy In+ 1], — ey" [n+ 2], + Jev* 2 [n + 3],).

4. Dual genellestirilmis kompleks eglenik:

» w . Y n + 2], + Jy" 2 [n + 3]
W%;4vwm—wm+m%v- q e

T, + T,
Burada " " [n]_ + J4" [n + 1], sifir bolen degildir.

5. Anti-dual eglenik:

]FDGC *5 _ <7n+1 [n + 2]q + J7n+2 [n _|_ 3]q> _ (,ynfl [n]q + nyn [TI, + ].]q> E.

(v:9)

Boylece, g-dual genellestirilmis kompleks Fibonacci sayilart icin agagidaki normlar

verilir:
1. Genellegtirilmis kompleks norm:

| Fotval., . =260 FRGCH.

( (v:9)

2. Dual norm:

DGC |2 _ DGC DGC*2
‘ ]Fn,(w;q) F )IF (v;9) -
3. (Cift norm:
DGC |2 DGC DGC*3
‘F J(139) | =T, (v )IF (vq) -
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4. Dual genellestirilmis kompleks norm:

‘ FD ‘2 IFDG’(J) IFDGC*“

,(v:9) ( (39)

5. Anti-dual norm:

2 DGC DGC*5
F F NGH

| FCS

Teorem 4.1 g¢-dual genellestirilmis kompleks Fibonacci sayilari ve g-dual genellestir-

ilmis kompleks Lucas sayilar1 i¢in Binet formiilleri sirasiyla

pac V" — (yq)"0" pee -
FPGC, = A ve L (o) = 7" + (@)"

seklindedir. Burada v* =1+ ~J + 7% +73Je , 6" = 14+ (vq)J + (vq)*e + (vq)3Je
ve A = (v — vq)?'dir.

Ispat. ¢-dual genellestirilmis kompleks Fibonacci sayilarmin tanimindan,

Fotoy = "l +9" n+1], ]+ [n+ 2], e +7" [0+ 3], Je

q

W 1=q" na1l— g™ naol—q" 2 nagl — g™
I Gy 7 H(v—vq)J K +2(’7—%1) e +3('y—7q)J6
_ ,yn o (’7(])” N ,yn+1 . (,yq)n+1 J N ,yn+2 . (,yq)n+2€ N ,Yn+3 . (,yq)n+3 Jg
(v —9) (v —q) (v —q) (v —q)
n q n
= (vz—w)“ +7J + 7%+~ Je) - %(1 + (v9)J + (v9)%e + (v9)* Je)
" = (yg)d”
(v —9)

elde edilir.
Benzer sekilde, g-dual genellegtirilmis kompleks Lucas sayilarinin tanimindan,

1 — q2n 1 — q2n+2 1 — q2n+4 1— q2n+6
]LD — n n+1 J n+2 n-+3 J
(v:9) Y 1—(] +y —1—(] +y —_q E‘F"Y —1_q €

= Y"1+ ¢+ A+ )T "1+ ¢ e " (14 ") e

= YA+ +7e+7%Je) + (v@)" (1 + (vq)J + (vq)%e + (vq)*Je)

elde edilir. m
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Teorem 4.2 ¢-dual genellestirilmis kompleks Fibonacci sayilar: igin {istel iireteg

fonksiyonlar: sirasiyla,

- " ey — (D)o g x”
FPGO ve LD = " 4 §*e1D)®
e (v = q) Z n!
seklindedir.

Ispat. ¢-dual genellestirilmis kompleks Fibonacci sayilari icin Binet formiilii yardimiyla,

o Do " B o ,Yn,y* . (aq)né* ok
Fn»(v;q)ﬁ - Z ( (v — 7q) n!

n=0 : n=0 g 79
~y* Z (yx)™ o* i aq:v 7 *e1r — §*eva)z
(v=r9) = n' (v —79) = (v —79)

elde edilir.

Benzer bir gekilde, g-dual genellestirilmis Lucas sayilarinin iistel iirete¢ fonksiyonu

D LG = 20"+ (ag)"0)
n=0 ’ n=0
o % - (733)” * = (7qx)n _x_T *_(vq)z
= 7 Z n! +9o Z o ° +o%e
n=0 ) n=0 ’

seklinde elde edilir. m

Teorem 4.3 Herhangi pozitif n ve m tamsayilar i¢in, g-dual genellestirilmig kom-

pleks Fibonacci sayilar: icin Honsberger 6zdesligi

n+m

b * * Sk (N m
IFD(GC)IFD( q) +F£ff(wq)m?bflc,(v;q) - A (V)2 (1 +77) — "6 (¢" + ¢™)

(1+7(vq) + (6*)*(1 + (vq)*) (¢"*™)]

seklindedir.
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ispat. g-dual genellestirilmis kompleks Fibonacci sayilarinin Binet formiilii kul-

lanilarak,

IFDGC)IFD ) T Fgfl?(v 2e)) ngg(v Q) (7 7@ _ggi ) ! 7(7 _(z;])) )

,.yn+1,y* _ (,Yq)n+15*)<,.)/m+1,y* _ (’YC])m+1(5*
(v —9) (v —9)
e ; ;

= —— (V" =¢")(" —q"d)]

(v —q)
n+m-+2

+(

)

g

(v — vq)?
,yner

- (7 ot ——— (V) (1 +77) — 0" (¢" (1 + 7(vq))

q"(1+ ’Y(’YQ)) + ()" (1 + (vq)?)]

(v = ") (v = g™ 6")]

il ,.yn—l—m * 2\ kgx/ . n m
(1+ 7(761)) + ()" (1 + (vq)?)]

esitligi elde edilir. m
Burada, v*0* = §*~* esitligi kullamilmistar.

Teorem 4.4 a,b,c,d herhangi pozitif tamsayillar, a > b, ¢ > dvea+b=c+d

olsun. ¢-dual genellestirilmis kompleks Fibonacci sayilari,

DGC mpDGC DG DG .
Fo )]le(’vq - I vq)IF vq) A

esitligini saglar.

Ispat. ¢-dual genellestirilmis kompleks Fibonacci sayilarim Binet formiilii kul-

lanilarak,
L[ (v — (v)* 0"\ [(¥*7* — (vq)’d"
]FaDGQ }FDG.C ]FD ]FDGC i |:(
@) T b,(9) T T e (v0)T di(v39) A (7 — vq) (7 — vq)
_ (vcv* - (761)05*) (vdv* = (vq)d5*>}
(v —"9) (v —9)
1 * a k Ck a a . k Cx a *
= O =y = 6 + (v9) T (6))

_(70+d('y*)2 _ 70+dqd’7*5* o c+d c *5* ( )c+d(5*)2)]
VO (=g — P+ + qd))
A

elde edilir. m
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Sonug 4.1 Herhangi pozitif tam sayilar n, m ve k i¢in, ¢-dual genellegtirilmis kom-

pleks Fibonacci sayilar: icin Vajda ozdesligi,

FPGC DGO _ FPGC pDGC _ y*o" (’72n+m+k(1 - qk)(qn —q")
n+m,(v;q)" n+k,(v;q) n,(130)" ntmtk,(va) T A
seklindedir.

Ispat. Egera =n+m ,b=n+k, ¢ =nved =n+m+k almrsa, Teorem 4.4’ten

istenilen sonug elde edilir. m

Sonug 4.2 Herhangi pozitif tam sayilar n, m ve n > m icin, g-dual genellegtirilmis

kompleks Fibonacci sayilar: i¢in Catalan 6zdesligi,

2N~ % S* m n n—m
DGC DGC pcez VY 0 (1 —dq )(q —q )
Fn+m,(v;Q)Fn—m,(v;q) o Fm(v;q) A
seklindedir.

Ispat. Eger a = n+m, b =n —m, ¢ = d = n almirsa, Teorem 4.4’ten istenilen

sonug elde edilir. m

Sonug 4.3 Herhangi pozitif tam say1 n igin, ¢-dual genellestirilmis kompleks Fi-

bonacci sayilari i¢in Cassini 6zdesligi,

FDGC DGO pDGC? _ Y6t (1 —q M) (g" — ¢"tY)
n—1,(v;q)" n+1,(v;q) n,(v:q) — A

seklindedir.

Ispat. Egera =n —1,b=n+1 ve ¢ = d = n alimrsa, Teorem 4.4’ten istenilen

sonug elde edilir. m

Sonug 4.4 Herhangi pozitif tam sayilar n ve m icin, ¢g-dual genellegtirilmig kom-

pleks Fibonacci sayilar: i¢in d’Ocagne 6zdesligi,

n+m-—+1 . *x $* m n
DGC 1DGC DGC pgc 7 70" (1 —q)(q™ — q")
IFn,('y;q)]Ferly(’y;q) - Fnﬂ,(w;q)Fm,(v;q) - A

seklindedir.

Ispat. Eger a =n,b=m+1, ¢ =n+1 ve d = m alimrsa, Teorem 4.4’ten istenilen

sonug elde edilir. m
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Sonug 4.5 Herhangi pozitif tam sayilar n, m ve k i¢in, ¢-dual genellegtirilmis kom-

pleks Fibonacci sayilar: i¢cin Halton 6zdesligi,

m-n+k  *x * m k n
DGC DGC pGc wpce Y v (1 —q™)(¢" —q")
Fm% (1;9) ]F Fk,(v iq) Fern (vi@) — A
seklindedir.

Ispat. Eger a = m+k, b=n, ¢ = k ve d = m+ n alimirsa, Teorem 4.4’ten istenilen

sonug elde edilir. m

Teorem 4.5 n ve k pozitif tamsayilar1 igin

I . VA FPCEC n cift ise,
(l)z< ) (—VQC]) FbGC +k,(7:9)

; itk (7i4) A ‘
=0 ! VA LGy gy 7 tek ise,
. DGC o
@03 (1) (0 LRy = { Yo e
) %
=0 ! " \/_nHFkaC n tek ise,
i (v:9)°
o (1 ; o )
(iii) Y (z) (1) (=) FRS g = (—72l)" PR s
i=0
1 - n i n—1i "
(iv) ) (Z) (—1)' (—4%)" LS . = (20 "LEEE s
i=0

esitlikleri saglanir.

Ispat. g-dual genellestirilmis kompleks Fibonacci ve Lucas sayilarmm Binet for-

miilleri kullanilarak,

> (1) (0" Fi

- B () e ()
B m (+59" (52 = 1%)" = ()" " (+%* = 4%0)")
_ mwv* WZ)”—(W_,)'« 5 (v ﬂ)”)
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elde edilir. n ¢ift ise,

i (7;) (_7261)” ZF%EI?(W ) +@ (’yk'y* (f)/\/Z)n _ ('yq)k 5 <—’}/Q\/K>n>

i=0 (’Y Y
B ittt 6NN
(v —7q)
/ v GC
= F??Jrk (v39)

seklindedir. n tek ise,

32 (5) o ot - 00 ) o o]

[
1=0

seklindedir. m

Teorem 4.6 Herhangi pozitif n tam sayisi igin,

2 L (A" + 47 [2]n) FPSC -
(i) n (_72q)n z]FDGc - 3 < A +4"[2] ) Fy. ) n ¢ift ise,
Z_ 2i 4,(0) . chc

n—1 )
=0 3 <\/Z LkD,(Gﬁ,) — " 2I)F G q)) n tek ise,
" 1 (/A" n DGC P

(i1) Z (n> (_72q)” lLD((;c , = ( +7" > L Gy n Gift ise,
2 : e n+1 n n .

=0 Z % <\/_ ]Fgfkc'y (7;9) -7 [Q]qlgfkc('y q)> n tek 1se,

esitlikleri saglanir.

Ispat. Teorem 4.5’ten

— (n 2 _\n—imDGC

Z(gz) (—%0)" FEE5

=0
n i 2 \"—imDGC
()(H(—l))(—v 9)" Faitra)

( ( (—~%q)" " FDGS, +Z(> (—%a)" Fg(m)

% \/_ + 2] )IFD%CL]), n ¢ift ise,

n—1 .
3 (\/_ LG — 7”[2]”]FD%(’;)> ., n tek ise,

n

N | =

elde edilir. m
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5. TARTISMA VE SONU(C

Bu tezde, bilesenleri genellegtirilmis Fibonacci r-sayilar1t ve genellestirilmis Lucas
r-sayilar1 olan dual genellestirilmis kompleks sayilar tanimlanmigtir. Bu yeni say1
sistemini tanitmanin en énemli avantaji, bilegenleri Fibonacci, Lucas, k-Fibonacci,
Pell ve Pell-Lucas sayilar1 olan dual genellestirilmis kompleks sayilarin bu sayilar:

ozel durumlar: olarak elde edilebilmesidir.

Diger yandan bilegenleri kuantum katsayilarindan olusan dual genellestirilmis kom-
pleks sayilar1 tamimlayarak yeni bir dual genellestirilmis kompleks say1 dizisi tanim-
lanmigtir. ¢ = —7—12 ve y = %5 durumunda bu say1 dizileri DGC Fibonacci diziler-

ine donistir.

Dual genellestirilmig kompleks sayilara benzer olarak Gurses vd. (Giirses vd. 2021),

hiperbolik genellestirilmis kompleks sayilari

PC, = {ZO +2h | h?=—1,20,2 € (Cp}
ve kompleks genellestirilmis kompleks sayilar

CC, = {ZO + 20| i = —1,20,2 € Cp}

tanimlamiglardir.

Bu tezde elde edilen sonuglari, hiperbolik-genellestirilmis kompleks sayilar ve kompleks-

genellestirilmis kompleks sayilar icin de incelemeyi hedeflemekteyiz.

35



KAYNAKLAR

Abbad, S., Belbachir, H., Benzaghou. B. 2019. Companion sequences associated
to the r-Fibonacci sequence: algebraic and combinatorial properties. Turkish
Journal of Mathematics, 43(3): 1095-1114.

Akkus, 1., Kizilaslan, G. 2019. Quaternions: Quantum calculus approach with ap-
plications. Kuwait Journal of Science, 46(4): 1-13.

Aydin, F.T. 2018. Dual complex k-Fibonacci numbers. Chaos Solitons Fractals, 115:
1-6.

Catoni, F., Cannata, R., Catoni, V., Zampetti, P. 2004. Two-dimensional hypercom-
plex numbers and related trigonometries and geometries. Adv. Appl. Clifford
Algebra, 14: 47-68.

Cihan, A., Azak, A.Z., Gungor, M.A., and Tosun, M. 2019. A Study on Dual Hy-
perbolic Fibonacci and Lucas numbers. An. S t. Univ. Ovidius Constanta Vol.,
27(1): 35-48.

Clifford, W.K. 1873. Preliminary sketch of biquaternions. Proceedings of London
Mathematical Society; 4, 361-395.

Cockle, J. 1849. On a New Imaginary in Algebra. Philosophical magazine. London-
Dublin-Edinburgh, 3(34): 37-47.

Fjelstad, P., Gal S.G. 2001. Two-dimensional geometries, topologies, trigonometries
and physics generated by complex-type numbers. Advances in Applied Clifford
Algebras, 11(1): 81.

Gungor, M.A., Azak A.Z. 2017. Investigation of Dual-Complex Fibonacci, Dual-
Complex Lucas numbers and Their Properties. Adv. Appl. Clifford Algebras,
27: 3083-3096.

Gurses, N., Senturk, G.Y., Yuce, S. 2021. A Study on Dual-Generalized Complex
and Hyperbolic-Generalized Complex Numbers. GU J Sci, 34(1): 180-194.

Gurses, N., Senturk, G.Y., Yuce, S. 2022. A Comprehensive Survey of Dual-
Generalized Complex Fibonacci and Lucas Numbers, Sigma Journal of En-
gineering and Natural Sciences, 40(1), 179-187.

Harkin, A.A., Harkin, J.B. 2004. Geometry of generalized complex numbers. Math-
ematics Magazine, 77(2): 118-129.

Horadam, AF. 1961. A generalized Fibonacci sequence, Amer. Math Monthly, 68(5),
455-459.

Jackson, F.H. 1910. On a g-definite integrals. Q J Pure Appl Math. 41:193-203.

Kocer, E.G., Tuglu, N., Stakhov, A. 2009. On the m-extension of the Fibonacci and
Lucas p-numbers. Chaos, Solitons and Fractals, 40; 1890-1906.

36



Koshy, T. 2001. Fibonacci and Lucas Numbers with Applications, Wiley, 672p., New
York..

Prasad, B. 2021. Dual complex Fibonacci p-numbers. Chaos, Solitons & Fractals,
145: 109922.

Senturk, G.Y., Gurses, N., Yuce, S. 2022. Construction of Dual-Generalized Com-
plex Fibonacci and Lucas Quaternions. Appear in Carpathian Mathematical
Publications.

Stakhov, A., Rozin, B. 2006. Theory of Binet formulas for Fibonacci and Lucas
p-numbers. Chaos, Solitons & Fractals, 27(5): 1162-77.

Tan, E., Ait-Amrane, N.R., Gok, I. 2021. Hyper-dual Horadam quaternions. Miskolc
Mathematical Notes, 22(2), 903-913.

Tan, E., Tuna, N., Yilmaz, S. 2021. Dual Generalized Complex Fibonacci p-numbers.
Submitted.

Tuglu, N., Kocer, E.G., Stakhov, A. 2011. Bivariate Fibonacci like p-polynomials,
Applied Mathematics and Computation, 217: 10239-10249.

Vajda, S. 1989. Fibonacci & Lucas Numbers and The Golden Section, Theory and
Applications, Ellis Horwood Ltd. Chichester.

Yaglom, I.M. 1968. Complex Numbers in Geometry, Academic Press, New York.

37



