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ABSTRACT

ANALYSIS OF NONLINEAR SYSTEMS USING FRACTAL CALCULUS:
CASE STUDY ON VAN DER POL OSCILLATOR AND FINANCIAL
MODELS

Ozan KIYIKCI

Master’s Thesis
Fizik Bolimii
Mugla Sitk1 Kogman Universitesi

September 2024, 46 Pages

This thesis explores the application of fractal calculus in the analysis of nonlinear
systems, with a focus on the Van der Pol oscillator and the Huang-Li nonlinear fi-
nancial system. Traditional differential equations often fail to capture the complexity
of such systems, particularly when dealing with phenomena such as chaotic behavior
and memory effects. By incorporating the Caputo fractional derivative, this study ex-
tends the classical models, allowing for a more comprehensive analysis of the system
dynamics. The Van der Pol oscillator is analyzed under both standard and fractional
derivatives, revealing significant insights into its behavior across different parameter
values. Similarly, the Huang-Li financial system is transformed into a fractional differ-
ential equation system, with a detailed examination of how varying the fractional order
affects system stability and chaos. Numerical solutions are obtained using the kestir-
dogrula method, and the Lyapunov exponents are calculated to assess the system’s
chaotic nature. The results demonstrate that fractional calculus not only enhances our
understanding of these systems but also provides a powerful tool for modeling complex
behaviors that are not adequately described by traditional calculus. This research con-
tributes to the growing field of fractional calculus and its applications in physics and
finance, offering valuable insights for future studies on chaotic dynamics and system
stability.

Keywords: Fractal Calculus, Van der Pol Oscillator, Huang-Li Nonlinear Financial
System, Caputo Fractional Derivative, Chaotic Behavior, Memory Effects, Lyapunov
Exponents, kestir-dogrula Method, System Stability, Numerical Solutions.
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OZET

FRAKTAL KALKULUS KULLANARAK DOGRUSAL OLMAYAN
SISTEMLERIN ANALIZI:
VAN DER POL SALINICISI VE FINANSAL MODELLER UZERINE BIiR
DURUM CALISMASI

Ozan KIYIKCI

Yiiksek Lisans Tezi
Fizik Bolimii
Mugla Sitk1 Kogman Universitesi

Eyliil 2024, 46 Sayfa

Bu tez, dogrusal olmayan sistemlerin analizinde fraktal kalkiillisiin uygulanmasini,
ozellikle Van der Pol salinicis1 ve Huang-Li dogrusal olmayan finansal sistemi iizerine
odaklanarak incelemektedir. Geleneksel diferansiyel denklemler, kaotik davranis ve
bellek etkileri gibi durumlar s6z konusu oldugunda bu tiir sistemlerin karmasikliginm
yakalamakta yetersiz kalmaktadir. Bu calisma, Caputo fraktal tiirevini kullanarak
klasik modelleri genisletmekte ve sistem dinamiklerinin daha kapsamli bir analizini
saglamaktadir. Van der Pol salinicisi, hem standart hem de fraktal tiirevler altinda
analiz edilerek farkli parametre degerleri arasinda sistemin davranigt hakkinda 6nemli
bilgiler sunmaktadir. Benzer sekilde, Huang-Li finansal sistemi de fraktal difer-
ansiyel denklem sistemine doniistiiriilmiis ve fraktal derecenin sistem kararlili§1 ve
kaos lizerindeki etkileri ayrintili bir gsekilde incelenmistir. Sayisal ¢oziimler Kestir-
Dogrula yontemi kullanilarak elde edilmis ve sistemin kaotik yapisini degerlendirmek
icin Lyapunov iisteleri hesaplanmistir. Sonuclar, fraktal kalkiiliisiin bu sistemlerin
anlagilmasini artirmakla kalmayip, ayni zamanda geleneksel analizlerle yeterince
aciklanamayan karmagsik davranmiglari modellemek i¢in gii¢lii bir ara¢ sundugunu
gostermektedir. Bu arastirma, fraktal kalkiiliisiin fizik ve finans alanlarindaki uygu-
lamalarina katkida bulunarak, kaotik dinamikler ve sistem kararlilif1 iizerine gelecekte
yapilacak calismalar i¢in degerli ongoriiler sunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Fraktal Kalkiiliis, Van der Pol Salinicisi, Huang-Li Dogrusal Ol-
mayan Finansal Sistem, Caputo Fraktal Tiirev, Kaotik Davranis, bellek Etkileri, Lya-
punov Usteleri, Kestir-Dogrula Yontemi, Sistem Kararlilig1, Sayisal Coziimler.



ONSOZ

Bu tez, fraktal kalkiiliisiin dogrusal olmayan sistemlerin analizine uygulanmasini,
ozellikle Van der Pol osilatorii ve dogrusal olmayan finansal sistemler iizerine
odaklanarak incelemektedir. Burada sunulan calisma, Do¢. Dr. Gorkem OY-
LUMLUOGLU’nun danismanliginda yiiriitiilmiis olup, arastirmam boyunca sundugu
degerli rehberlik ve destegi icin kendisine en icten tesekkiirlerimi sunarim.

vi



TESEKKUR

Arastirmam boyunca bana rehberlik eden ve destekleyen Do¢. Dr. Gorkem Oylum-
luoglu'na en derin tesekkiirlerimi sunarim. Onun uzmanhig: ve tesvikleri, bu tezin
tamamlanmasinda ¢ok 6nemli bir rol oynamistir.

Ozellikle, bir fizikci olan, kiz arkadasim Sevda SALTIK’a da kaotik sistemleri an-
lamama yardimci oldugu ve bu zorlu siire¢ boyunca bana sagladig: biiylik duygusal
destek i¢in icten tesekkiirlerimi sunuyorum. Onun i¢goriileri ve bana olan sarsilmaz
inanci, bu siireci ¢cok daha kolay hale getirdi.

Ayrica, annem Zerrin Koyuncu’ya sonsuz destegi ve cesaretlendirmesi icin kalpten
tesekkiir ederim. Onun yeteneklerime olan inanci, benim i¢in siirekli bir motivasyon
kaynagi olmustur.

vii



Icindekiler

Onsoz

Tesekkiir

Icindekiler

Sekiller Listesi
Semboller ve Kisaltmalar
1 GIRIS

2 LITERATUR TARAMASI
2.1 Diferansiyel Denklemler . . . . ... ... ... ... ........
2.1.1 Adi diferansiyel denklemler . . . . ... ... ........
2.1.2  Birinci dereceden dogrusal diferansiyel denklem . . . . . ..
2.1.3  Birinci dereceden homojen dogrusal diferansiyel denklemler .
2.1.4 Otonom ve otonom olmayan adi diferansiyel denklemler . . .
22 MatrisCebiri . . . . . ...
221 Toplama . . . . . . ..
222 Skalercarpma . . . . . .. ...
223 Matriscarpma . . . . ... u e e e e e e e e
23 FraktalHesap . . . . . . . . . . . ...
2.3.1 Fraktalhesabagiris . . . . . ... ... ... ... ... .
2.3.2 Temel fraktal denklemler . . . . . . ... ... ... .....
233  Fraktaltlirev. . . . . . .. ... ...
2.3.4 Fraktalintegral . . . ... ... ... ... ..........
2.3.5 Fraktal hesabin uygulamalart . . . . . ... .. ... ... ..
2.4 Kestir-Dogrula Yontemi . . . . . . .. ... Lo
24.1 Kestir-Dogrula yontemine genel bakis . . . . . ... ... ..
2.4.2 Fraktal diferansiyel denklemlere uygulanmast . . . . . . . . .
243 Yontemin uygulanmast . . . . ... ... L.
2.44 Avantagjlar ve uygulamalar . . . . . ... ... ... ...,
2.5 Dinamik Sistemlerde Kaosu Anlamak . . . . .. ... ... ... ..
25.1 Kaosnedir? . . . . ...
2.5.2 Kaos teorisinin kokenleri . . . . . ... ..o
2.5.3 Kaotik sistemlerin ozellikleri . . . . . . . ... ... ... ..
2.5.4 Kaos nerede baglar ve biter? . . . . . ... ...,

viii

vi

vii

viii

xi

xi

[

—_
SO VOV VWOV I I TN UNUNUNDE B WWWNDNDNDNDN

[



2.5.5 Bilim ve miihendislikte kaosun etkileri . . . . . . .. ... ..
2.6 Dogrusal Olmayan Sistemlerde Lyapunov Usteleri . . . . . . ... ..
2.6.1 Lyapunov iistelerinin hesaplanmast . . . . . . ... ... ...
2.6.2 Dogrusal sistemler i¢in Lyapunov iistelerinin ¢ikarimi . . . . .
2.6.3 Fraktal hesaplamada Lyapunov tisteleri . . . . ... ... ..
27 BellekEtkisi. . . .. .. ..
2.7.1 Fizikte bellek etkilerine 6rnekler . . . . . ... ... ... ..
2.7.2 Finansal sistemlerde bellek etkilerine 6rnekler . . . . . . . . .
2.7.3 Tarihte bellek etkileri ornekleri . . . . . ... ... ... ...

VAN DER POL SALINICISININ COZUMU iCIN METOT
3.1 Vander Pol Osilator Denklemi . . . . . ... ... ..........
3.2 Hamiltonyen Formiilasyonu . . . . . . . ... ... ... .......
3.3 Niteliksel Analiz . . . .. ... ... ... ... ... ...
3.3.1 Dengenoktalart . . . ... ... ... ... .. ... ...,
3.3.2 Kararhbkanalizi . .. ... ... .. ... ... ...
3.3.3 Kuvvet cizgileri ve simetriler . . . . . . ... ...
3.4 Sayisal Coziim ve Baglangic Kogullart . . . . . . . ... ... .. ..
34.1 Baglangickosullarn . . . . ... ... ... ... .......
34.2 solve_ivp kullanilarak sayisal Coziim . . . . . .. .. ...
343 Sonuglarveyorum . . . ... ...
3.5 Fraktal Van der Pol Salimicist . . . . . . ... L oL
3.5.1 Fraktal-Dereceli diferansiyel denklemler i¢cin Kestir-Dogrula
yontemi . . . . ... .. e e e
3.5.2 Sonuglarvetartisma . . . ... .. ... ...

HUANG-LI DOGRUSAL OLMAYAN FINANSAL SiSTEMININ

COZUMU iCIN METOT

4.1 ODT’lerin fraktal diferansiyel denklemlere doniistiiriilmesi . . . . . .
4.1.1 Doniigtiiriilmiis denklemler . . . . . . .. ... ... ... ..

4.2 Fraktal Diferansiyel Denklemler igin Kestir-Dogrula Yontemi ile
Sayisal Coziim . . . . . . . . ...
421 Kestirmeadimt . . . ... ... ...
422 Dogrulamaadimi . . ... ... ... ... ... ...,

4.3 Pertiirbasyon Analizi Kullanarak Lyapunov Usteli Hesaplama . . . . .
4.3.1 Yontem: Pertiirbasyon analizi . . ... ... .........
43.2 Sonuglarmyorumu . . . ... ...
4.3.3 Huang-Li dogrusal olmayan finansal sistemine uygulama . . .
4.3.4 Lyapunov iistel hesaplamalarinin sonuglart. . . . . . .. ...
4.3.5 Sonuclarin gorsellestirilmesi ve yorumlanmasi . . . . . . . . .
4.3.6 Huang-Li dogrusal olmayan finansal sistemine uygulama . . .
4.3.7 Lyapunov iistel hesaplamalarinin sonuglart . . . . . . ... ..

BULGULAR ve SONUC

51 BulgularmOzeti . . . . .. .. ... ... .. ...

5.2 Grafiklerin Degerlendirilmesi . . . . . . . ... ... ... L.
5.2.1 Yoriinge grafiklerinin degerlendirilmesi (Sekil 5.1) . . . . . .
5.2.2  Zaman serisi grafiklerinin degerlendirilmesi (Sekil 5.2) . . . .

53 OnemliBulgular. . . . . . ... ... ... ... ... ... ..

X

17
17
17
17
18
18
18
19
19
19
19
19

20
21

23
23
24

24
24
25
25
25
26
26
27
28
28
29

30
30
30
30
30



5.3.1 Lyapunov iisteli vs. gg (Sekil 5.3) . . . ... ... ... ...
5.3.2 Farkli g degerleri iizerinde davrams . . . . . . ... .. ...
5.3.3 «, Bellek etkileri ve kaos arasindaki iligki . . . .. ... ...
5.4 Finansal Sistemler Icin Sonuclar . . . . . .. ... ... ... ....
5.5 Sonug ...
5.6 Gelecek Calismalar . . . . . ... ... ... ... ... .. ...,

Kaynakca

A

GENISLETILMIS MATEMATIKSEL TURETIMLER

A.1 Caputo Fraktal Tiirevinin Tiiretilmesi . . . . . . ... ... ... ...

A.2 Adi Diferansiyel Denklemlerin Fraktal Diferansiyel Denklemlere
Dontigtiirtilmest . . . . . . . . .. L

A.3 Kestir-Dogrula Yonteminin Tiiretilmesi . . . . . . . .. .. ... ..

GENISLETILMIS BOLUM ICIN KAYNAKLAR

OZGECMIS

37

42
42

42
43

44

45



3.1

3.2

5.1

5.2

5.3
54
5.5
5.6
5.7
5.8
59

Sekiller Listesi

Standart Tiirev Kullanan Van der Pol Osilatorii: x(¢) ve y(¢)’nin za-
mana gore grafigi (sol), ve faz uzayi diyagrami y(z)’ye karsi x(¢) (sag).
fraktal Tirev Kullanan Van der Pol Osilatorii (o = 0.99): x(z) ve
y(t)’nin zamana gore grafigi (sol), ve faz uzay1 diyagrami y(z)’ye kargt
X(1) (88). « o o

a=1, =09 ve a=0.8 icin sistemin ¢oziim yoriingelerinin 3B ve
2B projeksiyonlart. Grafikler x(z), y(t) ve z(¢) nin farkli diizlemlerdeki
yoriingelerini gostermektedir. . . . . . . .. ... ...
a=1,0=0.9ve a=0.8icinx(t), y(t) ve z(¢) nin zaman serisi. Bu
grafikler, ¢oziimlerin zaman i¢indeki kaotik dogasim gostermektedir. .
o= licinLyapunov Ustel vs g. . . . . ... ... ... .......
g=13icinLyapunov Ustel vs ct. . . . . ... ... ... ......
g=17icinLyapunov Ustel vs &. . . . . .. ... ... .......
g =2.3752icin Lyapunov Ustel vs &. . . . . . ... ... ......
g=0.1169 igin Lyapunov Ustel vs &. . . . . . . ... ........
g = —2.6194 icin Lyapunov Ustel vs at. . . . . ... ... ......
g=2.6194icin Lyapunov Ustel vs &. . . . . . ... ... ......

xi

22

31

32



Semboller ve Kisaltmalar

o Tiirevdeki kesirli mertebe

Y Soniimleme katsayisi

I'(-) Gamma fonksiyonu

A Lyapunov Ussii

u Van der Pol Osilatoriindeki dogrusal olmayanlik parametresi
FODE Kesirli Dereceli Diferansiyel Denklem

GARCH Genellestirilmis Otoregresif Kosullu Degisen Varyans modeli
ODE Adi Diferansiyel Denklem

solve_ivp Baglangi¢ degeri problemleri i¢cin Python’da sayisal ¢oziicii
a,b,c,p,r,s,p Huang-Li finansal sistemindeki parametreler

D*  Caputo Kesirli Tiirev

g Finansal sistemlerde kararlilig1 etkileyen parametre
h Sayisal yontemlerde adim biiyiikliigii

J Jacobi matrisi

T Toplam simiilasyon siiresi

t Zaman

Vv Van der Pol Osilatorii
x(t)  Van der Pol Osilatoriinde durum degiskeni
y(t)  Van der Pol Osilatoriinde hiz

z(t)  Huang-Li finansal sisteminde fiyat endeksi

xii



1. GIRIS

Fraktal analiz, klasik tiirev ve integral kavramlarin1 tam sayr olmayan derecelere
genisleten bir analiz alamdir. Fraktal tiirev kavrami, Leibniz (1695, 1697) ve Euler
(1730) gibi bilim insanlarinin ¢alismalarina kadar uzansa da, fraktal analiz son yarim
asirda bilim ve miihendislikte yaygin uygulamalar bulmus, bu da 6zel calismalarin ve
metodolojilerin gelistirilmesine yol agmustir.

Son gelismeler, fraktal analizinin matematik, fizik ve miihendisligin cesitli dallarinda,
ozellikle fraktal sistemlerin incelenmesinde etkili bir sekilde uygulanabilecegini
gostermistir. Ozellikle Van der Pol salinicisi ve dogrusal olmayan finansal sistem-
ler ilgi konusu olmustur. Geleneksel yontemlerin aksine, fraktal analiz bu sistemlerin
karmagik dinamiklerini yakalamada daha esnek bir ¢erceve sunmaktadir. Fraktal difer-
ansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiinde, Van der Pol salinicisi gibi sistemlerde kalinti
terimi yerine gamma fonksiyonu énemli bir rol oynamaktadir.

Geleneksel matematiksel yontemler, dogrusal olmayan bir¢ok sistemi aciklamakta
giiclii ve yetenekli olsa da, fraktal analiz, bellek etkileri veya anormal davranis
sergileyen sistemlerin anlagilmasini zenginlestiren alternatif bir yaklasim sunar. Bu
tezde, klasik Van der Pol salinicis1 modeli ve Huang-Li dogrusal olmayan finansal
sistem fraktal tiirevlerle genisletilerek, bu sistemlerin dinamikleri hakkinda yeni
anlayiglar sunulmaktadir.

Salimic1 denklemlerinin analitik c¢oziimlerine Onemli Ol¢iide dikkat gosterilmistir,
clinkii bu denklemler uygulamali matematik, fizik ve miihendislikte biiyiik
bir Ooneme sahiptir [Khanetal.,,2011].  Dogrusal olmayan salinicilarin ince-
lenmesi, genis uygulama alanlarina sahip yaklasik frekans-genlik iligkilerinin
elde edilmesi acisindan kritik Oneme sahiptir [Khan et al., 2011]. Dogrusal
olmayan salinic1 problemlerini ¢ozmek i¢in varyasyonel iterasyon yontemi
[Odibat and Momani, 2006], homotopi pertiirbasyon yontemi [He, 2010], Hamiltonian
yaklasimi [He, 2004], Lindstedt-Poincare yontemi [Liu, 2005], parametre genisleme
yontemi [Ozen Zengin et al., 2008], Max-Min yaklasimi [He, 2008], iteratif homotopi
harmonik denge yontemi [Guo and Leung, 2010] ve diferansiyel doniislim yontemi
[Ebaid, 2011] gibi cesitli yontemler uygulanmustir.

Bu caligsmada, literatiirde genis Olglide incelenmis olan relaksasyon salinicilari
ve salinici tipindeki problemleri tanimlayan adi diferansiyel denklemlerin fraktal
tiirevlerle nasil genellestirilebilecegi ve gelistirilebilecegi iizerinde durulacaktir.



2. LITERATUR TARAMASI

2.1. Diferansiyel Denklemler

Diferansiyel denklemler, de8isen biiyiikliikler ve bunlarin degisim hizlar1 arasindaki
iligkileri tanimladiklart i¢in bir¢cok bilim ve miihendislik alaninda temel bir rol oynar.
Bu denklemler, tanimladiklari iligkilerin dogasina bagli olarak farkli bicimlerde ortaya
cikar. Diferansiyel denklemler, bagimsiz degiskenin tek bir degisken mi yoksa birden
fazla degisken mi olduguna bagli olarak adi diferansiyel denklemler ve kismi diferan-
siyel denklemler olarak genis capta siniflandirilabilir.

2.1.1. Adi diferansiyel denklemler

Diferansiyel denklemler {izerine yazilmis standart metinlerde tartisildigi gibi
[Braun, 1983, Boyce and DiPrima, 2012], adi diferansiyel denklemler (ODE’ler), bir
tek bagimsiz degiskenin ve onun tiirevlerinin fonksiyonlarini iceren denklemlerdir. Bu
denklemler, sistemin durumunun bir tek parametre, 6rnegin zaman, tarafindan belir-
lendigi dinamik sistemlerin davranigint modellemede kritik bir rol oynar. Genel bir
n-inci mertebe ODE, su sekilde ifade edilebilir:

F(xay7)}7y7"'>y(n)):07 (21)

burada y™), y’nin bagimsiz degisken x’e gére n-inci tiirevini ifade eder. Bu genel form,
basit dogrusal denklemlerden karmasik dogrusal olmayan sistemlere kadar genis bir
diferansiyel denklemler yelpazesini kapsar [Koca, 2013].

2.1.2. Birinci dereceden dogrusal diferansiyel denklem

Birinci dereceden dogrusal diferansiyel denklem, en temel diferansiyel denklemler-
den biridir. Birinci dereceden dogrusal diferansiyel denklemin genel formu su sekilde

verilir:

dy B
= +a(t)y=>b(t), (2.2)

burada a(t) ve b(t), bagimsiz degisken #’nin siirekli fonksiyonlaridir. Bu den-
klem, bagimli degisken y ve tiirevi Z—t’nin birinci kuvvet olarak goriindiigli ve bir-
birleriyle carpilmadi8i i¢in dogrusal olarak adlandirilir. Dogrusal diferansiyel den-
klemler 6zellikle onemlidir ¢iinkii genellikle acik sekilde coziilebilirler ve ¢oziimleri,
siiperpozisyon gibi diizgiin davranis 6zellikleri sergiler [Braun and Golubitsky, 1983].

2.1.3. Birinci dereceden homojen dogrusal diferansiyel denklemler

Birinci dereceden dogrusal diferansiyel denklem, eger b(t) fonksiyonu Denklem 2.2’de
sifirsa homojen olarak adlandirilir. Bu durumda homojen birinci dereceden dogrusal



diferansiyel denklem su sekilde yazilir:

% +a(t)y=0. (2.3)
Birinci dereceden homojen dogrusal denklemin genel ¢oziimii, bir entegrasyon sabiti
icerir. Bu entegrasyon sabiti, coziimlerin tek bir parametre etrafinda degisen bir
egri ailesi olusturdugunu gosterir. Baska bir deyisle, her ¢oziim bu sabite baglidir
ve sistemin biitlin ¢oziimleri, sabitin farkli degerleri icin elde edilen ¢dziimlerden
olusan bir aile seklinde ifade edilir. Eger b(r) sifir degilse, denklem homo-
jen olmayan birinci dereceden dogrusal diferansiyel denklem olarak adlandirilir
[Braun and Golubitsky, 1983].

2.1.4. Otonom ve otonom olmayan adi diferansiyel denklemler

Otonom adi diferansiyel denklem, bagimsiz degiskenin denklemde agikca yer al-
madig1 denklemdir. Bu tiir denklemler, sistemin davranigini yoneten yasalarin za-
manla degismedigi fiziksel sistemlerde 6nemlidir. Ornegin, basit harmonik hareket
denklemi X + w*x = 0, ciinkii zaman ¢ denklemde agik¢a yer almadig1 icin otonomdur.
Buna karsilik, otonom olmayan adi diferansiyel denklem, bagimsiz degiskenin agik bir
sekilde denklemde yer aldig1 denklemdir. Ornegin, O +1>Q = 0 ve x =t — x> denklem-
leri, bagimsiz de8isken #’nin acikca yer aldigi otonom olmayan denklemlere 6rnektir
[Chambers, 2004].

2.2. Matris Cebiri

Matris cebiri, matematik, fizik ve miihendislikte bir¢ok hesaplama tekniginin temelini
olusturur. Matrisler, satir ve siitunlara diizenlenmis say1 dizileridir ve toplama, skaler
carpma ve matris ¢arpimi gibi ¢esitli islemlerle manipiile edilebilir. Bu islemlerin
ozellikleri, dogrusal cebirin temelini olusturan iyi tanimlanmig cebirsel kurallarla be-
lirlenir.

2.2.1. Toplama

Matris toplama, eleman bazinda gerceklestirilen basit bir iglemdir. Ayni1 boyutlara
sahip iki matris A ve B verildiginde, toplam A + B su sekilde tanimlanir:

(A+B)ij = Aij+ Bij.

Matris toplama hem degisme 06zelligine hem de birlesme 6zelligine sahiptir, bu da
matrislerin hangi sirayla toplandiginin son sonucu etkilemedigi anlamina gelir. Ayrica,
bir toplama birim elemani (sifir matris) ve toplama tersi (matrisin negatif hali) matris
toplamanin bir abelyen grup olusturmasini saglar [Adkins and Davidson, 2012].

Onerme:

A, B ve C ayn1 boyutlarda matrisler olsun. O halde:
* A+ B = B+ A (degisme kanunu)
* (A+B)+C=A+ (B+C) (birlesme kanunu)
* A+ 0 = A (toplama birimi)



¢ A+ (—A) =0 (toplama tersi)

Bu 6zellikler, matrislerin toplama islemine tabi tutuldugunda ongoriilebilir bir sekilde
davranmasini saglar ve dogrusal cebirde daha karmagik islemlerin ve algoritmalarin
gelistirilmesine olanak tanir [Adkins and Davidson, 2012].

2.2.2. Skaler carpma

Skaler carpma, matris cebirinde temel bir diger islemdir ve her bir matris elemaninin
bir skalerle (tek bir say1) ¢arpilmasini igerir. Bir matris A ve bir skaler ¢ € R ver-
ildiginde, carpim cA su sekilde tanimlanir:

(CA)ij:C-A,'j.

Skaler carpma, hem matris toplamasi1 hem de skaler toplama tizerine dagilir ve skaler-
lere gore birlesme Ozelligi gosterir. Bu ozellikler, skaler carpmanin aritmetik kural-
larla tutarli olmasimi saglar ve daha yiiksek boyutlu dogrusal doniisiimlerin temelini
olusturur [Adkins and Davidson, 2012].

Onerme:
A ve B matrisler ve c;j ile ¢, skalerler olsun. O halde:

* ¢1(A+B) = c1A + ¢ B (matris toplamasi iizerinde dagitma kanunu)
* (c1+¢2)A = c1A+ A (skaler toplama iizerinde dagitma kanunu)
* c1(cA) = (c1c2)A (skaler carpmanin birlegme kanunu)

* 1A = A (carpma birimi)

* 0A = 0 (carpma sifir1)

Bu kurallar, skaler carpmanin matris cebirinde 1yl tanimlanmig bir islem
olmasimi  saglar ve gercek sayillarin aritmetik  Ozellikleriyle tutarlidir
[Adkins and Davidson, 2012].

2.2.3. Matris carpma

Matris ¢arpma, matris toplama veya skaler carpmadan daha karmagik bir islemdir. Bir
satir vektor v € My, ve bir siitun vektor w € M, ; verildiginde, ¢carpim vw su sekilde
tanimlanir:

VW =VIW] +Vvowy 4+ vwy,.

Genel olarak, matris ¢carpma degisme Ozelligine sahip degildir, yani AB her zaman
BA’ya esit olmaz. Ancak birlesme 6zelligine sahiptir ve matris toplamasi iizerine
dagilir. Bu ozellikler, matris ¢arpmasini dogrusal cebirde giiclii bir ara¢ haline ge-
tirir, Ozellikle dogrusal doniisiimler ve dogrusal denklemler sistemleri baglaminda
[Adkins and Davidson, 2012].

Onerme:
A, B ve C matrisler ve ¢; € R olsun. O halde:

» A(BC) = (AB)C (birlesme kanunu)
* A(cB) = (cA)B = c(AB) (skaler carpmayla degisme 6zelligi)



* A(B+C)=AB+ AC (dagitma kanunu)
* (A+B)C = AC + BC (dagitma kanunu)
* JA = Al = A (¢arpma birimi)

Matris carpma, matematik ve miihendislikte bircok uygulamanin merkezinde yer alir,
dogrusal denklemler sistemlerini ¢cozme, geometrik sekilleri doniistiirme ve dogrusal
dinamik sistemleri analiz etme gibi [Adkins and Davidson, 2012].

2.3. Fraktal Hesap
2.3.1. Fraktal hesaba giris

Fraktal hesap, kendine benzerlik veya fraktal 6zellikler sergileyen fonksiyonlari ve
sistemleri analiz etmek i¢in gelistirilen geleneksel hesap genisletmesidir. Geleneksel
hesap, diizgiin ve siirekli fonksiyonlarla ilgilenirken, fraktal hesap, diizensiz, siireksiz
veya klasik anlamda tiirevlenemeyen fonksiyonlarla ¢alismak i¢in bir ¢erceve sunar.
Bu, fraktal hesaplamay1 dogadaki karmasik olgularin, drnegin tiirbiilansh akislarin,
diizensiz yiizeylerin ve anormal yayilma siireclerinin modellenmesi i¢in 6zellikle uy-
gun hale getirir.

Fraktal hesaptaki temel kavram, fraktal tiirevdir ve bu, tiirev kavramini fraktal kiimeler
veya diizensiz alanlarda tanimlanan fonksiyonlara geneller. Bu tiirevler, fraktallarin
karmasik yapilar1 ve 6l¢eklenme 6zelliklerini yakalayarak, tam say1 mertebeli hesapla-
malarla etkin bir sekilde tanimlanamayan sistemlerin hassas analizini miimkiin kilar.

2.3.2. Temel fraktal denklemler

Fraktal hesap temelde fraktal dlciilere dayanir, burada tiirev ve integral siire¢gleri, frak-
tallarin diizensiz, cogu zaman kendine benzer yapisina gore uyarlanir. Fraktal hesabin
iki temel yapisi, fraktal tiirev ve fraktal integral, kKlasik hesap kavramlarini fraktal ben-
zeri alanlara genigletir. Bu yapilar, karmagik, tiirevlenemeyen dinamiklere sahip sis-
temlerin modellenmesinde yardimci olur.

Fraktal nesnelerin 6lcekleme 6zelligini temsil eden temel denklemlerden biri:

ft+Ar)—f(1)

difl Ao (At)H ’

(2.4)

burada H, fraktal (veya Hausdorff) boyuttur. Bu denklem, fraktal hesapta merkezi
bir rol oynar, ¢iinkii bir fonksiyonun f(z), fraktal bir alanda zaman veya uzayla nasil
Olceklendigini ifade eder. H = 1 oldugunda, bu ifade klasik birinci tiireve indirgenir,
ancak H’nin tam say1 olmayan degerleri icin fraktal ozellikleri yakalar.

Fraktal bir kiimede tanimlanan bir fonksiyonun genellestirilmis fraktal integrali su
sekilde yazilabilir:

)= [ -0 (@, @5)

burada o, fonksiyonun tanimlandig1 alanin fraktal boyutuyla iligkili bir parametredir.
Bu integral, bir fraktal sistemdeki ¢esitli 6l¢eklerin katkisini hesaba katar ve kendine



benzer 6zelliklere sahip sistemlerin analizinde temel bir aractir.

2.3.3. Fraktal tiirev

Fraktal hesapta ana araclardan biri, fraktal benzeri davranig sergileyen fonksiyonlarin
tiirevini almay1 saglayan fraktal tiirevdir. Fraktal tiirevi tanimlamak icin kullanilan
iki yaygin yaklasim, Caputo fraksiyonel tiirevi ve Griinwald-Letnikov tiirevidir. Bu
formlar, bellek ve kalitsal ozellikler gosteren karmasik sistemlerin modellenmesinde
temel Oneme sahiptir.

2.3.3.1. Caputo fraktal tiirevi

Caputo fraktal tiirevi, fiziksel uygulamalarda bagslangi¢ kosullar1 ve sinir deger prob-
lemleriyle basa ¢cikmada 6zellikle etkilidir. Caputo tiirevi, bellek etkilerini ve karmagik
sistemlerdeki kalitsal ozellikleri tanimlamak i¢in fizik ve miihendislik gibi bir¢ok
disiplinde genis c¢apta calisilmis ve uygulanmistir [Gorenflo and Mainardi, 1997,
Podlubny, 1998].

Bir f(¢) fonksiyonunun o mertebesindeki Caputo tiirevi su sekilde tanimlanir:

g d
DY f(r) = i /0 (r—1)°@ ];(TT) dr, 2.6)

burada 0 < o < 1 ve I'(-), Gamma fonksiyonunu ifade eder. Bu tanim, ozellikle
baglangi¢c kosullarinin tam say1 mertebeli tiirevler cinsinden belirtildigi durumlarda,
fiziksel senaryolarda Riemann-Liouville tiirevinden daha uygulanabilir hale getirir.

2.3.3.2.  Griinwald-Letnikov fraktal tiirevi

Griinwald-Letnikov tiirevi, fraktal hesapta bir diger dnemli formiilasyondur. Sonlu
farklara dayali bir limit tanimi kullanarak klasik tiirevin daha dogrudan bir
genellemesini saglar. ~ « mertebesindeki Griinwald-Letnikov tiirevi su sekilde
tanimlanir:

GLD £(7) = fim — L%J( 1)’“(“) F(t —kh) 2.7)
t - To - k - ) .

burada (), genellestirilmis binom katsayisidir, h zaman adimidir ve |7/h], t/h’nin
tam kismini ifade eder. Griinwald-Letnikov tiirevi, dogast geregi ayrik oldugu icin
sayisal uygulamalarda faydalidir ve zaman noktalar1 1zgarasinda yaklagimlar saglar.

Caputo ve Griinwald-Letnikov formiilasyonlarinin her birinin gii¢lii ve zayif yonleri
vardir ve uygulanabilirlikleri, modellenen sistemin 6zel dogasina baglidir. Griinwald-
Letnikov yaklasimi, ayrik zaman sistemleri i¢in uygulanabilirlifinden dolay1 sayisal
simiilasyonlarda siklikla tercih edilir.

2.3.4. Fraktal integral

Fraktal tiirevi tamamlayan fraktal integral, fraktal kiimeler lizerinde tanimlanan
fonksiyonlarin entegrasyonunu genellestirir. Fraktal integral, fraktal tiirevler iceren



diferansiyel denklemleri ¢ozmede hayati bir rol oynar ciinkii diizensiz alanlar iizerinde
biiyiikliiklerin birikimini saglar.

Fraktal integral, klasik integral ile benzer sekilde tanimlanir, ancak alanin fraktal boyu-
tunu yansitan bir 6lgekleme faktorii icerir. Bu, bir fraktal sistemdeki tiim olgeklerin
katkisin1 yakalamasini saglar, en kiiciikten en biiyiige kadar.

Kaotik sistemlerin analizi ve anormal yayilmanin modellenmesi gibi bir¢ok uygu-
lamada, fraktal tiirevler ve integrallerin kombinasyonu, geleneksel hesap tarafindan
yakalanamayan karmasik davraniglar1 tanimlamak i¢in gii¢clii bir matematiksel ¢erceve
sunar.

2.3.5. Fraktal hesabin uygulamalari

Fraktal hesap, fizik, biyoloji, finans ve miihendislik gibi c¢esitli alanlarda uygu-
lama bulmustur. Fizikte, fraktal hesap, parcaciklarin standart Brown hareketini
takip etmedigi, bunun yerine fraktal benzeri bir yoriinge sergiledigi anormal yayilma
siireclerini modellemek i¢in kullanmilmigtir. Finans alaninda, fraktal hesap, finansal
piyasalarin diizensiz davraniglarini modellemek i¢in uygulanir ve hisse fiyatlarinda
kaotik sistemlerin karakteristik Ozellikleri olan diizensizlikleri ve ani degisimleri
yakalar.

Fraktal hesaplamanin en dikkat ¢ekici uygulamalarindan biri, kendiliginden salinimlar
sergileyen dogrusal olmayan bir sistem olan Van der Pol osilatoriiniin analizindedir.
Fraktal tiirevlerin eklenmesiyle, arastirmacilar osilatoriin dinamiklerinin daha dogru
modellerini gelistirerek, pratik senaryolarda ortaya c¢ikan ince varyasyonlari ve
karmagikliklar1 yakalamay1 bagarmiglardir.

Genel olarak, fraktal hesap, karmagik yapilar1 ve davranislari olan sistemlerin analizi
ve modellenmesi i¢in saglam bir ¢erceve saglar ve klasik hesaplamanin 6tesine gecen
i¢goriiler sunar.

2.4. Kestir-Dogrula Yontemi

Kestir-dogrula yontemi, ozellikle Caputo tiirevi gibi tam sayr olmayan mertebel-
erde tiirevler iceren fraksiyonel diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢in kullanilan giiclii
bir sayisal tekniktir. Bu yontem, ¢oziimiin ilk tahminini daha sonra diizeltme ile
birlestirerek dogrulugu artirir ve bu da karmagik sistemlerin ¢oziimiinde, yiiksek has-
sasiyetin gerektigi durumlarda, yontemi oldukca uygun hale getirir.

2.4.1. Kestir-Dogrula yontemine genel bakis

Kestir-dogrula yontemi iki ana adimda calisir:

1. Kestirme Admmi: Bu adimda, bir sonraki zaman adimindaki c¢oziimiin
baglangicta bir yaklasik tahmini yapilir. Bu kestirme genellikle bir Euler tipi
yontem kullanilarak gerceklestirilir; bu yontem basittir ancak daha az dogrudur.

2. Diizeltme Adimi: Kestirmeden sonra, yontem bu tahmini ortiik bir yontemle
tyilestirir. Diizeltici adim genellikle trapezoidal kurali veya benzeri bir yontem
icerir ve bu, tahmin edilen degeri dikkate alarak ¢6ziimiin daha dogru bir tah-
minini saglar.



Bu iki adimin birlesimi yontemi hem kararli hem de dogru hale getirir, bu da bellek
etkileri ve uzun vadeli bagimliliklarin 6nemli oldugu fraksiyonel diferansiyel denklem-
lerin ¢6ziimii icin idealdir.

2.4.2. Fraktal diferansiyel denklemlere uygulanmasi

Caputo tiirevini i¢eren fraksiyonel diferansiyel denklemi diisiinelim:

“Diy(t) = f(t,y(t)),

baglangi¢ kosulu y(0) = yo olmak iizere, burada 0 < a < 1’dir.
Bu denklemi kestir-dogrula yontemi ile sayisal olarak ¢ozmek icin asagidaki adimlar
gerceklestirilir:

2.4.2.1. Kestirme adimi
Adams-Bashforth yontemi kullanilarak, kestirme adimi bir sonraki zaman adimindaki

ty+1 deki ¢oziimii tahmin eder:

(04 n

_ h
Yn+1 =Yn+ mgbjf(thyj),

burada & adim biiyiikligiidiir ve b;, Caputo tiirevinin ayriklagtirllmasindan tiiretilen
katsayilardir.
2.4.2.2. Dogrulama adimi

Tahmin edilen deger ¥, ’yi elde ettikten sonra, yontem bu degeri Adams-Moulton
yontemi kullanarak diizeltir:

h* 1 "
Yntrl =Yn+ F(OC+ 1) 2f( n+17yn+1) +j§:()ajf( j7yj) )

burada a;, diizeltme adimina kargilik gelen katsayilardir [Koca, 2023] . Bu diizeltme
adimi, tahmin edilen degeri ve yeni zaman adimindaki fonksiyon degerlendirmesini
dikkate alarak dogrulugu artirir.
2.4.3. Yontemin uygulanmasi
Kestir-dogrula yontemini uygulamak icin su algoritma izlenebilir:
1. Baslangi¢: Baslangi¢ kosulu y(0) = yg’y1 belirleyin ve adim biiyiikligiinii &
secin.

2. Zaman adimlar dongiisii: Her bir zaman adimi » i¢in:

» Kestirme formiiliinii kullanarak tahmin edilen degeri ¥, | hesaplayin.
¢ Diizeltme formiiliinii kullanarak diizeltilmis degeri y,; hesaplayin.

3. Iterasyon: Yukaridaki adimlari istenen zaman araligina kadar tekrarlayn.
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Bu yontemin verimliligi, adim biiyiikliigiiniin 2 dogru secimine baglidir, zira cok
biiyiik bir adim biiyiikliigii dogruluk kaybina neden olabilirken, ¢ok kiiciik bir adim
biiyiikliigii ise hesaplama maliyetini artirir [Ebaid, 2011] .

2.4.4. Avantajlar ve uygulamalar

Kestir-dogrula yontemi, hesaplama verimliligi ile dogrulugu iyi bir sekilde den-
geledigi icin fraksiyonel diferansiyel denklemler icin Ozellikle avantajhidir. Fizik,
miihendislik ve finans gibi ¢esitli alanlarda hafiza ve kalitsal 6zellikler gosteren sis-
temleri modellemek i¢in yaygin olarak kullanilir. YOntemin fraksiyonel hesapla-
manin karmagikliklarini ele alma yetenegi, onu dogrusal olmayan sistemlerin, anormal
yayilmanin ve kaotik dinamiklerin analizinde vazgec¢ilmez kilar.

Bu tez baglaminda, kestir-dogrula yontemi, Van der Pol osilatoriiniin dinamiklerini
yoneten fraksiyonel diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢in uygulanmis ve bu karmasik
sistemlerin ince davraniglarini yakalamada yonteminin saglamligini gostermistir
[Guo and Leung, 2010] .

2.5. Dinamik Sistemlerde Kaosu Anlamak

Kaos, dinamik sistemlerde belirli kurallara gore hareket eden sistemlerin goriiniiste
rastgele ve tahmin edilemez davranislarini ifade eder. Sistem kurallari iyi tantmlanmisg
olmasina ragmen, sistemin baslangi¢ kosullarina duyarlilif1 nedeniyle sonuclar rast-
gele goriinebilir. Bu boliimde, kaosun kokenleri, 6zellikleri ve dinamik sistemlerdeki
sonuglar1 incelenecektir.

2.5.1. Kaos nedir?

Kaos, dinamik sistemlerde, sistemin baslangi¢c kosullarina kargi asir1 duyarlilik
gostermesi ve bu nedenle deterministik olmasina ragmen rastgele ve tahmin edile-
mez davraniglar sergilemesi anlamina gelir. Bu duyarlilik genellikle “kelebek etkisi”
olarak adlandirilir; baslangi¢ kosullarindaki kiiciik degisiklikler zaman icinde biiyiik
farkliliklara yol acabilir. Kaosun incelenmesi 20. yiizyilda baglamis olsa da, kokleri
klasik mekanik ve gok mekanigine dayanan daha eski caligmalara kadar uzanir.

2.5.2. Kaos teorisinin kokenleri

Kaosun resmi ¢aligsmalari, 19. yiizyilin sonlarinda Henri Poincaré’nin ¢alismalari ile
bagladi. Poincaré’nin {i¢ cisim problemi iizerine yaptig1 arastirmalar, ii¢c gok cisminin
birbirine kars1 yercekimsel cekim altindaki hareketlerinin baslangic kosullarina son
derece duyarli olabilecegini ve ongoriilemeyen yoriingelere yol agabilecegini ortaya
koydu. Bu, deterministik sistemlerin karmasik, tekrarlanmayan davraniglar sergileye-
bilecegine dair erken isaretlerden biriydi [Poincaré, 1892].

Kaos teorisi, 1960’larda Edward Lorenz’in atmosferik konveksiyonun basit bir
matematiksel modelinde kaotik davraniglar kesfetmesiyle daha da gelisti. Lorenz’in
caligmalar1, basit sistemlerin bile karmagik, kaotik davraniglar sergileyebilecegini
ve kaosun bircok dogal ve fiziksel sistemin temel bir 6zelligi oldugunu gosterdi
[Lorenz, 1963].



2.5.3. Kaotik sistemlerin ozellikleri

Kaotik sistemler, onlar1 diger dinamik sistemlerden ayiran birkag¢ temel 6zellik sergiler:

* Baslangi¢c Kosullarina Duyarhlik: Kaotik sistemler baslangi¢ kosullarina son
derece duyarhidir. Sistem baglangicindaki ¢ok kiigtik farkliliklar, zaman iginde
biiyiik sonuglara yol agabilir.

* Topolojik Kansikhk: Kaotik sistemlerde, faz wuzayindaki noktalarin
yoriingeleri zamanla birbirine dolanir. Bu, faz uzayindaki herhangi bir kiiciik
bolgenin zamanla tiim uzaya yayilacagi anlamina gelir ve sistemin davraniginin
diizenli bir desene oturmayacagini garanti eder.

* Yogun Periyodik Yoriingeler: Kaotik sistemlerde sonsuz sayida periyodik
yoriinge bulunur, ancak bu yoriingeler kararsizdir. Sonug olarak, sistem periy-
odik bir yoriingeyi gecici olarak takip edebilir, ancak kararsizlik nedeniyle so-
nunda sapar ve sistemin kaotik davranisina katkida bulunur.

 Fraktallar ve Garip Cekiciler: Kaotik sistemler genellikle faz uzayinda fraktal
yapilar, yani garip c¢ekiciler sergiler. Bu ¢ekiciler, sistemin evrildigi noktalar
kiimesidir, ancak yapilart son derece karmasiktir ve farkli dlgeklerde kendine
benzerlik gosterir.

2.5.4. Kaos nerede baslar ve biter?

Kaos genellikle bir dinamik sistemde, sistemin parametreleri belirli kritik degerlere
ulastiginda baglar ve bu, bifurkasyon olarak bilinen niteliksel bir davranis degisimine
yol acar. Ornegin, basit bir matematiksel popiilasyon dinamigi modeli olan lojistik
haritada, biiyiime oran1 parametresi belirli bir esigi astifinda, karmasik ve nihayetinde
kaotik bir davranisa yol acar [May, 1976].

Bir sistemde kaosun sonu, parametrelerin sistemin periyodik veya sabit nokta
davranigina gectigi farkli bir rejime gecisi ile meydana gelebilir. Bu gecis, kaotik
bir ¢ekicinin aniden kayboldugu ve sistemin daha ongoriilebilir bir desene oturdugu
“kriz” olarak bilinen bir siiregle gerceklesebilir [Strogatz, 2018]. Alternatif olarak,
digsal kuvvetler veya kisitlamalar sistemi kararli hale getirerek, baslangi¢ kosullarina
duyarhilig1 azaltabilir ve kaosun sonunu getirebilir.

2.5.5. Bilim ve miihendislikte kaosun etkileri

Kaosun kesfi, bilim ve miihendislikte bir¢ok alanda derin etkiler yaratmistir. Ornegin,
meteorolojide, kaos uzun vadeli hava tahminlerinin yapilabilirligini sinirlar, ¢iinkii
baslangi¢ ol¢iimlerindeki kiiciik belirsizlikler, tahminlerde biiyiik hatalara yol acabilir
[Lorenz, 1963]. Miihendislikte ise, kaosu anlamak, sistemlerin kii¢iik rahatsizliklara
kars1 kararli olacak sekilde tasarlanmasi agisindan 6nemlidir ve isletme kosullarindaki
kiiclik varyasyonlar altinda sistemlerin tahmin edilemez davraniglar sergilememesini
saglar.

Ayrica, kaos teorisi, fraktallar ve Lyapunov iisteleri gibi yeni matematiksel araglarin
ve kavramlarin gelistirilmesine yol acmustir; bunlar, bir sistemdeki kaos derecesini
olcmek i¢in kullanilir [Feigenbaum, 1980]. Bu araclar, finansal sistemlerden sinir bil-
imine kadar karmasik, dogrusal olmayan davraniglarin modellenmesi ve anlagilmasi
i¢in genis uygulama alan1 bulmustur.
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2.6. Dogrusal Olmayan Sistemlerde Lyapunov Usteleri

Lyapunov Usteleri, dinamik sistemlerin kararliligim ve kaotik dogasim analiz etmede
kritik 6neme sahiptir. Bu iistel, faz uzayinda yakin yoriingelerin birbirinden ayrilma
veya yakinlasma hizlarini 6lcer. Ozellikle, bir dinamik sistemdeki iki yakin yoriingenin
zaman icinde ne kadar hizli sekilde birbirinden uzaklastigin1 (veya yakinlastigini)
issel olarak olgerek, sistemin baglangi¢c kosullarina duyarliligi hakkinda bilgi verir
[Wolf et al., 1985, Ott, 2002a].

Bir diferansiyel denklemler kiimesi ile tanimlanan bir dinamik sistem diisiinelim:

dx
— =f(x(z

= t(x(1),
burada x(), n-boyutlu bir faz uzayindaki durum vektoriidiir. Lyapunov tisteleri 4; (
i=1,2,...,ni¢in) su sekilde tanimlanir:

o L [ox(t)]
hi=lim M e o))

burada §x;(¢), i-inci yondeki kiigiik bir bozulmay1 temsil eder. Spektrumda en az bir
pozitif Lyapunov iissii bulunmasi, sistemde kaotik davranig oldugunu gosterir; ¢iinkii
kiiciik bozulmalar zamanla iissel olarak biiyiir ve yoriingelerin sapmasina yol acar
[Wolf et al., 1985].

2.6.1. Lyapunov iistelerinin hesaplanmasi

Lyapunov iisteleri genellikle dinamik sistemin bir yOriinge etrafinda
dogrusallagtirilmast yoluyla hesaplanir.  Bir yoriinge x(z) etrafindaki kiiciik bir
bozulma 8x(¢) diistinelim. Bu bozulmanin evrimi varyasyon denklemleri ile yonetilir:

dox
— = Jx())ox,

burada J(x(2)), x(¢) yoriingesi boyunca f(x)’in Jacobian matrisidir. Lyapunov iisteleri,
bu varyasyon denklemlerinin ¢dziimiindeki biiylime oranlar1 analiz edilerek elde edilir
[Dieci and Vleck, 1997].

Sayisal hesaplamalar icin, QR yontemi veya Gram-Schmidt ortonormalizasyon
stireci siklikla kullanilir. Temel fikir, bir dizi ortogonal vektoriin evrimini izle-
mek ve bunlarin zaman icindeki gerilme ve sikisma davramiglarimi izlemektir
[Gottwald and Melbourne, 2004].

2.6.2. Dogrusal sistemler icin Lyapunov iistelerinin ¢cikarimm

Bir dogrusal sistem i¢in:

a’x_

—=A
dt %

burada A sabit bir matristir, ¢éziim x(¢) = ¢A’x(0) olur. Bir bozulma 5x(¢) su sekilde
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evrilir:

5x(t) = e 8x(0).

Lyapunov {isteleri, A’nin 6zdegerlerinin dogal logaritmalaridir ve zamanla 6l¢eklenir:
!
A = lim —1n | il
burada p;, A’nin 6zdegerleridir [Ott, 2002a].

2.6.3. Fraktal hesaplamada Lyapunov iisteleri

Fraktal tiirevler igin icine girdiginde, Oornegin fraksiyonel Van der Pol osilatoriinde
oldugu gibi, Lyapunov iistelerinin hesaplanmasi, fraksiyonel tiirevlerin yerel olmayan
dogasi nedeniyle daha karmasik hale gelir. Fraksiyonel tiirevler, genellikle Caputo for-
munda temsil edilir ve fonksiyonun ge¢cmisine dair bir integral icerir, bu da sistemin
kararliligin1 ve dinamiklerini etkileyen hafiza etkileri getirir [Podlubny, 1999].

Fraksiyonel tiirevlerle tanimlanan bir sistem i¢in:

burada D%, a mertebesinde Caputo fraksiyonel tiirevidir, bozulma §x(¢) su fraksiyonel
varyasyonel denklemle evrilir:

D8x(1) = J(x(£))x(t).

Bu tiir sistemler i¢in Lyapunov iistelerinin hesaplanmasi, bu fraksiyonel varyasyon
denkleminin sayisal olarak ¢oziilmesini gerektirir ve genellikle kestir-dogrula yontemi
gibi tekniklerle ortogonalizasyon prosediirleri birlestirilerek yapilir [Li et al., 2010].

2.7. Bellek Etkisi

Bellek etkileri, ¢esitli bilimsel disiplinlerde temel bir kavramdir ve bir sistemin evri-
minin yalnizca mevcut durumu tarafindan degil, ayn1 zamanda ge¢misteki durumlari
ve etkilesimleri tarafindan da belirlendigi fikrini temsil eder. Ge¢cmis olaylarin bir sis-
temde izler birakarak gelecekteki davranigini etkiledigi bu fenomen, gelecegin yalnizca
mevcut durumdan bagimsiz olarak ge¢misle iligkili olmadigi Markov varsayimindan
sapar.

Bellek etkisi gosteren sistemlerde, gecmise bagimlilik cesitli mekanizmalarla kendini
gosterebilir. Bu mekanizmalar arasinda gecikmeli tepkiler, geri besleme dongiileri
veya Onceki durumlar hakkinda bilgi tutan karmasik i¢ yapilar bulunur. Bu bellek
etkileri, histerezis, uzun vadeli korelasyonlar ve Markov olmayan siirecler gibi zengin
ve bazen beklenmedik dinamiklere yol agabilir.

Fizikte, bellek etkileri dis kuvvetlere veya uyaricilara verilen tepkilerin sistemin
gecmisine bagl oldugu malzemelerde ve sistemlerde gozlemlenir. Ornegin, viskoe-
lastik malzemeler, gerilme-gerinim iligkisinin ge¢mise bagl oldugu viskoz ve elastik
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davraniglarin bir kombinasyonunu sergiler. Benzer sekilde, spin camlar, yaslanma ve
canlanma gibi fenomenlerle sonuclanan karmagik manyetik davraniglar sergiler ve bu
davraniglar gegmis termal ve manyetik gecmislerine baglidir.

Finansta, bellek etkileri piyasa verimliligi ve rastgele yiiriiyiis gibi klasik varsayimlara
meydan okur. Finansal piyasalar genellikle ge¢mis volatilite, fiyat hareketleri veya
ekonomik kosullarin gelecekteki piyasa davranigini etkiledigi uzun vadeli bagimliliklar
sergiler. Bu, yiiksek veya diisiik volatilite donemlerinin devam ettigi volatilite
kiimelenmesi gibi olgularda goriilebilir.

Tarihsel bir perspektiften bakildiginda, bellek etkileri, toplumlarin ve kiiltiirlerin evri-
minde gozlemlenir. Savaslar, ekonomik krizler veya kiiltiirel degisimler gibi tarihsel
olaylar, kolektif hafizada kalic1 izler birakarak toplumlarin gelecekteki yoniinii etkiler.
Bu bellek etkileri, bir toplumun veya ekonominin mevcut segeneklerinin ge¢misteki
kararlar ve olaylar tarafindan sekillendigi bir patika bagimlili§ina yol acabilir.

Bellek etkileri genellikle geleneksel diferansiyel denklemlerin 6tesine gecen matem-
atiksel cerceveler kullanilarak modellenir. Ornegin, fraktal analiz, tarihsel
bagimliliklar1 dogal olarak sisteme dahil eden fraktal tiirevler sunarak bellek etkilerini
yakalamak i¢in giiclii bir ara¢ saglar. Bu matematiksel yaklasim, malzemelerin viskoe-
lastik davraniglarint modellemekten, finansal piyasalardaki uzun vadeli bagimliliklari
analiz etmeye kadar bir¢ok disiplinde uygulanmistir.

Bellek etkilerini anlamak, fiziksel bilimlerde, finansal sistemlerde ve toplumsal di-
namiklerde karmasik sistemlerin davranigsini dogru bir sekilde modellemek ve tah-
min etmek i¢in ¢cok Onemlidir. Ge¢misin etkisini hesaba katarak, modeller gercek
diinya fenomenlerini daha iyi yansitir ve ge¢mis olaylarla gelecek sonuglar arasindaki
karmasik etkilesimleri yakalar. Bu boliim, cesitli alanlarda bellek etkisi orneklerine
deginerek, bu fenomenin yaygin dogasini ve teorik ve uygulamali arastirmalar icin
etkilerini vurgulayacaktir.

2.7.1. Fizikte bellek etkilerine ornekler
2.7.1.1.  Nikel-Kadmiyum (NiCd) piller

Nikel-kadmiyum (NiCd) piller, taginabilir elektroniklerde ve elektrikli aletlerde bir za-
manlar yaygin olarak kullanilmistir, ¢iinkii yiliksek bosaltma oranlar1 saglayabilirler ve
zorlu kosullarda dayaniklidirlar. Ancak, NiCd pillerin en biiyiik dezavantajlarindan
biri, bellek etkisine yatkin olmalaridir.

NiCd Pillerde Bellek Etkisi: NiCd pillerde bellek etkisi, pilin tekrar tekrar kismen
bosaltilmas1 ve ardindan yeniden sarj edilmesiyle ortaya cikar. Zamanla, pil kismi
bosalma noktasini yeni bos seviyesi olarak “hatirlar” ve kullanilabilir kapasitesinde
azalmaya yol acar. Bu fenomen, pil icinde kadmiyum kristallerinin olugsmasiyla ortaya
cikar ve bu da tam bosalma i¢in gerekli kimyasal reaksiyonlar1 engeller [Brodd, 2001].

Ornek: NiCd pillerde bellek etkisinin tipik bir 6rnegi, eski kablosuz elektrikli aletlerde
goriiliir.  Sik sik yapilan kismi sarjlar, pil dmriinde belirgin bir azalmaya yol acar.
Kullanicilar, pil tam olarak bosalmamig olsa bile aletlerinin daha sik sarj edilmesi
gerektigini fark ederler [McCoy, 1995].

NiCd pillerdeki bellek etkisi kapsamli bir sekilde incelenmistir ve diizenli olarak
tam bosaltma yapilmasi ile bu etki kismen hafifletilebilse de, bu pil teknolojisinin
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sinirlamalarindan biri olarak kalmagtir.

2.7.1.2. Viskoelastik malzemeler

Viskoelastik malzemeler, deformasyona maruz kaldiklarinda hem viskoz hem de
elastik davranig sergilerler. Bu malzemelerdeki gerilme, sadece mevcut gerinime degil,
ayn1 zamanda gerinim ge¢misine de baglidir ve bu durum bir bellek etkisi gosterir. Bu
davranis genellikle, gecmisteki deformasyonlar1 hesaba katan fraktal diferansiyel den-
klemlerle modellenir [Mainardi, 1997].

Ornek: Polimerler gibi viskoelastik malzemelerdeki gerilme gevsemesi, malzemenin

onceki deformasyonlarin1 “hatirladigir” ve bu durumun malzemenin mevcut tepkisini
etkiledigi bir bellek etkisi gosterir [Bagley and Torvik, 1983].

2.7.1.3. Spin camlari

Spin camlari, diizensiz manyetik sistemlerdir ve bir¢cok yerel minimum ile karmasik
enerji manzaralar sergilerler. Bu sistemler, gegmis durumlarina bagh olan bellek etk-
ileri gosterir ve bu da yaslanma fenomenlerine ve gecmise bagimli davraniglara yol
acar [Vincent et al., 1997].

Ornek: Spin camlarinin manyetizasyonu, uygulanan manyetik alanin ve sicakligin
tim gec¢misine baghdir ve bu, canlanma ve bellek etkileri gibi fenomenlere yol
acabilir [Jonason et al., 1998].

2.7.1.4. Termal histerezis

Termal histerezis, bir sistemin sicaklik degisimlerine verdigi tepkinin sistemin termal
gecmisine bagl oldugu durumlarda ortaya ¢ikar. Bu bellek etkisi, faz gecislerine
ugrayan malzemelerde yaygindir, burada belirli bir faza ulasmak icin izlenen yol
malzemenin 6zelliklerini etkileyebilir [Goodstein, 2014].

Ornek: Ferromanyetik malzemelerde, manyetizasyon egrisi, malzemenin sitilip
sogutulduguna bagli olarak degisir ve bu durum malzemenin termal ge¢misini
hatirladigin1 gosterir [Binder and Young, 1986].

2.7.1.5. Canmumsi sistemlerde gevseme

Camimsi sistemler, amorf katilar veya kolloidal siispansiyonlar gibi, yavas gevseme
dinamikleri sergilerler. Bu gevseme davranisi, sistemin ne kadar siire dengesizlikte
kaldigina baghidir. Bu bellek etkisi, camims1 malzemelerdeki yaglanma ve yavas di-
namiklerin anlasilmasinda merkezidir [Cugliandolo and Kurchan, 2002].

Ornek: Camims: bir malzemenin gevseme siiresi, ne kadar siire boyunca yaslandigina
baglhdir ve bu, sistemin dengesizlik durumunda kaldig: siireci hatirladi81” anlamina
gelir [Bouchaud et al., 1998].

2.7.2. Finansal sistemlerde bellek etkilerine ornekler

2.7.2.1. Volatilite kiimelenmesi

Finansal piyasalar, yiiksek volatilite donemlerinin yiiksek volatiliteyi, diisiik volatilite
donemlerinin ise diisiik volatiliteyi takip ettii periyotlar sergiler. Bu fenomen,
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volatilite kiimelenmesi olarak bilinir ve ge¢mis volatilitenin gelecekteki volatiliteyi
etkiledigini gosterir; bu, belirgin bir bellek etkisidir [Engle, 1982].

Ornek: Bu bellek etkisini yakalamak icin GARCH (Genellestirilmis Otoregresif
Kosullu Degisen Varyans) modeli kullanilir. Bu modelde, mevcut volatilite se-

viyesi, gecmis getiri karelerinin ve ge¢mis volatilitenin bir fonksiyonu olarak mod-
ellenir [Bollerslev, 1986].

2.7.2.2. Hisse senedi fiyatlarindaki uzun vadeli bagimlilik

Bazi ¢alismalar, hisse senedi fiyatlarinin uzun vadeli bagimlilik gosterdigini ve gecmis
fiyat hareketlerinin gelecekteki fiyatlar lizerinde uzun siireli etkiler birakabilecegini
one siirmektedir. Bu durum, hisse senedi fiyatlarinin rastgele ve birbirinden bagimsiz
oldugunu varsayan Etkin Piyasa Hipotezi’'ne aykiridir [Lo, 1991].

Ornek: Zaman serisi verilerinde uzun vadeli bellek derecesini 6l¢gmek icin Hurst
tissii kullanilir.  0.5’ten biiyiik bir Hurst iissli, uzun vadeli pozitif otokorelasyonu
gosterir [Hurst, 1951].

2.7.2.3. Faiz orani modelleri

Faiz orant modellerinde, mevcut faiz oraninin tarihsel ortalama faiz oram tarafindan
etkilendigi bellek etkileri gozlemlenebilir. Bu genellikle, faiz oraninin uzun vadeli
ortalamaya geri dondiigii ortalama geri doniis siirecleriyle modellenir ve bu, gecmis
degerlerin hatirlanmasini ifade eder [Vasicek, 1977].

Ornek: Vasicek faiz oran1 modeli, faiz oraninin zaman icinde tarihsel bir ortalamaya
geri dondiigiinii varsayar ve bu da bellek etkilerini isaret eder [Vasicek, 1977].

2.7.2.4. Kredi riski modelleri

Borclularin kredi degerliligi, gecmisteki temerriitler veya odeme davraniglarinin
mevcut kredi notlarim ve bor¢ verme risk algisim etkilemesiyle bellek etkileri
gosterebilir [Merton, 1974].

Ornek: Kredi derecelendirme kuruluslari, gecmis temerriitler ve geri odemelere
dair tarihsel verileri kullanarak kredi notlarin1 ayarlar ve bu, ge¢cmis davraniglarin
hatirlandigini ifade eder [Altman, 1968].

2.7.2.5. Piyasa duyarliligi

Yatirimcer duyarliligi, gegmis piyasa olaylarinin (6rnegin finansal krizler veya yiikselis
donemleri) mevcut yatirimcei davranisini etkiledigi bellek etkileri gosterebilir. Bu, siirti
davranisi ya da panik satiglarina yol acabilir [Shiller, 2000].

Ornek: Bir piyasa ¢okiisiinden sonra, yatirimeilar uzun bir siire boyunca temkinli
olabilir ve bu da ticaret hacimlerinin azalmasina ve piyasa volatilitesinin diismesine
yol agar [De Long et al., 1987].

2.7.2.6. Emir akist ve likidite

Finansal piyasalardaki emir akisi (alim ve satim emirlerinin siras1) genellikle bellek
etkileri sergiler.  Biiyiik emirler, likidite saglayicilarimin ge¢cmis emir akisina
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dayali stratejilerini ayarlamasiyla birlikte zamanla devam eden fiyat etkilerine yol
acabilir [Almgren and Chriss, 2001].

Ornek: Almgren-Chriss modeli gibi piyasa etki maliyetlerini hesaba katan modeller,
gecmis ticaret faaliyetlerinin gelecekteki fiyat hareketlerini etkiledigi bellek etkilerini
icerir [Almgren and Chriss, 2001].

2.7.3. Tarihte bellek etkileri ornekleri
2.7.3.1. Kiiltiirel bellek

Kiiltiirel bellek, toplumlarin bilgiyi, gelenekleri ve uygulamalar1 nesiller boyunca
nasil hatirladigimi ve aktardiginm ifade eder. Savaslar, devrimler veya onemli kiiltiirel
degisimler gibi tarihsel olaylar, kolektif bellek iizerinde kalict bir etkiye sahip olabilir
ve toplumsal davraniglar1 ve kimlikleri etkileyebilir [Assmann, 2011].

Ornek: Ikinci Diinya Savasi’min kolektif bellegi, bircok iilkenin siyasi ve Kkiiltiirel
manzarasini sekillendirmeye devam etmekte ve ulusal kimliklerini ve politikalarin
etkilemektedir [Halbwachs, 1992].

2.7.3.2. Ekonomik tarih ve yol bagimlilig

Ekonomide yol bagimliligi, herhangi bir zamanda mevcut olan kararlarin, ge¢cmiste
alinan kararlarla sinirli oldugu fikrini ifade eder. Sanayi devrimleri veya ekonomik
krizler gibi tarihsel olaylar, gecmis gelismelerin bellegi nedeniyle zamanla devam eden
belirli ekonomik yonelimler olusturabilir [David, 1985].

Ornek: Amerika Birlesik Devletleri ve Birlesik Krallik gibi iilkelerin ekonomik
gelisim yollari, sanayi devrimlerinden biiyiik Olciide etkilenmis olup, bu etkiler
ekonomik yapilarinda ve politikalarinda uzun siireli etkiler birakmugtir [Arthur, 1989].

2.7.3.3. Yasal ictihatlar

Hukuk sistemlerinde, ge¢mis mahkeme kararlariyla belirlenen ictihatlar genellikle
gelecekteki davalarin sonuglarini etkiler. Bu bellek etkisi, hukuk sisteminin zaman
icinde tutarliligi korumasini saglar; ge¢mis kararlar, mevcut davalarda yasalarin yo-
rumlanmasina yon verir [Goodhart, 1987].

Ornek: Ortak hukuk sistemlerindeki stare decisis doktrini, mahkemelerin
benzer davalarda Onceki kararlara bagli oldugu bu bellek etkisini
somutlastirir [Merryman, 1954].
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3. VAN DER POL SALINICISININ COZUMU IiCIN METOT

3.1. Van der Pol Osilator Denklemi

Van der Pol osilatorii, ilk kez 1920’lerde Balthasar van der Pol tarafindan tanitilan
[van der Pol, 1926], kendi kendine siirdiiriilebilen salimmlar sergileyen dogrusal ol-
mayan bir sistemdir. Yonetici denklem sudur:

d*x dx

burada x(¢) durum degiskenini ve u dogrusal olmayanlik ve soniimlemeyi kontrol eden
bir parametreyi temsil eder.

Bu denklem, y = % degiskeni tanitilarak birinci dereceden diferansiyel denklemler
sistemine yeniden yazilabilir:

dx

Py (3.2)
dy 2

D=2 y—x .
K (1-x")y—x (3.3)

Van der Pol bu osilatorii, Ozellikle elektrik devreleri ve diger fiziksel sistemler
tizerindeki uygulamalar acisindan kapsamli olarak incelemistir [University, ].

3.2. Hamiltonyen Formiilasyonu
Van der Pol osilatorii genellikle muhafazakar degildir, yani dogrudan bir

Hamiltonyen’e sahip degildir. Ancak, asagidaki gibi bir degistirilmis Hamiltonyen
insa edilebilir:

2 2 2 4
X X X
H(x,y):yg—f‘i‘f‘,u(?y—z), (3.4)

bu, enerji ile dogrusal olmayan soniimleme arasindaki dengeyi yakalayarak dinamik-
leri tarif eder [Galley, 2012, Aranson and Kramer, 1997].

3.3. Niteliksel Analiz

Van der Pol denklemi:
Y +po? =1y +y=0, u>0, (3.5)
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ikinci dereceden dogrusal olmayan Ozerk denklemlerin daha genel bir sinifi olan
Liénard denklemlerinin 6zel bir durumudur:

Y'+W )y +Z(y) =0. (3.6)

Bu denklemler, soéniim kuvvetinin W (y) pozisyona bagh oldugu ve yay sabitinin Z(y)
yay ne kadar gerilirse ona bagli oldugu bir yay-kiitle sistemini modelleyebilir.

W parametresi, soniimleme kuvvetinin giiciinii gosterir. Eger y > 1, hem geri
kazandirict hem de sontim kuvvetleri biiyiiktiir, bu nedenle |y(z)| zamanla azalir, giiclii
soniimlenmis bir osilator gibi davranir. Eger |y| < 1, soniim kuvveti negatif hale gelir
ve |y(t)|’yi arttirarak sistem enerjisinin biiyiimesine neden olur. Bu davranis, tiim
yakin ¢oziimlerin ¢t — +oo iken ulastig1 essiz kararli periyodik bir ¢6ziim olan bir limit
cevriminin varliginm onerir [Girotti, 2024].

3.3.1. Denge noktalari

Sistemin yalmizca bir denge noktast vardir: y = v = 0. Bu nokta etrafinda
dogrusallagtirma yapildiginda, Jacobi matrisi elde edilir:

0O 1
J“(—l u)’

L, BEVHI—4
2=~ -
! 2

Ozdegerlerle birlikte:

3.3.2. Kararhlik analizi

Dengenin kararlilig1 (’ya baghdir:

o 1 = 0: Ozdegerler tamamen imgeseldir, A1 2 = =i, bu da sistemin merkezi bir
yapiya (notr kararlilik) sahip oldugunu gosterir.

0 < u < 2: Ozdegerlerin pozitif bir reel kism1 ve imgesel bir kismi vardir, bu da
denge noktasinin kararsiz bir spiral nokta oldugunu gosterir.

o u = 2: Ozdegerler gercektir ve esittir, A2 =1, bu da kararsiz bir dejeneratif
diigiime karsilik gelir.

o 1 > 2: Ozdegerler gercek ve pozitiftir, bu da sistemin kararsiz bir diigiime sahip
oldugunu gosterir.
3.3.3. Kuvvet cizgileri ve simetriler
Faz diizleminde (y,v), kuvvet ¢izgileri y/ = 0 oldugunda dikey, v/ = 0 oldugunda yatay
hale gelir:

Y
p(l—y2)

V=
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Sistem, (y,v) — (—y,—v) doniisiimii altinda simetriktir, bu da faz diyagraminin orijin
(0,0)’ya gore simetrik oldugunu gosterir.

3.4. Sayisal Coziim ve Baslangi¢c Kosullar:

3.4.1. Baslangic kosullar:

Van der Pol osilatoriiniin simiilasyonunda, asagidaki baslangic kosullar1 kullanilmigtir:

dx

0)=10, —
W0)=10, =

(0) =y(0) =0.0, (3.7)

Bu baslangi¢ kosullari, sistemin baslangi¢c durumunu temsil eder. Bu durumda, konum
x 1.0’a ayarlanmis ve hiz y t = 0 aninda 0.0 olarak alinmistir.

3.4.2. solve_ivp kullanilarak sayisal Coziim

Birinci dereceden diferansiyel denklemler sistemi, Python’daki scipy.integrate
kiitiiphanesinin solve_ivp fonksiyonu kullanilarak sayisal olarak coziilmiistiir.
Simiilasyon icin asagidaki temel parametreler tanmimlanmistir:

* 1 = 1.0: Dogrusal olmayanlig1 ve osilasyonlarin dogasini belirleyen parametre.
e T =20: Simiilasyonun toplam zaman aralig1.

* N =500: Sayisal entegrasyon i¢in kullanilan zaman noktalarinin sayisi.

s At = IZV: Zaman adimi biiytkliigii.

Sayisal ¢oziicii solve_ivp, t =0 ile t = T arasinda denklemler sistemini entegre
ederek, durum degiskeni x(z) ve hiz y(¢)’nin zamanla evrimini iiretir. Sonuglar daha
sonra sistemin zaman icindeki davranigini gorsellestirmek icin ¢izilir.

3.4.3. Sonuclar ve yorum

Simiilasyon sonugclari iki grafikte sunulmustur:

1. Ilk grafik, x(¢) ve y(¢) nin zaman fonksiyonlar1 olarak gosterimini igerir ve osi-
latoriin konum ve hizinin zaman i¢indeki evrimini gostermektedir.

2. Ikinci grafik, y(¢)’nin x(¢)’ye kars1 olan faz uzay: diyagramidir. Bu diyagram,
sistemin dinamik davranisina, 6zellikle bir limit ¢evriminin varligina dair i¢gorii
saglar.

Bu grafikler, Van der Pol osilatoriiniin karakteristik davramigimi gostermektedir;
dogrusal olmayanlik parametresi p’nun etkisiyle soniimlenmis osilasyonlardan
stirdiiriilen bir limit ¢cevrimine gegisi icermektedir 3.1 .

3.5. Fraktal Van der Pol Salinicis1

Van der Pol osilatorii, bilim ve miihendisligin ¢esitli alanlarinda uygulamalari olan iyi
bilinen bir dogrusal olmayan osilatordiir. Bu ¢aligmada, klasik Van der Pol osilatoriinii,
sisteme yeni bir karmagiklik boyutu kazandiran o derecesinde bir fraktal tiirev ekley-
erek genigletiyoruz. Sistemi yoneten denklem su sekilde verilmektedir:
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Dx(t) + p (¥*(r) — 1) %(t) +x(t) =0, (3.8)

burada D% fraktal tiirevi a derecesinde, u dogrusal olmayanlik parametresini ve x(7)
ise durum degiskenini temsil eder. fraktal tiirev, Griinwald-Letnikov yaklasimi kul-
lanmilarak yaklasik olarak hesaplanmistir [Podlubny, 1998].

Fraktal kalkiiliiste tiirev kavrami tam say1 olmayan derecelere genisletilir, bu da difer-
ansiyel denklemlere daha esnek ve genel bir yaklasim saglar. Bu, 0zellikle bellek
etkileri veya tam say1 dereceli tiirevlerle yeterince yakalanamayan yerel olmayan
etkilesimleri modellemede yararhidir. fraktal kalkiiliis cercevesinde degistirilmis Van
der Pol denklemi su sekildedir:

D%x(t) — u(1—x(1))DPx(t) +x(t) = 0, (3.9)

burada D{*x(t) ve D,ﬁ x(t), x(¢)’nin sirastyla a ve B derecesinde zaman ¢’ye gore fraktal
tiirevlerini temsil eder.

3.5.1. Fraktal-Dereceli diferansiyel denklemler icin Kestir-Dogrula yontemi

Incelenen fraktal-dereceli diferansiyel denklem (FODE) su sekildedir:

D*%x(1) — (1 —x(r)*)D%x(r) + x(t) =0,
burada D%, a derecesinde Caputo fraktal tiirevini temsil eder.

3.5.1.1. Sayisal Sema

FODE’yi ¢ozmek icin asagidaki adimlardan olusan bir kestir-dogrula semas1 kul-
lantyoruz:

e Kestir: Bir sonraki zaman adimindaki ¢oziimii tahmin etmek icin fraktal
Adams-Bashforth yontemi gibi acik bir sayisal sema kullanilir.

* Dogrula: Tahmin edilen ¢oziimii diizeltmek igin fraktal Adams-Moulton
yontemi gibi Ortiik bir sayisal sema kullanilir.

FODE'yi iki bagli denklem sistemine doniistiirmek icin iki yeni degisken tanitiyoruz:
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3.5.1.2. Ayriklagtirma ve Uygulama

Zaman araligini esit aralikli noktalara ayirtyoruz: ¢, = n-h, burada & zaman adimi
biiytikliiglidiir. Caputo fraktal tiirevleri L1 semas1 kullanilarak yaklagik olarak hesa-
planir:

1 n—1
D%x(ta) = heT(2— o) J;O bu—j-1(xj+1 = x;),

burada

bj=(j+1)"*—j"%

Tahmin adimi, fraktal Adams-Bashforth yontemi kullanilarak yapilir:

, Ko n
X1 = X0+ mjzoan—j)’ja

» h(X n
y =Yo+ = ) An—jZj;

burada

aj=(j+1)%—j%

Diizeltme adimi fraktal Adams-Moulton yontemi kullanilarak gerceklestirilir:

ha n
Xn+1 =Xo+m (1= a)ynr1 -l-j;)an—j)’j] ’
Ko [ n
—yo+— |(1—a iz
Yn+1 y0+1"(oc—|—1) ( )Zn+1+1§60n J%j| o

2
In+1 = ,u(l —xn+1))’n+1 — Xn41-

3.5.2. Sonuclar ve tartisma

Fraktal Adams-Bashforth ve Adams-Moulton yontemlerini uygulayarak elde edilen
sonuglar, Sekil 3.1 ve Sekil 3.2’de sunulmustur. Bu sekiller, standart ve fraktal
tiirevler ile sistemin davranigini kargilagtirir. Ayni baslangic kosullar1 denklem 3.7°de
verilmistir.
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Van der Pol Oscillator: x(t) and y(t) vs. t Phase Space: y(t) vs. x(t)
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Figure 3.1: Standart Tiirev Kullanan Van der Pol Osilatorii: x(z) ve y(z)’nin zamana
gore grafigi (sol), ve faz uzay1 diyagrami y(¢)’ye karsi x(¢) (sag).

Van der Pol Oscillator: x(t) and y(t) vs. t Phase Space: y(t) vs. x(t)
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Figure 3.2: fraktal Tiirev Kullanan Van der Pol Osilatorii (o = 0.99): x(¢) ve y(#) nin
zamana gore grafigi (sol), ve faz uzay1 diyagrami y(¢)’ye karsi x(¢) (sag).
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4. HUANG-LI DOGRUSAL OLMAYAN FiNANSAL
SISTEMININ COZUMU iCIN METOT

Huang-Li dogrusal olmayan finansal sistemi, ozellikle kaotik davranisla ilgili olarak,
finansal piyasalarin karmagik dinamiklerini yakalamak i¢in tasarlanmis bir matem-
atiksel modeldir. Tlk olarak Huang ve Li tarafindan tamtilan [Huang and Li, 2003],
bu sistem, finansal baglamda faiz orani, yatinm talebi ve fiyat endeksi arasindaki
etkilesimleri ele alir. Sistem asagidaki diferansiyel denklemlerle yonetilir:

d
d—); =gz+ (y—a)x, 4.1)
d
d—i} = —by’ —sx*+r, 4.2)
d
d—f = —cz—Bx—py, *3)

burada x(¢) faiz oranini, y(¢) yatirim talebini ve z(¢) fiyat endeksini temsil eder. Sabitler
a, b, ¢, p, r, s ve B, bu degiskenler arasindaki etkilesimleri karakterize eder ve
sistemin genel dinamiklerini etkiler. Denklemler, yatirnm talebi gibi bir faktordeki
degisikliklerin faiz orani ve fiyat endeksi gibi diger faktorleri nasil onemli dlciide etk-
ileyebilecegini yansitir.

Bu tezde, sistemi, Caputo fraktal tiirevini kullanarak bir fraktal diferansiyel denklem
sistemine doniistiirerek bellek etkileri ve uzun vadeli bagimliliklar hakkinda daha kap-
saml1 bir anlay1s sunuyoruz.

4.1. ODT’lerin fraktal diferansiyel denklemlere doniistiiriilmesi

Asagidaki adi diferansiyel denklemler verildiginde:

d_)tc =gz+ (y—a)x, 4.4)
d
d_)t] = —by> —sx* +r, 4.5)
d
d—: = —cz— Bx—py, (4.6)

bunlart Caputo fraktal tiirev tanimi kullanarak fraktal diferansiyel denklemlere
doniistiiriiyoruz:
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DEf(1) = ﬁ [0l

burada 0 < o < 1.

4.1.1. Doniistiiriilmiis denklemler
x(t) igin:

“DPx(t) = gz(t) + (¥(r) — a)x(r)
bu suna doniisiir:

(1) icin:
T DY(t) = —by(t)* —sx(1)* +r

bu suna doniisiir:

ﬁ /Ot(t - f)_ady(:) dt = —by(t)* —sx(t)* +r

(1) igin:
z CD%2(t) = —cz(t) — Bx(t) — py(t)

bu suna doniisiir:

I'l—o)

: /t(t— 0y 4840 4o — () Batr) — pylo)
0

4.2. TFraktal Diferansiyel Denklemler Icin Kestir-Dogrula Yontemi ile Sayisal

Coziim

fraktal diferansiyel denklemleri sayisal olarak ¢6zmek i¢in kestir-dogrula yontemini

kullaniyoruz. Adimlar su sekildedir:

4.2.1. Kestirme adimi

h(x

Xp(tas1) = Xn+ mfn,
o

Iny1) = = &n>
ha

t =+ =——hn,
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burada

Jn :an+(yn_a)xn7 (4.10)
gn=—by> —sx>+r, 4.11)
hy, = _CZn_an_pyn- (4.12)

4.2.2. Dogrulama adim

ha fn +fn+1
= 4.13

h® 8nt8n+1
= 4.14

L
=Zn , 4.15

burada

fn—H =8Zn+1+ (yn—H - a)xn—i—la (4.16)
gn+1 = —bypy =5y +1, (4.17)
hpy1 = —CZut1 _ﬁxn—H — PYn+1- (4.18)

4.3. Pertiirbasyon Analizi Kullanarak Lyapunov Usteli Hesaplama

Bu boliimde, fraktal diferansiyel denklem sistemine doniistiiriilen Huang-Li dogrusal
olmayan finansal sistemi icin Lyapunov iistel degerlerini hesapliyoruz. Lyapunov
tistel, bir sistemin kararliligini ve kaotik dogasim belirlemek icin temel bir Olciidiir.
Lyapunov iistel degerlerini tamimlamak, kiiciik pertiirbasyonlarin zamanla nasil
evrildigini ve kararli m1 yoksa kaotik bir davranisa mi1 yol actifin1 anlamak acisindan
Oonemlidir.

4.3.1. Yontem: Pertiirbasyon analizi

Lyapunov iistel, sistemin baslangi¢ kosullarina kiiciik bir pertiirbasyon eklenerek ve
pertiirbe edilmis ve edilmemis yoriingeler arasindaki sapmanin zamanla nasil gelistigi
gozlemlenerek hesaplanir. Bu siirecte izlenen adimlar sunlardir:

1. Baslangic Kurulumu: Sistem i¢in xg, yo ve zo baslangic kosullar1 ile bir-
likte sistem parametreleri g,a,b,s,r,c, B, p ayarlanir. Zaman adimi % ve toplam
simiilasyon siiresi 7" ile zaman aralig1 ayriklastirilir.

2. Sistem Evrimi: Sistem, baglangi¢ kosullar1 kullanilarak zamanla evrimlestirilir
ve x(t), y(t) ve z(t) yoriingeleri elde edilir.

3. Pertiirbasyonun Eklenmesi: Baslangi¢ kosullarina kiiciik bir pertiirbasyon ek-
lenir, 6rnein xo + €, yo + €, zo + €, burada € kii¢iik bir pozitif degerdir.

4. Pertiirbe Edilmis Sistem Evrimi: Pertiirbe edilmis sistem ayn1 zaman dilimi
boyunca simiile edilerek pertiirbe edilmis yoriingeler x'(¢), y'(¢) ve Z'(¢) elde

25



edilir.

5. Mesafe Hesaplama: Her bir zaman adiminda pertiirbe edilmis ve edilmemis
yoriingeler arasindaki mesafe hesaplanir:

() = £ (c(ta) =¥ (02))2 + (1) =3 (1)) + (2lt) — 2 (1)?

6. Lyapunov Ustel Tahmini: Bu mesafenin zamanla nasil biiyiidiigi (ya da
kiiciildiigii) analiz edilerek Lyapunov iistel tahmin edilir. Ozellikle, su sekilde
hesaplanir:

= pim i ( Gc)

Pratikte, bu, yoriingeler arasindaki mesafenin zaman aralig1 boyunca ortalama
biiyiime orami kullanilarak yaklasik olarak hesaplanir.

4.3.2. Sonuclarin yorumu

Hesaplanan Lyapunov iistel, sistemin kararlilig1 hakkinda bilgi saglar:

* Pozitif Lyapunov Ustel: Bu, sistemin baslangic kosullaria duyarli oldugunu ve
kiiciik pertiirbasyonlarin zamanla iissel olarak biiyiidiigiinii, dolayisiyla kaotik
davranisa yol a¢tigini gosterir.

« Sifir Lyapunov Ustel: Bu, sistemin notr kararhlik sergiledigini, yani kiigiik
pertiirbasyonlarin ne iissel olarak biiytidiiglinii ne de kiiciildiigiinti gosterir. Bu,
periyodik veya yari-periyodik sistemlerin karakteristigidir.

« Negatif Lyapunov Ustel: Bu, kiiciik pertiirbasyonlarin zamanla kiiciildiigiinii,
sistemin orijinal durumuna geri dondiigiinii ve bu nedenle kararli oldugunu
gosterir.

4.3.3. Huang-Li dogrusal olmayan finansal sistemine uygulama

Huang-Li dogrusal olmayan finansal sistemi, cesitli g parametreleri i¢in Lyapunov
tistel degerleri hesaplanarak incelenmistir. Bu parametre, sistem icindeki etkilesimleri
etkiler ve sistemin davranisini belirlemede kritik bir rol oynar.

* Kurulum: Kullanilan baslangic kosullari xo = 1.2, yo = 1.5, zo = 1.6 olup, diger
parametreler sabit tutulurken g belirli bir aralikta degistirilmistir.

* Sonuclar: Her g degeri icin Lyapunov iistel degerleri hesaplanmis ve bu,
sistemin kararliliginin g’ye bagli olarak nasil degistigini gosteren bir spek-
trum sunmustur. Belirli g araliklarinda pozitif iistel degerler kaotik davranigsi
dogrularken, negatif iistel degerler kararlilig1 gostermektedir.

Sonuglar, sistemin kararli ve kaotik davraniglar arasinda gecis yaptig1 bolgeleri vurgu-
layan, g’ye kars1 Lyapunov iistel grafiginde gorsellestirilmigtir.
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4.3.4. Lyapunov iistel hesaplamalarinin sonuclari

Lyapunov iistel hesaplamalari, 6zellikle sistemin baglangi¢ kosullarina duyarliligini ve
kaotik davranig potansiyelini anlamada Huang-Li dogrusal olmayan finansal sistemi-
nin dinamik davraniglar1 hakkinda degerli bilgiler saglar. Lyapunov iistel analizinden
elde edilen sonuclar birka¢ 6nemli ¢ikarim icermektedir:

4.3.4.1. Kaos ve kararlihgin karakterizasyonu

Lyapunov iistel, sistemdeki kaosu tanimlamak i¢in kesin bir 6l¢ii gorevi goriir. Belirli
parametre araliklarindaki pozitif Lyapunov iistel degerleri, sistemin kaotik davranig
sergiledigini gosterir, bu da baglangic kosullarindaki kiiclik farkliliklarin zamanla
biiyiik sonuclara yol agabilecegi anlamina gelir [Ott, 2002b]. Bu 6zellik, baslangic
kosullarina duyarlilik nedeniyle uzun vadeli davranisin tahmin edilmesinin zorlastig1
finansal sistemler i¢in kritik 6neme sahiptir.

Buna karsilik, negatif Lyapunov iistel degerleri, sistemin kararli oldugunu ve
baglangictaki kiiciik pertiirbasyonlara daha az duyarli oldugunu, zamanla denge du-
rumuna geri dondiigiinii gosterir. Bu kararlilik, kiiciik rahatsizliklardan sonra sistemin
giivenilir bir sekilde dengeye donmesini anlamak agisindan finansal modelleme icin
onemlidir [Strogatz, 2018].

4.3.4.2.  Bifurkasyon analizi ve kritik noktalar

Lyapunov liistel spektrumu, sistemin kararli davranistan kaotik davranisa gectigi kri-
tik degerler olan bifurkasyon noktalarimi belirlemek i¢in daha fazla analiz edilebilir.
Bu bifurkasyonlar, sistemdeki yeni dinamik rejimlerin baglangicimi isaret eder
[Kuznetsov, 2013].

g sistematik olarak degistirilerek, farkli dinamik davraniglara karsilik gelen parame-
tre uzayindaki bolgeler haritalanabilir. ~ Bu analiz, sistem parametrelerindeki
degisikliklerin (0rnegin, g’yi etkileyen dis ekonomik faktorler gibi) finansal dinamik-
lerde ani ve Ongoriilemez degisimlere nasil yol acabilecegini 6ngérmek acisindan
temeldir [Guckenheimer and Holmes, 2002].

4.3.4.3. Finansal modellemede uygulamalar

Huang-Li sisteminin Lyapunov spektrumunu anlamak, 6zellikle risk degerlendirmesi
ve saglam finansal sistemlerin tasariminda finansal modellemeye dogrudan uygula-
malara sahiptir. Ornegin, kaotik davramsa yol acan parametre uzayindaki bolgeleri
tanimlamak, bu bolgelerden kacinma stratejileri gelistirmek veya bunlarin etkilerini
kontrol mekanizmalariyla hafifletmek icin yardimer olabilir [Sprott, 2003].

Ayrica, Lyapunov iistel degerleri ile saglanan duyarlilik analizi, finansal piyasalar i¢in
senaryo planlamasi acisindan kritik oneme sahiptir. Kaos potansiyelini taniyarak, fi-
nansal kurumlar yiiksek oynaklik ve belirsizlik donemlerine daha iyi hazirlanabilir ve
daha dayanikl finansal planlama ve karar alma siireclerini saglayabilir [Peters, 1991].

4.3.4.4. Gelecek arastirma yonleri

Lyapunov liistel analizleri, gelecekteki arastirmalar i¢in birka¢ kapi agmaktadir.
Potansiyel bir arastirma yonii, diger fraktal derecelerin o’nin, sistemin kararhlik
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ve kaotik dinamikleri lizerindeki etkisini incelemektir. o’nin degistirilmesiyle,
arastirmacilar Huang-Li sistemindeki bellek etkilerinin roliinii ve bu etkilerin sistemin
pertiirbasyonlara verdigi yanit1 nasil degistirdigini daha derinlemesine anlayabilirler
[Podlubny, 1998].

Ayrica, benzer analizlerin diger finansal modellere uygulanmasi veya Huang-Li sis-
teminin daha karmagik etkilesimleri icerecek sekilde genisletilmesi, gercek diinyadaki
finansal piyasalarin davraniglar1 hakkinda daha fazla i¢gorii saglayabilir. Bu bulgu-
larin ampirik verilerle birlestirilmesi, bu tiir modellerin 6ngorii giiciinii de artirabilir
[Mantegna and Stanley, 1999].

4.3.4.5. Pratik hususlar

Teorik analiz, sistemin dinamikleri hakkinda net bir anlayis saglarken, hesaplama
maliyeti ve dogruluk gibi pratik hususlar da ele alinmalidir. Ozellikle fraktal tiirevli
sistemlerde Lyapunov iistel hesaplamalari i¢in kullanilan sayisal yontemler, zaman
adimi & ve pertiirbasyon biiyiikliigii € gibi parametrelerin dikkatli bir sekilde kalibre
edilmesini gerektirir [Diethelm, 2010].

Ayrica, pratik uygulamalarda, sonuclarin sayisal hatalara kars1 dayanikli oldugundan
ve hesaplamalarin makul zaman dilimlerinde gerceklestirilebildiginden emin ol-
mak, bu yontemlerin finansal analizde yaygin olarak benimsenmesi i¢in onemlidir
[Bastani et al., 2015].

4.3.5. Sonuclarin gorsellestirilmesi ve yorumlanmasi

Lyapunov iistel hesaplamalarinin sonuglar1 genellikle g parametresi ile ilgili Lya-
punov iistel degerlerini gosteren grafiklerde gorsellestirilir. Bu grafikler, sistemin farkl
parametre rejimlerinde davranigini net bir sekilde ortaya koyar.

Ornegin, g’ye bagh Lyapunov iistelini gosteren bir grafik genellikle pozitif iistelin
kaosu gosterdigi ve negatif iistelin kararlihig1 gosterdigi bolgeler icerir. Bu bolgeler
arasindaki gecis noktalari, sistemin dinamiklerindeki bifurkasyonlar1 ve kritik esikleri
isaret ettigi i¢in Ozellikle onemlidir.

4.3.6. Huang-Li dogrusal olmayan finansal sistemine uygulama

Huang-Li dogrusal olmayan finansal sistemi, cesitli g parametreleri i¢in Lyapunov
istel degerleri hesaplanarak incelenmistir. Bu parametre, sistem i¢indeki etkilesimleri
etkiler ve sistemin davranigini belirlemede kritik bir rol oynar.

e Kurulum: Kullanilan baslangi¢ kosullari xo = 1.2, yg = 1.5, zo = 1.6 olup, diger
parametreler sabit tutulurken g belirli bir aralikta degistirilmistir.

* Sonuclar: Her g degeri icin Lyapunov iistel degerleri hesaplanmis ve bu,
sistemin kararliliginin g’ye bagl olarak nasil degistigini gosteren bir spek-
trum sunmustur. Belirli g araliklarinda pozitif iistel degerler kaotik davranisi
dogrularken, negatif {istel degerler kararlilig1 gostermektedir.

Sonuglar, sistemin kararli ve kaotik davraniglar arasinda gecis yaptig1 bolgeleri vurgu-
layan, g’ye kars1 Lyapunov iistel grafiginde gorsellestirilmistir.
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4.3.7. Lyapunov iistel hesaplamalarimin sonuclari

Lyapunov iistel hesaplamalari, 6zellikle sistemin baglangi¢ kosullarina duyarliligini ve
kaotik davranig potansiyelini anlamada Huang-Li dogrusal olmayan finansal sistemi-
nin dinamik davraniglar1 hakkinda degerli bilgiler saglar. Lyapunov iistel analizinden
elde edilen sonuclar birka¢ 6nemli ¢ikarim icermektedir:

4.3.7.1. Kaos ve kararlihgin karakterizasyonu

Lyapunov iistel, sistemdeki kaosu tanimlamak i¢in kesin bir 6l¢ii gorevi goriir. Belirli
parametre araliklarindaki pozitif Lyapunov iistel degerleri, sistemin kaotik davranig
sergiledigini gosterir, bu da baglangic kosullarindaki kiiclik farkliliklarin zamanla
biiyiik sonuclara yol agabilecegi anlamina gelir [Ott, 2002b]. Bu 6zellik, baslangic
kosullarina duyarlilik nedeniyle uzun vadeli davranisin tahmin edilmesinin zorlastig1
finansal sistemler i¢in kritik 6neme sahiptir.

Buna karsilik, negatif Lyapunov iistel degerleri, sistemin kararli oldugunu ve
baglangictaki kiiciik pertiirbasyonlara daha az duyarli oldugunu, zamanla denge du-
rumuna geri dondiigiinii gosterir. Bu kararlilik, kiiciik rahatsizliklardan sonra sistemin
giivenilir bir sekilde dengeye donmesini anlamak agisindan finansal modelleme icin
onemlidir [Strogatz, 2018].

4.3.7.2.  Bifurkasyon analizi ve kritik noktalar

Lyapunov liistel spektrumu, sistemin kararli davranistan kaotik davranisa gectigi kri-
tik degerler olan bifurkasyon noktalarimi belirlemek i¢in daha fazla analiz edilebilir.
Bu bifurkasyonlar, sistemdeki yeni dinamik rejimlerin baglangicimi isaret eder
[Kuznetsov, 2013].

g sistematik olarak degistirilerek, farkli dinamik davraniglara karsilik gelen parame-
tre uzayindaki bolgeler haritalanabilir. ~ Bu analiz, sistem parametrelerindeki
degisikliklerin (0rnegin, g’yi etkileyen dis ekonomik faktorler gibi) finansal dinamik-
lerde ani ve Ongoriilemez degisimlere nasil yol acabilecegini 6ngérmek acisindan
temeldir [Guckenheimer and Holmes, 2002].

4.3.7.3. Finansal modellemede uygulamalar

Huang-Li sisteminin Lyapunov spektrumunu anlamak, 6zellikle risk degerlendirmesi
ve saglam finansal sistemlerin tasariminda finansal modellemeye dogrudan uygula-
malara sahiptir. Ornegin, kaotik davramsa yol acan parametre uzayindaki bolgeleri
tanimlamak, bu bolgelerden kacinma stratejileri gelistirmek veya bunlarin etkilerini
kontrol mekanizmalariyla hafifletmek icin yardimer olabilir [Sprott, 2003].

Ayrica, Lyapunov iistel degerleri ile saglanan duyarlilik analizi, finansal piyasalar i¢in
senaryo planlamasi acisindan kritik oneme sahiptir. Kaos potansiyelini taniyarak, fi-
nansal kurumlar yiiksek oynaklik ve belirsizlik donemlerine daha iyi hazirlanabilir ve
daha dayanikli finans
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5. BULGULAR ve SONUC

5.1. Bulgularm Ozeti

Bu calismada, Huang-Li dogrusal olmayan finansal sistemini Caputo fraktal tiirevini
kullanarak fraktal diferansiyel denklem sistemine doniistiirerek derinlemesine bir
analiz saglandi. Ana hedef, fraktal derecenin (o) sistemin kararliligi ve kaotik
davranigi iizerindeki etkilerini incelemektir. o degerleri olarak 0.8, 0.9 ve 1.0 ele
alind1 ve sistemin dinamikleri tutarli parametreler altinda analiz edildi. Zaman adimi
h = 0.0001 ve toplam simiilasyon siiresi 7 = 800 olarak alindi, baslangi¢ kosullari ise
xo = 1.2, yo = 1.5 ve zp = 1.6 olarak belirlendi.

5.2. Grafiklerin Degerlendirilmesi

5.2.1. Yoriinge grafiklerinin degerlendirilmesi (Sekil 5.1)

Farkli o degerleri i¢in yoriinge grafiklerinde, fraktal derecenin degismesiyle birlikte
davranigta belirgin bir model ortaya ¢cikmaktadir:

* o = 1: Sistem, faz uzayinda daha fazla yayilmis ve belirli bolgelerde yogunlasan
klasik bir kaotik ¢ekici sergiler. Bu, standart bir diferansiyel sistemden beklenen
bellek etkileri olmadan tipik kaotik bir davranis1 gosterir.

* o = 0.9: fraktal derece azaldikca, Ozellikle x — z diizleminde ydriingeler daha
sik1 bir sekilde kiimelenmeye baslar. Bu, bellek etkilerinin kaotik davranisi
hafifce stabilize ettigini ve sistemin kisa araliklar boyunca daha 6ngoriilebilir
hale geldigini gosterir.

* o = 0.8: a’nin daha da azalmasiyla birlikte, yoriingeler, 6zellikle x —y ve x — z
diizlemlerinde daha siki baglanmis hale gelir. Bu, bellek etkilerinin daha belirgin
bir etkiye sahip oldugunu ve kaotik yayilmay1 azalttigin1 gosterir, ancak kaos
hala mevcuttur.

5.2.2. Zaman serisi grafiklerinin degerlendirilmesi (Sekil 5.2)
Zaman serisi grafiklerinde farkli o degerleri i¢in sistemin zaman icindeki davranisi

daha ayrintili olarak ortaya konulmaktadir:

e o = 1: Zaman serileri, x(), y(¢) ve z(¢) i¢in oldukga diizensiz, kaotik bir model
sergilemektedir. Salimim genlikleri 6nemli Ol¢giide degisir ve bu, bellek etkileri
olmayan bir sistemde tipik olan giiclii kaotik dinamikleri gosterir.
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x-y Plot (alpha=1) y-z Plot (alpha=1) x-z Plot (alpha=1)

3D x-y-z Trajectories for alpha = 1 3D x-y-z Trajectories for alpha = 0.9 3D x-y-z Trajectories for alpha = 0.8

— alpha=1 — alpha=0.9 — alpha=038

Figure 5.1: a =1, a = 0.9 ve @ = 0.8 i¢in sistemin ¢6ziim yoriingelerinin 3B ve
2B projeksiyonlari. Grafikler x(z), y(r) ve z(¢) nin farkli diizlemlerdeki yoriingelerini
gostermektedir.

e o = 0.9: Salimm frekanslar1 biraz artar, bu da bellek etkilerinin sistemin di-
namiklerini etkilemeye bagladigin1 gosterir.

e oo = 0.8: Salinim frekanslar1 daha da artar ve bu, bellek etkilerinin daha giiglii
bir etkisi oldugunu ve zaman i¢inde daha kisith ve ongoriilebilir bir davranisa
yol actigini yansitir.

5.3. Onemli Bulgular
5.3.1. Lyapunov iisteli vs. gg (Sekil 5.3)

Lyapunov iistel ile parametre g arasindaki iligki, o = 1 sabitken incelendi. Bu analiz,

g degistikce sistemin davraniginda belirgin degisimler oldugunu ortaya koydu:

* Diisiik g degerlerinde, sistem kararli olma egilimindedir ve Lyapunov diistel
degerleri sifira yakin veya negatiftir, bu da kaotik bir davranis olmadigini
gosterir.
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Figure 5.2: oo =1, o = 0.9 ve o = 0.8 i¢in x(¢), y(¢) ve z(¢)’nin zaman serisi. Bu
grafikler, ¢ézlimlerin zaman icindeki kaotik dogasin1 gostermektedir.

* g arttikca, ozellikle 0.6 < g < 1.7 aralifinda, Lyapunov iistel pozitif hale gelir
ve bu da sistemin kaotik bir rejime gectigini isaret eder.

Lyapunov Exponent vs g (alpha = 1)
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Figure 5.3: o = 1 icin Lyapunov Ustel vs g.

5.3.2. Farkh g degerleri iizerinde davrams

Sistemin davranmisinin, o degistikce nasil degistigini anlamak icin belirli g degerleri
tizerinde daha fazla arastirma yapilmistir. Bu yaklasim, fraktal kalkiiliis yaklagimiyla
tanitilan bellek etkilerinin sistem iizerindeki etkilerini ortaya koydu:
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* g = 1.3: Sistem, tiim o degerlerinde tutarlh kaotik davranis sergiler ve Lya-
punov iistel degerleri pozitiftir. Kaosun biiyiikligli ¢cok az degisir, bu da g
parametresinin, o’dan bagimsiz olarak kaotik dinamikleri siirdiiren gii¢lii bir
etkisi oldugunu gosterir (Sekil 5.4).

Lyapunov Exponent vs alpha (g = 1.3)
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Figure 5.4: g = 1.3 i¢in Lyapunov Ustel vs «.

» g=1.7: g=1.3’e benzer sekilde, sistem, degisen o degerlerinde siirekli kaos
sergiler. Ancak, Lyapunov iistel degerleri biraz daha fazla dalgalanir, bu da frak-
tal derecenin tanittig1 bellek etkilerinin bu g degerinde daha belirgin bir etkisi
oldugunu gosterir. (Sekil 5.5).

Lyapunov Exponent vs alpha (g = 1.7)
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Figure 5.5: g = 1.7 i¢cin Lyapunov Ustel vs o.
* g =2.3752: Sistem kararliligin sinirinda kalir ve Lyapunov iistel degerleri sifira

yakin dalgalanir. Bu rejimde o’nin etkisi, sistemi kararli ve neredeyse kaotik
durumlar arasinda degistirmesine neden olur. (Sekil 5.6).
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Lyapunov Exponent vs alpha (g = 2.3752)

0.0000 = —— _— AL

—0.0002

—0.0004 -

Lyapunov Exponent

—0.0006

—0.0008 -

alpha

Figure 5.6: g = 2.3752 icin Lyapunov Ustel vs .

* ¢g=0.1169: Lyapunov iistel degerleri, a’daki degisikliklere kargs1 yiiksek has-
sasiyet gosterir ve bu da sistemin bellek etkilerine kars1 kaotik tepkisini yansitir.
Bu davranis, diisiik g degerlerinde fraktal tiirevlerin sistemin tepkisine olan
karmagikligini1 vurgular (Sekil 5.7).

Lyapunov Exponent vs alpha (g = 0.1169)
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Figure 5.7: g = 0.1169 icin Lyapunov Ustel vs .

* g=—2.6194: Sistem, cogu «a degeri icin kararli kalir ve bu negatif Lyapunov
tistel degerleriyle gosterilir. Ancak, o arttikca sistem daha az kararh hale gelir
ve lstel degerler sifira yaklastikca kaotik davraniga yaklagir (Sekil 5.8).

* g =2.6194: Sistem, farkli o degerlerinde kaotik davranis sergiler, ancak Lya-
punov iistel degerleri 6nemli ol¢iide degisir ve bu da bellek etkilerine giiclii bir
bagimlilig1 gosterir. fraktal derecenin kaotik dogasi, o azaldikca artar ve bu,
kaosun modiilasyonunda fraktal derecenin kritik roliinii vurgular (Sekil 5.9).
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Lyapunov Exponent vs alpha (g = -2.6194)
0.0 F——F————————————F————————— = m === f———————————}--

| | |
g = =
=] wn =]
|

Lyapunov Exponent

|
]
n

~3.0 4

—3.5 4

T T T T T T
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10
alpha

Figure 5.8: g = —2.6194 icin Lyapunov Ustel vs a.
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Figure 5.9: g = 2.6194 igin Lyapunov Ustel vs .

5.3.3. «, Bellek etkileri ve kaos arasindaki iliski

Fraktal derecesi olan ¢, sisteme bellek etkilerini tamitir ve bu, kaotik davranisi nemli
Olciide etkiler. Calisma su sonuglar1 ortaya koymaktadir:

* «, kaosu ya artiran ya da azaltan bir ayarlama parametresi olarak islev goriir.
Baz1 g degerlerinde, diisiik o (giiclii bellek etkileri) kaosu artirirken, digerlerinde
sistemi stabilize eder.

* o ve g arasindaki bu karmasik iligki, bellek etkilerinin sistemin parametrelerine
bagl olarak kaotik dalgalanmalar1 ya tesvik edebilecegini ya da bastirabilecegini
one siirmektedir. Bu bulgu, finansal sistemlerin dinamiklerini ve baglangi¢
kosullarina duyarliliklarin1 anlamak icin dnemlidir.
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5.4. Finansal Sistemler Icin Sonuclar

Bu calismanin bulgulari, finansal sistemlerin karmasik dinamiklerini modellemede
fraktal kalkiiliisiin, ozellikle Caputo fraktal tiirevinin degerini vurgulamaktadir. o
ve kaotik davranig arasindaki iligki, bellek etkilerinin daha belirgin kaotik dalgalan-
malara yol actig1, daha zayif bellek etkilerine sahip sistemlerin ise daha kararli oldugu
hakkinda daha derin bir anlayis saglar.

5.5. Sonuc¢

Sonug olarak, Huang-Li dogrusal olmayan finansal sisteminin fraktal genisletmesi, fi-
nansal piyasalardaki kaotik davraniglari analiz etmek icin etkili bir ¢erceve sunmak-
tadir. fraktal derece o ayarlanarak, bellek etkilerini modelleyebilir ve bu karmagik
sistemlerdeki kararlilik ve kaos hakkinda daha incelikli bir anlayisa ulasabiliriz, bu da
finansal modelleme ve tahmin i¢in degerli i¢goriiler sunmaktadir.

5.6. Gelecek Calismalar

Gelecek aragtirmalar, Lyapunov iistel degerleri ve Huang-Li dogrusal olmayan finansal
sisteminin genel dinamikleri {izerindeki fraktal derece a ve difer sistem parame-
trelerinin etkisini daha fazla kesfedebilir. Ayrica, sistemin farkli baglangi¢ kosullar
ve parametre degerleri altinda nasil davrandiginin incelenmesi, diizenli, kaotik ve
hiperkaotik rejimler arasindaki gecisler hakkinda degerli icgoriiler saglayabilir. Bu tiir
calismalar, kaotik davranigin dayaniklilig1 ve finansal modelleme ve tahmin iizerindeki
etkileri hakkindaki anlayisimizi gelistirecektir.
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A. GENISLETILMIS MATEMATIKSEL TURETIMLER

A.1. Caputo Fraktal Tiirevinin Tiiretilmesi

Bir f(¢) fonksiyonunun o derecesindeki Caputo fraktal tiirevi su sekilde tanimlanir:

CDf‘f(t):F(ll_a) /Ot (tf_(gadr, O<a<l

Bu boliimde, Caputo tiirevinin detayh tiiretimi sunulmaktadir ve Riemann-Liouville
fraktal integrali tanstmindan baglanarak tiiretilmistir:

1 t
I1°f(t) = () /o G _fgza dt, a>0

Caputo tiirevini tiiretmek icin, Riemann-Liouville fraktal integrali ile standart tiirev
arasindaki iligkiyi dikkate aliyoruz:

Drn) =1 (50)

Bu denkleme 7' ~% integral ifadesini yerine koydugumuzda:

a1 tf(7)
D f(t)_l“(l—a)/o (l‘—T)O‘dT

Bu, Caputo fraktal tiirevinin tiiretimini tamamlar.

A.2. Adi Diferansiyel Denklemlerin Fraktal Diferansiyel Denklemlere
Doniistiiriilmesi

Adi diferansiyel denklemi ele alalim:

dx +( )
— = —a)x
dr 8L T\

Bu denklemi Caputo tiirevini kullanarak bir fraktal diferansiyel denkleme doniistiirmek
icin, adi tiirevi fraktal tiirev D¢ ile degistiriyoruz:

“Df'x(r) = ga(1) + ((1) — a)x(1)
Bu doniisiim, modeldeki bellek etkilerini, fraktal derece o ile yakalayarak sisteme
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dahil eder.

A.3. Kestir-Dogrula Yonteminin Tiiretilmesi

fraktal diferansiyel denklemleri ¢ozmek icin kullanilan kestir-dogrula yontemi,
fonksiyonun bir sonraki zaman adimindaki degerini tahmin etmeyi ve ardindan bu tah-
mini diizeltmeyi icerir. Tahmin adim1 Adams-Bashforth yontemi kullanilarak yapilir:

o n

h
Yn+1 =Y. T(o+1) = if(t,35)

Diizeltme adimi ise Adams-Moulton yontemi kullanilarak bu tahmini iyilegtirir:

h* 1 1
Yntl =Yn+ Tlat1) 2f( 1 Ynt1) +j§—0: a;jf(t;,y;)

Burada, b; ve a; katsayilari, Caputo tiirevinin ayriklastirilmasindan tiiretilmis olup,

yontemin fraktal diferansiyel denklemler icin hem kararli hem de dogru olmasim
saglar.
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