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OZET

ISTATISTIKSEL BiR MATRISIN BAZI VARYANTLARININ
FAKTORIZASYONLARI

SAHIN, Harun
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Gonca KIZILASLAN YILDIRIM
Agustos 2024, [39]sayfa

Matris teorisi, uygulamali matematik, bilgisayar bilimi, miihendislik, istatistik ve daha
bir¢ok disiplinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Matris teorisinde ve dogrusal cebirde
bircok 6zel ve kullanighh matris bulunmaktadir. Helmert matrisi bu 6zel matrislerden
birisidir. Helmert matrisi 6zellikle varyans analizi i¢in matematiksel istatistikte kul-
lanilan bir matristir. Bu tezde, Helmert matrisi ile iligkili olan sekiz ortogonal matris
tanimlanmigtir. Tanimlanan matrislerin LU ayrigimlari, L ve U matrislerinin girigle-
rinin kapali formiillerinin agik bir sekilde yazilmasiyla elde edilmistir. Ayrica, elde
edilen matrisleri bazi1 kosegen matrislerle iligkilendirerek tanimlanan matrislerin yeni
bir faktorizasyonu sunulmustur.
Anahtar Kelimeler: Matrislerin faktorizasyonu, Matrisin tersi, Helmert matrisi,

Ortogonal matrisler
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ABSTRACT

FACTORIZATIONS OF SOME VARIANTS OF A STATISTICAL MATRIX

SAHIN, Harun
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Dr. Ogr. Uyesi Gonca KIZILASLAN YILDIRIM
August 2024, [39)pages

Matrix theory is widely used in applied mathematics, computer science, engineering,
statistics, and many other disciplines. There are many special and useful matrices in
matrix theory and linear algebra. One of these special matrices is the Helmert matrix.
The Helmert matrix is particularly used in mathematical statistics for variance analysis.
In this thesis, eight orthogonal matrices associated with the Helmert matrix are defined.
The LU decompositions of these matrices are obtained by explicitly writing the closed-
form formulas of the entries of the L and U matrices. Additionally, a new factorization
of the defined matrices is presented by relating them to certain diagonal matrices.
Key Words: Factorization of matrices, Matrix inverse, Helmert matrix, Ortho-

gonal matrices
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1. GIRIS

Matris teorisinde bircok kullanigl ve 6zel matris vardir, [[1}3,4,[15,/17-19,22,23,27].
Bu matrislerden birisi Pascal matrisidir. Pascal matrislerine dayanan cebirsel yaklagim,
cebirsel geometriden optimizasyona, matris teorisine ve kombinatorige kadar pek ¢cok
matematik alaninda 6nemli bir yere sahiptir. Pascal matrislerinin belirli genellestirme-
leri bir¢ok yazar tarafindan detayl bir sekilde tanitilmig ve incelenmistir, [3,/5,6L8-10,
13,28-30].

Pascal iicgeninin farkli matris temsilleri de ¢agdas literatiirde sik¢a kargilagilan ko-
nulardandir. Pascal iiggeninin matris temsilleri bagimsiz matematiksel varliklar olarak
sistemli bir sekilde incelenmistir ve n > 2 dogal sayis1 i¢in Pascal liggeninin n seviye-
sine genisletilmesinden elde edilen n+1 diizenindeki on iki ticgensel matris formundan
olusan, G ,,, Gap, - . ., G124, G-matrisleri ele alinmustr, [7]. Ornegin GinveGigyile
baglayarak, Tanim [1.0.1|ile verilen R permutasyon matrisinin sol ve sag islemleriyle

matris transpozisyonunu kullanarak kalan on bir G-matris elde edilebilmektedir.

Tanim 1.0.1 ( [7]). n+ 1 boyutlu R = [R; ;] yansima matrisi 5ZH- Kronecker sembolii
olmak iizere

Ri’jzéj i,j:O,l,...,n

n—i?

ile tantmlidir.

Bundan sonra Pascal licgeninin 2n seviyesine genisletilmis olan n—en biiyiik romboit
alt-blok olarak adlandirilan otuz alt1 tam matris konfigiirasyonu ¢alisilmistir, [[12]].

Helmert matrisi 6zellikle dogrusal regresyon ve varyans analizi gibi ¢esitli istatistiksel
analizlerde kullanilan belirli 6zelliklere sahip kare bir matristir. Adini, Alman jeode-
zist ve matematik¢i Friedrich Robert Helmert'ten almistir. Helmert matrisi, her bir
satirin belirli kosullar1 sagladig sekilde yapilandirilmistir. Genellikle satirlar: toplami
sifir olan katsayilar iceren ve belirli bir desene sahip olan kosullar1 icerir. ANOVA

(Varyans Analizi) i¢inde, Helmert matrisleri kategorik bir degiskenin gruplar veya
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diizeyleri arasinda kontrast olusturmak i¢in kullanilir. Bu kontrastlar, grup ortalama-
lar1 arasindaki farkliliklar hakkinda belirli hipotezleri test etmeye yardimci olur. Hel-
mert matrisleri ortogonal matrislerdir. Bu 6zellik istatistiksel prosediirlerde 6nemlidir,
clinkii hesaplamalar1 basitlestirir ve kontrastlarin istatistiksel olarak bagimsiz olma-
sin1 saglar. Son zamanlarda Helmert matrisinin de cesitli genellestirmeleri iizerinde
calismalar yapilmistir. Ayrica, Helmert matrisinin g-analoglar iizerine dikkate deger
arastirmalar bulunmaktadir, [2,11}/14,(16}23,124,26].

Dogrusal cebirde matrislerin carpanlarina ayrilmasi bir matrisi bazi matrislerin ¢carpimi
olarak temsil etme yontemi olarak tanimlanir. Tekil deger ayrisimi, LU carpanlarina
ayirma, Cholesky carpanlarina ayirma gibi ¢esitli matris carpanlarina ayirma tiirleri
vardir. Bu yontem, 6zellikle orijinal haliyle ¢oziilmesi zor olan bir problemin ¢ozii-
miinde hesaplamalar1 basitlestirmek i¢in kullanilir. Pascal matrisi ve Helmert matrisi
ile bu matrislerin genellestirmelerinin ¢esitli sekillerde ¢arpanlara ayrilmasi iizerinde
de ¢alismalar yapilmistir, [2,3,/5,6,8-10, 13./14,28-30].

Bu tezde, [7]] de verilen yontemle /2 yansima matrisini kullanarak Helmert matrisinin
sekiz varyant1 tanimlanmistir. Ayrica tamimlanan matrislerin cesitli faktdrizasyonlari

izerine sonuglar elde edilmistir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Matris teorisinde temel tanim ve kavramlar icin [20,25] kitaplar1 kullanilmistir. Hel-
mert matrisi ve onun genellestirmeleri ile ilgili cebirsel ozellikler ve ¢esitli uygula-
malar {izerine yapilan literatiir taramasinda [2,|11}14,|16}23,24,26] kaynaklarindan

faydalanilmistir.

1.2. Calismanin Amaci

Bu tez caligmasinda yansima matrisini kullanarak klasik Helmert matrisinin bazi var-
yantlarini tanimlamak ve elde edilen matrislerin ¢esitli faktorizasyonlarini elde etmek

amaglanmugtir.



2 . MATERYAL VE YONTEM

2.1. Matris Islemleri

A bir halka, X = {1,2,...,m}veY = {1,2,...,n} olsun. X x Y kiimesinden A
halkasina giden bir fonksiyona, A halkasi iizerinde m x n boyutlu bir matris denir.
M : X xY — A fonksiyonu verilsin. Her (¢, j) € X x Y i¢in M (i, j) = a;; olsun. A
halkasinin {a11, a1, ..., Gmi, 12, G2, - - -, A2, - - -, Gy } seklinde bir alt kiimesi ve-

rildiginde M fonksiyonu,

a1 Q12 0 Qin
G21 Q22 -+ A2p
m1 Gm2 - Amnp
- - mXn
bi¢iminde veya kisaca M = [a;;], . biciminde yazilir. (a;1, G2, - - . , @;,) sirali n-lisine
M matrisinin ¢-yinci satir1 denir. (aqj, as;, . . ., Gy, ) siralt m- lisine M matrisinin j-

yinci siitunu denir.

M matrisi m X n boyutlu bir matris olsun. M matrisinin satirlarini siitunlara veya
stitunlarini satirlara doniistiirerek elde edilen matrise A/ matrisinin devrigi (transpozu)
denir ve M7 ile gosterilir.

Bir matrisin satir sayisi, siitun sayisina esitse bu matrise kare matris denir. n X n boyutlu
bir kare matrise kisaca n-boyutlu matris denir. n-boyutlu bir matriste (aq1, ass, - . ., ann)
n’ lisine matrisin kdsegeni denir.

Bir kare matrisin ana kdsegen disinda kalan girislerinin hepsi sifir ise bu matrise bir
kosegen matris denir. n-boyutlu bir kdsegen matrisin kosegenindeki elemanlarin tiimii
1 ise, bu matrise n-boyutlu birim matris denir ve [, ile gosterilir.

M, n-boyutlu bir kare matris olsun. MN = [, ve NM = I, olacak sekilde bir N

matrisi varsa, bu N matrisine M/ matrisinin carpmaya gore tersi denir ve M ~! ile gos-

3



terilir. Bir kare matrisin carpmaya gore tersi varsa bu durumda matrise tersinir matris

(regiiler matris) aksi durumda tekil matris (singiiler matris) denir.

Dogrusal cebirde, girigleri reel sayilar olan M kare matrisinin siitunlar1 ve satirlar1 dik
birim vektorlerden olusuyor ise bu matrise bir ortogonal matris denir. Dolayisiyla M
matrisinin ortogonal olmas1 i¢in gerek ve yeter sart MM7T = MTM = I esitliginin

saglanmasidir, [23].

A matrisi m X n ve B matrisi p X g boyutlu iki matris ise

A0

0 B

seklindeki (m + p) x (n + ¢) boyutlu blok matrise A ile B matrislerinin direkt toplam1

denir ve A ® B ile gosterilir.

F bir cisim, n € Z* ve 1 < i,7 < nigin r;; € I’ olmak iizere

M(ij) =

ile taniml1 M matrisine F' cismi iizerinde iist ticgensel matris,

M(ij) =
Op, i<j

ile taniml1 ise, M matrisine F’' cismi iizerinde alt licgensel matris denir, [20].

Bir matrisin alt iicgensel matris L ve iist iiggensel matris U cinsinden carpanlarina
ayrilmasma LU carpanlarina ayirma denir. Bu ¢arpanlara ayirma Gauss eliminasyonu
ile elde edilebilir. Carpim bazen bir permiitasyon matrisi P icerir ve PLU ¢arpimina
doniisiir. Eger L birim ana kosegenli bir alt tiggensel matris ve U bir iist tiggensel matris

ise matrisin LU carpanlarina ayrilmasi tektir.
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2.2. Helmert Matrisi

Tamim 2.2.1. H,, = [h;;| mertebesi n olan bir ortogonal matris ve
]>1> 1191nh1]:0
oluyorsa H,, matrisine standart Helmert matrisi denir.

Bagka bir deyigle, bir standart Helmert matrisinde, ilk satirin altinda ve ana kdsegen
iistiinde yer alan {i¢gen icindeki elemanlarin hepsi sifirdir.
Bir n X n ortogonal matris satirlarinin ve siitunlarinin yer degisimi, transpozisyonu ve

satirlarinin isaret degisimi ile bir standart Helmert matrisine doniistiiriilebiliyorsa, bir
n

genellestirilmis Helmert matrisi olarak adlandirilir. Eer ayrica w; > 0 ve Z wj =1
j=1
olmak iizere

hlj = /W

ise H matrisine kat1 anlamda Helmertian denir. Dolayisiyla, ilk satirin elemanlarindan
biri sifir oldugunda matris kat1 anlamda Helmertian olmayacaktir. Istatistikte, genel-

likle kat1 anlamda Helmertian matrisleri kullanilir. Helmert

SIS

by = iy =n"

olan bir matrisi ele almustir, [17]]. Irwin ise daha genel bir pozitif w; kiimesi ile ¢alis-

mustir, [[19]].

Ornek 2.1. n—boyutlu klasik Helmert matrisi

| 1 L L 1 L ]
v v Vo v v
1 1
7 ~ 0 0 0
1 1 2
1 1 2 0 0
H, = V6 V6 V6
L L L 3 0
V12 V12 V12 V12
1 1 1 1 |
_\/n(nfl) \/n(nfl) \/n(nfl) \/n(nfl) y/n(n—1) |



seklindedir, [17].

Ornek 2.2. (i) Birim matris standart bir Helmert matrisidir ancak kat anlamda Hel-

mertian matrisi degildir.

(i) n = 2 igin,

cosf sinf cosf sind

sinf —cosf —sinf cos@

matrisleri genellikle standart Helmert matrisleri olarak kabul edilir.

(iif) ] o _
064 048 06| |& L L
06 —08 0 |,[L —L 0
048 036 ~08| |5 & —u5

matrisleri kat1 anlamda Helmertian matrisleridir.

(iv) Permutasyon matrisleri genellestirilmis Helmert matrisleridir; ayn1 sekilde, ko-
segen elemanlar1 +1 olan kdsegen matrisler de Helmert matrisleridir. Standart

Helmert matrislerinin transpozlari da genellestirilmis Helmert matrisleridir.

D = [d;;] matrisi kdsegen elemanlart d; = n,1.2,2.3,...,n.(n — 1) olan bir kdgegen

matris olsun. Bu durumda Helmert’in orijinal matrisi

1 1 1 1 1

1 -1 0 0 0
P — 1 1 -2 0 0

1 1 1 -3 0

1 1 1 1 - —(n—1)

biciminde tanimlanabilir. A, matrisi, H, matrisinin satirlar1 karsilikl1 olarak ortogonal

oldugu icin ortogonal bir matristir. Ayrica d;; girisleri H, matrisinin ¢-yinci satirinin
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normu oldugu igin H; matrisinin her satir1 birim norma sahiptir. Ilk satirm her girisi
n~1/2 olan tiim ortogonal matrisler arasinda kolay gosterilenlerden ve hesaplananlar-

dan birisi //; matrisi oldugundan Helmert matrisi istatistikte sikca kullanilir.

2.2.1. Helmert Matrisinin Baz1 Ozellikleri

Iki koordinat ekseni diizlemindeki doniisleri temsil eden matrisler

cosf, 0T sinf,

Ry = 0 lpes 0 | @l (2.1

—sinf, 0T cos6y

olarak yazilir. n = k durumunda 1 silinir. Bu durumda n-boyutlu standart Helmert

matrisinin bir faktorizasyonu (2.1)) ile verilen matrisler yardimiyla elde edilir.

Teorem 2.1. Her standart n-boyutlu Helmert matrisi (n — 1) parametreye baglhidir ve

bu parametreler belirli doniis acilar1 olarak alinabilir.

Teorem [2.1|kullanilirsa standart n-boyutlu Helmert matrisi
H, = R'R" ... RY

seklinde yazilir.
Herhangi bir n-boyutlu ortogonal matrisin n(n — 1)/2 parametrelerinin gosterilebile-

cegi bir temsil bulmak da olduk¢a onemlidir.

Lemma 1 ( [23]]). Herhangi bir n-boyutlu ortogonal matris A,, = [a;;], birim ve boyutu
(n — 1) olan bir ortogonal matrisin direkt toplamu ile ilk satir elemanlari a,; olan bir

Helmert matrisinin ¢arpimi olarak temsil edilebilir.

Dolayisiyla herhangi bir n-boyutlu ortogonal matris A,

1 0
An = (]- D An—l)Hn = Hn

07 A,

bi¢iminde yazilir. Lemma(T|kullanilirsa herhangi bir n-boyutlu ortogonal matrisin stan-

dart Helmert matrisleri kullanilarak elde edilen bir faktorizasyonuna ulagilir.

7



Teorem 2.2 ([23]]). Hy, Hs, ..., H, sirasiyla 2, 3, ..., n boyutlu standart Helmert mat-

risleri olsun. Bu durumda herhangi bir n-boyutlu ortogonal A,, matrisi

An = (1,1,2 EB HQ)(]_nfg EB Hg) e (1 @ anl)Hn

seklinde faktorize edilebilir.

Teorem [2.2] de verilen Hj, matrislerine Teorem [2.1] uygulanirsa buradaki temel donel

n(n—1)
2

Teorem elde edilir.

matrislerin sayisi olup her biri tek bir parametre ile temsil edilebilir. Boylelikle

Teorem 2.3. Boyutu n olan herhangi bir ortogonal matris her biri bir ¢ift koordinat

(n=1)

ekseni diizleminde bir donme olan = — tane matrisin ¢carpimi olarak yazilabilir.

2.2.2. Helmert Matrisinin Baz1 ¢-genellestirmeleri

Son zamanlarda Helmert matrisinin genellestirmeleri iizerinde calisilmis ve Helmert
matrisinin iki farkli g-analogu olan H, ve H, [’1 matrisleri tamimlanmistir, [2}/14]. Bu
boliimde ele alinan matrisler n-boyutlu kare matrislerdir.

R birimli ve birlesmeli bir halka ve ¢ bu halkanin bir elemani olsun. n € N igin

quantum tamsay1 n, veya basitce g-tamsay1 n,

n—1
[n]g = Z q
i=0
olarak tanimlanir. (—n) i¢in ise g-tamsay1 [—n], = — Y ¢~ seklindedir. Dolayisiyla
i=1
n € Z~ igin [n], = —q¢"[—n], yazilabilir. Ozel olarak, eger 1 — ¢ tersinir ise,
1—q"
[n]q - 1— q

elde edilir. Her m, n € Z igin

m +n|, = [m], +¢"[nl, ve [mn], = [m],n]m

olarak yazilabilir. R = Z ve ¢ = 1 i¢in [n], say1s1 klasik n tamsayis1 olur.

k€ Zve0O # q € Rve [k], > 0 olsun. Girisleri z ve y degiskenleri ile [k], > 0

8



elemanlarindan olusan H, matrisi

[ 1 y y2 y5 yn—l ]
vV [n]q vV [nlq vV [nlq V [nlq [n]q
z - 0 0 0
[2]4 (2]q
z2 3321/ _ [Q}qx2y2 O O
Hq — \Y4 [G]q AV, G]q vV [G]q
ZE3 x3y $3y2 [3}q$3y5 O
[12]q [12]q [12]q [nlq
:Cnfl :L‘n_ly xn—lyZ xn—lyB . [n_l}ql.nflynfl
LV[n(n=D]g  y/In(n=D]g  /[n(n=1)]q  /[n(n—1)]4 V=1l |
2.2)
seklinde tanimlidir, [2]. Dolayisiyla /, matrisinin ilk satir1
1 y v o y" !
vV [n]q ’ vV [n]q ’ vV [nlq ’ ’ [nlq
ve 2 < ¢ < n i¢in ¢-yinci satiri
e ey ety
Vil = 1) V0= 1)) VIE=1),  ——
i — f:erim

seklindedir.

\/ |n i—1 . .
Teorem 2.4 ([2]). J = [x;;] matrisinin girigleri z1; = 0, x4 = % ve j > 1ligin
i(i—1)]q

z;; = 0 olsun. U = [u;;] matrisinin girigleri ise

(
_ _ (O4f-1ga’ty
W — ) > 17
! Vit
up; = 44—, 1<j<n,
vV [nlq

W — 2y ~i>9
L [i(i—1)], J

seklinde tanimlansin. L = [,, + J olmak iizere H, = LU elde edilir.

Bir matrisin LU ayrigimi, onun yapisal dzellikleri hakkinda birgok bilgi saglar. Orne-
gin, H, = LU oldugundan det(H,) = det(U) olur. Dolayisiyla Teorem 2.4 kullani-

lirsa asagidaki sonug elde edilir.



Sonuc 1.

(4 ey
det(H,) = ], g ( [i(i — 1)], )

Esitlik (2.2) ile verilen matrisin kosegen girislerine bakildiginda klasik Helmert mat-
risinin kosegeninde goriilen sayilarin g-say1 formlarinin alindigr goriilmektedir. Hel-
mert matrisinin bir diger g-analogu Esitlik (2.2) de verilen matristen yola ¢ikilarak
tanimlanmagtir, [[14]]. /, matrisinin kdsegen girislerinde pay kisminda goriilen sayilari

g-tamsay1 olarak degil de klasik n-tamsayisi alarak

i 1 y y2 y3 ynfl ]
[n]q [nlq vV [nlq vV [nlq [nlq
= —— 0 0
[2lq [2]4
22 22y  2a%y? 0 0

H - [6]q V16lg [6]q
4 :ES 1'32,/ x3y2 . 3I3y3 0
[12]¢ [12]4 [12]4 [nlq
xnfl (Enily $n71y2 JZ"71y3 L - (n_l)xnflynfl
LV In(n-1)]g  /In(n=D]g  y/In(n=D]g  /[In(n-1)], V=Dl |

matrisi tammlanir, [14]. H; matrisi Helmert matrisinin modifiye g-analogu olarak ad-

landirilir.

Teorem 2.5 ( [14]). H ; matrisinin LU ayrisimi

1 000 - 0] | y v Lo 2

V [nlq vV [nlq [nlq [nlq [n]q

[n]qx 2 2 3 n—1
100 --- 0 0 __Zyr Yz _yz .. "

vV [2lq (2lq [2]q [2]q [2]4
[n]qz? 010 0 0 0  3y%a? Y32 _ynTlg?

%
=]
=
=

|
=

=
Q
8
]
e}
—_
]
o
N
<
w
8
w
2
3
|
—
8
w

0 0

.=

)

Q
=
N
Q
=
N
Q

olarak elde edilir.
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Teorem [2.5kullanilarak H, c/z matrisinin determinant1 da hesaplanabilir.
Sonug 2.

7,111

- - ()

1=2

det H’ =

H,ve H (’1 matrislerinde ¢ = 1 ve x = y = 1 alinirsa H; klasik Helmert matrisinin elde

edilecegi kolaylikla goriilebilir.
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3 . ISTATISTIKSEL BIR MATRISIN BAZI VARYANTLARININ
FAKTORIZASYONLARI

Bu bolumde, sekiz kare matris tanimlanacaktir. Bu matrislerden birisi klasik Helmert
matrisi olup diger matrisler Helmert matrisi ile dogrudan iligkilidir, [21]]. B6lim bo-

yunca ele alinan matrisler n-boyutlu kare matrislerdir.

3.1. Helmert Matrisinin Baz1 Varyantlar:

n-boyutlu klasik Helmert matrisi

P L 1 1 1 1 ]
v v v v v
1 1
7 -7 0 0 0
1 1 2
1 1 2 0 0
H, = V6 V6 V6
L L I 0
V12 V12 V12 V12
1 1 1 1 . n—1
_\/n(n—l) \/n(n—l) \/n(n—l) \/n(n—l) n(n—1) |

seklinde tanimlidir. H; matrisinin ilk satir

olup 2 < 7 < n i¢in ¢-yinci satir

1 1 i—1
- = = 0, -, 0
Vili—1) Vili—1) Vili=1) T ——~—

i — 1 kere

12



bicimindedir. R matrisi Tanim de verilen yansima matrisi ve

filHy) = H;
fo(Hy) = RH, = H,
f3(Hy) = HiR= Hj
f«(H)) = RH,R=H,
fs(Hy) = H{ =H;
fe(H1) = RH{ = Hs
fr(H\) = H]R=H;
fs(H1) = RH{R= Hg.
olmak tizere F = {f; | ¢ = 1,...,8} olsun. Bu durumda F kiimesi fonksiyonlarda
bileske islemi altinda bir gruptur. Ayrica: = 1,2, ..., 8i¢in H; matrislerinin ortogonal
oldugu goriiliir.
Matrislerin tanimindan
[ 1 1 1 1 . __n-1 |
\/n(n—l) \/n(n—l) \/n(n—l) \/n(n—l) n(n—1)
1 1 . . —__n2 0
V(-1)(n-2) {/(n-1)(n-2) (n—1)(n—2)
) ) ) 0 0
Hy, =
1 1 _2 0
V6 V6 V6
1 1
7 v 0 0
L 1 1 1 1
L vn vn vn vn vnooo
(3.1)
matrisinin n— inci satiri
\/ﬁ 9 \/ﬁ I \/ﬁ Y I \/ﬁ
olup 1 < i < n — 1igin Hy’nin ¢-yinci satiri
1 1 n—i
sy T ) - ) 0 s Ty 0
V(i —i+1)(n—1i)] Vn—i+1)(n—1) (n—i+1)(n—1) —_—

i — 1 kere

n — 1 kere

13



seklindedir.

[ 1 1 1 1 1
Vvn vn Vvn vn Vn
1 1
0 0 0 - 7
2 1 1
o 0 0 7 G G
0 o n—2 1 1 1 1
Vn-1)(n-2)  /(n-1)(n-2) /(n—1)(n—2) /(n-1)(n—2) +/(n—1)(n—2)
a1 1 1 1 1
| \/n(n—l) \/n(n—l) n(n—1) \/n(n—1) n(n—1)
matrisinin ilk satir1
1 Fil_ 1 1
\/ﬁ 9 \/ﬁ 9 \/ﬁ 9 9 \/ﬁ
seklinde ve 2 < ¢ < n i¢in ¢-yinci satiri
1—1 1 1
0, -~ ,0, — ’ TN, .
e Vii—1)  i(i—1) i(i — 1)
n — 1 Kere (. J/
i —‘1’kere
formundadir.
[ n—1 1 1 1 1 |
n(n—1) n(n—1) \/n(n—l) \/n(n—l) n(n—1)
0 n—2 1 1
V-1 (n=2)  /(n-1)(n-2) (n=1)(n-2)
0
H, =
_2 1 1
V6 V6 V6
1 1
0 0 -5 &
1 1 1 1 1
Vvn Vvn NGO NG NGO J
matrisinin n-inci satiri
1 1 1 1
\/ﬁ 9 \/ﬁ 9 \/ﬁ 9 9 \/ﬁ




seklinde 1 < ¢ < n — 1 i¢in ¢-yinci satir1

n—1 1 1
0 L 0 T ) y ottt
—~— Vet De-) T Vi D9 =it D=0
n — i kere
bi¢imindedir.
-L 1 1 1 1 i
vRoVZ Ve VoD /a1
1 1 1 1 1
vRoove e oD e
L 0 -2z 1 1
Hs= V" Ve Vo Dm2  yamD
L 0 0 — n—2 1
& Jo-Dm-2)  fanD)
L o . . e _ n—1
'\/ﬁ ! 0 n(n—1) |

matrisinin ilk stitunu

T
\/ﬁ ) \/ﬁ 9 \/ﬁ 9 9 \/ﬁ
seklinde ve 2 < j < n i¢in j-yinci siitunu
1 1 j—1 . . ’
YiG-D T ViG-D T ViG-S
J —Tkere
formundadir.
1 n—1
—= 0 0 0 -
vz VD)
1 0 _ n—2 1
vn V(n-1)(n-2)  {/n(n-1)
1 0 n—3 1 1
Hg = Vvn V(n=2)(n—-3)  /(n—1)(n—2) V/n(n—1)
1 1 1 1 1
vn V2 V6 V/(n=1)(n—2) \/n(n—1)
111 1 1
| v V2 V6 V/ (n—1)(n-2) Vn(n—1) |
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matrisinin ilk siitunu

T
1 1 1 1
\/ﬁ ) \/ﬁ I \/ﬁ 9 I \/ﬁ
olup 2 < 5 < nigin j-yinci siitunu
T
—1 1
0 ) 0 y j - ) — ) ) —
— i —=1) i —1) i =1
n — j kere ~ ~
7 — 1 kere
olur.
[ 1 1 1 1 L-
\/n(n—1) V(n-1)(n-2)  4/(n—2)(n—3) V2 o Vn
1 1 1 11
\/n(n—l) \/(n—l)(n—Q) \/(n—Q)(n—i’)) V2 Vn
1 1 : _2 g L
H7 _ \/n(n—l) \/(n—l)(n—Z) V6 Vn
1 n—2 1
0 0 —=
n(n—1) (n—1)(n—2) vn
__n-l B
RIRVZICEY 0 0 ]
matrisinin n-inci siitunu
T
1 1 1 1
vno om0 Vno 0  Un
formunda olup 1 < j < n — 1 i¢in j-yinci siitunu
! ! _ n_J 0. ...
Vit =) = Vi b i) Vet Dn-g) e

n — j kere




seklindedir.

__n-1 - 1
n(n—1) 0 0 0 vn
1 _ n—2 0 1
\/n(n—l) \/(n—l)(n—Q) vn
1 1 . n—2 1
Hy = V/n(n—1) V/(n—1)(n—2) (n—2)(n—3) Vvn
1 1 1 11
V/n(n—1) V/(n=1)(n—2) V/(n=2)(n—3) V2 n
L 1 1 R B
L /n(n—1) V/(n—1)(n—2) V/(n=2)(n—3) V2 V]
matrisinin n-inci siitunu
T
1 1 1 1
vy 0 0 »oVn
olup1 <5 <n — 1 i¢in j-yinci siitunu
T
0 . B n—j 1 1
W V=i + D —3) Vin—=j+1)(n—j) Vin—j+1)(n—j)
4 n — j kere
seklindedir.

3.2. Helmert Matrisinin Varyantlarinin Carpanlarina Ayrilmasi

H; matrisinin bir faktorizasyonu Esitlik (2.2)) ile verilmistir. Benzer bir diisiince ile
Helmert matrisinin tanimlanan varyantlarinin da bir faktorizasyonu elde edilebilir. Tablo
de 2 <i<digin H; = D;'S; ve 5 < i < 8igin H; = S;D; ! kogulunu saglayan

D; ve S; matrisleri verilmistir.
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D? S;
11 1 —(n—-1)
1 1 1 —(n—2) 0
1 1 —(n—13) 0 0
d3gi=nn-1),(n—1)(n-2),---,23,12,n
1 -1 0 0
1 1 1 1
1 1 1 1 1
0 0 0 0 -1 1
0 0 0 -2 1 1
d3=n,12,23,--+,(n—1)(n—2),n(n—1)
0 —-n-2 1 1 1 1
—(n—1) 1 1 1 1
—(n—1) 1 1 1 -1
0 —(n—2) 1 1 1 1
0 0 —(n —3) 1 e 1
dig=nn-1),(n-1)(n-2),---,23,12,n
0 0 0 -1 1
1 1 1 1 -1
1 1 1 1 1
1 -1 1 1 1 1
1 0 -2 1 1
d2 i =n,12,23,-,(n—1)(n—2),n(n—1)
1 0 —(n-2) 1
1 0 0 0 —(n—1)

18




1 0 0 0 —(n—1)
1 0 0 —(n—2) 1
1 0 —(n—23) 1 1
6 | 2, =n1223,-,(n—1)(n—2),n(n~—1)
1 -1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 11
1 1 1 -1 1
1 1 -2 0 1
7| d3;=nn-1),n—-1)(n-2),-,2312n
1 —(n—=2) 0 0 1
—(n—1) 0 0 0 1
—(n—1) 0 0 0 1
1 —(n—2) 0 0 1
1 1 —(n—=3) 0 1
8| ddu=nn—1),(n—1)(n-2), ,23,1.2,n
1 1 1 -1 1
1 1 1 1 1

Tablo 3.1: D? ve S; matrislerinin agik formlari.

Bu boliimde, : = 1,2,...8 icin tanimlanan /H; matrislerinin PLU faktorizasyonlar1
verilecektir. H, matrisinin LU faktorizasyonu Teorem [2.5|kullanilarak ¢ = 1 i¢in elde
edilir. = 2, 3, ... 8 durumunda H; matrislerinin P LU faktorizasyonlari da [14] te ve-

rilen yontemle elde edilebilir. Matrislerin faktorizasyonlart P, L;U; ile gosterilecektir.
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10 0 0 0
00 0 10
Lo oo 10
010 ¢ 00
000 01

olmak tizere Hs, Hs, Hg, H7; matrislerinin carpanlara ayrisimi PL;U; formundadir.
i = 2,3,...,8i¢cin H; matrislerinin PL;U; faktorizasyonlar1 Tablo ve Tablo

te verilmektedir.

1 Lz
= T 0 0 0 0
n(n—1) 0 0
v Bl 10 e
n(n—1)
_— 01 0 - 0
2 ;
g 1
n(n—1) ‘.
(n—1)(n—2) 0 "4
(n—1) 0 - - 0 1]
T 0 00 - 0
0 1 0 0
0 0 r - 0
3 . .
0 0 20 1 0
By S VA Gt ) B VA Gt DR
v/ (n—1)(n—2) V2
0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
4 . .
0 0 0o 1 0
___vn _ vn _vn g
Va1 /(n-D(n—2) 2
=T 00 0 - 07
110 - 0
111 0
1 1
5 1111 00
1 1
L1535 75 1]
T 0 0 0 0
11 0 « 0
6 10 1 : :0
i0 010
11 -1 .. —11
T 00 0 -0
1 1 0 w0
7 1 0 1 0
1 0
—(n—1) -1 — 11




r 1 0 0 0 - 017
__1 1 0 0
n—1
1 1
Tn—1  n—2 1 0
8 1 1 1
“n=1 “n-2 “n-3 ! 0
1 1 o
L %1 “no -1

Ui
T T T -1
Vn(n—1) n(n—1) \/n(nfl) \/n(nfl)
2 1 1 n—1
0 Vi s vz 3
0 0 -3 _1 n—1
5 T Ve V6
0
0 0 o _ n—1 n—1
V(n=1)(n—2) /(n—1)(n—2)
0 0 0 NG
r_L L L T
Vn NG vn
0 — n—2 1 1
Vn-D(n-2) Vn-Dn-2) Jn—1)(n—2)
0 0 _ n—3 1 1
\/(n72)(n73) \/(n72)(n73) (n—2)(n—3)
2 1
0 vz 2
L O 0 0 n(n—1)
_ n—1 1 1
\/n(n—l) \/n(n—l) \/n(n—1)
0 _ n—2 1 1
\/(nfl)(n72) \/(nfl)(n72) vV (n—1)(n—2)
0 0 _ n—3 1 1
V(n—2)(n—=3) /(n—2)(n—3) v/(n—2)(n—3)
. 2 1
‘ © i =
0 0 NG
r_L L L L 7
Vnoo\/2 V6 Vn(n—1)
2
0 -% o0 - 0
3
0 0 —7 0 0
_ n—1 0
V(n—1)(n-2)
0 0 ____n
| vn(n—1)
) 0 [T
NG n(n—1)
0 11 1 n
V2 V6 \/(n—l)(n—2) \/n(n—l)
0 0 -2 . 1 L]
NG V(n=1)(n—2)  /n(n-1)
0 — n—2 n
\/(7L71)(7L72) \/n(nfl)
0 e 0 /n(n—1)
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L I T T
V-1 /(n—1)(n—2) 7z n
0 _ n—1 _ 1 1 0
V(n=1)(n-2) /(n—2)(n—3) V2
7 0
3 1
0 - v 0
2
0 0 n
__n-1 NG
V(-1 0 0 o
0 . n=2 0 Vn
(n—1)(n—2) n—1
0 0 ___n3 %
8 (n—2)(n—3) n
_1 Vn
0 73 2
0 0

i=2,3,...,8i¢in L; ve U; matrislerinin tersleri Tablo [3.4] te goriilmektedir.

Tablo 3.3: U, matrislerinin acik formlari.

. —1 —1
o L; U;
r e 1 1 17
_ 1 00 o0 - Vnln=l) 75 75 Jn—Dn=2) vn
_ V/n(n-1) 1 0
V2 0 S E O 1 L
V2 V6 V(in—1)(n—-2) Vn
AR 0
Ve 0 0o -Z L
2 V6 vn
1
__Vnm=h .0
Vin-D(n-2) 0 n_2 1
L —/(n—1) o - 1 V(n—1)(n—-2) \/f
0 0 1
- 7 -
n—1 n—1 n—1 n—1
vn n—1)(n—2) (n—2)(n—3) vz Vn
n—1 _ 1 _ 1 1
(1) (1) 8 0 8 (n—1)(n—2) (n—1)(n—2) V2 /n(n—1)
3 0 0 1 0 0 0
. . *. . . 3 _ 1 1
o o o i S V6 V2 /n(n—-1)
o Vn(n—1) Vn(n—1) 1
(n—1)(n—2) V2 0 0o —-2 1
V2 /n(n—1)
0 0 S S
n(n—1)
r n 1 _ 1 1 1 7
n(n—1 n—1)(n—2 n—2)(n—3 V2 Vn
1 0 0 o 0 (() ) B ( n_xl ) _ ( 1)( ' _ 1 1 1
0 1 o - 0 h—D(n-2) oD (n-2) n—2)(n-3) 2 vn
0 0 — n_2 - 1 TR
4 0 0 1 0 (n=2)(n—3) (n—2)(n—3) vn
0 0 o ib
VD v VA T s 1
n(n—1) (n—1)(n—2) V2 0 -5 Un
L 0 0 L |
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_ — —~ -
w Mo Vn
1 0 0 0 0 \OF 2 3 o
-1 1 0 0 -4 .
. 0o o -2 o - 0
1 1 . NG
5 -2 -3 11 Do
-3 —3 =~z L 0 0
: : : ot : : : B o
1 1 1 .. __1 4 : . : 0 Vin—1)(n—2) 0
n-bom=lmed n-t 0 . 0 __n=1
L n(n—1) |
— T -
N 0 X
1 _2 1. _ 1 1
T T e vz %
_3 _1 1
00 =% T VG
6 -1 0 1 0
“100 - 0 10 . : . o — n—1 1
—(n—-1)1 1 - 11 : ‘ : (n—1)(n—2) (n—1)(n—2)
0 0 n(n—1)
r n(n—1) n(n—1) n(n—1)
VD) e R
0 n—2 1 1 0
10 0 O 0 (n—1)(n—2) (n—1)(n—2) (n—1)(n—2)
—11 0 0
0
7 —10 1 0
.o .. _2 1 0
: Lo V6 V6
—-10 - 0 10 .
11 1 11 : i
: 0 -5 0
0 0 1
L o i
r——n 0 0 0 1 9
Vn(n—1) Vn(n—1)
1 0 0 0 -0 :
1 0 . n-1 0 M P S
— 0 - -0 (n—1)(n—2) (n=1)(n-2)
1 1 50 - n—2 : 1
8 =2 m—z L -+ -0 ® 0 oy ° (n—2)(n—3)
: : . . .
1 1
1 I 10 .
1 11 : 0 —-2 1
: V2 V2
0 0 _1
L n =

Tablo 3.4: L; ' ve U; ! matrislerinin agik formlari.

3.3. ispatlar

Bu bdliimde Helmert matrisi ve tanimlanan varyantlarinin faktorizasyonlari icin ¢;;

Kronecker delta ve m = 1, 2, 3, 4 olmak iizere

E Lm,ikL;:kj = 0

1<k<n

—1
E Um,ik mkj 51’]’

oldugu gosterilecektir. m = 5,6, 7,8 icin de sonuglar benzer sekilde elde edilebilir.

. . _ o . 71 . . . .« .
Burada oncelikle m = 1,2,...4i¢in Ly, ;;, Lm,ij ve Up,ij, Um’ij matrislerinin giris-

leri belirlenecektir. L,, ve L, ! matrisleri kosegen girislerinin hepsi 1 olan alt iiggensel
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matrisler oldugundan L,, L ! matrisi de kdsegen girigleri 1 olan alt iiggensel bir mat-

ristir. Dolayisiyla Z LkaL;;kj = 0;; oldugunu gosterirken 7 # j icin bakmak

1<k<n
yeterlidir.

3.3.1. H,; Matrisi

H, matrisi i¢in,

( (
1, i = 1,

_ ) Jiaiowe -1 _ Dy
Ll,zy - W’ 1> ] = 1, Llﬂ,’j - _W
0, 1<i<j 0,

\ \

seklindedir. Diger taraftan

\/757 =1 \/57
— 1#i= _ Vi
Ul,ij = %(1 D ) Uleg = G Zl)
(12— . . JU—
g > i#l iG-1)
0, i>7 L0,

olup istenen sonug elde edilir. Simdi

g Ul,ikUl_Jij = 0

1<k<n

24

l<i<y

1>



oldugu ispatlanacaktir. U, U; ! matrisinin kosegen girisleri = 1 icin,

_ 1
Ul = %\/ﬁ =1

ve ¢ > 1 igin,

olarak bulunur. U, U; " matrisinin diger girisleri s = 1 icin,

E -1 _ -1 -1 E -1
UleUij - U1,11U1,1j + Ul,lle,jj + Ul,ikUl,kj

1<k<j 2<k<j—1
_ L(\/j(j—1)> L(_\/j(j—l))Jr
VIONWIVESY Vvn j
Z L( J(j—1)>
n\ j(j—1)
2<k<j—1

ve 1 > 1 i¢in,

-1 -1 -1 -1
E Ul,ikUlykj - Ul,iiULZ‘j + Ul,z’jUij + E Ul,ikUij

i<k<j i+1<k<j—1
1 1 1 — 1
- CEa) ) ) )
O e NG
i(i—1) /(G —1)

j—i-1 j—i—1 B
<\/i(i—1)j(j—1))+<_ \/i(z'—l)j(j—l)) =0

oldugu goriiliir.
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3.3.2. H, Matrisi

H, matrisi i¢in,

LQ,z’j — i(i—1)

seklindedir. Diger taraftan

Usij =

\%&

7ZJ

\

: 1=

L nAi>j=1 -

0, I<e<y 0, 1<i<y

- l<i=j<n
i(i—1) J
N i=j=mn
1 . .
) 1=1<j5<n
n(n—1) =J
n—1 N
— , 1=14,7=n
n(n—1) J
1 . .
— , n>J>iF2
i(i—1) J a
n—1 ; :
) l<i<n=
i(i—1) J
0, 1>

l=i<j<nven>j >i#2
1<i<n=jy

1>

olarak bulunur. L, ve L, matrisleri icin,



oldugu gosterilecektir. n # i > j = 1 i¢in,

ven =1 >j=1igin,

E Lyirlypy =vVn—1—+vn—-1=0

1<k<i
olup istenen sonug elde edilir. Simdi

g UZ,ikUQ_,]ij = 0jj

1<k<n
oldugu ispatlanacaktir. U,U, ! matrisinin kosegen girisleri i = 1 icin,

1
Us1Us Ty = —n(n -y nn—1)=1

ve ¢ > 1 i¢in,

(- =) (- Ji=n) -

(i—-D/\ ii-1

olarak bulunur. UsU, " matrisinin diger girigleri i = 1, j < n igin,

—1 _ —1 —1
E UonUsyy = UopiUsj; + E Uz, 1kUs i

1<k<j 1<k<j—1
B 1 j—1 Z 1 1
= - B —— _
Vnln—1)/j(G-1) 1§kgj_lx/ﬂ(n—l) Vil —1)
1 ji—1 N 1 1
V0 vio=n T e VG oD
= 0
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vei =1, 7 = nigin,

—1 -1 -1
g UsikUsp, = Uz1nUspy + Z U2 1kUs i,

1<k<n 1<k<n—1
B n—1 L
N n—l \/_
1<k<y 1
_ n—1 1) 1 L
m\/_ n(n —1)vVn
oldugu goriiliir.
1> 1vej < nigin,
St = (~grim) (=)
ol Vili=1) J\ Vil — 1)
1<k<j
B 1 -1
( i(z‘—l))( j(j—l))+
Y (7= m)
Bt i(i—1) jG—=1)
j—i—1 o 1
= — —7—1
( \/ij(i—l)(j—1)>+(j )<\/ij(i—1)(j—1)>
= 0

vei > 1vej =niginise

. i
ZUZ”"“UZ’;‘ N <_ i(z’—l)>

i<k<n

elde edilir.



3.3.3. H; Matrisi

H3 matrisi i¢in,

p

1, 1=
n(n—1) . .
—— i=n,n > 1
Lyy— {4 Vo= 1
—vn—1, t=n,j=1
0, l<i<y ve jg<i<n
\
ve
.
1, 1=
_vrlnd) s p1<j<n
L7l = ¢ V(i) (n—j+1)
3,17
n—1, 1=mn,5=1
0, l<i<y ve j<i<n

seklindedir. Diger taraftan

1 .o
, 1<i,5=n
n(n—1) J
ﬁ, 1=4,1<j<n n, i=j5=1
vn(n—1), it=j=n - %1, t=1j=mn
. —1 -
Usij=q ———n=i J<j=j<n » Usy=-—yo—itl l<i=j<n
v/ (n—i)(n—i+1) n—1i
1 . . 1 . .
S — n >i>1 - i#£12<j<n
V=it D) 7 Voo 7 J
0, i>j ——nl i=1,2<j<n
J V=i (n—3+1) J
0, P>

olarak bulunur. L3 ve L3 ' matrisleri igin

oldugu gosterilecektir.
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(i) ¢t =mn, 57 > 1igin,

E L3,nkL3_’]:i;j = 07

J<k<n
(i) i =n, j = 1icin,
E LyarLsty = LsmiLsiy + LanaLyhy + -+ LyanLi

n(n —1)

V(n—1)(n—2)

= —y/(n—-1)—

(i) n > i > 7 icin,

O+...404+vn—-1

g L3,ikL3:]1€j ~ L3,z’jL3;]1'j + L3,iiL3:%j + E L3,ikL?:,1€j =01+10+0=0

J<k<i JH1<k<i—1

oldugu goriiliir. Simdi
g U3,ikU3:]ij = 0
1<k<n

oldugu ispatlanacaktir.

(1) +=1,7 = 1icin,

_ 1
L%JlUi31=::7ﬁxﬁi==1

(i) j>i> 1, #nicin,
g U3,ikU3:]ij = U3,iiU3:i1]'+U3,ijU3:]'1j+ E U3,ikU3:]ij

1<k<j i+1<k<j—1

_ _¢<n—z’><n—z’+1><_¢<n—j><n—j+1>>+

(n—i+1) (n—j)n—7+1)
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(iii) i #j, j>i>1, j =nicin,

n(n—1
g U3,ikU3:lin - 75 ) X

1<k<n
( Vin—1i)n—i+1) \/(n—i)(n—iJrl)(n_i))
0

(n—i+1) (n—i)(n—i+1)

(iv) 1 =7 > ligin

e _\/(n—i)(n—i—i-l) _\/(n—i)(n—i—l—l) _
U3,“U3,ii—< n—i+1) )( (n—1) )—1

v) 1=1,1< 7 < nigin,

o VA (V== ])
ZU&MU&M T n ( 1)< (n—j)n—j+1) >+

1<k<n
Vil = Hn—j+ 1)
n( <n—j><n—y+1>>+ i
Vil Jin=j)h-j+1)
n (n—5)(n—j+1)
= 0



(vi) e =1, 5 = nigcin,

n n(n—1 n n(n—1
d i, = Vol vz vy =1
T n n n \ nn-—1)
1<k<n
Vi [ y/n(n—1) Vo[ y/n(n—1)
— +.o+—
n \ n(n-—1) n \ n(n-—1)
=0
oldugu goriiliir.
3.3.4. H, Matrisi
H 4 matrisi i¢in
.
1, 1=
e Gomay Lt
\0, 1<j ve j<i<n
ve
(
1, 1=7
L= ___ v ;
4,0 < D 1=n,1<j53<n
\O, 1<) ve j<i<n
seklindedir. Diger taraftan
(
1 s .
e 1l=1<y N ien
. Vin? N
——— 1< <N
S S— i< j (n—7)(n—j+1)
v/ (n—i)(n—i+1) 0’ i >]
0, P> )
\
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olarak bulunur. L, ve L, ' matrisleri i¢in
g L4,ikL;ij = 0
1<k<n
oldugu gosterilecektir.
(1) 7 > iicin

-1 —1 -1 -1
§ L4,ikL47kj = L47iiL47ij + L4,ijL4’jj + 5 L4,ikL47kj

1<k<j i+1<k<j—1
= 1.0+0.14+0=0,

(i) j < i <mnigin

g L4,jkL;;£i = 0,

j<k<i

(iii) # =n, ¢ > j igin

oldugu goriiliir.

Simdi
g UrieUpp; = 03

oldugu ispatlanacaktir.

(1) ¢ > jicin

-1 —1 —1 -1
§ UritUggy = UsidUyjj + UsijUyj; + E UpirUy
J<k<i jH1<k<i—1

(_\Kn—DM—i+D>O+

n—i+1
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(1) 7 =7 < nigin

Uit = (_ \/(n—z’)(n—i—l—l)) (_ V=i —i+ 1)) .

n—1t+1

(iii) i = j = nicin
Upn UL = \/ﬁ_ﬁ 1,
’ n

(iv) ¢ < j ig¢in,

E U47ikU4jlij - O

1<k<n

oldugu goriiliir.
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4 . TARTISMA VE SONUC

Bu tezde R yansima matrisi kullanilarak klasik Helmert matrisinin sekiz ortogonal var-
yanti olusturulmustur. Tanimlanan matrislerin cesitli faktdrizasyonlar: elde edilmistir.
Bu faktorizasyonlardan birisi LU faktorizasyonlaridir. Matrislerin LU faktorizasyon-
lar1 L. ve U matrislerinin girisleri acik bir sekilde yazilarak elde edilmistir. Matrislerin
bir diger faktorizasyonu i¢in bazi kosegen matrisler tantmlanmis ve matrislerle iligki-

lendirilerek sunulmustur.
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