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1.GİRİŞ 

 

Sürekli gruplar teorisi veya şimdiki adıyla Lie grupları, diferensiyel denklem 

sistemlerinin integrasyonuyla ilgili olarak Sophus Lie (1842-1899) tarafından 

geliştirildi. Bu gruplar ilk defa dönüşümlerin grupları olarak ortaya çıktı.   Şu anda ise 

soyut gruplar olarak gözönüne alınmaktadır. 

 

Cebirsel topolojinin amacı, çözümü güç olan topolojik problemleri daha kolay 

çözülebileceği ümit edilen cebirsel problemlere dönüştürmektir.  Bununla beraber 

cebirsel topoloji, analitik fonksiyonlar teorisi, geometri ve diferensiyel geometri gibi 

matematiğin ana dallarında çok önemli roller üstlenmektedir, ayrıca pek çok temel bilim 

ve mühendislik alanında da önemli uygulamalara sahiptir. Özellikle son 20 yıldaki 

gelişmeler sonucunda, cebirsel topolojinin bir multidisipliner bilim dalı olduğu açık 

olarak görülmüştür. Homotopi teorisi ise cebirsel topolojiyi oluşturan temel iki alandan 

biri olup (diğeri homoloji teorisi),  cebirsel topolojinin  multidisipliner  olmasında belki 

de en önemli rolü üstlenmiştir. 

 

Demet teorisi, öncelikle teorik olarak cebirsel topoloji içerisinde geliştirilmiştir. 

Cebirsel Geometri'de ve manifoldlar üzerindeki fonksiyonlar teorisinde çok kullanışlı 

bir araç olup disiplinler arası bir alandır.  Literatürde, homotopi ve demet teorisi birlikte 

ele alınarak pek çok yeni kavram ortaya çıkartılmış ve birçok önemli probleme 

çözümler bulunmuştur. Homotopi teorisi ve çok kompleks değişkenli fonksiyonlar 

teorisi demet teorisi bakış açısından ele alınarak, kavramlar ve teoremler ile problemler 

bu anlayışa göre yeniden ifade edilmiş, adeta teori yeniden yazılmıştır. 

 

Lie grupları ise 100 yıl kadar bir geçmişe sahiptir. Önceleri geometri içerisinde 

(diferensiyel geometri) yer almakla birlikte, analiz, topoloji ve cebir gibi matematiğin 

diğer dalları içerisinde kolaylıkla uygulama sahaları bulabilmiştir ve çok verimli bir 

çalışma alanı olarak görülmektedir. 
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Son 20 yıl içerisinde, Lie gruplarının homotopi teorisi içerisinde dikkate değer bir 

şekilde yer aldığı görülmekte, hatta homotopi teorisi yaklaşımı ile Lie grupları teorisinin 

oluşturulduğu gözlenmektedir. Konunun gelişimi henüz yeni olmakla birlikte disiplinler 

arası bir kavram olan demetin de bu yaklaşımda etkin bir rol alacağı tahmin 

edilmektedir. Literatürde bunu destekleyen çalışmalara rastlanmıştır. 

 

Kompakt irtibatlı Lie grupları, Lie grupları teorisinde yapılan araştırmaların büyük 

çoğunluğunu oluşturmaktadır. Sözkonusu araştırmalarda kompakt irtibatlı Lie 

gruplarının homotopik yapısı ilgiyle incelenmektedir. 

 

Bu çalışmada ilk dört bölümde çalışma ile ilgili hazırlık yapılmıştır. İkinci bölümde 

topolojik ve cebirsel kavramlar, üçüncü bölümde homotopi, esas grup ve demet teorisi, 

dördüncü bölümde manifoldlar ve Lie grupları verilmiştir. beşinci bölümde ise kompakt 

irtibatlı Lie  grupları üzerinde demetler oluşturulmuş ve homotopi normalite konusu ele 

alınmıştır.           
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1 Bazı Topolojik ve Bazı Cebirsel Kavramlar  

 

Tarif 2.1.1 X boş olmayan bir cümle ve  τ, X in kuvvet cümlesi olan P(X) in bir 

altcümlesi olsun. Aşağıdaki özelikleri sağlayan τ ailesine X üzerinde bir topoloji (veya 

topolojik yapı) denir. 

 (i) ∅ ve X, τ ya aittir. 

 (ii) τ ya ait herhangi sayıda cümlelerin birleşimi τ ya aittir. 

 (iii) τ ya ait sonlu sayıda cümlelerin arakesiti τ ya aittir. 

Bu takdirde (X,τ) ikilisine bir topolojik uzay denir ve kısaca X ile gösterilir. Eğer (X,τ) 

bir topolojik uzay ise τ nun elemanlarına X in açık altcümleri denir (Bourbaki 1966). 

  

Tarif 2.1.2 X bir topolojik uzay ve A⊂X olsun. Eğer X-A cümlesi açık ise, bu durum da 

A ya kapalı cümle denir. 

  

Tarif 2.1.3 X bir topolojik uzay ve A⊂X olsun. Eğer A nın bir x elemanı için x∈U⊂A 

olacak biçimde bir U açık cümlesi varsa, bu durumda A ya x in bir komşuluğu, x’e de 

A nın bir iç noktası denir. 

  

Tarif 2.1.4 X bir topolojik uzay ve A⊂X olsun. A nın bütün açık altcümlelerinin 

birleşimine A nın içi denir ve A° ile gösterilir. A yı kapsayan bütün kapalı cümlelerinin 

arakesitine A nın kapanışı denir ve A ile gösterilir. 

  

Teorem 2.1.1 X bir topolojik uzay ve A⊂X olsun. A nın açık olması için gerek ve yeter 

şart A= A° olmasıdır (Gemignani 1967). 

 

Teorem 2.1.2 X bir topolojik uzay ve A⊂X olsun. A nın kapalı olması için gerek ve 

yeter şart A=A olmasıdır (Gemignani 1967). 
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Tarif 2.1.5 X bir topolojik uzay ve A⊂X olsun. Bir A cümlesinin tümleyeninin içine A 

cümlesinin dışı denir ve ( [A)o ile gösterilir. 

 

Tarif 2.1.6 Hem A ve hem de A nın tümleyeninin kapanışına ait olan noktaların 

cümlesine A nın sınırı denir. 

  

Tarif 2.1.7 X bir topolojik uzay ve x∈X olsun. A, X in herhangi bir altcümlesi olmak 

üzere eğer  x in her komşuluğu A nın x den farklı en az bir noktasını içeriyorsa, bu 

durumda x’e A nın bir yığılma noktası denir. A nın yığılma noktası olmayan 

noktalarına ayrık nokta denir. 

 

Tarif 2.1.8 (X, τ) bir topolojik uzay ve β⊂τ olsun. τ topolojisinin her elemanı β nın 

elemanlarının herhangi bir birleşimi olarak yazılabiliyor ise, β ya τ topolojisinin bir 

tabanı denir. Yani, 

β, τ için bir taban ⇔ her A∈τ için en az bir  θ⊂β alt ailesi vardır öyleki A=∪
θ∈B

B dir. 

Tarif 2.1.9 (X, τ) bir topolojik uzay ve A⊂X olsun. A cümlesini kapsayan bir U açık 

cümlesinin her N üst cümlesine A cümlesinin bir komşuluğu denir. Yani,  

N, A⊂X nin bir komşuluğu⇔ ∃U∈τ vardır öyleki A⊂U⊂N  

dir. A={x} ise  

 

N, x∈X noktasının bir komşuluğu ⇔ ∃U∈τ vardır öyleki x∈U⊂N  

dir. x noktasını içeren U açık altcümlesine de x in açık komşuluğu denir. Ayrıca N 

sadece x in komşuluğu değil, U içindeki her noktanın da komşuluğudur. 

Herhangi bir x∈X noktasının bütün komşuluklar ailesi N(x) ile gösterilir. 

 

Tarif 2.1.10 X ve Y iki topolojik uzay ve f : X→Y üzerine bir fonksiyon olsun. Eğer Y 

nin herbir V açık altcümlesi için f -1(V) cümlesi X in bir açık altcümlesi ise, bu durumda 

f ye X üzerinde süreklidir denir. 
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Tarif 2.1.11 X ve Y iki topolojik uzay ve f:X→Y içine bir fonksiyon olsun. Eğer X in 

herbir U açık alcümlesi için f(U),Y nin bir açık altcümlesi ise, bu durumda f ye açık 

dönüşüm denir. 

  

Tarif 2.1.12 X, Y iki topolojik uzay ve f:X→Y bire-bir ve üzerine bir fonksiyon olsun. 

Eğer f ve f -1 fonksiyonları sürekli ise, bu durumda f ye bir homeomorfizm (topolojik 

dönüşüm) adı verilir. X, Y uzaylarına da homeomorf uzaylar denir. 

 

Tarif 2.1.13 X bir topolojik uzay olsun. Eğer X in farklı noktalarının her x,y  çifti için 

U∩V=∅ olacak biçimde X de enaz bir U∈N(x) ve V∈N(y) cümleleri varsa , bu 

durumda X topolojik uzayına Hausdorff uzayı denir. 

  

Tarif 2.1.14 X bir topolojik uzay olsun. X in altcümlelerinin bir ( ) IiiA ∈  ailesi verilsin. 

X=∪
Ii

iA
∈

 ise  ( ) IiiA ∈ ailesine X uzayının bir örtüsü denir. Her i∈I için iA  cümleleri, X 

uzayının açık altcümleleri ise, ( ) IiiA ∈ ailesine X uzayının bir açık örtüsü denir. J⊂ I 

sonlu ise X cümlesinin ( ) JiiA ∈ örtüsüne X cümlesinin sonlu örtüsü denir. Eğer ( ) IiiA ∈  

ailesinin bir alt ailesi, X uzayını örterse bu alt aileye X in bir alt örtüsü denir. 

 

Tarif 2.1.15 X bir topolojik uzay olsun. Eğer X in herbir açık örtüsünün sonlu bir alt 

örtüsü varsa,  X uzayına kompakt uzay denir. 

 

Teorem 2.1.3 Bir kompakt uzayın her bir kapalı altcümlesi kompakttır (Yıldız 1999). 

 

Tarif 2.11.6 X bir topolojik uzay olsun. Eğer X, kendisinden ve boştan farklı ayrık ve 

açık iki cümlenin bileşimi olarak yazılamıyor ise X uzayına irtibatlıdır denir. 

  

Teorem 2.1.4 X irtibatlı bir topolojik uzay olsun. Bu durumda X deki hem açık 

 hem de kapalı olan altcümleler, boş cümle ve X in kendisidir (Yıldız 1999). 

 

Teorem 2.1.5 X, Y iki topolojik uzay, X irtibatlı(veya kompakt) ve f:X→Y sürekli bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda f(X) cümlesi Y de irtibatlıdır(veya kompakttır). 
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Tarif 2.1.17 (X,τ) topolojik uzay, I=[0,1]⊂R birim kapalı aralık öyleki üzerinde R den 

indirgenen alışılmış topoloji olsun. x,y∈X olmak üzere α(0)=x ve α(1)=y olacak şekilde 

bir α:I→X sürekli tasviri varsa, α tasvirine x den y ye bir eğri(yol) denir. x noktasına 

eğrinin başlangıç noktası, y noktasına da eğrinin bitim noktası denir. α(0)= α(1) ise 

eğriye kapalı eğri denir. Eğer α:I=[0,1]→X fonksiyonu sabit ise, α eğrisine X de sabit 

eğri denir. 

 

Tarif 2.1.18 (X,τ) topolojik uzay olsun. Her x,y∈X için x ve y noktalarını birleştiren bir 

eğri var ise X e eğrisel irtibatlı uzay denir. 

 

Örnek 2.1.1 R, üzerindeki alışılmış topoloji ile birlikte eğrisel irtibatlıdır. Çünkü R de 

alınan herhangi iki nokta reel doğrunun bir parçası ile birleştirilebilir. Aynı şekilde 

(Rn,τ) alışılmış topolojik uzay, eğrisel irtibatlıdır. Gerçekten x=(x1,x2,...,xn), 

y=(y1,y2,...,yn)∈Rn ve α:[0,1]→Rn fonksiyonu  

t→α(t)=(1-t)x+ty=((1-t)x1+ty1,(1-t)x2+ty2,...,(1-t)xn+tyn) şeklinde tarif edilmiş olsun. Bu 

durumda α([0,1]) eğrisi x noktasını y noktasına birleştiren bir eğridir. O halde Rn eğrisel 

irtibatlıdır. 

 

Teorem 2.1.6 Eğrisel irtibatlı bir uzay, irtibatlı bir topolojik uzaydır (Dugundji 1966). 

 

Teorem 2.1.7 Eğrisel irtibatlı bir uzayın sürekli bir tasvir altındaki görüntüsü de eğrisel 

irtibatlıdır. 

 

Sonuç 2.1.1 Eğrisel irtibatlı olma özeliği bir topolojik özeliktir. 

 

Tarif 2.1.19 Eğer X uzayı her noktasında lokal eğrisel irtibatlı ise, X e lokal eğrisel 

irtibatlı uzay denir.  

 

Teorem 2.1.8 Bir topolojik uzay irtibatlı ve lokal eğrisel irtibatlı ise eğrisel irtibatlıdır. 
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İspat  a∈X ve A, a noktasının bir eğri ile birleştirilebilen X in bütün noktalarının 

cümlesi olsun. a∈A olduğundan A≠∅ dır. Eğer A cümlesinin hem açık hemde kapalı 

olduğunu gösterirsek, X in irtibatlı olmasından A=X olur. 

b∈A olsun. b∈X ve X lokal eğrisel irtibatlı olduğundan b nin X de eğrisel irtibatlı bir U 

komşuluğu vardır. Bu durumda herhangi bir z∈U noktası bir eğri ile b noktasına 

birleştirilebilir. b noktası da A da bir eğri ile a noktasına birleştirilebildiğinden z noktası 

a noktasına birleştirilebilirdir. O halde U⊂A dır. Böylece A açıktır. 

b∈A  olsun. b∈X ve X lokal irtibatlı olduğundan b nin X de eğrisel irtibatlı bir U 

komşuluğu vardır. Bu durumda U∩A≠∅ dır. z∈U∩A alalım. b noktası z ye bir eğri ile 

birleştirilebilir ve z de a ya bir eğri ile birleştirilebilirdir. Dolayısıyla b, a ya bir eğri ile 

birleştirilebilir. O halde b∈A dır. Bu ise A ⊂A demektir. A⊂A  olduğundan A= A  elde 

edilir. Dolayısıyla A kapalıdır. 

Sonuç olarak A=X olup X eğrisel irtibatlı topolojik bir uzaydır. 

 

Tarif 2.1.20 Elemanlarına nesne adı verilen, yani cümle ve üzerinde tarifli tasvirlerden 

oluşan bir sisteme kategori adı verilir. Katagorilere bir örnek olarak, topolojik uzaylar 

ve sürekli tasvirler kategorisi verilebilir.  

 

Tarif 2.1.21 M ve N iki kategori ve F:M→N  bir tasvir olsun. Eğer M ye ait herbir X 

nesnesine N de bir F(X) nesnesi,M deki herbir f:X→Y morfizmine ise N de 

F(f):F(X)→F(Y) morfizmi karşılık getiriliyor ve   

 1) F(1X)=1F(X) 

 2) F(gf)=F(g)F(f)  

şartları sağlanıyor ise F ye bir funktor veya kovaryant funktor denir. Eğer 2) de 

F(gf)=F(f)F(g) oluyorsa F ye kontravaryant funktor adı verilir. 

 

Örnek 2.1.2 Kompakt Hausdorff uzayları ve sürekli tasvirlerinin kategorisinden, reel 

değerli sürekli fonksiyonların normlu halkası ve sürekli homomorfizmleri kategorisine  

bir kontravaryant funktor vardır. 

 



 8

Tarif 2.1.22 G bir grup ve N, G nin bir altgrubu olsun. Eğer her a∈G için aN=Na 

oluyorsa, bu durumda N ye G nin normal altgrubu denir. 

 

Aşağıdaki teorem normal altgruplar için bir kriter özeliğindedir. 

Teorem 2.1.9 N nin, G nin bir normal altgrubu olabilmesi için gerek ve yeter şart her 

a∈G için aNa-1⊂N olmasıdır (James and Liebeck 1993). 

  

Tarif 2.1.23 G bir grup ve N, G nin bir normal altgrubu olsun. G/N={aN:a∈G} 

üzerinde ⊕ işlemini her aN, bN∈G/N için aN⊕bN=(ab)N olarak tarif edelim. (G/N, ⊕) 

bir gruptur.  

Bu gruba G nin N ile bölünmesinden elde edilen bölüm grubu denir. 

  

Tarif 2.1.24 G ve H herhangi iki grup ve φ, G den H içine bir dönüşüm olsun. Eğer her 

a,b∈G için φ(ab)=φ(a)φ(b) oluyorsa, bu durumda φ ye bir homomorfizm denir. 

 

Tarif 2.1.25 Eğer φ:G→ G′ homomorfizmi bire-bir ve üzerine ise, bu durumda φ ye bir 

izomorfizm denir. φ, G den G ye bir izomorfizm ise φ ye otomorfizm adı verilir. 

 

Tarif 2.1.26 G ve H iki grup ve φ:G→ H bir homomorfizm olsun. e′, H nin özdeş 

elemanı olmak üzere  

kerφ={a∈G : φ(a)=e′} 

cümlesine  φ nin çekirdeği denir.  Açık olarak kerφ, G nin bir normal altgrubudur. 

 

Teorem 2.1.10 G, H iki grup ve φ:G→ H üzerine bir homomorfizm olsun. Bu durumda 

G/kerφ≅ H dir (James and Liebeck 1993).  
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3. HOMOTOPİ VE DEMET TEORİSİ 

 

3.1 Homotopi 

 

Tarif 3.1.1. X bir topolojik uzay olsun. X uzayı üzerindeki herbir kapalı eğri sürekli 

olarak X deki bir noktaya büzülebiliyorsa X uzayına basit irtibatlıdır denir. 

Buna göre küre basit irtibatlıdır. Fakat tor basit irtibatlı değildir. Basit irtibatlı uzayları 

basit irtibatlı olmayan uzaylardan ayıran önemli özellik, küre üzerindeki herhangi basit 

kapalı bir eğri diğeri üzerine sürekli olarak deforme edilirken, tor için bu doğru değildir. 

Bu homotopi kavramının ana düşüncesidir. 

  

Tarif 3.1.2. α, β X topolojik uzayında iki eğri olsun. Eğer α, β ya sürekli olarak 

deforme oluyorsa bu iki eğriye homotoptur denir. Bu durum α∼β şeklinde gösterilir. 

                                                    α 

 

 

                                              β 

                                                 Şekil 3.1 

Tarif 3.1.3. α, β :[0, 1] →X iki eğri, α(0)=β(0)=x1 ve α(1)=β(1)=x2 olsun. Bu durumda 

F(x, 0)=α, F(x, 1)=β, F(0, t)=x1 ,F(1, t)=x2 olacak şekilde tarif edilen F(x, t) :IxJ → X  

sürekli tasvire α dan β ya sürekli bir deformasyon denir. Bu deformasyon birinci düşey 

ekseni x1 ve ikinci düşey ekseni de x2  ye  dönüştürür . 

  

  

                      1                                                          α                              X                  

                      J                                                x1                                    x2 

                      0     I      1  

                                                                                              β 

 

                                                         Şekil 3.2 
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Tarif 3.1.4. X, Y iki topolojik uzay ve f, g : X→Y iki sürekli tasvir olsun. Eğer  

F(x, 0)= f, F(x, 1)= g, F(x, t)= ft olacak şekilde bir F=F(x, t) :XxJ →Y sürekli tasviri 

varsa,bu durumda f,g ye homotoptur denir ve  f∼g ile gösterilir. F tasvirine de f den g ye 

bir homotopi denir. 

 

 

           1   g=F(x, 1) y2 

j 

                                              ft=F(x,t)                                                  Y    

           0                                  f=F(x,0)    

                          x                 y1 

                                                                                     

 Şekil 3.3 

 

Teorem 3.1.1. Homotopi bağıntısı bir eşdeğerlik bağıntısıdır. 

İspat.  i) ∼ bağıntısı yansımalıdır. Yani f∼f dir. Çünkü F(x, t) : XxJ → Y homotopisini 

F(x, t)=f(x) şeklinde tarif edersek F(x, t) süreklidir ve F(x, 0)=F(x, 1)=f dir. 

 ii) ∼ bağıntısı simetriktir. Gerçekten, f∼g ise F(x, 0)=f, F(x, 1)=g olacak şekilde 

sürekli bir F(x, t):XxJ→Y tasviri vardır. Bu durumda G(x, t):XxJ→Y tasviri 

G(x,t)=F(x, 1-t) şeklinde tarif edilirse G fonksiyonu süreklidir ve G(x, 0)=F(x, 1)=g, 

G(x,1)=F(x, 0)=f dir. Bu ise g∼f demektir. 

 iii) ∼ bağıntısı geçişmelidir. Gerçekten, f∼g ise F(x,0)=f, F(x, 1)=g olacak 

şekilde sürekli bir F(x, t):XxJ→Y fonksiyonu ve g∼h ise G(x,0)=g,  G(x, 1)=h olacak 

şekilde sürekli bir G(x, t):XxJ→Y fonksiyonu vardır. Şimdi  

                                                                                                                               

H(x, t): XxJ→Y tasviri H(x, t)= 
⎧
⎨
⎩

F(x,2t) , 0 t 1/ 2
G(x,2t -1) , 1/ 2 t 1

≤ ≤
≤ ≤

 

şeklinde tarif edilirse, H süreklidir ve H(x, 0)=F(x, 0)=f, H(x, 1)=G(x, 1)=h dir. 

Dolayısıyla f∼h dır. 
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Tarif 3.1.5. X, Y iki topolojik uzay X0⊂X herhangi bir altcümle ve f, g:X→Y, her 

x0∈X0 için f(x0)=g(x0) şartını sağlayan sürekli tasvirler olsun. Eğer 

 i)  Her x∈X için F(x,0)=f(x), F(x, 1)=g(x) 

 ii) Her x0∈X0 için F(x0, t)=f(x0)=g(x0) 

.ise f tasviri X0 göre g ye homotoptur denir ve f∼g rel X0 ile gösterilir. X0=∅ alınırsa adi 

homotopi rölatif homotopinin özel bir halidir.  

Rölatif homotopi bağıntısı bir eşdeğerlik bağıntısıdır. Dolayısıyla X topolojik uzayından 

Y topolojik uzayına bütün f : X→Y sürekli tasvirlerin cümlesi  ∼ rölatif homotopi 

bağıntısı altında eşdeğerlik sınıflarına ayrılır.Bu eşdeğerlik sınıflarına homotopi 

sınıfları denir ve bütün homotopi sınıflarının cümlesi  

[X:Y] ={[f] ⏐ f :X→Y sürekli } 

ile gösterilir.  

 

Tarif 3.1.6. X,Y iki topolojik uzay,  f,g: X→Y sürekli iki tasvir ve f∼g olsun. Eğer g 

sabit tasvir ise, f ye bir sabite homotoptur denir. 

 

Tarif 3.1.7. Eğer 1X : X→X özdeş tasviri bir sabite homotop ise bu takdirde X topolojik 

uzayına büzülebilir veya bir noktaya deforme edilebilir denir.  

 

Teorem 3.1.2. X,Y,Z topolojik uzaylar olmak üzere f,g:X→Y sürekli tasvirler ve f∼g 

olsun. h: Y→Z sürekli bir tasvir ise hf, hg : X→Z tasvirleri süreklidir ve hf∼hg dir 

(Balcı  1978). 

 

Teorem 3.1.3. X,Y,Z topolojik uzaylar, f : X→Y , g,h:Y→Z sürekli tasvirler ve g∼h 

olsun. Bu durumda gf, hf  : X→Z tasvirleri süreklidir ve gf∼hf dir.    

 

İspat. f,g ve h sürekli olduğundan gf ve hg tasvirleri süreklidir. g∼h olduğundan 

F(y,0)=g, F(y,1)=h olacak şekilde bir   F: YxJ→Z sürekli tasviri vardır. Şimdi  

 G : XxJ→ Z tasvirini x∈X olmak üzere  

G(x, t)=F(f(x),t) olarak tarif edelim. F ve f sürekli olduğundan G=Fof süreklidir. Üstelik  

G(x,0)=F(f(x),0)=gf (x), G(x,1)=F(f(x),1)=hf(x) dır. Dolayısıyla gf ∼hf dir. 
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Homotopi Eşdeğerlik 

 

Tarif 3.1.8. X,Y iki topolojik uzay ve  f : X→Y sürekli bir tasvir olsun. ff′∼1y vef′f∼1X 

olacak şekilde sürekli bir f′ :Y→X tasviri mevcut ise bu takdirde f tasvirine bir 

homotopi eşdeğerlik denir.  

 

Bir X topolojik uzayından Y topolojik uzayına homotopi eşdeğerlik bir f tasvirinin 

varlığı halinde X ve Y uzayları homotopik eşdeğerdirler veya X ve Y aynı homotopi 

tipindendir denir ve X∼Y sembolü ile gösterilir. 

 

Teorem 3.1.4.Aynı homotopi tipinden olma bağıntısı bir eşdeğerlik bağıntısıdır 

(Balcı 1978). 

Dolayısıyla, yukarıda tarifi verilen “homotopi eşdeğerlik” bağıntısı ile topolojik 

uzayları ayrık sınıflara ayırmak mümkündür. Bu sınıflar, topolojik eşdeğer uzayların 

sınıfından daha geniştirler, çünki topolojik eşdeğerlik, homotopik eşdeğerlikten daha 

kuvvetlidir. Şöyle ki, bir homotopi invaryant, yani homotopik eşdeğer uzayların taşıdığı 

bir değer aynı zamanda bir topolojik invaryanttır. Aksine bir topolojik invaryant bir 

homotopi invaryant olmayabilir. Bu homotopi invaryantları arasında en önemlileri esas 

grup ile homotopi gruplarıdır. İleride bunlar incelenecektir. 

 

 Teorem 3.1.5. X ve Y topolojik eşdeğer iki uzay olsun. Bu takdirde X ve Y homotopi 

eşdeğerdirler.  
 

İspat. X, Y topolojik eşdeğer olduklarından f:X→Y sürekli, bire-bir ve üzerinedir. f nin   

f -1 :Y→X inversi de süreklidir. Dolayısıyla ff-1=1Y, f-1f=1X. ∼ bağıntısı bir eşdeğerlik 

bağıntısı olduğundan ff -1∼1Y, f -1f∼1X dir. Böylece X∼Y dir. 

  

Teorem 3.1.6. Bir uzay büzülebilirdir yalnız ve yalnız tek nokta uzayı ile homotopik 

eşdeğer ise (Balcı 1978). 



 13

 

Topolojik Uzaylarda Eğriler 

 

Tarif 3.1.9. I=[0,1]⊂R ve Y herhangi bir topolojik uzay olsun. α,β:I→Y eğrileri 

verilsin. α(1)=β(0), yani α nın bitim noktası ile β nın başlangıç noktası çakışsın. Bu 

takdirde  

 

γ(x)=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤−

≤≤

1x2
1,1)β(2x

2
1x0,α(2x)

 

 

şeklinde tarif edilen γ:I→Y tasviri süreklidir. Dolayısıyla γ, Y de bir eğridir. Tarif olarak, 

γ ya α ile β nın çarpımı denir ve γ =αβ geometrik olarak, β eğrisi α eğrisini takip ediyor 

demektir. 

 

Tarif 3.1.10. α sabit bir tasvir ise, yani α(I)  Y de birtek noktadan ibaret ise α eğrisine 

sıfır eğri denir. 

 

Tarif 3.1.11. α eğrisinin iki uç noktası çakışıyor, yani α(0)=α(1) ise α eğrisine kapalı 

eğri denir. Örneğin αα-1 ve α-1α kapalı eğrilerdir. 

 

Teorem 3.1.7. α,β,γ,δ  Y topolojik uzayında eğriler olsun. Kabul edelim ki α∼γ, β∼δ ve 

αβ tariflidir. Bu takdirde γδ tariflidir ve αβ∼γδ.rel(0,1) dir. 

 

İspat. αβ tarifli olduğundan α(1)=β(0) dır. Diğer taraftan α∼γ, β∼δ olduğundan 

sırasıyla α(1)=γ(1), β(0)=δ(0) dır. Buradan γ(1)=δ(0) elde edilir. Yani γδ tariflidir. 
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  Y                       α                                      β          

                  α(0)=γ(0)                                                                       β(1)=γ(1) 

  γ                                 δ 

 

X=I 

          0                                 ½                               1 

 Şekil 3.4 

α∼γ olduğundan F(x,0)= α(x), F(x,1)=γ(x), F(0,t)=α(0)=γ(0), F(1,t)= α(1)=γ(1) olacak 

şekilde sürekli bir F:IxJ→Y tasviri vardır. Aynı şekilde, β∼δ olduğundan G(x,0)=β(x), 

G(x,1)=δ(x), G(0,t)=β(0)=δ(0), G(1,t)=β(1)=δ(1) olacak şekilde sürekli bir G:IxJ→Y 

tasviri vardır. Şimdi, 

 

I yı ikiye parçalamak suretiyle bir H:IxJ→Y tasvirini 

 

H(x,t)= 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤−

≤≤

12
1,),12(

2
10,),2(F

xtxG

xtx
 

şeklinde tarif edelim. H, IxJ de süreklidir. Üstelik  

 

H(x,0)= 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤−

≤≤

1x2
1,1)β(2x

2
1x0,α(2x)

,      H(x,1)= 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤−

≤≤

1x2
1,1)δ(2x

2
1x0,γ(2x)

  

 

dir. Yani H(x,0)=αβ(x) ve H(x,1)=γδ(x) dir. Diğer taraftan  

H(0,t)=F(0,t)= α(0)=γ(0),  H(1,t)=G(1,t)=β(1)=δ(1)  

dir. Dolayısıyla αβ∼γδ.rel(0,1) dir. 

 

Teorem 3.1.8. α  bir eğri ve β sıfır eğri, öyle ki αβ tarifli olsun. Bu takdirde αβ ∼ α. 

Aynı şekilde γ bir sıfır eğri öyle ki γα tarifli olsun. Bu takdirde γβ ∼ α. 

 

İspat.  αβ  tarifli ve β  sıfır eğri olduğundan her  x ∈ I  için α (1) = β (x) . Şimdi bir 

F: I x J  → Y tasvirini aşağıdaki şekilde tarif edelim. 
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                  Y                          α ∼ α β                                                                 

                                                         ½                                                                                            

   

                    0                        Şekil 3.5   1     X=I 

               F (x,t) =
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤
+

=

+
≤≤

+

1x
2

t1,β(x)α(1)
2

t1x0,)
t1

2xα(
 

F süreklidir. Üstelik ;  

                                     

                         F(x,0) =
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤=

≤≤

1x
2
1,β(x)α(1)

2
1x0,α(2x)

       

        = α β(x) 

                         F(x,1) = 
⎩
⎨
⎧

=
≤≤

1x,α(1)
1x0,α(x)

          

          = α(x) 

Diğer taraftan F (0,t) = α (0) , F (1,t) = α (1) dir. Dolayısıyla α β ∼ α dır.  

Benzer şekilde γα∼α olduğu gösterilebilir. 

 

Teorem 3.1.9. α ∼ β ise  α-1 ∼ β-1 dir. 

 

İspat.    α ∼ β ise F(x,0)  =  α(x), F(x,1) = β(x) olacak şekilde bir F: I x J → Y sürekli 

tasviri vardır. Üstelik F(0,t) = α (0) = β(0) , F(1,t) = α(1) = β(1) dir. Şimdi bir,  

G(x,t): I x J → Y tasvirini G(x,t)= F(1-x, t) şeklinde tarif edersek, G sürekli olup   

G(x,0) = F(1-x,0) =  α(1-x) = α-1(x)  , 

G(x,1) = F(1-x , 1) = β(1-x) = β-1(x)   

G(0,t) = F(1,t) = α(1) = β(1) = α-1(0) = β-1(0) 

G(1,t) = F(0,t) = α(0) = β(0) = α-1(1) = β-1(1)  

dir.  Dolayısıyla α-1 ∼ β-1dır. 



 16

 

Teorem 3.1.10. α,β,γ  Y de üç eğri öyle ki α β ve βγ tarifli olsun. Bu takdirde  

(α β)γ, α (βγ ) tariflidir ve (α β)γ ∼ α(βγ). 

 

 

İspat.  F: I x J → Y aşağıdaki şekilde tarif edilmiş olsun. 

 

 

                (αβ)                    γ                              α                    (βγ)            

           Y       α     β                                           Y                          β        γ                

                                

 

           X=I                                                       X=I 

               0         ¼         ½                    1               0                   ½         ¾         1                                  

 Şekil 3.6 Şekil 3.7 

  

F (x,t) = 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤
+−

−

+
≤≤

+

+
≤≤

+

1x
4

t2,)
t-2
4x4γ(1

4
t2x

4
t1,t)-1-β(4x

4
t1x0,)

t1
4xα(

 

                                            

 

F(x,t) tasviri süreklidir. Diğer taraftan  

 

F(x,0) = 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤

≤≤

≤≤

1x
2
1,1)-γ(2x

2
1x

4
1,1)-β(4x

4
1x0,α(4x)

 

ve  
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F(x,1) = 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤

≤≤

≤≤

1x
4
3,3)-γ(4x

4
3x

2
1,1))-β2(2x

2
1x0,α(2x)

 

dir. Buradan F(x,0) = (α β ) γ(x) ve F(x,1) = α (βγ)(x) elde edilir. 

Üstelik F(0,t) = α(0) = F(0,0), F(1,t) = γ (1) = F(1,1). Dolayısıyla , ( α β)γ ∼  α (βγ) dir. 

 

Teorem 3.1.11. α , Y de herhangi bir eğri ise α α-1 ve α-1 α sıfır eğriye homotoptur. 

 

İspat.    F: I x J → Y tasvirini şu şekilde tarif edelim: 

 

F(x,t) =
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤

≤≤

1x
2
1,t))-x)(1-α(2(1

2
1x0,t))-α(2x(1

 

Bu takdirde, F süreklidir ve  

F(x,0) =
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤

≤≤

1x
2
1,2x)-α(2

2
1x0,α(2x)

 

  

                     F(x,1)=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤

≤≤

1x
2
1,α(0)

2
1x0,α(0)

                     

dır. Dolayısıyla F (x,0) = αα-1,  F(x,1) = α (0). Diğer taraftan, F(0,t) = α (0),  

F (1,t)=α(0) dır . O halde  α α-1, resmi α (0) olan sıfır eğriye homotoptur. 

 

Yukarıdaki teoremlerin bir sonucu olarak aşağıdaki sonucu verebiliriz. 
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Sonuç 3.1.1. α , β  Y de iki eğri öyle ki α β-1 tarifli ve kapalı olsun. Bu takdirde αβ-1nın   

sıfır eğriye homotop olması için gerek ve yeter şart α ∼ β olmasıdır.(Balcı 1978) 

 

İspat. αβ-1 tarifli olduğundan α(1)=β-1(0)=β(1).  αβ-1  kapalı olduğundan α(0)=β(0).  

Şimdi kabul edelim ki  α β-1 bir sıfır eğriye homotoptur. Bu takdirde (α β-1)β∼β dır. 

Halbuki (α β-1)β∼α(β-1β) dir. Buradan α(β-1β)∼α dir. Dolayısıyla β∼α elde edilir.    

 ∼ bağıntısı bir eşdeğerlik bağıntısı olduğundan α ∼ β dır.  

Karşıt olarak kabul edelim ki α ∼ β olsun. Buradan α β-1 ∼ β β-1 dir. Halbuki  β β-1 sıfır 

eğriye homotoptur. Dolayısıyla, α β-1 sıfır eğriye homotoptur. 

 

3.2 Esas Grup 

 

Y bir topolojik uzay ve y0∈Y sabit bir nokta olsun. Y de, y0 da başlayan ve y0 da biten 

bütün kapalı eğrilerin cümlesini göz önüne alalım. y0 noktasına, eğriler için taban nokta, 

eğrilere ise y0 da kapalı eğriler denir. α, y0 da bir kapalı eğri ise , α ya homotop y0 da 

bütün  kapalı eğrilerin  sınıfını [α] ile gösterelim. [α] , [β] gibi iki sınıfın  çarpımı  

[α][β] = [α β] ile tarif edilir. Bu şekilde tarif edilen çarpım, sınıfların temsilci 

elemanlarına  bağlı  değildir.  Gerçekten  α ∼ γ  ve  β ∼ δ  ise  αβ ∼γδ  olduğundan      

[γ] [δ] =[γδ]=[αβ] dır. Dolayısıyla [α][β] çarpımı [α] ve [β] tarafından bir tek olarak 

tarif edildiğinden iyi tariflidir. 

Yukarıda tarif edilen çarpım operasyonu ise homotopi sınıflarının cümlesinde bir grup 

yapısı tarif eder. Gerçekten  

1. y0 da kapalı eğrilerin homotopi sınıflarının cümlesi çarpım operasyonuna 

göre kapalıdır.   

  

2. Her [α], [β], [γ] sınıfları için ( [α] [β] ) [γ]  = [αβ] [γ] = [(αβ)γ] ve 

        [α] ( [β] [γ] )= [α] [βγ] = [α(βγ)] 

dir. (αβ)γ∼ α(βγ) olduğundan  [(αβ)γ] = [α(βγ)] ve ([α][β])[γ] = [α]([β][γ]) dir. 

Dolayısıyla birleşme özelliği sağlanır.  

           3.  y0 da sıfır eğrilerin homotopi sınıfını [1] ile gösterelim. Her [α] sınıfı için  [α] 

[1]= [α]=[1]. [α] dır. O halde  [1] özdeş elemandır.                                                         
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  4. Her  [α] sınıfı için [α]. [α-1] =[1]= [α-1]. [α] olduğundan [α]-1= [α-1]dir. 

Dolayısıyla, ters eleman özelliği sağlanır. 

 

Böylece, y0 da kapalı eğrilerin bütün homotopi sınıflarının cümlesi tarif edilen çarpma 

işlemine göre bir gruptur. Bu gruba y0 da esas grup denir ve π1 (Y,y0) ile gösterilir, yani 

 π1 ( Y , y0) = {[α]: α , y0 da bir kapalı eğri} 

dır.  

 

Şimdi göstereceğiz ki, eğrisel irtibatlı topolojik uzaylarda esas grup taban noktasına 

bağlı değildir. 

 

Teorem 3.2.1. Y eğrisel irtibatlı bir topolojik uzay ve y0, y1 ∈ Y herhangi iki nokta 

olsun. Bu takdirde π1 (Y, y0) ≅ π1 ( Y, y1) dir.  

 

İspat.   α, y0 da bir kapalı eğri olsun. Y eğrisel irtibatlı olduğundan y0 başlangıç ve y1 

bitim noktası olan bir γ eğrisi vardır. Bu takdirde β = (γ-1 αγ) , y1 de bir eğridir. 

                                         

     γ 

 

                          y0                                                                          y1 

                                                        γ-1                            

                                                                                                                

                     α Şekil 3.8 

                 

 

Diğer taraftan α1ve α2 , y0 da kapalı eğriler ve α1 ∼ α2⇒  γ-1 α1 ∼γ-1 α2   

                                                                                            ⇒ (γ-1α1) γ ∼(γ-1α2) γ  

                                                                                            ⇒ β1∼ β2   

Burada β1 = (γ-1 α1) γ ∼ β2 = (γ-1 α2) γ dır.    
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Karşıt olarak, β1 ,β2  y1 de iki eğri ve α1 = (γ β1) γ-1   α2 = (γβ2) γ-1  y0 da karşılık gelen 

eğriler iken β1 ∼ β2  ⇒ α1 ∼ α2 dir. Görülmektedir ki, π1 (Y,y0) ın her bir [α] homotopi 

sınıfı π1(Y, y1) de bir tek şekilde bir [β] homotopi sınıfını belirtmektedir. Karşıt olarak 

π1(Y,y1) de her bir [β] homotopi sınıfı π1(Y1, y0) da bir tek olarak bir [α] homotopi 

sınıfını göstermektedir. 

 

 Dolayısıyla bir φ: π1(Y, y0) → π1(Y, y1) tasvirini her [α]∈π1 (Y,y0) için  

φ ([α]) = [(γ-1 α)γ ] şeklinde tarif edilirse, kolaylıkla gösterilebilir ki φ bir 

izomorfizmdir. Çünkü φ nin oluşumundan,  birebir ve üzerine olduğu açıkça görülebilir. 

Üstelik herhangi bir [α1], [α2]∈π1(Y, yo)  için  

      φ([α1][α2] = φ ([α1 α2]) = [(γ-1 α1 α2) γ] 

 

         = [(γ-1α1 ( γ γ-1 )α2) γ] 

 

                              = [((γ-1α1) γ) ((γ-1 α2) γ)] 

 

                 = [(γ-1α1) γ] [(γ-1 α2) γ] 

 

                 = φ([α1]) φ ([α2])   

dir.Dolayısıyla π1(Y, y0) ≅ π1 (Y, y1)  dir. 

 

Tarif 3.2.1. Y bir topolojik uzay ve y0∈Y olsun. Bu takdirde (Y, y0) çiftine bir noktalı 

topolojik uzay denir. 

 

Notasyon. Y de tabanı y0 olan bütün kapalı eğrilerin cümlesini L(Y, y0) ile göstereceğiz. 

 

Teorem 3.2.2. (X, x0) ve (Y, y0) uzaylarının çarpımının esas grubu, esas gruplarının 

direkt çarpımına izomorftur. Yani  

π1 (X x Y, x0x y0)≅ π1( X, x0)⊗π1(Y, y0) 

dir (Balcı 1978). 
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Teorem 3.2.3. Y0 ,Y1 iki topolojik uzay, y0∈Y0 herhangi bir sabit nokta ve f: Y0→ Y1 

bir sürekli tasvir olsun. Bu takdirde bir  

 

 f∗: π1(Y0,y0)→ π1(Y1,y1 = f(y0))  

homomorfizmi vardır. 

 

İspat. α,β   y0∈Y0 da iki eğri olsun. Y1 de γ ve δ eğrileri,  γ = foα ,  δ = foβ şeklinde 

tarif edilsin. Bu takdirde γ , δ  Y1 de taban noktası y1 =f(y0) olan kapalı eğrilerdir. Şayet 

α ∼ β ise bir F = F(x,t): I x J → Y0 sürekli tasviri vardır öyle ki  F(x,0) = α(x),  

F(x,1) = β(x), F(0,t) = α(0) = β(0) = y0 , F(1,t) = α(1) = β(1) = y0  dır. Şimdi bir G(x,t): 

I x J → Y tasvirini G(x,t) = (f oF) (x,t) şeklinde tarif edelim. Açık olarak G sürekli olup 

bir homotopidir. Dolayısıyla    α ∼ β ⇒ f oα = γ ∼ f oβ = δ  dır. O halde bir  

φ: π1(Y0 , y0) → π1(Y1 , y1= F(y0)) 

tasvirini φ([α]) = [foα] şeklinde tarif edilirse kolaylıkla gösterilebilir ki φ bir 

homomorfizmdir.  

 

Şimdi aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz.  

 

Teorem 3.2.4. Noktalı topolojik uzaylar ve sürekli tasvirleri kategorisinden, gruplar ve 

homomorfizmleri kategorisine bir funktor (kovaryant funktor)  vardır öyle ki bu funktor 

her bir (Y0 , y0) noktalı topolojik uzayına (Y0 , y0) esas grubunu, her bir  

f: (Y0 , y0) → (Y1, y1) sürekli tasvirine de  

π1(f) = f∗: π1 (Y0 , y0) → π1 (Y1, y1 = f(y0)) 

 homomorfizmini karşılık tutar. Burada π1’ e esas grup funktoru denir. 

 

Teorem 3.2.5. (Y0 , y0) , (Y1, y1) noktalı topolojik uzayları ve f: (Y0 , y0) → (Y1, y1) ve         

g: (Y0 , y0) → (Y1, y1) sürekli tasvirleri verilmiş olsun. Şayet  f ∼ g ise bu takdirde  

f∗= g∗ dır (Balcı, 1978). 

 

Teorem 3.2.6. (Y0,y0) ,(Y1,y1), (Y2,y2) noktalı topolojik uzayları ve f:(Y0 , y0) →(Y1,y1) 

g:(Y1, y1)→  (Y2, y2) sürekli tasvirleri verilmiş olsun. Bu takdirde (g f)∗ = g∗ f∗  dır. 
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İspat. Açık olarak gf: (Y0,y0) →(Y2,y2) olup (gf)∗:π1(Y0,y0)→π1(Y2,y2) dir. 

Göstereceğiz ki π1(g f) =π1 (g) o π1 (f) dir. Şimdi α: I → Y0, y0∈Y0  da  bir kapalı eğri 

olsun. Bu takdirde  (g f)α , g(f α): I → Y2 sürekli tasvirleri y2∈Y2 de kapalı eğriler olup  

(gf)α∼ g(f α) rel.(0,1) dir. Gerçekten bir F = F (x,t) : I x J → Y2 tasviri  

  

F (x,t) = 
⎩
⎨
⎧

≤≤−
−≤≤

1xt1,(x))g(f
t1x0,(x))(gf)(

α
α

                                    

şeklinde tarif edilirse görülebilir ki  (g f) α ∼ g(f α) rel.(0,1) . Dolayısıyla  

[(g f) α] = [g(f(α))] yazılabilir. Bu ise (gf)∗([α]) = g∗([fα]) =g∗(f∗[α]) demektir. 

Dolayısıyla (gf)∗ =g∗f∗ dır. 

 

Şimdi de (Y0 , y0)  ve (Y1, y1) noktalı topolojik uzayları arasında f( y0)=y1  şartını 

sağlayan bir f: Y0 →Y1  verildiğinde buna karşılık gelen f∗ın  hangi şartlar altında bir 

izomorfizm olduğunu araştıracağız. 

 

Teorem 3.2.7.  Y0, Y1 topolojik  uzayları  verilmiş olsun. Kabul edelim ki 

            i)          y0 ∈  Y0  sabit bir nokta ise f ( y0) = y1  ⇒  g ( y1) = y0 

ii) g f ∼ 1y0 rel y0  

iii) f g ∼ 1y1 rel y1  

olacak şekilde f:Y0→ Y1 ve g: Y1→ Y0 sürekli tasvirleri mevcut olsun.  

Bu takdirde π1 (Y0, y0)  ≅  π1 (Y1, y1) dir. Yani f∗ bir izomorfizimdir.  

 

İspat. f:(Y0,y0) →(Y1,y1) , g: (Y1,y1) →(Y0,y0), gf: (Y0,y0)→(Y0,y0), fg:(Y1,y1)→(Y1,y1) 

sürekli tasvirleri sırası ile f∗, g∗ , (g f)∗, (f g)∗ homomorfizmlerini belirtirler. 

Göstereceğiz ki (gf)∗=g∗ f∗  ve (f g)∗ = f∗g∗ dır. 

α: I → Y0, y0 ∈ Y0 da bir eğri olsun. Bu takdirde (gf)α de y0 da bir eğridir ve (gf)α∼α 

dır. Gerçekten gf ∼
0

1y  rel y0 olduğundan  

G (y,0) =gf, G(y,1)=1y0, G(y0,t)=y0 , (gf)(y0)=1y0 (y0)  

olacak şekilde bir G: Y0xJ→Y0    sürekli tasviri vardır. 
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Şimdi bir F = F(x,t) = I x J → Y0 tasvirini  

                                                       G  (α (x), t)  ,  0 ≤  x ≤ 1-t 

                           F (x,t)  =  

                                               α (x)           ,  1-t ≤ x ≤ 1 

şeklinde tarif edelim.  

Bu takdirde F sürekli olup F(x,0) = (gf) α(x) , F(x,1) = α(x) , F(0,t) = y0 = (gf) ((α) (0)) 

=      α (0) = F (1,t) ve F(1,t) = y0 = (gf) (α (1)) =α (1). Dolayısıyla (g f)α ∼α dır. Diğer 

taraftan her [α] ∈ π1 (Y0, y0) için  

(g f)∗ ([α]) =[(g f) (α)] olduğundan  (g f)∗ ([α]) = [α]  dır. Bundan dolayı   

(g f)∗=g∗f∗= ),( 001
1 yYπ . Benzer şekilde (f g)∗ = f∗ g∗ = ),( 111

1 yYπ  dir. Şimdi f∗ ın bir 

izomorfizm olduğunu gösterelim. 

i) f∗ birebirdir. Çünkü   [α1] , [α2] ∈ π1 (Y0, y0)  herhangi iki eleman ve      

f∗ ([α1]) = f∗ ([α2])  ise g∗(f∗([α1])) = g∗(f∗([α2])) ⇒ [α1] = [α2]  

olduğundan f∗ birebirdir. 

ii) f* üzerinedir. Gerçekten [β] ∈ π1 (Y1, y1) herhangi bir eleman olsun. Bu  

takdirde β: I →  Y1, y1 ∈ Y1 bir kapalı eğridir ve g( y1) = y0 olduğundan gβ , y0 da bir 

kapalı eğridir. Buradan gβ=α kabul edilirse  

 

f∗ ([α]) = f∗ ([g β]) = f∗( g∗( [ β])) = (f∗ g∗) ([β]) = [β] 

 

olduğundan f∗ üzerinedir. f∗ ın bir homomorfizim olduğu kolaylıkla sağlanır. O halde f∗ 

bir izomorfizmdir. Aynı şekilde g∗ın da bir izomorfizm olduğu gösterilebilir. Esasen 

(f∗)-1 = g∗  dır.  

Bu teoremin bir neticesi olarak aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

Teorem 3.2.8. (Y0, y0) , (Y1, y1) noktalı topolojik uzaylar ve f : (Y0 , y0) →(Y1, y1) bir 

homeomorfizm ise bu takdirde f∗: π1(Y0 , y1) → π1(Y1, y1) bir izomorfizmdir.  

 

İspat. Teorem 2.2.7 de g = f –1 alınırsa ispat elde edilir. 
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3.3 Demet Teorisi 

 

Tarif 3.3.1. X, S iki topolojik uzay ve π : S→X lokal topolojik bir tasvir olsun. Bu 

takdirde, (S, π) ikilisine veya sadece S ye X üzerinde bir demet denir. 

Her x∈X için  Sx =π-1(x) e  x üzerinde (S, π) nin veya sadece S nin sapı denir.  

 

 

Tarif 3.3.2. (S, π) , X üzerinde bir demet olsun. S*⊂  S açık bir cümle ve π*=π | S* ise 

bu takdirde, (S*, π*) ikilisine S nin altdemeti denir. 

 

Açık olarak herbir altdemet bir demettir. Gerçekten, her σ∈S noktası için π lokal 

topolojik olduğundan U(σ)⊂ S açık cıvarı ve bir V(π(σ))⊂ X açık cıvarı vardır öyleki   

π : U→V tasviri topolojiktir. Fakat U*=U∩S* ve V*=π (U*) sırasıyla, σ ve π(σ) nın S* 

ve X de açık cıvarları olup π*|U* : U*→V* topolojiktir. O halde π*, S* üzerinde 

topolojiktir. Dolayısıyla (S*, π*), X üzerinde bir demettir. 

Şimdi, W⊂X açık ve π-1(W)=S|W ise, bu takdirde, S|W açıktır ve (S|W,π|(S|W)), S nin 

bir altdemetidir. Üstelik S⏐W, X üzerinde bir demettir. 

 

 

Tarif 3.3.3. (S, π), X üzerinde bir demet, W⊂X açık bir cümle ve s:W→S, πos=1W 

şartını sağlayan sürekli bir tasvir olsun. Bu takdirde s ye S nin W üzerinde bir kesiti 

denir. S nin W üzerindeki bütün kesitlerinin cümlesini Γ(W,S) ile göstereceğiz (Grauret 

and Fritzsche 1976). 
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    π                              s                

                   X                              

                                                      x  W                                                                        

Şekil 3.9  

 

Teorem 3.3.1. (S,π), X üzerinde bir demet, W⊂X bir açık cümle ve s∈Γ(W,S) olsun. 

Bu takdirde π: s(W)→W  topolojiktir ve   s=(π|s(W))-1 dir. 

İspat. Her x∈W için π D s=1w olduğu göz önüne alınırsa,  

s D (π|s(W)) D s(x)=sD (π D s)(x)=s(x) 

olduğundan s D (π|s(W)) D=1 dir. Dolayısıyla s=(π|s(W))-1  dir. 

 

Teorem 3.3.2. (S,π), X üzerinde bir demet, W⊂X bir açık cümle ve s:W→S, π D s=1w  

şartını sağlayan bir tasvir olsun. s∈Γ(W,S) olabilmesi için gerek ve yeter şart s(W) in S 

de açık olmasıdır. 

 

İspat. s∈Γ(W,S) olsun. Kabul edelim ki, s süreklidir. σ0∈s(W) herhangi bir nokta 

olsun. Bu noktanın bir iç nokta olduğunu göstereceğiz. x0=π(σ0), s(x0)=σ0 olsun.   

(S,π) bir demet olduğundan V(x0)⊂W, U(σ0)⊂S açık civarı vardır ∋ π|U : U→V∩W 

topolojiktir.s sürekli olduğundan s(V′)⊂U olacak şekilde V′(x0)⊂V vardır. Buradan, 

(π|U)o(s|V′) =(πos)|V′=1V′ dir. Böylece (π|U)-1(V′) =s(V)⊂s(W), σ0 ın bir açık civarıdır. 

Yani σ0, s(W) nin bir iç noktasıdır. Karşıt olarak, s(W) S de açık olsun. Göstereceğiz ki 

s∈Γ(W,S) sürekli bir tasvirdir. Hipotezden πD s=1W olup dolayısıyla, (π|s(W))-1=s dir. 

Böylece s süreklidir.      

 

 
 
 
                   .   
        .                       . 
         Sx                 . 
     .                       .       

 s(W) 
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Teorem 3.3.3. (S,π), X üzerinde bir demet ve V⊂X bir açık olsun. Bu takdirde σ∈s(V) 

şartını sağlayan bir s∈Γ(V,S) kesiti vardır (Grauret and Fritzsche 1976). 

 

Teorem 3.3.4. (S,π), X üzerinde bir demet ve W⊂X bir açık cümle olsun. Eğer 

s1,s2∈Γ(W,S) kesitleri bir x∈W noktasında eşit iseler, bu takdirde bir V(x)⊂W açık 

civarında da eşittirler. 

 

İspat. Kabul edelim ki σ=s1(x)=s2(x) olsun. Bu takdirde U=s1(W1)∩s2(W2), σ nın açık 

bir civarıdır ve π⏐U : U→V=π(U)⊂ W tasviri topolojiktir. Dolayısıyla  

 s1⏐V=(π⏐U)-1=s2⏐V  

dir. 

 

Tarif 3.3.4. (S1,π1), (S2,π2), X üzerinde iki demet olsun.  

  1. π2oϕ=π1 özelliğini sağlayan ϕ:S1→S2 tasvirine sapları muhafaza ediyor 

denir. 

2.  Sapları muhafaza eden sürekli bir ϕ:S1→S2 tasvirine demet morfizmi denir.   

 3. Sapları muhafaza eden bir topolojik ϕ:S1→S2 tasvirine demet izomorfizmi 

denir. Bu takdirde S1 ve S2 demetlerine izomorfiktir veya izomorftur denir. 

 

Teorem 3.3.5. (Si,πi), i=1,2, X üzerinde iki demet ve ϕ:S1→S2 sapları muhafaza eden bir 

tasvir olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler denktirler: 

 1. ϕ  bir demet morfizmidir. 

 2. Herbir W⊂X açık cümlesi ve herbir s∈Γ(W,S1) kesiti için, ϕos∈Γ(W,S2). 

 3. Herbir ϕ∈S1 için bir W⊂X açık cümlesi ve bir s∈Γ(W,S1) kesiti vardır öyleki 

ϕ∈s(W) ve ϕos∈Γ(W,S2). 

 

İspat. (1)⇒(2)  ϕ bir demet morfizmi ise süreklidir. W⊂X açık ve s∈Γ(W,S1) ise, bu 

takdirde, ϕos de süreklidir üstelik π2o(ϕos)=(π2oϕ)os=π1os=1W. Dolayısıyla 

ϕos∈Γ(W,S2). 

(2)⇒(3)  σ∈S1 ise, bu takdirde bir W⊂X açık cümlesi ve bir s∈Γ(W,S1) vardır 

öyleki σ∈s(W) dir. (2) deki şartlar sağlandığından dolayı ϕos∈Γ(W,S2).  
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(3)⇒(1)  (3) deki şartlar altında, s :W→s(W) topolojiktir. Dolayısıyla,  

ϕ⏐s(W) = (ϕos)os-1 : s(W)→S2  

süreklidir ve dolayısıyla ϕ, σ da süreklidir. 

           

  

Tarif 3.3.5. Kabul edelim ki, herbir W⊂X açık cümlesine bir MW cümlesi  ve herbir 

(V,W), V⊂W, açık cümle çifti için bir γW,V :MW→MV tasviri verilsin.  

Eğer, 

 

1.Her W⊂X açık için, γW,W=1MW
 

2.U⊂V⊂W ⇒ γV,U o γW,V =γW,U   

şartları sağlanıyor ise,{X,MW,γW,V} kolleksiyonuna öndemet ve γW,V tasvirlerine tahdit 

edici tasvirler denir. 

 

Herbir (S,π) demetine tabii bir şekilde bir öndemet tekabül eder. Gerçekten V,W X in 

açık cümleleri ∋ V⊂W, MW = Γ(W,S) ve γW,V(s)=s⏐V, s∈MW şeklinde tarif edilirse 

{X,Γ(W,S),γW,V} bir öndemettir. Bu öndemete, S demetinin kanonik öndemeti denir.  

 

Teorem 3.3.6. Herbir {X,MW,γW,V} öndemetine bir demet karşılık getirilebilir  

(Grauret and Fritzsche 1976).  

 

Tarif 3.3.6. (S1,π1),...,(SL,πL) , X üzerinde demetler olsun. W⊂X açık cümlesi için, 

MW=Γ(W,S1)x....xΓ(W,SL) kartezyen çarpımını teşkil edelim. s=(s1,...,sL)∈MW ve V⊂W 

açık alt cümlesi için γW,V(s)=(s1⏐V,...,sL⏐V) olsun. Bu takdirde, {X,MW,γW,V} bir 

öndemettir. Bu öndemetin tarif ettiği demete, S*=S1⊕...⊕SL, Whitney toplamı denir.  

 

Teorem 3.3.7. (S1,π1),...,(SL,πL) , X üzerinde demetler ve S*=S1⊕...⊕SL Whitney 

toplamı olsun. Bu takdirde her x∈X için (W,(s1,...,sL))x→(s1(x),...,sL(x)) şeklinde tarifli 

bir γ:  Sx
*→(S1)xx...x(SL)x bijeksiyonu vardır. 
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İspat. a. λ=1,2, x∈W1∩W2 için sλ=(s1
λ,...,sL

λ)∈Γ (Wλ,S) olsun. (W1,s1)∼(W2,s2) dir, 

yalnız ve yalnız ∃V(x)⊂W1∩W2 öyleki,  

(s1
1⏐V,...,sL

1 ⏐V)=(s2
2⏐V,...,sL

2⏐V) dir. Bu ise, i=1,2,...,L için si
1(x)=si

2(x) demektir. 

Dolayısıyla, (W,(s1,...,sL))x→(s1(x),...,sL(x)) şeklinde tarifli tasvir injektiftir. 

 b. Şayet σ=(σ1,...,σL)∈ (S1)xx...x(SL)xise ve σi=si
*(x) ∋ si

*∈Γ(Wi,Si) ise, bu 

takdirde W=∩
L

1i
iW

=

 , x in bir civarıdır ve si
*⏐W=si∈Γ(W,Si) dir.  

Netice olarak s=(s1,...,sL) ∈MW dir ve γs, γs(x)=(W,s)x→s(x)=σ olacak şekilde S 

demetinin bir kesitidir. Dolayısıyla da yukarıda tarif edilen tasvir surjektiftir. 

 

Dolayısıyla S1⊕...⊕SL  sapını  (S1)xx...x(SL)x ile özdeşleyebiliriz. Aynı şekilde 

Γ(W,S1⊕...⊕SL) ile Γ(W,S1)x...xΓ(W,SL) cümleleri özdeşlenebilir. Gerçekten 

si∈Γ(W,Si), i=1,2,...,L için  s1⊕s2⊕...⊕sL:W→S*=S1⊕...⊕SL tasvirini her x∈W için 

(s1⊕s2⊕...⊕sL)(x)=(s1(x),s2(x),...,sL(x)) şeklinde tarif edelim. Açık olarak 

(s1,s2,...,sL)∈MW ve γs=γ(s1,s2,...,sL)=(W,(s1,...,sL))x= (s1(x),...,sL(x))= (s1⊕s2⊕...⊕sL)(x). 

Böylece, s1⊕s2⊕...⊕sL= γs=γ(s1,s2,...,sL)→(s1,s2,...,sL) şeklinde tarifli  

γ : Γ(W,S1⊕...⊕SL)→ Γ(W,S1)x...xΓ(W,SL)  tasviri bijeksiyondur. 

 

Netice olarak S nin herbir elemanına S ye ait kesitlerin birer nüvesi gözüyle bakılabilir. 

 

Tarif 3.3.7. (S, π), X üzerinde bir demet olsun.  

Eğer, 

(i) π bir lokal topolojik tasvir, 

(ii) Her x∈X için π-1(x)=Sx sapı bir Abel grubu, 

(iii) S⊕S ⎯→⎯+ S (yani (σ1,σ2)→σ1+σ2 ) işlemi sürekli,  

şartları sağlanıyorsa  (S, π)  ye X üzerinde Abelyen Grupların bir demeti denir. 

 

 

Tarif 3.3.8. (S,π), X üzerinde Abelyen grupların bir demeti ve S′⊂S altcümlesi verilsin.  
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Eğer  

(i) S′⊂S bir açık cümle 

(ii) π( S′)=X   

(iii) Her x∈X için S′x⊂Sx bir altgrup 

ise S′ ye , S Abelyen grupların bir alt demeti denir. 

Tarif 3.3.9. Bir X topolojik uzayı üzerinde Abelyen grupların bir öndemeti diye,  

{X,M W,γW,V} öndemetine denir öyleki, 

(i) (W), X in bir topoloji tabanıdır. 

(ii) Herbir W⊂X açık cümlesine bir MW Abelyen grubu karşılık gelir. 

(iii) Herbir (V,W), V⊂W, çifti için bir γW,V:MW→MV homomorfizmi tarif 

edilmiştir öyleki, U⊂V⊂W için γV,U D γW,V=γW,U  dur. 

 

Teorem 3.3.8. Abelyen grupların herbir öndemetine, Abelyen grupların bir demeti 

karşılık getirilebilir (Grauret and Fritzsche 1976). 

      

3.4 Esas Grupların Demeti  

 

X irtibatlı, lokal eğrisel irtibatlı bir topolojik uzay olsun. Herbir x∈X için Hx=π1(X,x) 

esas gruplarının ayrık birleşimlerinin cümlesini 

     H=
Xx

V
∈

Hx 

ile gösterelim. H, X üzerinde bir cümledir ve herbir σx=[α]x∈Hx için ϕ(σx)=ϕ([α]x)=x 

ile tarif edilen ϕ:H→X  tasviri üzerinedir. Şimdi H cümlesi üzerinde, ϕ tasvirini lokal 

topolojik kılan ve herbir Hx=π1(X,x) üzerinde diskret topoloji oluşturan bir tabii topoloji 

inşaa edelim: x∈X keyfi sabit bir nokta olsun. X eğrisel irtibatlı olduğundan 

W=W(x)⊂X açık olmak üzere her y∈W için başlangıç noktası x, bitim noktası y olan ve 

tamamen W de bulunan bir γ eğrisi daima vardır. Diğer taraftan, x deki α kapalı eğrisi 

için (γ-1α)γ da y de bir kapalı eğridir. Eğer α1~α2 ise (γ-1α1)  γ ~(γ-1α2)γ  

ve [(γ-1α1)  γ]=[(γ-1α2)γ] dır. 

 

O halde, W=W(x) için x deki kapalı eğrilerden faydalanarak, bir s:W→H tasvirini her 

y∈W için α,  x de bir kapalı eğri olmak üzere, s(y)= [(γ-1α)γ]y ∈π1(X,y)⊂H şeklinde 
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tarif edebiliriz. Açıktır ki, bu şekilde tarifi yapılan s tek anlamlıdır ve aşağıdaki şartları 

sağlar: 

1. Her y∈W için, (ϕos)(y)=ϕ(s(y))=ϕ([(γ-1α)γ]y)=y. O halde, ϕos=1W. 

2. W=W(x) için α  x de kapalı bir eğri, γ  x de sıfır eğri, yani γ:I→X öyleki her 

t∈I için γ(t)=x, ise bu takdirde (γ-1α)γ~α, dolayısıyla s(x)=[(γ-1α)γ]x= [β]x∈s(W) dir. 

 

Şimdi, W=W(x), α  x de bir kapalı eğri ve y∈W herhangi bir nokta olsun. γ başlangıç 

noktası x, bitim noktası y olan ve tamamen W de bulunan keyfi sabit bir eğri olmak 

üzere (γ-1α)γ=β diyelim. Dolayısıyla  [(γ-1α)γ]y=[β]y ve buradan, s(W)= [ ]∪
Wy

y
∈

β  olarak 

yazılabilir. s(W) yi açık cümle olarak tarif edersek, gösterilebilir ki, 

   B={s(W): W=W(x)⊂X açık} 

ailesi H üzerinde bir topoloji tabanıdır. Bunun için s1(W1), s2(W2)∈B olmak üzere 

s1(W1)∩s2(W2)∈B olduğunu göstermek yeterlidir. Gerçekten, 

(i) s1(W1)∩s2(W2)≠∅ ise enaz bir [α]y ∈ s1(W1)∩s2(W2) vardır  

ve ϕ[(α)y] =y∈(W1∩W2) dir.O halde [α]y ∈ s1(W1) ve [α]y ∈ s2(W2) olup,  

[α]y = s1 (y),y ∈ W1  ve [α]y = s2 (y), y∈ W2 yazılabilir. Buradan  

s1 (y)= s2 (y),y ∈ (W1∩W2) ve dolayısıyla  

s1⏐W1∩W2 =s2⏐W1∩W2 ve s(W1)=s(W2) dır. Böylece  

s1 = s2   ve s1⏐W1 = s2⏐W2  dir. O halde s1(W1) ∩ s2(W2)= s1(W1)= s2(W2) ∈B 

(ii)  s1(W1)∩s2(W2)=∅ ise, ∅∈B olduğundan, s1(W1)∩s2(W2)∈B. Dolayısıyla  

B, H üzerinde bir topoloji tabanıdır ve H nın açık cümleleri B nin elemanlarının 

keyfi birleşimleridir. Böylece, bu topoloji ile birlikte H bir topolojik uzaydır. 

Şimdi gösterelim ki, ϕ:H→X tabii tasviri bir lokal topolojik tasvirdir. Bunun için 

göstermeliyiz ki, her σ=[β]y∈H,  y∈X, için bir U(σ)⊂H ve W(y=ϕ(σ))⊂X açık civarı 

vardır öyle ki ϕ|U:U→W bir topolojik tasvirdir. Halbuki σ=[β]y ∈H için 

ϕ(σ)=ϕ([β]y)=y dir. Bu durumda, y yi ihtiva eden W eğrisel irtibatlı açık civarı için bir 

s:W→H tasviri vardır öyle ki  s(y)=σ. Ayrıca, U(σ)=s(W) ve ϕ|U=ϕ*  diyelim. 
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1. ϕ*=ϕ|U(=s(W)):U→W birebirdir. Gerçekten, x∈X ve s tasviri x deki kapalı eğriler 

yardımıyla tarif edildiğinden, herhangi σ1,σ2∈s(W)için başlangıç noktası x, bitim 

noktası sırasıyla y1,y2∈W olan W de γ1,γ2 eğrileri vardır öyle ki  

( )[ ] [ ]
11 y1y1

1
111 y)y(s β=γα==σ − , ( )[ ] [ ]

22 y2y2
1

222 y)y(s β=γα==σ − .Şimdi, ϕ*(σ1)= ϕ*(σ2) 

ise,  y1=y2 dir. Bu durumda  γ1~γ2 ve dolayısıyla ϕ1=ϕ2 dir. O halde ϕ*  birebirdir. 

 

2. ϕ*=ϕ|U:U→W süreklidir. Gerçekten,  σ∈U=s(W) herhangi bir nokta ϕ*(σ)=y∈W ve 

V=V(y)⊂W herhangi bir civar olmak üzere s(V)⊂U=s(W), σ nın bir civarıdır ve 

ϕ*(s(V))=V⊂W dir. Dolayısıyla, ϕ* süreklidir. 

  

3. (ϕ*)-1W→U süreklidir. Gerçekten, y∈W herhangi bir nokta, s(y)=σ∈U ve  

U' = U'(σ)⊂U de σ nın bir civarı ise, bu takdirde ϕ* (U')⊂W, y nin W de bir civarıdır ve 

s(ϕ* (U'))= U' . O halde s süreklidir. 

 

Sonuç olarak aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz.  

 

Teorem 3.4.1. X irtibatlı lokal eğrisel irtibatlı bir topolojik uzay ve herbir x∈X e 

tekabül eden esas grup π1(X,x) olmak üzere H=
Xx

V
∈

π1(X,x) ve x∈X için 

ϕ(σ)=ϕ([α]x)=x, olarak tanımlanan ϕ:H→X tabii tasviri verilsin. Bu takdirde, (H, ϕ) 

ikilisi X üzerinde bir demettir.  

 

Tarif 3.4.1. Teorem 3.4.1 ile elde edilen (H,ϕ) demetine X üzerinde esas grupların 

demeti denir.  

 

Herbir x∈X için  π1(X,x)=ϕ-1(x) esas grubuna demetin x üzerindeki sapı denir. 

Biliyoruz ki, x∈X herhangi bir nokta ise, X eğrisel irtibatlı olduğundan, x i ihtiva eden 

bir W=W(x) eğrisel irtibatlı açık civarı ve bu civar üzerinde π D s=1W şartını sağlayan bir 

s:W→H tasviri vardır. Bu s tasvirine H nın W üzerindeki bir kesiti denir.  H nın W 

üzerinde ki bütün kesitlerinin cümlesi de Γ(W,H) ile gösterilir. 
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Teorem 3.4.2. X irtibatlı, lokal eğrisel irtibatlı bir topolojik uzay, (H,ϕ) X in esas 

gruplarının demeti ve Γ(W,H), W üzerindeki bütün kesitlerin cümlesi olsun. Bu takdirde 

Γ(W,H) cümlesi, noktasal çarpma işlemiyle birlikte bir gruptur. 

 

İspat. Herhangi s1,s2∈Γ(W,H) ve y∈W için Γ(W,H)daki noktasal çarpma işlemini 

(s1.s2)(y)= s1(y).s2(y) şeklinde tarif edelim. İddia ediyoruzki s1.s2∈Γ(W,H) için 

s1.s2∈Γ(W,H) dır. Gerçekten; s1,s2 ∈Γ(W,H) için x∈W de kapalı α1,α2 eğrileri vardır 

öyle ki γ, x noktasını y ye birleştiren keyfi sabit eğri olmak üzere s1(y)=[(γ-1α1)γ] , 

s2(y)=[(γ-1α2)γ].  O halde, s1(y). s2(y)=[(γ-1α1)γ].[(γ-1α2)γ]=[(γ-1α1α2)γ] ∈π1(X,y)dir. 

Dolayısıyla, s1.s2∈Γ(W,H) dir. 

 

1. Asosyatiflik: Her s1, s2, s3∈Γ(W,H) için, s1.(s2.s3)=(s1.s2).s3 olduğu kolaylıkla 

görülebilir. 

2. Özdeş Eleman: Her s ∈Γ(W,H) ve y∈W için; δ, x∈W de sıfır eğri olmak üzere      

I(y)= [(γ-1δ)γ] şeklinde tarifli I∈Γ(W,H) kesitini gözönüne alalım. Bu takdirde 

(I.s)(y)=I(y).s(y)=[1][(γ-1α)γ]=[γ-1.(δα)γ]=[(γ-1α)γ]=s(y) 

(s.I)(y)=s(y).I(y)=[(γ-1α)γ][1]=[(γ-1(αδ)γ).1]=[(γ-1α)γ]=s(y)  

dır.Dolayısıyla  I∈Γ(W,H) özdeş elemandır. 

 

3.  Ters Eleman: s∈Γ(W,H) herhangi bir kesit ve her y∈W için s(y)= [(γ-1α)γ] 

olsun. Şimdi δ=α-1 olmak üzere her y∈W için s-1(y) = [(γ-1δ)γ] şeklinde tarifli   

s-1:W→H tasvirini göz önüne alalım. s-1∈Γ(W,H) ve 

  (s.s-1)(y)=s(y).s-1(y)=[(γ-1α)γ].[(γ-1δ)γ]=[(γ-1α)γ.(γ-1δ)γ]                                        

                                   =[(γ-1αδ)γ]=[γ-1γ]=[1]=I(y). 

            (s-1.s)(y)=s-1(y).s(y)=[(γ-1δ)γ].[(γ-1α)γ]=[(γ-1δ)γ.(γ-1α)γ]=[(γ-1δα)γ] 

                         =[γ-1γ]=[1]=I(y) 

dir. 

O halde  s.s-1=s-1.s = I dir. Dolayısıyla s-1∈Γ(W,H), s nin tersidir.  

Dolayısıyla Γ(W,H) bir gruptur. 
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Teorem 3.4.3. f : X1→X2  sürekli tasvir olsun. Bu durumda sapları muhafaza eden bir  

f*: H1→H2 demet morfizmi vardır. 

 

İspat. x1∈ X1 herhangi bir nokta ve α, x1 de kapalı bir eğri olsun. x2∈X2 için f Dα, 

f(x1)=x2 noktasında kapalı bir eğridir ve [f Dα]∈
2x2 )H(   dir. Diğer taraftan, α1 ve α2,  

x1∈X1 noktasında kapalı eğriler öyleki α1~α2 ise f Dα1~ f Dα2 dir.  Böylece her 

1x][α =
1xσ ∈ 

1x1)H( ⊂H1 için bir f*:H1→H2 vardır öyleki   

f*(
1xσ )= f*(

1
][ xα )=

21 x)x(f]f[ =αD  dir. f* tasviri iyi tanımlıdır. 

 

Şimdi de f* ın sürekli olduğunu gösterelim. U2⊂f*(H1)⊂H2 açık bir altcümle olsun. 

Genelliği kaybetmeden, kabul edelim ki W2⊂X2 açık cümlesi için  

U2=t(W2), t∈Γ(W2,H2) olsun. Bu durumda ϕ2(t(W2))=W2 olur. f nin sürekliliğinden 

dolayı f-1(W2)=W1⊂X1 bir açık cümledir. Şimdi kabul edelim ki 
2xσ ∈U2 olsun. 

f*(
1xσ )= 

2xσ  olacak şekilde en az  
1xσ ∈U1=(f)-1 (U2) elemanı vardır. s(x1)= 

1xσ ve  

s(W1)⊂ H1 açık cümlesi için ϕ(
1xσ )=x1∈W1 olmak üzere s∈Γ(W1,H1) kesiti vardır. 

Dolayısıyla s(W1)⊂U1  dir. Kolaylıkla gösterilebilir ki U1= )W(s 1i
Ii∈
∪  dir. Burada, U1⊂H1 

bir açık cümledir ve f* sürekli bir tasvirdir. 

 

Sonuç 3.4.1. f:X1→X2 topolojik bir tasvir olsun. Bu takdirde X1 ve X2 üzerindeki H1 ve 

H2 demetleri izomorftur. 

 

Teorem 3.4.4. f : X1→X2 sürekli bir tasvir olsun. Bu takdirde bir 

f*:Γ(X1,H1)→ Γ(X2,H2) homomorfizmi vardır. 

 

İspat. f: (X1,c1)→(X2,f(c1)=c2)sürekli tasvirler olsun. Biliyoruz ki f* : H1→H2 bir demet 

homomorfizmidir.  Her 
1cσ =

1c][α ∈
1c1)H( , X1 üzerinde birtek s kesiti tanımlar öyleki 

her x1∈X1 için s(x1)=[(γ-1α)γ]x1 dir. Diğer taraftan, [ ]( ) [ ]
21 cc

* ff α=α D  ∈
2c2 )H(  ve  

[ ]
2cf αD ,  X2 üzerinde bir t kesitini tanımlar öyleki herhangi  x2 ∈ X2  için   
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t(x2)=[(δ -1 f Dα)δ]x2  dir. Bu durumda 
1c1)H( ve 

2c2 )H( arasındaki [α]c1↔[f Dα]c2  eşlemesi 

Γ(W1,H1) ve  Γ(W2,H2) arasında s↔t eşlemesini verir. Eğer bu eşlemeyi  

(f*(s(x1)) = f*[(γ-1α)γ]x1 =[(δ-1 f Dα)δ]x2 =t(x2) şeklinde tanımlarsak, bu durumda 

f*:Γ(X1,H1)→ Γ(X2,H2) tasviri bir homomorfizmdir.  

 

Sonuç 3.4.2. f : X1→X2 bir topolojik tasvir olsun. Bu takdirde, Γ(W1,H1) ve Γ(W2,H2) 

grupları izomorftur.  
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4. MANİFOLDLAR VE LİE GRUPLARI 

 

Bu bölümde, çalışmalarımızın bundan sonraki kısmında taban uzay olarak 

kullancağımız manifoldlar ve Lie gruplarını inceleyeceğiz. 

 

4.1 Manifoldlar 

 

Tarif 4.1.1. M bir topolojik uzay olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan M ye n-boyutlu bir 

topolojik manifold ( veya kısaca topolojik n-manifold ) denir. 

 

M.1) M bir Hausdorff uzaydır. 

M.2) M nin herbir açık altcümlesi En ye veya En nin bir açık altcümlesine 

homeomorftur. 

M.3) M sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir. 

 

Örnek 4.1.1. En nin kendisi bir topolojik n-manifolddur. 

Örnek 4.1.2. En nin herbir açık altcümlesi bir topolojik manifolddur. 

 

Tarif 4.1.2. M n-boyutlu bir topolojik manifold ve U, M de bir açık altcümle olsun. 

Eğer U bir ψ homeomorfizmi ile En nin bir W açık altcümlesine eşlenebiliyorsa, yani. 

ψ:U→W 

bir homeomorfizm ise (ψ,U) ikilisine M de bir koordinat komşuluğu veya harita denir. 

u∈U için ψ(u)∈En ve ψ(u)=(x1(u),...,xn(u)), xi(u)∈R, 1≤i≤n dir. xi(u) reel sayısına ψ(u) 

noktasının i-inci koordinatı ve ui:U→R fonksiyonuna da U nun i-inci Öklid koordinat 

fonksiyonu denir.  

 

Tarif 4.1.3. M bir topolojik n-manifold ve {Uα}α∈A M nin bir açık örtüsü olsun. Burada 

A, α indislerinin cümlesidir. En de Uα ya bir ψα homeomorfizmi altında homeomorf 

olan açık cümle Vα olsun. Böylece ortaya çıkan (ψα,Uα) haritalarının {(ψα,Uα)}α∈A 

koleksiyonuna M nin bir atlası denir. 
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Şimdi bir manifold üzerinde diferensiyellenebilir yapıyı tarif edelim; 

M bir topolojik n-manifold ve bir p∈M noktasının açık komşulukları da Wα ve Wβ 

olsun. Wα ∩Wβ ≠ ∅ ise Wα∩Wβ nın her noktasında  ( αα
n1 x,...,x ) ve ( ββ

n1 x,...,x ) gibi iki 

koordinat sistemi tariflidir. Bu iki koordinat sistemi arasındaki bağıntıyı aşağıdaki 

şekilde görmek mümkündür.  

                                                      

                                            Wα                                                           Wβ                                                

                                   M 

 

 

        ψα               ψβ                                                                 

 

                               En                                                                   En 

 

                                                                φαβ= -1ψα ψβ                                                         

                                                                 φβα= -1ψβ ψα                                    

    
-1ψα (Wα∩Wβ)     -1ψ β (Wα∩Wβ)                                            

                                                                 

                                                               Şekil 4.1                      
-1ψα (Wα∩Wβ)⊂Uα⊂En    ve    -1ψ β (Wα ∩Wβ)⊂Uβ⊂ En altcümleleri ikişer açık cümlenin, 

birer homomorfizm altında görüntüleri olduklarından açık cümlelerdir. Ayrıca  
-1ψ β o ψα: -1ψα (Wα ∩ Wβ) → -1ψ β  (Wα ∩Wβ)   ile 

-1ψα o Ψβ : -1ψ β  (Wα ∩ Wβ)→ -1ψα (Wα ∩ Wβ) 

fonksiyonları da iki homeomorfizmin bileşkesi olduklarından birer 

homeomorfizmlerdir. Kısalık olması bakımından 

φβα = -1ψ β oψα      ve        φαβ = -1ψα oψβ 
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gösterimi kullanılır. Tarif gereğince  φαβ nın diferensiyellenebilir olması demek (φαβ)i 

bileşenlerinin diferensiyellenebilir olmasını gerektirir. Aynı şey   φαβ fonksiyonu için de 

söylenebilir.  

Böylece şu tarifi verebiliriz. 

 

Tarif 4.1.4. M bir topolojik n- manifold ve M nin bir atlası  S = {(ψα, Wα ) }α∈A olsun. 

Eğer S atlası için, Wα ∩Wβ ≠ ø olmak üzere α β∈A ya karşılık φαβ  ve φβα  

fonksiyonları Ck sınıfından diferensiyellenebilir ise S ye Ck sınıfından 

diferensiyellenebilirdir denir. S atlası M üzerinde Ck sınıfından olduğu zaman S ye M 

üzerinde Ck sınıfından diferensiyellenebilir yapı dır denir. 

 

Tarif 4.1.5. M bir topolojik n- manifold olsun. M üzerinde Ck sınıfından bir 

diferensiyellenebilir yapı tarif edebiliyosa M ye Ck sınıfından diferensiyellenebilir bir 

manifold denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Örnek 4.1.3.  Sn = { x = (x1, x2 , ..., xn+1) ∈ En+1 ⏐ Σ xi
2 = r2 } ⊂ En+1 cümlesine  

n- boyutlu küre (n- küre) denir. Bu küre bir diferensiyelenebilir n- manifolddur. 

 

4.2 Lie Grupları 

 

Tarif 4.2.1. Bir G≠ 0 cümlesi aşağıdaki şartları sağladığı takdirde G ye bir Lie grubu 

denir. 

1.G bir analitik manifolddur. 

2.G bir gruptur. 

3.μ:GxG→G ,μ(x, y) = xy-1 olarak tarif edilen μ tasviri analitiktir (Adams 1982). 

 

Şayet G hem bir grup hem de bir topolojik uzay olmak üzere yukarıdaki 3. şartındaki 

tasvir sürekli ise G ye bir topolojik grup denir. 

 

Bu tarife göre her Lie grubu bir topolojik gruptur. Literatürde bazen Lie grupları analitik 

gruplar diye de adlandırılır. 
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Örnek 4.2.1. G=Rn bir Lie grubudur. Gerçekten de; 

1.G nin özdeşlik tasviri yardımıyla analitik manifold olduğu kolayca gösterilir.. 

2.(G,+) bir gruptur. 

3.μ:GxG→G ,μ(x,y)= xy-1=x-y tasviri analitiktir. 

 

Örnek 4.2.2. S1=R/Z olmak üzere S1 birim çemberi bir Lie grubudur. 

Gerçekten, (R,+) bir Abel grubu ve Z, R nin normal altgrubudur. 

 π : R→R⏐Z 

ve 

 F : R→ S1 

                                                      

f(t)=(cos2πt,sin2πt) olarak tarif edilirse f bir epimorfizm ve Çekf=Z dir. Dolayısıyla  

1. İzomorfizm teoreminden R/Z≅ S1 dir. Açık olarak R bir Lie grubu ve Z bir diskret 

normal altgruptur. Z diskret olduğundan R/Z, R üzerinde bir manifold yapısına sahiptir. 

Z, R/Z grubunda normal olup, analitiklik lokal bir özelik olduğundan R/Z nin analitikliği 

elde edilir. Dolayısıyla S1 analitik manifolddur. 

u=(x1,y1), v=(x2,y2)∈ S1, u.v=(x1x2-y1y2, x1y2+x2y1) olarak tarifli işlemle (S1, .) bir 

gruptur. u-1=(x1,-y1)dir. Dolayısıyla μ(u,v)=u.v ve λ(u)= u-1 tasvirleri analitiktir. O halde 

S1 bir Lie grubudur (Fegan 1991). 

 

 

Örnek 4.2.3.  Tn= S1x S1x... xS1=Rn/Zn   n-boyutlu tor grubu bir Lie grubudur. 

 

Örnek 4.2.4. Lie grubuna en başta gelen örneklerinden biri   

SU(2)={A: tA =A-1 ve detA=1}   

dir. Burada A, 2x2 tipinde kompleks matristir. SU(2) nin elemanları z ve w  

⎢z ⎢2+⎢w⎢2=1  şartını sağlayan kompleks sayılar olmak üzere  

A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− zw

wz
   

şeklindedir. 

z=x+iy ve w=u+iv ve x2+y2+u2+v2=1 olsun. SU(2) üzerindeki haritaları aşağıdaki gibi 

tarif edebiliriz: 
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U1={A: x>0},   U2={A: x<0} 

U3={A: y>0},   U4={A: y<0} 

U5={A: u>0},   U6={A: u<0} 

U7={A: v>0},   U8={A: v<0} 

Eşlenilen tasvirler ise, 

ϕ1(A)=(y,u,v),   ϕ2(A)=(y,u,v) 

ϕ3(A)=(x,u,v),   ϕ4(A)=(x,u,v) 

ϕ5(A)=(x,y,v),   ϕ6(A)=(x,y,v) 

ϕ7(A)=(x,y,u),   ϕ8(A)=(x,y,u) 

ile verilir. Kolayca görülebilir ki bu tasvirler analitiktir. 

Şimdi ϕ: SU(2)→R4, ϕ(A)=(x,y,u,v) ve A1, A2 ,(z1,w1) ve (z2,w2) ile verilen iki matris 

öyleki  ϕ(Ai)=(xi,yi,ui,vi) olsun. Bu takdirde ϕ(A1A2)=(x3,y3,u3,v3) dir.  

Burada,     

 

x3=x1x2-y1y2-u1u2-v1v2 

       y3=x1y2+x2y1+u1v2-u2v1 

       u3=x1u2+x2u1-y1v2+y2v1                    

            v3=x1v2+x2v1+y1u2-y2u1 

 

dir. πi, R4 ün 3-boyutlu altuzayı üzerine izdüşümü olmak üzere ϕi=πi ϕ|Ui olduğundan, 

matris çarpımı bir analitik tasvirdir. Ayrıca ϕ(A-1)=(x,-y,-u,-v) dir.  

Böylece SU(2) 3-boyutlu bir Lie grubudur.  

  

 

Tarif 4.2.2: Lie grubunun temelindeki manifold kompakt ise Lie grubuna kompakt Lie 

grubu ve benzer şekilde temeldeki manifold irtibatlı ise Lie grubuna irtibatlı Lie grubu 

denir (Fegan 1991). 
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5. KOMPAKT İRTİBATLI LİE GRUPLARI ÜZERİNDE DEMETLER VE 

HOMOTOPİ NORMALİTE  

 

5.1 Kompakt İrtibatlı Lie Grupları Üzerinde Demetler  

 

Bu kesimde taban cümle olarak, kompakt, irtibatlı bir X  Lie grubu göz önüne 

alınmıştır. Her farklı ix ,i∈I ve jx ,j∈J noktaları için (X, ix ) ve (X, jx ) noktalı kompakt, 

irtibatlı Lie grupları aynı homotopi tipinden olsun. (X, ix ) Lie grubu iken aynı 

homotopi tipine sahip (X, jx ) nin de Lie grubu olduğu gösterilebilir. Ayrıca (X, ix ), i∈I 

Lie gruplarının her birine farklı [(X, ix );(P,p)] grupları tekabül etmektedir (Yıldız 

1982). (Burada P, herhangi bir noktalı, kompakt, irtibatlı Lie  grubu ve [(X, ix );(P,p)] 

de  (X, ix ) den (P,p) ye taban noktalarını muhafaza eden sürekli bütün tasvirlerin 

homotopi sınıflarının cümlesidir). 

 

Gösterilebilir ki ∀x∈ X için [(X, x );(P,p)] cümlesi, P Lie grubunun intac ettiği işlemle 

birlikte bir grup teşkil eder. 

 

Gerçekten, xf ][ , xg][ ∈[(X, x );(P,p)] herhangi elemanlar olmak üzere xf ][ xg][ = xfog][  

şeklinde tarif edilirse bu işlem iyi tariflidir ve bu işlemle birlikte [(X, x );(P,p)] bir 

gruptur. 

 

Her bir (X, x ) Lie grupları için  [(X, x );(P,p)]gruplarının H(X)=
Xx∈
∨  [(X, x );(P,p)] 

ayrık birleşimi, X kompakt irtibatlı Lie grubu üzerinde bir cümledir.  

 

ϕ : H(X) → X tabii tasvirini  

her δ∈H(X) için ( δ∈H(X) ⇒ ∃ x∈X için δ∈ xXH )(  = [(X, x );(P,p)]   ise δ = xf ][ )  

ϕ( δ ) = ϕ( xf ][ ) = x şeklinde tarif edelim.  
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Şimdi H(X) cümlesi üzerinde , ϕ  tasvirini lokal topolojik kılan ve her bir  

xXH )( = [(X, x );(P,p)]sapında diskret topoloji meydana getiren, bir tabii topolojinin 

inşasını verelim. 

 

δ= xf ][ ∈ xXH )( ⊂  H(X) ise ϕ (δ) =ϕ( xf ][ ) = x ve W ⊂  X keyfi bir açık ve W de bir 

keyfi 0x  noktası seçelim. O halde W = W( 0x )  olarak göz önüne alabiliriz. Şimdi   

 s : W → H(X) tasvirini şöyle tarif edelim: 0x ∈X olmak üzere [(X, 0x );(P,p)]⊂  H(X) 

grubu verilsin.  xf
o

][ ∈  [(X, 0x );(P,p)] olsun. 

 

Bu durumda y∈W herhangi bir nokta ise (X,y) ve (X, 0x ) homotopik eşdeğer 

olduklarından, φ : (X,y) → (X, 0x )  homotopi eşdeğerlik tasviri vardır.  

 

Dolayısıyla                                                                                                   

                                                                                     (X, 0x )                         (P,p) 

                                                                                          

                                                                                        φ                   f oφ                                            

 

                                                                                         (X,y)           

 

üçgen diagramında da görüldüğü gibi f oφ: (X,y) → (P,p) tasviri süreklidir ve taban 

noktasını muhafaza eder. f oφ tasvirinin homotopi sınıfı [ f oφ] y ∈[(X,y);(P,p)]dir. 

 

O halde s (y) = [ f oφ]y diyelim. Bu şekilde tarif edilen s tasviri tek anlamlıdır ve  

   ∀y∈ W için (ϕ o s ) (y) = ϕ (s (y)) = ϕ [ f oφ]y = y ⇒  ϕ os= 1W.  

şartını sağlar. 

 O halde herhangi bir y∈ W için s(y) = [ f oφ]y  olduğundan f oφ= h dersek 

 s(y)=[ f oφ]y =[h] y  dir. Bu durumda s (W) =   
Wy∈
∪  [h]y olarak yazılabilir.  

   s (W) yi açık cümle olarak tarif edersek, gösterebiliriz ki   

f 
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          B = {s (W) ⎜ W = W(y) ⊂ X}   

 

 ailesi H(X) üzerinde bir topoloji tabanıdır. Bunun için  

 

s1(W1), s2(W2) ∈ B olmak üzere, s1(W1) ∩ s2(W2) ∈ B olduğunu göstermek yeterlidir. 

 

Halbuki; 

 

i)  s(W) = s1(W1) ∩ s2(W2) ≠ ∅ ise, herhangi bir  y∈ W(y) = (W1 ∩ W2) (y)  

için en az bir δy∈ s1(W1) ∩ s2(W2) vardır. Buradan δy∈ s1(W1) ve δy∈ s2(W2) dir. 

Dolayısıyla  δy= s1(y), y ∈W1 ve  δy= s2(y), y∈W2   yazılabilir Böylece s1(y)= s2(y),   

y∈ W1 ∩ W2 ve s1 ⎜ W1 ∩ W2  = s2 ⎜ W1 ∩ W2  dir. Dolayısıyla s : W = W1 ∩ W2 → H 

kesiti s(W) = s(W1 ∩ W2) = s1 ⎜ W1 ∩ W2  = s2 ⎜ W1 ∩ W2  şeklinde tarif edilirse     

s(W) = s(W1 ∩ W2) = s1(W1) ∩ s2(W2) dir.  

 

ii)      s1(W1) ∩ s2(W2) = ∅ ise;  ∅ ∈ B olduğundan  s1(W1) ∩ s2(W2) ∈ B dir.  

 

Dolayısıyla B, H(X) üzerinde bir topoloji tabanıdır ve H(X) in açık cümleleri B nin 

elemanlarının keyfi birleşimleridir. Bundan dolayı H(X) bu topolojiyle birlikte bir 

topolojik uzaydır. 

   Şimdi gösterelim ki ϕ : H(X) → X tabii tasviri bir lokal topolojik tasvirdir. 

   Bunun için göstermeliyiz ki her δ = [h]y ∈ H(X),  y∈X için bir U(δ) ⊂ H(X) ve       

   W(y = ϕ (δ))⊂ X açık civarları vardır öyle ki ϕ ⎜ U : U → W bir topolojik tasvirdir.  

 

Halbuki δ = [h]y ∈ H(X) için ϕ(δ) = ϕ ([h]y)= y idi. Bu durumda y noktasını ihtiva eden 

W açık civarı için bir s:W→H(X) tasviri vardır ∋ s(y) = δ. Ayrıca U(δ) = s(W) ve  

ϕ ⎜U = ϕ∗ olduğunu kabul edelim. 
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1.  ϕ∗ = ϕ ⎜s(W) : U → W bire-birdir. Çünkü  y∈W ve s tasviri (X,y) dan (P,p) ye taban    

noktalarını muhafaza eden sürekli tasvirlerin homotopi sınıfı olarak tarif edildiğinden; 

herhangi δ1, δ2 ∈ s (W) için W de sırasıyla y1, y2 ∈ W olan noktalar vardır öyleki 

        δ1 = s (y1) = [ f oφ]
1y                                             δ2=  s(y2) = [ f oφ′]

2y  

olmak üzere  
                                     f                                                                  f  

              (X, 0x )                          (P,p)                          (X, 0x )                     (P,p) 

                  φ                        f o φ                                 φ′                        f o φ′                                     

              

                  (X, 1y )                                                             (X, 2y ) 

diagramı verilebilir. 

 

Şimdi  ϕ∗ (δ1) = ϕ∗ (δ2) ⇒ ϕ∗  (s( 1y )) = ϕ∗ (s ( 2y ))   

 

                                      ⇒ ϕ∗ ( [ f o φ] 1y ) = ϕ∗ ([ f o φ′] 2y ) 

 

                                      ⇒ 1y  = y2 

 

dır. Dolayısıyla φ ∼ φ′ ⇒ f o φ  ∼  f o φ′⇒   [ f o φ] 1y  =  [ f o φ′] 2y  

                                    

                                                        ⇒ δ1 = δ2   

   O halde ϕ∗ bire-birdir. 

 

2.  ϕ∗ = ϕ ⎜U : U → W süreklidir. Çünkü δ∈U = s (W) herhangi bir eleman ve  

ϕ∗ (δ) = y∈W ve V = V(y) ⊂ W  herhangi bir civar olmak üzere s(V)⊂ U = s(W),   

δ nın bir civarıdır ve ϕ∗ (s(V)) = V⊂W olduğundan, ϕ∗ süreklidir. 

 

3.  (ϕ∗) -1= (ϕ ⎜U)-1 = s : W → U = s (W) süreklidir. Çünkü y∈W herhangi bir nokta,  

    s(y) = δ∈U ve U′ = U′ (δ)⊂ U de δ nın bir civarı ise (ϕ ⎜U) (U′)⊂ W, y nin W de bir 

civarıdır ve s ((ϕ ⎜U) (U′)) = U′dir. O halde s süreklidir.  
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O halde aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz. 

 

Teorem 5.1.1. X kompakt irtibatlı Lie grubu, H(X)=
Xx∈
∨ [(X, x );(P,p)] ve ϕ:H(X)→X ∋ 

her δ = (
x

f ][ )∈[(X, x );(P,p)], x∈X için ϕ (δ)=ϕ( xf ][ ) = x  tabii tasviri verilsin. Bu 

takdirde (H(X) , ϕ) ikilisi X üzerinde bir demettir 

 

Tarif olarak bu demete kompakt irtibatlı Lie grubu üzerindeki demet denir.      

 

Tarif 5.1.1. Her bir x∈X için xXH )(  = ϕ-1 (x) grubuna (H(X) ,ϕ) demetinin x 

üzerindeki sapı denir.  

 

 x∈X herhangi bir nokta ise (X,x) kompakt irtibatlı Lie grubunda  x i içeren W  = W(x) 

açık civarı ve bu civar üzerinde ϕ os = 1w şartını sağlayan bir s:W→ H(X) sürekli tasviri 

vardır. Bu s tasvirine H(X) demetinin W üzerindeki bir kesiti denir. H(X) nin W 

üzerindeki bütün kesitlerinin cümlesi  Γ (W,H(X))   ile gösterilir.   

 

Teorem 5.1.2. (X, x ) , x∈X aynı homotopi tipinde Kompakt, irtibatlı Lie grupları; 

(H(X),ϕ) , X in intac ettiği grupların demeti ve Γ (W,H(X)), W üzerindeki bütün 

kesitlerin cümlesi olsun.∀ s1,s2 ∈  Γ (W,H(X)) ve y∈W için, (s1.s2) (y)  = s1(y) . s2 (y)  

şeklinde tarif edilen çarpma işlemiyle birlikte Γ (W,H(X)) bir gruptur. 

 

İspat.  Kapalılık: ∀ bir s1,s2 ∈  Γ (W,H(X)) için s1 o s2 ∈  Γ(W,H(X)) dir. 

  Gerçekten y∈W olmak üzere, 

   s1(y) . s2 (y)  = [ f o φ  ]y. [ f o φ′]y = [( f o φ  ). ( f o φ′)]y  =  [ f o φ.φ′]y   

                       = (s1.s2) (y)  

     Dolayısıyla   s1.s2 (y)= [ f o φ  oφ′]y ∈Γ(W,H(X) dir. 

 

1. Asosyatiflik:  Her   s1,s2,s3 ∈  Γ (W,H(X)) ve y∈W için, 

((s1.(s2.s3)) (y) =   s1(y).((s2(y).s3(y)) 

                      = [ f o φ]y .([ f o φ′]y . [ f o φ′′]y)  
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           = [ f o φ]y. [ f o (φ.′φ′′)]y 

                      = [ f o (φ.(φ′.φ′′)] 

                      = [ f o (( φ.φ′).φ′′)]y                       

                      = [( f o φ.φ′).( f o φ′′)]y                       

                      = [( f o φ).( f o φ′)]y.[ f o φ′′]y  

                      = ([ f o φ]y.[ f o φ′]y).[ f o φ′′]y  

                      = (s1 . s2) (y) . s3(y) 

                       = ((s1 . s2)  . s3) (y).  

Bu ise (s1 . s2) .s3 =  s1.( s2.s3)  demektir.  

 

 2.  Özdeş Eleman : y∈W için I(y) = [ f o I]y şeklinde tarif edilen I : W → H(X) tasviri 

çarpma işlemine göre özdeş elemandır. Gerçekten, 

(I.s) (y) = I (y) . s (y)  

              = [ f o I]y . [ f o φ]y =[ f o φ.I]y 

              = [ f oφ]y  = s (y) ⇒ (I . s) = s  

dır. 

 Benzer şekilde s. I = s dir. 

 

3. Ters Eleman: Her s ∈  Γ (W,H(X)) nin tersi   

        s -1(y) = [ f o φ]-1
y   =  [ f o φ-1]y 

şeklinde tarif edilen  s -1 : W → H(X) tasviridir. Gerçekten, 

(s . s -1)  (y) = s (y) . s -1(y) =  [ f o φ]y .  [ f o φ -1]y  

                  =   [ f o φ.φ -1 ]y = [ f o I]y = I(y).    

O halde s. s -1 =  I dır.  

  Benzer şekilde s -1   .s  = I  dır.     

 Dolayısıyla verilen çarpma işlemiyle birlikte    Γ (W,H(X)) bir gruptur.  

Şimdi s∈Γ(X,H(X)) global bir kesit olsun. s(X) ⊂  H(X) bir Lie grubudur. Dolayısıyla  

H (s(X)) = 
))(,( XHXs Γ∈

∨  s(X)  ,     s(X) Lie gruplarının ayrık bir birleşimidir. 
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ϕ  : H(s(X))  → X tabii tasvirini her s(x) ∈ H(s(X)) için ϕ (s(x)) = x şeklinde tarif 

edelim.  

Gösterilebilir ki (H(s(x), ϕ ) bir demettir. 

 

Teorem 5.1.3. X kompakt irtibatlı bir Lie grubu, (H(X), ϕ) X üzerindeki demet ve W, X 

in bir açık alt cümlesi olsun. Bu takdirde Hx  ≅  Γ (W,H) dır. 

 

İspat. W⊂X açık bir cümle ve s∈ Γ (W,H) olsun. Bu takdirde bir δx = [ f ]x ∈ Hx vardır 

öyle ki her y∈ W için s(y) = [ f o φ]y dir. Yani Hx in her elemanına Γ (W,H) da yalnız 

bir eleman karşılık gelir. Yani ϕ  :Hx → Γ (W,H) dönüşümü her δx∈ Hx  için  

ϕ  (δx)=s(y)= [ f o φ]y şeklinde tarif edilebilir. 

 

 1.  ϕ  bire-birdir: Gerçekten, δ1
x , δ2

x sırasıyla s1, s2 ∈ Γ (W,H) kesitlerini belirlesin. 

     Bu takdirde her y ∈W için, 

                                        s1(y) =  [ 1f o φ]y   ve  s2(y) =  [ 2f o φ]y 

dir. Eğer δ1
x ≠ δ2

x  ise s1(y) ≠ s2(y) dir. Dolayısıyla ϕ  bire-birdir. ϕ  nin tarifinden  

dolayı ϕ  üzerindedir. Böylece ϕ  bir bijeksiyondur. 

Şimdi deϕ  nin bir homomorfizm olduğunu gösterelim: δ1
x  = [ 1f ] x,δ2

x = [ 2f ] x∈ Hx 

ise  

                        δ1
x .δ2

x  =   [ 1f ] x . [ 2f ] x = [ 1f . 2f ] x 

dir. Böylece δ1
x .δ2

x  ∈ Hx bir s ∈ Γ (W,H) kesitini tarif eder. 

ϕ  (δ1
x .δ2

x ) = ϕ  (  [ 1f ] x . [ 2f ] x) = ϕ  ( [ 1f . 2f ] x) 

                     = [ 1f . 2f  o φ] x  = [( 1f  o φ). ( 2f  o φ)] x 

          = [ 1f  o φ] x. [ 2f  o φ] x   = ϕ  ( [ 1f ] x) .ϕ ( [ 2f ] x) 

          = s1(y) . s2(y) = ϕ  (δ1
x) . (δ2

x ) 

dir. Böylece ϕ  bir izomorfizimdir. 

Sonuç 5.1.1. Hx sapı W üzerindeki kesitlerin grubunu tamamiyle belirler. 

 Eğer W = X alınırsa Hx sapı tamamiyle X üzerinde global kesitlerin grubunu belirler 

yani Hx ≅ Γ (X,H) dır. 
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Teorem 5.1.4. X kompakt irtibatlı Lie grubu ve 0x , 0y ∈X herhangi iki nokta olsun. Bu 

takdirde 
0xH ≅ 

0yH  dır. 

 

İspat. ∏ : 
0xH → 

0yH , ∏ (
0

][ xf ) = 
0

][ yfoφ  şeklinde tarif edilen ∏ tasviri iyi tariflidir, 

burada φ: (X, 0y ) → (X, 0x ) sürekli bir tasvirdir, yani 

             φ ∈ [φ] ∈ hom [(X, 0y ) , (X, 0x )] 

Gerçekten,   

                                     
0

][ 1 xf = 
0

][ 2 xf ⇒ f 1 ∈ 
0

][ 2 xf  ⇒ f 1  ∼ f 2 

                                                             ⇒  f 1 o φ ∼ f 2 o φ 

           ⇒  f 1 o φ ∈ 
0

][ 2 yof φ  

                             ⇒ 
0

][ 1 yof φ = 
0

][ 2 yof φ  

      1.  ∏  bire-birdir: Gerçekten, her 
0

][ 1 xf  , 
0

][ 2 xf ∈  
0xH  için, 

                             ∏ (
0

][ 1 xf ) =∏ (
0

][ 2 xf )⇒
0

][ 1 yof φ =
0

][ 2 yof φ  

                                                        ⇒ f 1 o φ ∼ f 2 o φ 

                                                       ⇒ f 1∼ f 2 

                                                                                     ⇒ f 1∈
0

][ 2 xf  

                                                       ⇒
0

][ 1 xf  = 
0

][ 2 xf . 

     2.  ∏ örtendir: Gerçekten, her 
0

][ xf ∈ 
0xH homotopi sınıfı 

0
][ yfoφ ∈ 

0xH homotopi  

         sınıfını belirtir. 

         Karşıt olarak her 
0

][ yfoφ ∈ 
0yH homotopi sınıfı 

0
][ xf ∈ 

0xH  homotopi sınıfını    

         Belirtir 

     3.  φ bir homomorfizimdir: Gerçekten, her 
0

][ 1 xf , 
0

][ 2 xf ∈ 
0xH  için, 

                                ∏ (
0

][ 1 xf .
0

][ 2 xf ) = 
0

].[ 21 xff  

           = 
0

].[ 21 yoff φ  

 =  
0

)]).([( 21 yofof φφ  

 =   ∏ (
0

][ 1 xf ).∏(
0

][ 2 xf ) . 
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5.2 Karakterizasyonlar 

 

X1, X2  Kompakt irtibatlı Lie grupları ve H(X1), H(X2) de sırasıyla bu kompakt irtibatlı 

Lie gruplarına karşılık gelen demetler olsun. Notasyon olarak (X1, H(X1)) ve  

(X2, H(X2)) ile gösterelim. 

 

Tarif 5.2.1. (X1, H(X1)) ve (X2, H(X2)) çiftleri verilmiş olsun. Bu çiftler arasında bir 

homomorfizm vardır denir ve F = (α,α*) : (X1, H(X1)) →  (X2, H(X2)) yazılır, şayet bir 

F = (α,α*) çifti varsa öyleki 

1.  α: X1 → X2 süreklidir. 

2.  α*: H(X1) → H(X2) süreklidir. 

3.  α*,α ya nazaran sapları muhafaza eder. Yani kare diagramı komutatiftir. 

                                            

                          H (X1)                                   H(X2) 

 

                           ϕ1                                               ϕ2                                                                                              

                             

                               X1                                      X2 

                                                     

4. Her x1∈ X1  için  ( ) ( ) ( ) ( )111 x2x1x1 XHXH:XH α
∗ →α    bir homomorfizmdir.           

 

Tarif 5.2.2. (X1, H(X1)) ve (X2, H(X2)) çiftler olmak üzere                                               

F = (α,α*) : (X1, H(X1)) →  (X2, H(X2)) bir homomorfizmi verilsin. Eğer α ve α* 

topolojik iseler F = (α,α*) tasvirine bir izomorfizm denir. 

Bu takdirde (X1, H(X1)) ve (X2, H(X2)) çiftlerine de izomorfiktirler denir. 

 

Teorem 5.2.1. (X1, H(X1)) ve (X2, H(X2)) çiftleri verilmiş olsun. Eğer α : X1 → X2 

sürekli bir tasvir ise, bu takdirde (X1, H(X1)) ve (X2, H(X2)) çiftleri arasında bir 

homomorfizm vardır.  

 

 

α* 

α 
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İspat. x1∈ X1 keyfi sabit bir nokta olsun. Bu takdirde α( x1 ) ∈ X2 olup,   

( H(X1)) 1x ⊂ H( X1 ),  (H(X2)) )( 1xα ⊂ (H(X2))  mütekabil saplardır. Şimdi 1f ve 2f , 

 x1 de homotopik tasvirler ise α(x1) deki /
1f , /

2f  tasvirlerini  

/
1f =α o 1f ,  /

2f = α o 2f şeklinde tarif edelim. 

 

Eğer 1f ∼ 2f ⇒∃ F (x,t):X x J → X  ∋ F sürekli ve F (x,0) = 1f (x),  F (x,1) = 2f (x). 

 

Şimdi  

 

G = G (x,t) : X x J → X 

 

tasvirini 

G  ( x,t ) = α ( F (x,t) ) 

 

olarak tarif edersek, G süreklidir. Üstelik 

 

G ( x, 0) = α ( F ( x,0 ) ) = (α o 1f ) (x) 

G (x, 1) = α (F (x,1) ) = (α o 2f ) (x) 

 

dir. O halde  

α o 1f ∼ α o 2f  

 

dır. Dolayısyla [
1

]xf ↔ [α o f ] )( 1xα  eşlemesi tek anlamlıdır. Yani bu eşleme her bir 

[
1

]xf elemanına bir tek [α o f ] )( 1xα elemanını karşılık tutmaktadır. Böylece bir 

 

α* : H (X1) → H (X2) 
 

tasvirini her [
1

]xf ∈ H (X1) için, 
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α* ( [
1

]xf ) = [α o f ] )( 1xα ∈ H (X2) 

şeklinde tarif edebiliriz. 

 

1. α* süreklidir: Eğer U2 ⊂ H (X2) herhangi açık cümle ise (α*) -1 (U2) = U1⊂ H (X1) 

bir açık cümledir. Gerçekten, U2⊂ H (X2) açık ise Wi  açık bir civar olmak üzere  

 

U2 =∪
1i∈

s2i   (Wi) 

ϕ2   (U2) = ∪
1i∈

 Wi 

dir. Burada s2i : Wi   →  H (X2) birer kesittir. Dolayısıyla ∪
1i∈

 Wi  ⊂ X2   açıktır. α sürekli 

olduğundan 

α-1   ( ∪
1i∈

 Wi  ) = ∪
1i∈

α-1     ( Wi  ) ⊂  X1   

 

açıktır. Ayrıca α-1     ( Wi  ),  X1 de eğrisel irtibatlı bir açık civar olduğundan bir  

s1i   : α-1     ( Wi  ) → H (X1) 

kesiti vardır. Böylece ∪
1i∈

 s1i  (α-1     ( Wi  )) ⊂ H (X1) bir açıktır. Göstereceğiz ki  

U1  = ∪
1i∈

 s1i  (α-1     ( Wi  )) 

dir. Eğer 1σ  = [
1

]1 xf ∈ U1  = (α*) -1  ( U2  )ise bu durumda 2σ = [α o )(1 1
] xf α vardır 

öyle ki α* ( 1σ ) = 2σ  ve ϕ2   ( 2σ ) = ϕ2  ([α o f1 ] )( 1xα ) = α (x1) dir. Dolayısıyla  

α (x1) ∈ Wi  ise x1 ∈ α-1     ( Wi  ) ve 1σ  = 
1

][ 1 xf ∈ ∪
1i∈

 s1i  ( Wi  ) dir. Böylece  

U1 ⊂ ∪
1i∈

 s1i  (α- 1    ( Wi  ) ) dir. 

Diğer taraftan , 1σ ∈ ∪
1i∈

 s1i  (α- 1    ( Wi  ) ) ise bir i ∈ I için  1σ ∈ s1i   (α- 1    ( Wi  ) ) dir. 

Buradan 1σ  = 
1

][ 1 xf ise, ϕ1  ( 1σ ) = x1  ve [α o )(1 1
] xf α = 2σ ∈ U2 dir. Böylece, 

∪
1i∈

 s1i  (α- 1    ( Wi  ) ) ⊂ U1 dir. O halde, 
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U1 = ∪
1i∈

 s1i  (α- 1    ( Wi  ) ) dir. 

 

2. α* , α ya göre sapları korur: Gerçekten, herhangi 1σ  = [
1

]xf ∈H(X1) için  

(α o ϕ1 ) ([ 1
]xf ) = α (ϕ1  ([ 1

]xf ) = ϕ (x1 ) 

(ϕ2 o α* ) ([
1

]1 xf ) = ϕ2 (α*  ([
1

]xf )) = ϕ2  ( [α o )(1 1
] xf α = α (x1  ) 

 dir. 

 

3. Her x1 ∈ X1  için, 

α* ⏐
1

)( 1 xxH : 
1

)( 1 xxH → )(1 1
)( xxH α  

 

tasviri bir homomorfizmdir: Gerçekten 1f ve 2f  x1 ∈ X1   de  homotopik tasvirler ise 

,
1f = α o 1f , ,

2f = α o 2f de  α  ( x1 ) ∈ X2 de homotopik tasvirlerdir.  

 

Dolayısıyla  α* ([
1

]1 xf ).α*([
1

]2 xf ) =   [α o )(1 1
] xf α . [α o )(2 1

] xf α  

                                              = [α o 1f . )(2 1
] xf α = α* ( [ 1f .

1
]2 xf ) dir. 

 

O halde F = (α α* ) bir homomorfizmdir. 

 

Teorem 5.2.2.  (X1, H(X1)) , (X2, H(X2)) , (X3, H(X3)) çiftleri ve    α1 : X1 → X2 ,  

α2 : X2 → X3     sürekli tasvirleri verilmiş olsun. Bu takdirde,α = α2 o α1, 

α* = α2*o α1*olacak şekilde bir F = (α,α*) : (X1, H(X1)) →  (X3, H(X3))    

homomorfizmi vardır. 

 

İspat. α2 o α1: X1 → X3 sürekli olduğundan Teorem 5.2.1 den dolayı    

F = (α,α*) : (X1, H(X1)) →  (X3, H(X3)) homomorfizmi vardır. Her [f] ∈H(X1)  için  

α*([f])=[α o f]= [ ( α2 o α1) o f] = α2*([α1 o f ]) = ( α2* o α1*)([f]) 
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olduğundan  

α* = (α2 o α1)* = α2* o  α1*   

dır.  

 

Şimdi, 

C: Kompakt irtibatlı Lie grupları ve sürekli tasvirler kategorisi,  

D: Demetler ve demet homomorfizmlerinin kategorisi  

olsun. 

 

Bir T :C→D tasvirini,her X ve α :X1→X2 için T (X) = H(X) ve T(α):H(X1)→ H(X2) 

şeklinde tarif edelim.  

 

1. X1 = X2 ve α = 1x1 ⇒ T (1x1) =  1H(X1).Çünkü T (1x1) = (1x1)* ve her [f]∈H(X1) için  

(1x1)* ([f]) = [1x1o f] = [f] ⇒ (1x1)* = ( ) )X(TXH 11
1 =  

 

2. α1 : X1 → X2 ve α2 : X2 → X3  ∋  α2 o α1 : X1 → X3 ve α1, α2 sürekli olduğundan  

α2oα1 de süreklidir.Dolayısıyla,T(α2oα1) : H(X1)→ H(X3) bir homomorfizmdir.  

 

Üstelik 

T (α2 o α1) = (α2 o α1)* = α*2 o α*1 = T(α2) . T(α1).  

Böylece T : C → D bir funktordur.  

 

O halde aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

Teorem 5.2.3.  Kompakt irtibatlı Lie grupları ve sürekli tasvirler kategorisinden, 

demetler ve demet homomorfizmleri kategorisine bir funktor vardır. 
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5.3 Homotopi Normalite 

 

Bu bölümde H′(X),H(X) in bir alt demeti olmak üzere H′(X) in H(X) de homotopi 

normalliğini tarif ederek demet morfizmi altında homotopi normalliğin korunduğunu 

göstereceğiz. 

 

Tarif 5.3.1. (McCarty) G bir homotopi grup, H  G nin  bir alt grubu olsun. Eğer, g∈G, 

h∈H için  ƒ0 (g,h)=ghg-1 ve ƒ 1 (GxH )⊂H olacak şekilde bir 

 ƒt:(GxH , HxH) → (G,H)  

homotopisi varsa, H ye G de homotopi normal denir (Furukawa 1995). 

 

Şimdi bu tariften yararlanarak demetler için homotopi normaliteyi aşağıdaki şekilde 

tarif edeceğiz. 

Tarif 5.3.2. S, X  üzerinde grupların bir demeti , S′⊂ S bir alt demet olsun. Sx′⊂ Sx  

altgrup olmak üzere S =
Xx∈
∨ Sx ,   S′ =

Xx∈
∨ Sx′ yazılabilir.  

Buna göre      

S⊕ S′ = 
Xx∈
∪ Sx x Sx′  olmak üzere  

ft(S⊕ S′,S′ ⊕ S′) → (S,S′) 

tasviri için  

f0 (δx, δ′x) = δx δ′x δx
-1  ve   f1(S⊕ S′)⊂ S′  

şeklinde tarif edilen bir ft homotopisi varsa S′⊂ S alt demetine S de homotopi normaldir 

denir. 
S yerine özel olarak X üzerinde inşa ettiğimiz kompakt irtibatlı Lie gruplarının demeti 

olan H(X) i ve S′ yerinde H′(X) altdemetini alarak H′ (X) ⊂ H(X) altdemeti için de 

homotopi normaliteden bahsedebiliriz. 

 

Teorem 5.3.1. X1, X2 kompakt irtibatlı Lie grupları; H(X1), H(X2) bu Lie grupları 

üzerindeki demetler ve k: H(X1) → H(X2) örten demet morfizmi olsun 

(i) Eğer H′(X1), H(X1) de homotopi normal ise k(H′(X1)) de H(X2) de homotopi 

normaldir. 
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(ii) Eğer H′(X2), H(X2) de homotopi normal ise k-1(H′(X2)) de H(X1) de 

homotopi normaldir. 

 

İspat . 

(i) H′(X1), H(X1) de homotopi normal olduğundan σx = [f]x∈  H(X1), b∈  H′(X1) 

için 

                  h0 (σx, b) = σx b (σx) -1 ve 

                  h1 (H(X1) ⊕ H′(X1)) ⊂ H′(X1)  

olacak şekilde bir 

                  ht: (H(X1) ⊕ H′(X1)),  H′(X1) ⊕ H′(X1) → (H(X1), H′(X1)) 

homotopisi vardır. Dolayısıyla 

                   σx H′(X1) (σx) -1∼  H′(X1) 

yazılabilir. 

k bir demet morfizmi olduğundan sapları koruyan sürekli bir tasvirdir. Dolayısıyla 

k(H′(X1)), H(X2) nin bir alt demetidir. 

k(σx) = k( [f]x ) = [kof]k(x) = μ k(x) ile gösterilirse μ k(x) ∈  H(X2) dır. 

σx H′(X1) (σx) -1∼ H′(X1) ⇒ k(σx H′(X1) (σx) -1) ∼ k(H′(X1)) 

                                       ⇒k(σx) k(H′(X1)) k(σx) -1 ∼ k(H′(X1)) 

 ⇒ μk(x) k(H′(X1)) μ-1
k(x) ∼ k(H′(X1))  

dir. 

Böylece k(H′(X1)) , H(X2) de homotopi normaldir. 

(ii)       H′(X2), H(X2) de homotopi normal iken k-1 (H′(X2)) nin H(X1) de homotopi 

normal olduğu yukardaki ispata benzer şekilde gösterilir. 
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