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1.GIRiS

Siirekli gruplar teorisi veya simdiki adiyla Lie gruplari, diferensiyel denklem
sistemlerinin integrasyonuyla ilgili olarak Sophus Lie (1842-1899) tarafindan
gelistirildi. Bu gruplar ilk defa doniistimlerin gruplar1 olarak ortaya ¢ikti. Su anda ise

soyut gruplar olarak gézoniine alinmaktadir.

Cebirsel topolojinin amaci, ¢oziimii gilic olan topolojik problemleri daha kolay
coziilebilecegi tuimit edilen cebirsel problemlere doniistiirmektir. Bununla beraber
cebirsel topoloji, analitik fonksiyonlar teorisi, geometri ve diferensiyel geometri gibi
matematigin ana dallarinda ¢ok 6nemli roller iistlenmektedir, ayrica pek ¢ok temel bilim
ve miihendislik alaninda da onemli uygulamalara sahiptir. Ozellikle son 20 yildaki
gelismeler sonucunda, cebirsel topolojinin bir multidisipliner bilim dali oldugu agik
olarak goriilmiistiir. Homotopi teorisi ise cebirsel topolojiyi olusturan temel iki alandan
biri olup (digeri homoloji teorisi), cebirsel topolojinin multidisipliner olmasinda belki

de en 6nemli rolii {istlenmistir.

Demet teorisi, Oncelikle teorik olarak cebirsel topoloji igerisinde gelistirilmistir.
Cebirsel Geometri'de ve manifoldlar tizerindeki fonksiyonlar teorisinde ¢ok kullanigh
bir arag olup disiplinler aras1 bir alandir. Literatiirde, homotopi ve demet teorisi birlikte
ele almarak pek c¢ok yeni kavram ortaya cikartilmig ve bir¢cok O6nemli probleme
¢Oziimler bulunmustur. Homotopi teorisi ve ¢ok kompleks degiskenli fonksiyonlar
teorisi demet teorisi bakis agisindan ele alinarak, kavramlar ve teoremler ile problemler

bu anlayiga gore yeniden ifade edilmis, adeta teori yeniden yazilmstir.

Lie gruplar1 ise 100 yil kadar bir ge¢mise sahiptir. Onceleri geometri icerisinde
(diferensiyel geometri) yer almakla birlikte, analiz, topoloji ve cebir gibi matematigin
diger dallar igerisinde kolaylikla uygulama sahalar1 bulabilmistir ve ¢ok verimli bir

calisma alani olarak goriilmektedir.



Son 20 yil igerisinde, Lie gruplarimin homotopi teorisi igerisinde dikkate deger bir
sekilde yer aldig1 goriilmekte, hatta homotopi teorisi yaklasimi ile Lie gruplari teorisinin
olusturuldugu gozlenmektedir. Konunun gelisimi heniiz yeni olmakla birlikte disiplinler
arasit bir kavram olan demetin de bu yaklasimda etkin bir rol alacagi tahmin

edilmektedir. Literatiirde bunu destekleyen caligsmalara rastlanmistir.

Kompakt irtibathh Lie gruplari, Lie gruplari teorisinde yapilan arastirmalarin biiyilik
cogunlugunu olusturmaktadir. Sozkonusu arastirmalarda kompakt irtibathi Lie

gruplarinin homotopik yapisi ilgiyle incelenmektedir.

Bu ¢alismada ilk dort boliimde calisma ile ilgili hazirhk yapilmstir. Ikinci boliimde
topolojik ve cebirsel kavramlar, {i¢iincii boliimde homotopi, esas grup ve demet teorisi,
dordiincii boliimde manifoldlar ve Lie gruplar verilmistir. besinci boliimde ise kompakt
irtibatli Lie gruplar iizerinde demetler olusturulmus ve homotopi normalite konusu ele

alinmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Baz1 Topolojik ve Baz1 Cebirsel Kavramlar

Tarif 2.1.1 X bos olmayan bir ciimle ve 1, X in kuvvet ciimlesi olan P(X) in bir
altclimlesi olsun. Asagidaki 6zelikleri saglayan t ailesine X iizerinde bir fopoloji (veya
topolojik yap1) denir.

(1) D ve X, 1 ya aittir.

(i1) T ya ait herhangi sayida ciimlelerin birlesimi t ya aittir.

(ii1) T ya ait sonlu sayida climlelerin arakesiti t ya aittir.
Bu takdirde (X,t) ikilisine bir topolojik uzay denir ve kisaca X ile gosterilir. Eger (X,t)

bir topolojik uzay ise T nun elemanlarina X in a¢tk altciimleri denir (Bourbaki 1966).

Tarif 2.1.2 X bir topolojik uzay ve AcX olsun. Eger X-A cilimlesi agik ise, bu durum da

A ya kapali ciimle denir.

Tarif 2.1.3 X bir topolojik uzay ve AcX olsun. Eger A nin bir x elemani i¢in xeUcA
olacak bigimde bir U agik climlesi varsa, bu durumda A ya x in bir kemsulugu, x’e de

A nin bir i¢ noktast denir.

Tarif 2.1.4 X bir topolojik uzay ve AcX olsun. A nin biitiin agik altciimlelerinin
birlesimine A nin i¢i denir ve A° ile gosterilir. A y1 kapsayan biitiin kapali climlelerinin

arakesitine A nin kapanisi denir ve A ile gosterilir.

Teorem 2.1.1 X bir topolojik uzay ve AcX olsun. A nin acik olmasi i¢in gerek ve yeter

sart A= A° olmasidir (Gemignani 1967).

Teorem 2.1.2 X bir topolojik uzay ve AcX olsun. A nin kapali olmasi i¢in gerek ve

yeter sart A=A olmasidir (Gemignani 1967).



Tarif 2.1.5 X bir topolojik uzay ve AcX olsun. Bir A climlesinin tiimleyeninin igine A

climlesinin digt denir ve ( [A)° ile gosterilir.

Tarif 2.1.6 Hem A ve hem de A nin tiimleyeninin kapanisina ait olan noktalarin

cumlesine A nin stnrt denir.

Tarif 2.1.7 X bir topolojik uzay ve xeX olsun. A, X in herhangi bir altcimlesi olmak
tizere eger x in her komsulugu A nin x den farkli en az bir noktasini iceriyorsa, bu
durumda x’¢ A nin bir yigilma noktast denir. A nin yigilma noktast olmayan

noktalarina ayrik nokta denir.

Tarif 2.1.8 (X, 1) bir topolojik uzay ve Bct olsun. t topolojisinin her elemani B nin
elemanlarimin herhangi bir birlesimi olarak yazilabiliyor ise, B ya t topolojisinin bir
tabani denir. Yani,

B, T i¢in bir taban <> her A€t icin en az bir O alt ailesi vardir dyleki A= U B dir.

Beo
Tarif 2.1.9 (X, 1) bir topolojik uzay ve AcX olsun. A climlesini kapsayan bir U agik
climlesinin her N {ist ciimlesine A climlesinin bir komsulugu denir. Yani,

N, AcX nin bir komsulugu<> FU et vardir dyleki AcUCN
dir. A={x} ise

N, xe X noktasinin bir komsulugu < FUet vardir dyleki xeUcN
dir. x noktasinm igeren U agik altciimlesine de x in a¢ik komsulugu denir. Ayrica N
sadece x in komsulugu degil, U i¢indeki her noktanin da komsulugudur.

Herhangi bir x € X noktasinin biitiin komsuluklar ailesi N(x) ile gosterilir.

Tarif 2.1.10 X ve Y iki topolojik uzay ve f: X—Y iizerine bir fonksiyon olsun. Eger Y
nin herbir V agik altciimlesi i¢in /™' (V) ciimlesi X in bir acik altciimlesi ise, bu durumda

fye X lizerinde siireklidir denir.



Tarif 2.1.11 X ve Y iki topolojik uzay ve f:X—Y icine bir fonksiyon olsun. Eger X in
herbir U agik alclimlesi i¢in f{U),Y nin bir acik altclimlesi ise, bu durumda f ye a¢tk

doniisiim denir.

Tarif 2.1.12 X, Y iki topolojik uzay ve f:X—Y bire-bir ve iizerine bir fonksiyon olsun.
Eger f ve £ fonksiyonlar siirekli ise, bu durumda f ye bir homeomorfizm (topolojik

doniisiim) ad1 verilir. X, Y uzaylarina da homeomorf uzaylar denir.

Tarif 2.1.13 X bir topolojik uzay olsun. Eger X in farkli noktalarinin her x,y ¢ifti i¢in
UNnV=Z olacak bigimde X de enaz bir UeN(x) ve VeN(y) ciimleleri varsa , bu
durumda X topolojik uzayia Hausdorff uzayt denir.

Tarif 2.1.14 X bir topolojik uzay olsun. X in altciimlelerinin bir (Ai ) ailesi verilsin.

iel

X=U A, ise (4, )ie ,ailesine X uzaymin bir ortiisii denir. Her i€l ig¢in A, climleleri, X

iel
uzaymin agik altciimleleri ise, (Al. )iel ailesine X uzaymin bir ag¢ik oértiisii denir. Jc 1
sonlu ise X climlesinin (A,- )ie , ortlisiine X climlesinin sonlu ortiisii denir. Eger (A. )iE ;

1

ailesinin bir alt ailesi, X uzayini orterse bu alt aileye X in bir alt értiisii denir.

Tarif 2.1.15 X bir topolojik uzay olsun. Eger X in herbir acik ortiisiiniin sonlu bir alt

Ortiisii varsa, X uzayina kompakt uzay denir.
Teorem 2.1.3 Bir kompakt uzayin her bir kapali altciimlesi kompakttir (Y1ldiz 1999).

Tarif 2.11.6 X bir topolojik uzay olsun. Eger X, kendisinden ve bostan farkli ayrik ve

acik iki ciimlenin bilesimi olarak yazilamiyor ise X uzayina irtibathdwr denir.

Teorem 2.1.4 X irtibatli bir topolojik uzay olsun. Bu durumda X deki hem agik
hem de kapali olan altciimleler, bos ciimle ve X in kendisidir (Y1ldiz 1999).

Teorem 2.1.5 X, Y iki topolojik uzay, X irtibatli(veya kompakt) ve f:X—Y siirekli bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f{X) climlesi Y de irtibatlidir(veya kompakttir).



Tarif 2.1.17 (X,7) topolojik uzay, I=[0,1]cR birim kapali aralik dyleki lizerinde R den
indirgenen alisilmis topoloji olsun. x,ye X olmak iizere o(0)=x ve o(1)=y olacak sekilde
bir o:I>X stirekli tasviri varsa, a tasvirine x den y ye bir egri(yol) denir. x noktasina
egrinin baslangic noktasi, y noktasina da egrinin bitim noktas1 denir. o(0)= a(1) ise
egriye kapali egri denir. Eger a:I=[0,1]—X fonksiyonu sabit ise, o egrisine X de sabit

egri denir.

Tarif 2.1.18 (X,7) topolojik uzay olsun. Her x,ye X i¢in x ve y noktalarin1 birlestiren bir

egri var ise X e egrisel irtibatl uzay denir.

Ornek 2.1.1 R, iizerindeki alisilmis topoloji ile birlikte egrisel irtibatlidir. Ciinkii R de
alman herhangi iki nokta reel dogrunun bir pargasi ile birlestirilebilir. Ayni sekilde
(R"t) ahsilmis topolojik uzay, egrisel irtibathdir. Gergekten x=(x1,X2,...,.Xn),
y=(¥1,Y2,--..¥n) €R" ve a:[0,1]>R" fonksiyonu

t—o(t)=(1-t)x+ty=((1-t)x;+ty,(1-t)x,+tys,...,(1-t)X,Hty,) seklinde tarif edilmis olsun. Bu
durumda o([0,1]) egrisi x noktasini y noktasina birlestiren bir egridir. O halde R" egrisel

irtibathidir.

Teorem 2.1.6 Egrisel irtibath bir uzay, irtibatli bir topolojik uzaydir (Dugundji 1966).

Teorem 2.1.7 Egrisel irtibath bir uzayin siirekli bir tasvir altindaki goriintiisii de egrisel

irtibathidir.

Sonug 2.1.1 Egrisel irtibatli olma 6zeligi bir topolojik dzeliktir.

Tarif 2.1.19 Eger X uzay1 her noktasinda lokal egrisel irtibatli ise, X e lokal egrisel

irtibatl uzay denir.

Teorem 2.1.8 Bir topolojik uzay irtibath ve lokal egrisel irtibatl ise egrisel irtibatlidir.



Ispat acX ve A, a noktasinin bir egri ile birlestirilebilen X in biitiin noktalarinin
climlesi olsun. a€A oldugundan A#J dir. Eger A climlesinin hem ag¢ik hemde kapali
oldugunu gosterirsek, X in irtibatli olmasindan A=X olur.

beA olsun. be X ve X lokal egrisel irtibatli oldugundan b nin X de egrisel irtibath bir U
komsulugu vardir. Bu durumda herhangi bir zeU noktas1 bir egri ile b noktasina
birlestirilebilir. b noktas1 da A da bir egri ile a noktasina birlestirilebildiginden z noktas1
a noktasina birlestirilebilirdir. O halde UcA dir. Boylece A agiktir.

be A olsun. beX ve X lokal irtibatli oldugundan b nin X de egrisel irtibatli bir U
komsulugu vardir. Bu durumda UNnA#J dir. ze UNA alalim. b noktas1 z ye bir egri ile
birlestirilebilir ve z de a ya bir egri ile birlestirilebilirdir. Dolayisiyla b, a ya bir egri ile
birlestirilebilir. O halde be A dir. Buise A cA demektir. AcA oldugundan A=A elde
edilir. Dolayisiyla A kapalidir.

Sonug olarak A=X olup X egrisel irtibatl topolojik bir uzaydir.

Tarif 2.1.20 Elemanlarina nesne ad1 verilen, yani ciimle ve iizerinde tarifli tasvirlerden
olusan bir sisteme kategori ad1 verilir. Katagorilere bir 6rnek olarak, topolojik uzaylar

ve siirekli tasvirler kategorisi verilebilir.

Tarif 2.1.21 M ve N iki kategori ve F:M—N bir tasvir olsun. Eger M ye ait herbir X
nesnesine N de bir F(X) nesnesi,M deki herbir i X—Y morfizmine ise N de
F(f):F(X)>F(Y) morfizmi karsilik getiriliyor ve

1) F(1x)=1rx)

2) FeN=F(F ()
sartlar1 saglanityor ise F ye bir funktor veya kovaryant funktor denir. Eger 2) de
F(gf)=F(f)F(g) oluyorsa F' ye kontravaryant funktor ad1 verilir.

Ornek 2.1.2 Kompakt Hausdorff uzaylari ve siirekli tasvirlerinin kategorisinden, reel
degerli siirekli fonksiyonlarin normlu halkas1 ve siirekli homomorfizmleri kategorisine

bir kontravaryant funktor vardir.



Tarif 2.1.22 G bir grup ve N, G nin bir altgrubu olsun. Eger her aeG icin aN=Na

oluyorsa, bu durumda N ye G nin normal altgrubu denir.

Asagidaki teorem normal altgruplar icin bir kriter 6zeligindedir.
Teorem 2.1.9 N nin, G nin bir normal altgrubu olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her

aeG i¢in aNa'©N olmasidir (James and Liebeck 1993).

Tarif 2.1.23 G bir grup ve N, G nin bir normal altgrubu olsun. G/N={aN:aeG}
tizerinde @ islemini her aN, bNeG/N i¢in aN@®bN=(ab)N olarak tarif edelim. (G/N, @)
bir gruptur.

Bu gruba G nin N ile boliinmesinden elde edilen béliim grubu denir.

Tarif 2.1.24 G ve H herhangi iki grup ve ¢, G den H i¢ine bir doniisiim olsun. Eger her
a,beG icin ¢p(ab)=d(a)P(b) oluyorsa, bu durumda ¢ ye bir homomorfizm denir.

Tarif 2.1.25 Eger ¢:G— G’ homomorfizmi bire-bir ve iizerine ise, bu durumda ¢ ye bir

izomorfizm denir. ¢, G den G ye bir izomorfizm ise ¢ ye otomorfizm ad1 verilir.

Tarif 2.1.26 G ve H iki grup ve ¢:G— H bir homomorfizm olsun. e’, H nin 6zdes
elemani olmak lizere
ker¢={aeG : ¢(a)=e'}

climlesine ¢ nin ¢ekirdegi denir. Agik olarak kerd, G nin bir normal altgrubudur.

Teorem 2.1.10 G, H iki grup ve ¢:G— H iizerine bir homomorfizm olsun. Bu durumda

G/kerd= H dir (James and Liebeck 1993).



3. HOMOTOPIi VE DEMET TEORISi

3.1 Homotopi

Tarif 3.1.1. X bir topolojik uzay olsun. X uzay1 iizerindeki herbir kapali egri stirekli
olarak X deki bir noktaya biiziilebiliyorsa X uzayina basit irtibathidir denir.

Buna gore kiire basit irtibathidir. Fakat tor basit irtibathh degildir. Basit irtibath uzaylari
basit irtibatl olmayan uzaylardan ayiran énemli 6zellik, kiire tizerindeki herhangi basit
kapal1 bir egri digeri lizerine stirekli olarak deforme edilirken, tor i¢in bu dogru degildir.

Bu homotopi kavraminin ana diisiincesidir.

Tarif 3.1.2. o, B X topolojik uzaymda iki egri olsun. Eger o, B ya siirekli olarak

deforme oluyorsa bu iki egriye homotoptur denir. Bu durum o~f seklinde gosterilir.

B
Sekil 3.1

Tarif 3.1.3. o, B :[0, 1] =X iki egri, a(0)=P(0)=x; ve a(1)=P(1)=x, olsun. Bu durumda
F(x, 0)=a, F(x, 1)=B, F(0, t)=x; ,F(1, t)=x, olacak sekilde tarif edilen F(x, t) :IxJ] - X
stirekli tasvire o dan 3 ya siirekli bir deformasyon denir. Bu deformasyon birinci diisey

ekseni x; ve ikinci diisey ekseni de x, ye doniistiiriir .

S\~
—
—_

Sekil 3.2



Tarif 3.1.4. X, Y iki topolojik uzay ve f, g : X—Y iki siirekli tasvir olsun. Eger
F(x, 0)=f, F(x, 1)= g, F(x, t)= f; olacak sekilde bir F=F(x, t) :XxJ —Y slirekli tasviri
varsa,bu durumda f,g ye homotoptur denir ve f~g ile gosterilir. /" tasvirine de f'den g ye

bir homotopi denir.

1 =F(x, 1)
Il >
f=F(x,1) Y
0 F=F(x,0) |
w0
X y
Sekil 3.3

Teorem 3.1.1. Homotopi bagintisi bir esdegerlik bagintisidir.
Ispat. i) ~ bagmtis1 yansimalidir. Yani f~f dir. Ciinkii F(x, t) : XxJ — Y homotopisini
F(x, t)=f(x) seklinde tarif edersek F(x, t) siireklidir ve F(x, 0)=F(x, 1)=fdir.

i1) ~ bagmtis1 simetriktir. Gergekten, f~g ise F(x, 0)=f, F(x, 1)=g olacak sekilde
sirekli bir F(x, t):XxJ—>Y tasviri vardir. Bu durumda G(x, t):XxJ—>Y tasviri
G(x,t)=F(x, 1-t) seklinde tarif edilirse G fonksiyonu siireklidir ve G(x, 0)=F(x, 1)=g,
G(x,1)=F(x, 0)=fdir. Bu ise g~f demektir.

ii1) ~ bagintis1 gecismelidir. Gergekten, f~g ise F(x,0)=f, F(x, 1)=g olacak
sekilde siirekli bir F(x, t):XxJ—Y fonksiyonu ve g~h ise G(x,0)=g, G(x, 1)=h olacak
sekilde stirekli bir G(x, t):XxJ—Y fonksiyonu vardir. Simdi

F(x2t) , 0<t<l1/2

H(x, t): XxJ>Y tasviri H(x, t)z{ G(x,2t-1) 1/2<t<1
X,zl - P - =

seklinde tarif edilirse, H siireklidir ve H(x, 0)=F(x, 0)=f, H(x, 1)=G(x, 1)=h dir.
Dolayistyla f~h dir.
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Tarif 3.1.5. X, Y iki topolojik uzay XocX herhangi bir altciimle ve f, g:X—Y, her
Xo€ X i¢in f(X9)=g(Xo) sartin1 saglayan siirekli tasvirler olsun. Eger

1) Her xeX i¢in F(x,0)=f(x), F(x, 1)=g(x)

i1) Her xoe X i¢in F(Xo, t)=f(x0)=g(X0)
ise f tasviri X gore g ye homotoptur denir ve f~g rel Xy ile gosterilir. X(= alinirsa adi
homotopi rélatif homotopinin 6zel bir halidir.
Rolatif homotopi bagintis1 bir esdegerlik bagintisidir. Dolayisiyla X topolojik uzayindan
Y topolojik uzayina biitiin f : X—Y siirekli tasvirlerin climlesi ~ rolatif homotopi
bagintis1 altinda esdegerlik siniflarina ayrilir.Bu esdegerlik siniflarina  homotopi
stntflari denir ve biitiin homotopi siiflarinin ciimlesi

[X:Y]={[A] | £: XY siirekli }

ile gosterilir.

Tarif 3.1.6. X,Y iki topolojik uzay, f,g: X—Y siirekli iki tasvir ve f~g olsun. Eger g

sabit tasvir ise, f'ye bir sabite homotoptur denir.

Tarif 3.1.7. Eger 1x : X—X 6zdes tasviri bir sabite homotop ise bu takdirde X topolojik

uzayina biiziilebilir veya bir noktaya deforme edilebilir denir.

Teorem 3.1.2. X,Y,Z topolojik uzaylar olmak {izere f,g:X—Y siirekli tasvirler ve f~g
olsun. h: Y—Z siirekli bir tasvir ise hf, hg : X—Z tasvirleri siireklidir ve hf~hg dir
(Bale1 1978).

Teorem 3.1.3. X,Y,Z topolojik uzaylar, f: X—>Y , gh:Y—>Z siirekli tasvirler ve g~h
olsun. Bu durumda gf, hf : X—Z tasvirleri stireklidir ve gf~hf dir.

Ispat. f,g ve h siirekli oldugundan gf ve hg tasvirleri siireklidir. g~h oldugundan
F(y,0)=g, F(y,1)=h olacak sekilde bir F: YxJ—Z stirekli tasviri vardir. Simdi
G : XxJ— Z tasvirini xe X olmak tlizere

G(x, t)=F(f(x),t) olarak tarif edelim. F ve f'siirekli oldugundan G=Fof siireklidir. Ustelik
G(x,0)=F(f(x),0)=gf (x), G(x,1)=F(f(x),1 )=hf(x) dir. Dolayisiyla gf ~hf dir.

11



Homotopi Esdegerlik

Tarif 3.1.8. XY iki topolojik uzay ve f: X—Y siirekli bir tasvir olsun. ff’~ly vef’f~1x
olacak sekilde stirekli bir 7 :Y—X tasviri mevcut ise bu takdirde f tasvirine bir

homotopi esdegerlik denir.

Bir X topolojik uzayindan Y topolojik uzayina homotopi esdegerlik bir f tasvirinin
varlig1 halinde X ve Y uzaylari homotopik esdegerdirler veya X ve Y aynt homotopi

tipindendir denir ve X~Y sembolii ile gosterilir.

Teorem 3.1.4.Ayn1 homotopi tipinden olma bagintisi bir esdegerlik bagintisidir

(Balc1 1978).

Dolayisiyla, yukarida tarifi verilen “homotopi esdegerlik” bagintis1 ile topolojik
uzaylar1 ayrik siniflara ayirmak miimkiindiir. Bu smiflar, topolojik esdeger uzaylarin
smifindan daha genistirler, ¢iinki topolojik esdegerlik, homotopik esdegerlikten daha
kuvvetlidir. Soyle ki, bir homotopi invaryant, yani homotopik esdeger uzaylarin tagidigi
bir deger ayn1 zamanda bir topolojik invaryanttir. Aksine bir topolojik invaryant bir
homotopi invaryant olmayabilir. Bu homotopi invaryantlari arasinda en 6nemlileri esas

grup ile homotopi gruplaridir. fleride bunlar incelenecektir.

Teorem 3.1.5. X ve Y topolojik esdeger iki uzay olsun. Bu takdirde X ve Y homotopi

esdegerdirler.

Ispat. X, Y topolojik esdeger olduklarindan f:X—Y siirekli, bire-bir ve iizerinedir. f nin
f 1 :Y—>X inversi de siireklidir. Dolayisiyla ff'=1y, f'f=1x. ~ bagintis1 bir esdegerlik
bagintisi oldugundan ff '~1y, f 'f~1x dir. Boylece X~Y dir.

Teorem 3.1.6. Bir uzay biiziilebilirdir yalniz ve yalmiz tek nokta uzay: ile homotopik

esdeger ise (Balc1 1978).
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Topolojik Uzaylarda Egriler

Tarif 3.1.9. I=[0,1]cR ve Y herhangi bir topolojik uzay olsun. o,B:I>Y egrileri

verilsin. o(1)=B(0), yani a nin bitim noktas1 ile f nin baslangic noktas:1 ¢akigsin. Bu

takdirde

Y(X){ a(2x) ,()13xs%
B(2x —1) ,éstl

seklinde tarif edilen y:1-Y tasviri siireklidir. Dolayisiyla y, Y de bir egridir. Tarif olarak,
v ya a ile B nin ¢arpimi denir ve y =af geometrik olarak, B egrisi a egrisini takip ediyor

demektir.

Tarif 3.1.10. o sabit bir tasvir ise, yani o(I) Y de birtek noktadan ibaret ise o egrisine

stfir egri denir.

Tarif 3.1.11. a egrisinin iki u¢ noktasi ¢akisiyor, yani a(0)=o(1) ise o egrisine kapali

¢ . Y o -1 -1 o - .
egri denir. Ornegin oo™ ve o o kapali egrilerdir.

Teorem 3.1.7. o.,3,y,0 Y topolojik uzayinda egriler olsun. Kabul edelim ki a~y, B~3 ve
of tariflidir. Bu takdirde y9 tariflidir ve ap~yd.rel(0,1) dir.

Ispat. of tarifli oldugundan o(1)=B(0) dir. Diger taraftan o~y, B~8 oldugundan
strastyla o(1)=y(1), B(0)=6(0) dir. Buradan y(1)=03(0) elde edilir. Yani yd tariflidir.

13



BD=/(1)

Sekil 3.4
o~y oldugundan F(x,0)= a(x), F(x,1)=y(x), F(0,t)=0(0)=y(0), F(1,t)= a(1)=y(1) olacak
sekilde stirekli bir F:IxJ—>Y tasviri vardir. Aym sekilde, B~0 oldugundan G(x,0)=B(x),
G(x,1)=06(x), G(0,t)=p(0)=5(0), G(1,t)=P(1)=5(1) olacak sekilde siirekli bir G:IxJ>Y

tasviri vardir. Simdi,

I y1ikiye parcalamak suretiyle bir H:IxJ—>Y tasvirini

Hew FQx,t) ,0<x< )/
X,t)=
G(2x—1,1) ,%stl

seklinde tarif edelim. H, IxJ de siireklidir. Ustelik

H(x.0)= {B a(2x) ,0<x< % Hex 1) { y2x) ,0<x< %

(2x —1) ,%SXQ’ 3(2x —1) ,%SXQ

dir. Yani H(x,0)=ap(x) ve H(x,1)=yd(x) dir. Diger taraftan
H(0,=F(0,t)= a(0)=y(0), H(1,H)=G(1,t)=p(1)=5(1)
dir. Dolayisiyla o~yd.rel(0,1) dir.

Teorem 3.1.8. o bir egri ve B sifir egri, dyle ki aff tarifli olsun. Bu takdirde aff ~ a.

Ayni sekilde y bir sifir egri dyle ki ya tarifli olsun. Bu takdirde yp ~ o.

Ispat. af tarifli ve B sifir egri oldugundan her x e I igin o (1) = B (x) . Simdi bir

F:1x] — Y tasvirini asagidaki sekilde tarif edelim.
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0 Sekil 3.5 1 X=1
o 2_X) , 0 < X S l—i__t
F (x,t) = 1+t et 2
al) =px) , T<X<1
F siireklidir. Ustelik ;
1
a(2x) , 0<x<—
F(x,0) = | 2
a(l) =p(x) , ESXSI
= o B(x)
, 0<x<1
Foe = 1% .
ey , x=1
= ox)

Diger taraftan F (0,t) = o (0) , F (1,t) = a (1) dir. Dolayistyla o B ~ o dir.

Benzer sekilde yo~a oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.1.9. o ~ B ise o' ~ B~ dir.

Ispat. o ~ P ise F(x,0) = a(x), F(x,1) = B(x) olacak sekilde bir F: I x J — Y siirekli
tasviri vardir. Ustelik £(0,t) = o (0) = B(0) , F(1,t) = ou(1) = B(1) dir. Simdi bir,

G(x,t): IxJ —> Y tasvirini G(x,t)= F(1-x, t) seklinde tarif edersek, G siirekli olup

G(x,0) = F(1-x,0) = a(l-x) =a’'(x) ,

G(x,1)=F(1-x, 1) = p(1-x) = B (x)

G(0,) = F(1,H) = a(1) = B(1) = ' (0) = B(0)

G(1,) = F(0,) = a(0) = B(0) = o' (1) = B (1)

dir. Dolayisiyla a™' ~ p'dur.
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Teorem 3.1.10. o3,y Y de li¢ egri 0yle ki a B ve Py tarifli olsun. Bu takdirde
(o B)y, o (By ) tariflidir ve (o B)y ~ a(Py).

Ispat. F:1xJ — Y asagidaki sekilde tarif edilmis olsun.

af) w
Y <« B : Y B Y

X=1 X=1 Z
0 Ya Ve 1 0 ! Ya
Sekil 3.6 Sekil 3.7
a(4—x) , 0<x< I+t
1+ 4
F=1 Bédx-1-1) | %sxs%
4 —4x 2+t
1- , —<x<I1
v(-——-)
F(x,t) tasviri siireklidir. Diger taraftan
1
a(4x) , 0<x<-—
4
1 1
F(x,0)= 4x-1) , —<x<—
(x,0) = {B(4x-1) p >
v(2x-1) , % <x<1

Ve
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o(2x) , OSXSl

2

F(x,1)=4p2(2x-1)) , lgxsi
2 4

v(4x-3) %SXSI

dir. Buradan F(x,0) = (o B ) y(x) ve F(x,1) = a (By)(x) elde edilir.
Ustelik F(0,t) = a(0) = £(0,0), F(1,t) =y (1) = F(1,1). Dolayistyla, ( o B)y ~ o (By) dir.

Teorem 3.1.11. o, Y de herhangi bir egri ise a o' ve o' o sifir egriye homotoptur.

Ispat. F:1xJ— Y tasvirini su sekilde tarif edelim:

a(2x(1-t)) , OSXSl
F(x,t) = | 2
a2(1-x)(1-1) , Eéxél
Bu takdirde, F stireklidir ve
1
a2x) , 0<x<—
F(x,0) = | 2
a(2-2x) , —<x<I1
2
1
a(0) , 0<x<—
F(x,1)= .2
a(0) , —<x<I1

dir. Dolayisiyla F (x,0) = ao”, F(x,1)=a (0). Diger taraftan, F(0,t) = a (0),
F (1,t)=0,(0) dir . O halde o o', resmi o (0) olan sifir egriye homotoptur.

Yukaridaki teoremlerin bir sonucu olarak asagidaki sonucu verebiliriz.
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Sonuc 3.1.1. o, B Y de iki egri 6yle ki oo B tarifli ve kapali olsun. Bu takdirde o 'nin

sifir egriye homotop olmasi igin gerek ve yeter sart a ~ 3 olmasidir.(Balc1 1978)

ispat. o™ tarifli oldugundan a(1)=B'(0)=p(1). of” kapali oldugundan o(0)=p(0).
Simdi kabul edelim ki a B bir sifir egriye homotoptur. Bu takdirde (o p)B~p dir.
Halbuki (o p)B~a(p'B) dir. Buradan o™ B)~a. dir. Dolayisiyla B~a. elde edilir.

~ bagintis1 bir esdegerlik bagintist oldugundan o ~ 3 dur.

Karsit olarak kabul edelim ki o ~  olsun. Buradan o B ~ p ™' dir. Halbuki B B~ sifir

egriye homotoptur. Dolayistyla, a. B~ sifir egriye homotoptur.

3.2 Esas Grup

Y bir topolojik uzay ve ypeY sabit bir nokta olsun. Y de, y, da baglayan ve y, da biten
biitiin kapali egrilerin climlesini goz Oniine alalim. yy noktasina, egriler i¢in taban nokta,
egrilere ise yo da kapali egriler denir. a, yo da bir kapali egri ise , o ya homotop y, da
biitiin kapali egrilerin smifin1 [a] ile gosterelim. [a] , [B] gibi iki sinifin carpimi
[a][B] = [a B] ile tarif edilir. Bu sekilde tarif edilen ¢arpim, siniflarin temsilci
elemanlarma bagl degildir. Gergekten oo ~y ve B~ 0 ise aff ~yd oldugundan
[v] [8] =[yd]=[aB] dir. Dolayisiyla [a][B] ¢arpimi [a] ve [B] tarafindan bir tek olarak
tarif edildiginden iyi tariflidir.
Yukarida tarif edilen ¢arpim operasyonu ise homotopi siniflarinin ciimlesinde bir grup
yapisi tarif eder. Gergekten

1. yo da kapali egrilerin homotopi smiflarinin climlesi ¢arpim operasyonuna

gore kapalidir.

2. Her [a], [B], [v] smuflartigin (o] [B]) [v] = [aB] [v] = [(a)y] ve
[a] CIB] [v])= o] [By] = [oU(By)]
dir. (af)y~ a(By) oldugundan [(aB)y] = [a(By)] ve ([a]llBDIY] = [al([BI[v]) dir.

Dolayistyla birlesme 6zelligi saglanir.
3. yo da sifir egrilerin homotopi sinifini [1] ile gosterelim. Her [o] sinifi igin [at]

[1]= [a]=[1]. [a] dir. O halde [1] 6zdes elemandir.
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4. Her [o] smufi i¢in [a]. [0'] =[1]= [o']. [a] oldugundan [a]'= [o']dir.

Dolayisiyla, ters eleman 6zelligi saglanir.

Boylece, yo da kapali egrilerin biitiin homotopi siniflarinin climlesi tarif edilen ¢arpma

islemine gore bir gruptur. Bu gruba y, da esas grup denir ve nt; (Y,yo) ile gosterilir, yani
1 (Y, yo) = {[a]: o, yo da bir kapal1 egri}

dir.

Simdi gosterecegiz ki, egrisel irtibath topolojik uzaylarda esas grup taban noktasina

bagl degildir.

Teorem 3.2.1. Y egrisel irtibatl bir topolojik uzay ve yo, y1 € Y herhangi iki nokta
olsun. Bu takdirde m; (Y, yo) = m; (Y, y)) dir.

Ispat. a, yo da bir kapali egri olsun. Y egrisel irtibatli oldugundan y, baslangic ve y;
bitim noktas1 olan bir y egrisi vardir. Bu takdirde = (y" ay) , y1 de bir egridir.

a Sekil 3.8

Diger taraftan a,;ve o , yo da kapali egriler ve o ~ o,=> y'l ol ~y'1 ol
= (o) v~ o)y
= Bi~p2

Burada B = (y" o)y~ 2= (v o) v dur.
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Karsit olarak, B B2 yi de ikiegrive o =(y 1)y o= (yP2)y" yo da karsilik gelen

egriler iken B; ~ B2 = o ~ o, dir. Goriilmektedir ki, 7t; (Y yo) 1 her bir [a] homotopi
smifi (Y, y1) de bir tek sekilde bir [B] homotopi sinifin1 belirtmektedir. Karsit olarak
n1(Y,y1) de her bir [B] homotopi smifi 7;(Y;, yo) da bir tek olarak bir [or] homotopi

siifin1 gostermektedir.

Dolayistyla bir ¢: m1(Y, yo) = mi (Y, yi1) tasvirini her [a]em; (Y yo) igin
o ([a]) = [(v' a)y ] seklinde tarif edilirse, kolaylikla gosterilebilir ki ¢ bir
izomorfizmdir. Ciinkil ¢ nin olusumundan, birebir ve lizerine oldugu agikca goriilebilir.
Ustelik herhangi bir [o;], [oa]emi(Y.yo) igin

d([eulo] = ¢ ([ 0a]) = [(v" 01 @2) 7]

=[( o (yy" o) 1]

=[((y o) V) (7 o) )]

= [ o) Y1 (! o) 7]

=¢([a1]) ¢ ([o2])
dir.Dolayisiyla (Y, yo) = 71 (Y, y1) dir.

Tarif 3.2.1. Y bir topolojik uzay ve ypeY olsun. Bu takdirde (Y, yo) ¢iftine bir noktali

topolojik uzay denir.

Notasyon. Y de tabani y, olan biitiin kapal1 egrilerin ciimlesini L(Y yy) ile gosterecegiz.
Teorem 3.2.2. (X, x¢) ve (Y, yo) uzaylarinin ¢arpiminin esas grubu, esas gruplarinin
direkt carpimina izomorftur. Yani

T (X XY, X0X y0)= 1( X, X0)®11(Y, Yo)
dir (Balc1 1978).
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Teorem 3.2.3. Y, ,Y; iki topolojik uzay, yoe Y, herhangi bir sabit nokta ve f: Yo— Y;

bir stirekli tasvir olsun. Bu takdirde bir

: T (Yo,y0)— mi(Y1,y1 = f(y0))

homomorfizmi vardir.

Ispat. a,p yoeYy da iki egri olsun. Y; de y ve & egrileri, y = foa, &= fop seklinde
tarif edilsin. Bu takdirde y, 8 Y, de taban noktas1 y; =f(yo) olan kapal1 egrilerdir. Sayet
a ~ B ise bir F = F(x,t): I x ] = Y stirekli tasviri vardir 6yle ki F(x,0) = a(x),

F(x,1) = B(x), F(0,t) = a(0) = B(0) = yo , F(1,t) = a(1) = B(1) = yo dir. Simdi bir G(x,t):
I x J — Y tasvirini G(x,t) = (f oF) (x,t) seklinde tarif edelim. Agik olarak G siirekli olup
bir homotopidir. Dolayisiyla o~ = foa=y~fof3 =0 dir. O halde bir

o: (Yo, yo) = mi(Y1, yi= F(yo))
tasvirini ¢([a]) = [foa] seklinde tarif edilirse kolaylikla gosterilebilir ki ¢ bir

homomorfizmdir.

Simdi asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3.2.4. Noktali topolojik uzaylar ve stirekli tasvirleri kategorisinden, gruplar ve
homomorfizmleri kategorisine bir funktor (kovaryant funktor) vardir dyle ki bu funktor
her bir (Yo , yo) noktali topolojik uzayina (Yo , yo) esas grubunu, her bir
f: (Yo, yo) = (Y1, y1) stirekli tasvirine de

mi(f) =1 m (Yo, yo) = mi (Y, y1 = f(y0))

homomorfizmini karsilik tutar. Burada nt,’ e esas grup funktoru denir.

Teorem 3.2.5. (Yo, yo) , (Y1, y1) noktali topolojik uzaylari ve f: (Yo, yo) = (Y1, y1) ve
g: (Yo, yo) = (Y1, y1) stirekli tasvirleri verilmis olsun. Sayet f~ g ise bu takdirde
f'=g" dir (Balci, 1978).

Teorem 3.2.6. (Yo,y0) ,(Y1.y1), (Y2y2) noktali topolojik uzaylari ve f:(Yo , yo) >(Y1y1)
g:(Y1. y1)— (Y2, y») siirekli tasvirleri verilmis olsun. Bu takdirde (g )" = g" " dur.
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Ispat. Acgik olarak gf: (Yo,yo) —(Y2y2) olup (gh) :mi(Yo.yo)=>mi(Yays) dir.
Gosterecegiz ki mi(g f) =n; (g) o m; (f) dir. Simdi o: I — Yo, yoe Yo da bir kapal1 egri
olsun. Bu takdirde (g f)a, g(f a): I = Y siirekli tasvirleri y,€ Y, de kapali egriler olup
(gha~ g(f o) rel.(0,1) dir. Gergekten bir F =F (x,t) : [ x J - Y tasviri

(gh(a(x)) ,0<x<1-t

F (x,t) =
gfa(x)) ,1-t<x<1
seklinde tarif edilirse goriilebilir ki (g f) o ~ g(f o) rel.(0,1) . Dolayisiyla

[(g ©) o] = [g(f(a))] yazilabilir. Bu ise (gf)’([a]) = g'([fa]) =g"(f[a]) demektir.
Dolayisiyla (gf)” =g*f* dur.

Simdi de (Yo , yo) ve (Y1, y1) noktali topolojik uzaylar1 arasinda f( y¢)=y; sartini
saglayan bir f: Yo =Y, verildiginde buna karsilik gelen f'in hangi sartlar altinda bir

izomorfizm oldugunu arastiracagiz.

Teorem 3.2.7. Yy, Y, topolojik uzaylar1 verilmis olsun. Kabul edelim ki
1) yo € Yy sabit birnoktaise f(yo)=y1 = g(y1)=Yo
i1) gf~1lyprelyp
1i1) fg~ly rely

olacak sekilde f:Yo— Yive g: Y,— Yo siirekli tasvirleri mevcut olsun.

Bu takdirde mt; (Yo, yo) = m1 (Y1, y1) dir. Yani f* bir izomorfizimdir.

Ispat. £:(Yo,y0) =>(Y1y1) » g (Yi.y1) =>(Yoyo), gf: (Yo,yo)=>(Yoyo), fe:(Yi.y)—=>(Yiy1)
siirekli tasvirleri siras1 ile ', g , (g )7, (f g homomorfizmlerini belirtirler.

Gosterecegiz ki (gf) =g f ve (fg)" =f'g" dur.

a: I > Yo, yo € Yo da bir egri olsun. Bu takdirde (gf)a de yo da bir egridir ve (gf)a~a
dir. Gergekten gf ~1  rel yo oldugundan

G (v,0) =¢f, G(y,1)=1y,, G(y0,t)=yo , (€D)(Y0)=1y, (Yo)

olacak sekilde bir G: YoxJ—>Y, siirekli tasviri vardir.
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Simdi bir F = F(x,t) = x ] > Y| tasvirini

G (a(x),t), 0 x<1-t
F (x,t) =
o (X) , 1-t<x<1
seklinde tarif edelim.
Bu takdirde F siirekli olup F(x,0) = (gf) a(x) , F(x,1) = au(x) , F(0,t) = yo = (gf) ((a) (0))
= o (0)=F (1,t) ve F(1,t) = yo = (gf) (a0 (1)) =a (1). Dolayisiyla (g f)a ~a dir. Diger
taraftan her [a] € mt; (Yo, yo) i¢in
(g D" ([a]) =[(g 1) (a)] oldugundan (g )" ([a]) =[a] dir. Bundan dolayi
(g D=g'f=1, ,, Benzer sekilde (f g)" = f g =1 dir. Simdi f° 1n bir

m (Yr)
izomorfizm oldugunu gosterelim.
1) f* birebirdir. Ciinkii [oy] , [o2] € m (Yo, yo) herhangi iki eleman ve
f (fou]) =  ([on]) ise g(F([au]) = g (F([o2]) = [ou] = [an]
oldugundan f* birebirdir.
i1) f" lizerinedir. Gergekten [B] € mi (Y1, y1) herhangi bir eleman olsun. Bu
takdirde B: I = Y, y1 € Y, bir kapali egridir ve g( y1) = yo oldugundan gf , y, da bir
kapal1 egridir. Buradan gf=a kabul edilirse

£ (e =1 (gD =1(g([B) = g) (BD=I[p]

oldugundan f" iizerinedir. f* 1n bir homomorfizim oldugu kolaylikla saglanir. O halde f*
bir izomorfizmdir. Aymi sekilde g'in da bir izomorfizm oldugu gosterilebilir. Esasen
f'=g" dr.

Bu teoremin bir neticesi olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.8. (Yo, yo) , (Y1, y1) noktali topolojik uzaylar ve f: (Yo, yo) =(Y1, y1) bir

homeomorfizm ise bu takdirde f*: ©;(Yo , y1) = mi(Y1, y1) bir izomorfizmdir.

ispat. Teorem 2.2.7 de g = f ' alinirsa ispat elde edilir.

23



3.3 Demet Teorisi

Tarif 3.3.1. X, S iki topolojik uzay ve m : S—X lokal topolojik bir tasvir olsun. Bu
takdirde, (S, m) ikilisine veya sadece S ye X iizerinde bir demet denir.

Her xeX i¢in Sy =n"'(x) e x iizerinde (S, 1) nin veya sadece S nin sapr denir.

Tarif 3.3.2. (S, 1) , X iizerinde bir demet olsun. S’ S agik bir ciimle ve 1 =n | S" ise

bu takdirde, (S', n') ikilisine S nin altdemeti denir.

Acik olarak herbir altdemet bir demettir. Gergekten, her €S noktasi i¢in 7 lokal
topolojik oldugundan U(c)c S acgik civart ve bir V(n(o))c X acik civart vardir dyleki
n : U—>V tasviri topolojiktir. Fakat U'=UnS" ve V'=n (U*) sirasiyla, o ve m(c) nin S"
ve X de acgik civarlari olup ' |U" : U5V topolojiktir. O halde ', S" iizerinde
topolojiktir. Dolayistyla (S*, 1), X iizerinde bir demettir.

Simdi, WX acik ve ' (W)=S|W ise, bu takdirde, S|W agiktir ve (S|W,n|(S|W)), S nin

bir altdemetidir. Ustelik S ‘ W, X tizerinde bir demettir.

Tarif 3.3.3. (S, ©), X iizerinde bir demet, WcX agik bir climle ve s:W—S, nos=lw
sartin1 saglayan siirekli bir tasvir olsun. Bu takdirde s ye S nin W iizerinde bir kesiti
denir. S nin W {izerindeki biitiin kesitlerinin ciimlesini I'(W,S) ile gosterecegiz (Grauret

and Fritzsche 1976).
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Teorem 3.3.1. (S,m), X lizerinde bir demet, WX bir agik ciimle ve seI'(W,S) olsun.
Bu takdirde nt: s(W)—>W topolojiktir ve s=(1c|s(W))'1 dir.
Ispat. Her xe W i¢in o s=1,, oldugu goz oniine alirsa,
so (ms(W)) e s(x)=se (mo s)(x)=s(x)
oldugundan so (nt|s(W))o=1 dir. Dolayistyla s=(n|s(W))" dir.

Teorem 3.3.2. (S,m), X lizerinde bir demet, WX bir agik climle ve s:W—S, mos=1y

sartin1 saglayan bir tasvir olsun. seI'(W,S) olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart s(W) in S

de acik olmasidir.

Ispat. seT'(W,S) olsun. Kabul edelim ki, s siireklidir. coes(W) herhangi bir nokta
olsun. Bu noktanin bir i¢ nokta oldugunu gosterecegiz. xo=m(cy), s(Xo)=0p olsun.

(S,m) bir demet oldugundan V(x0)cW, U(co)cS acik civar1 vardir 5> n|U : U->VnW
topolojiktir.s siirekli oldugundan s(V')cU olacak sekilde V'(xo)=V vardir. Buradan,
(n[U)o(s|V") =(nos)[V'=1y dir. Béylece (n|U)" (V") =s(V)cs(W), oo 1n bir agik civaridir.
Yani G, s(W) nin bir i¢ noktasidir. Karsit olarak, s(W) S de agik olsun. Gosterecegiz ki
se(W,S) siirekli bir tasvirdir. Hipotezden mos=1lw olup dolayisiyla, (r|s(W))'=s dir.

Boylece s siireklidir.
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Teorem 3.3.3. (S,n), X lizerinde bir demet ve VX bir acik olsun. Bu takdirde ces(V)

sartin1 saglayan bir seI'(V,S) kesiti vardir (Grauret and Fritzsche 1976).

Teorem 3.3.4. (S,m), X lizerinde bir demet ve WcX bir agik climle olsun. Eger
s1,82€(W,S) kesitleri bir xe W noktasinda esit iseler, bu takdirde bir V(x)cW acik

civarinda da esittirler.

Ispat. Kabul edelim ki 6=s;(x)=s(x) olsun. Bu takdirde U=s;(W;)"s2(W>), ¢ nin agik
bir civaridir ve 1| U : U—-V=n(U)c W tasviri topolojiktir. Dolayistyla

si| v=(n|Uy'=s,;| v
dir.

Tarif 3.3.4. (S1,m1), (S2,m2), X iizerinde iki demet olsun.
1. mo@=mn1 Ozelligini saglayan ¢:S;—S, tasvirine saplar1 muhafaza ediyor
denir.
2. Saplar1t muhafaza eden siirekli bir ¢:S;—S; tasvirine demet morfizmi denir.
3. Saplart muhafaza eden bir topolojik ¢:S;—S; tasvirine demet izomorfizmi

denir. Bu takdirde S; ve S, demetlerine izomorfiktir veya izomorftur denir.

Teorem 3.3.5. (S;,mi), i=12, X lizerinde iki demet ve ¢:S;—S, saplar1 muhafaza eden bir
tasvir olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktirler:

1. ¢ bir demet morfizmidir.

2. Herbir WX agik ciimlesi ve herbir seI'(W,S)) kesiti i¢in, pose'(W,S,).

3. Herbir p€8S; i¢in bir WcX agik ciimlesi ve bir seI'(W,S)) kesiti vardir 6yleki
pes(W) ve posel'(W,S,).

Ispat. (1)=(2) ¢ bir demet morfizmi ise siireklidir. WX agik ve seI'(W,S)) ise, bu
takdirde, @os de siireklidir {istelik mo(pos)=(mo0@)os=n;0s=1w. Dolayisiyla
posel'(W,S,).

(2)=(3) o©e€S; ise, bu takdirde bir WX agik ciimlesi ve bir sel'(W,S;) vardir
Oyleki ces(W) dir. (2) deki sartlar saglandigindan dolay1 pose'(W,S,).
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(3)=(1) (3) deki sartlar altinda, s :W—s(W) topolojiktir. Dolayisiyla,
[0) | s(W) = (9os)os™ : s(W)—>S,

stireklidir ve dolayisiyla ¢, ¢ da siireklidir.

Tarif 3.3.5. Kabul edelim ki, herbir WcX agik ciimlesine bir My ciimlesi ve herbir
(V,W), VcW, acik ciimle ¢ifti i¢in bir yy, :Mw—>My tasviri verilsin.
Eger,

1.Her WX agik igin, yyw= Im,

2.UcVcW = Yvu O Ywyv =Ywu

sartlar1 saglaniyor ise,{X,Mw,yw.v} kolleksiyonuna dndemet ve yw v tasvirlerine tahdit

edici tasvirler denir.

Herbir (S,m) demetine tabii bir sekilde bir 6ndemet tekabiil eder. Ger¢ekten V,W X in
acik ciimleleri > VW, My = ['(W,S) ve 7..(s)=s | V, seMy seklinde tarif edilirse

{X,I(W,S),ywv} bir ondemettir. Bu 6ndemete, S demetinin kanonik éndemeti denir.

Teorem 3.3.6. Herbir {X,My,y..} ondemetine bir demet karsilik getirilebilir
(Grauret and Fritzsche 1976).

Tarif 3.3.6. (S;,my),...,(SL,m) , X lizerinde demetler olsun. WX acik climlesi igin,
Mw=['(W,S))x....xI'(W,Sy) kartezyen carpimini teskil edelim. s=(sy,...,s.)eMw ve VW
acik alt climlesi igin yw,v(s)=(sl|V,...,sL|V) olsun. Bu takdirde, {X,Mw,ywv} bir

ondemettir. Bu 6ndemetin tarif ettigi demete, S*ZSIGL)...@SL, Whitney toplami denir.

Teorem 3.3.7. (Si,m),...,(Sp,m) , X lzerinde demetler ve S*ZSIGL)...@SL Whitney
toplam1 olsun. Bu takdirde her xe X igin (W,(si,...,5L))x—>(s1(X),...,sL.(X)) seklinde tarifli

bir y: Sy —(S1)xX...X(SL)x bijeksiyonu vardir.
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Ispat. a. A=1,2, xeW,"\W, icin s;,=(s1",....st")el’ (W,,S) olsun. (Wy,s;)~(Wa.s,) dir,
yalniz ve yalmiz I3V (x)cW "W, dyleki,

(si' 1 V,.st' | V)=(s2| V,...s.2 | V) dir. Bu ise, i=1,2,...,.L icin s;'(x)=si(x) demektir.
Dolayisiyla, (W,(s1,...,5L))x—>(51(X),...,sL(X)) seklinde tarifli tasvir injektiftir.

b. Sayet o=(o1,...,0L)€ (Si)xX...X(Sp)«ise ve Gi:Si*(X) k) si*eF(Wi,Si) ise, bu

L
takdirde WZH W. , x in bir civaridir ve si” | W=s;eI'(W,S;) dir.

i=1
Netice olarak s=(sj,...,st) €My dir ve ys, ys(x)=(W,s)x—>s(x)=c olacak sekilde S

demetinin bir kesitidir. Dolayisiyla da yukarida tarif edilen tasvir surjektiftir.

Dolayisiyla Si®..®S;,  sapmi  (S))xx...x(Sp)x ile oOzdesleyebiliriz. Ayni sekilde
Fr(W,S;®..8S;) ile T'(W,S)x..xI'(W,Sp) ciimleleri 6zdeslenebilir.  Gergekten
sie'(W,S)), i=1,2,....L icin $1®5,®... Ds :-W—S =S,®..®S, tasvirini her xeW igin
(51952®...Ps ) (x)=(s1(X),82(X),...,sL.(x))  seklinde tarif edelim. Acik olarak
(81,82,-.-,SL) EMw Ve ys=Y(51,52,--,SL)=(W,(S1,..-,5L))x= (81(X),...,SL(X))= (51D$2D...Dst )(X).
Boylece, s1®@s,®...®@s = ys=Y(s1,S2,...,S1.)—>(81,82,...,51.) seklinde tarifli

v : T(W,$®...8S1)— I'(W,S))x..xI'(W,S,) tasviri bijeksiyondur.
Netice olarak S nin herbir elemanina S ye ait kesitlerin birer niivesi goziiyle bakilabilir.

Tarif 3.3.7. (S, m), X lizerinde bir demet olsun.
Eger,
(1) 7 bir lokal topolojik tasvir,
(i)  Her xeX i¢in 7' (x)=Sy sap1 bir Abel grubu,
(ii1))  S@S —*5s (yani (0,02)—>01+0; ) islemi siirekli,

sartlar1 saglaniyorsa (S, n) ye X lizerinde Abelyen Gruplarin bir demeti denir.

Tarif 3.3.8. (S,n), X iizerinde Abelyen gruplarin bir demeti ve S'cS altciimlesi verilsin.
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Eger
(1) S'cS bir acik climle
(i1) m( S")=X
(ii1) Her xeX i¢in S'xc=Sy bir altgrup
ise S’ ye , S Abelyen gruplarin bir alt demeti denir.
Tarif 3.3.9. Bir X topolojik uzay:1 ilizerinde Abelyen gruplarin bir ondemeti diye,
{X,M,ywv} Ondemetine denir dyleki,
(1) (W), X in bir topoloji tabanidir.
(i1) Herbir WX agik ciimlesine bir My Abelyen grubu karsilik gelir.
(ii1)) Herbir (V,W), VcW, cifti i¢cin bir y,.:Mw—>My homomorfizmi tarif

edilmistir 6yleki, UcVcW igin v 0 Y =Ywu dur.

Teorem 3.3.8. Abelyen gruplarin herbir 6ndemetine, Abelyen gruplarin bir demeti

karsilik getirilebilir (Grauret and Fritzsche 1976).
3.4 Esas Gruplarin Demeti

X irtibatli, lokal egrisel irtibatli bir topolojik uzay olsun. Herbir xeX i¢in Hy=m(X,X)
esas gruplarinin ayrik birlesimlerinin ciimlesini

H=V Hy

xeX
ile gosterelim. H, X iizerinde bir climledir ve herbir o,=[a]xeHy i¢in @(ox)=0([a]x)=x
ile tarif edilen @:H—>X tasviri iizerinedir. Simdi H ciimlesi {izerinde, ¢ tasvirini lokal
topolojik kilan ve herbir Hy=m(X,x) iizerinde diskret topoloji olusturan bir tabii topoloji
insaa edelim: xeX keyfi sabit bir nokta olsun. X egrisel irtibath oldugundan
W=W(x)cX acik olmak lizere her ye W i¢in baslangi¢ noktas1 x, bitim noktas1 y olan ve
tamamen W de bulunan bir y egrisi daima vardir. Diger taraftan, x deki a kapali egrisi
icin (y"'a)y da y de bir kapal1 egridir. Eger a~azise (Y o) ¥ ~(y ' aa)y

ve [(v" o) yI=[(y a)y] dir.

O halde, W=W(x) i¢in x deki kapal1 egrilerden faydalanarak, bir s:W—H tasvirini her
yeW icin a, x de bir kapali egri olmak iizere, s(y)= [(y'loc)y]y em(X,y)cH seklinde
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tarif edebiliriz. Aciktir ki, bu sekilde tarifi yapilan s tek anlamhidir ve asagidaki sartlari
saglar:

1. HeryeW icin, (9os)(y)=0(s(y))=¢([(y"'a)y],)=y. O halde, pos=1.

2. W=W(x)i¢in o x de kapal1 bir egri, y x de sifir egri, yani y:I>X 6yleki her
tel icin y(t)=x, ise bu takdirde (y"'o)y~a., dolayistyla s(x)=[(y"' @)y]= [Blxes(W) dir.

Simdi, W=W(x), o x de bir kapali egri ve ye W herhangi bir nokta olsun. y baslangi¢
noktasi x, bitim noktasi y olan ve tamamen W de bulunan keyfi sabit bir egri olmak

iizere (y'a)y=P diyelim. Dolay1siyla [(y"loc)y]YZ[B]y ve buradan, s(W)= U[ﬂ]‘ olarak

vew
yazilabilir. s(W) yi agik ciimle olarak tarif edersek, gosterilebilir ki,
B={s(W): W=W(x)cX agik}

ailesi H tizerinde bir topoloji tabanidir. Bunun i¢in s;(Wj), s2(W>)eB olmak iizere
s1(W1)ns2(W2)eB oldugunu gostermek yeterlidir. Gergekten,

(1) si(Wi)nsy(Wr)=d ise enaz bir [a]y € s1(Wi)Msa(W2) vardir

ve ¢[(a)y] =ye(WinW,) dir.O halde [a]y € si(W1) ve [a]y € s2(W2) olup,

[a]y =si1(y).y € Wi ve [a]y =s2(y), ye Wi yazilabilir. Buradan

s1(¥)=s2(y),y € (WinW2) ve dolayisiyla

S1 | WiNW2 =s, ‘ WinW2 ve s(W))=s(W,) dir. Boylece

S1=$Sy Ve Si |W1 ) ‘ W, dir. O halde s;(W;) n s2(W2)=s1(W))=s2(W>) €B

(11) si(W)Nnsa(Wr)=d ise, JeB oldugundan, s;(W;)nsa(W,)eB. Dolayisiyla

B, H iizerinde bir topoloji tabanidir ve H nin agik ciimleleri B nin elemanlarinin

keyfi birlesimleridir. Boylece, bu topoloji ile birlikte H bir topolojik uzaydir.
Simdi gosterelim ki, ¢:H—X tabii tasviri bir lokal topolojik tasvirdir. Bunun icin
gostermeliyiz ki, her o=[B]yeH, yeX, i¢in bir U(c)cH ve W(y=0¢(c))cX agik civari
vardir Oyle ki ¢|U:U—>W bir topolojik tasvirdir. Halbuki o=[B], €H igin
¢(0)=¢([B]y)=y dir. Bu durumda, y yi ihtiva eden W egrisel irtibath agik civari i¢in bir
s:W—H tasviri vardir dyle ki s(y)=c. Ayrica, U(c)=s(W) ve ¢|U=¢ " diyelim.
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1. ¢ =@|U(=s(W)):U—>W birebirdir. Ger¢ekten, xe X ve s tasviri x deki kapali egriler
yardimiyla tarif edildiginden, herhangi 6,6, €s(W)icin baslangi¢ noktasi x, bitim

noktasi sirastyla y;,y2€ W olan W de v,y egrileri vardir dyle ki
o, =s(y,) = [(YI_IQ)YI])/I = [Bl]yl , 0, =8(y,) = [(y;a)Yz]yz = [Bz]yz Simdi, ¢"(51)= ¢'(c2)

ise, y1=y, dir. Bu durumda y,~y, ve dolayisiyla ¢,=; dir. O halde ¢ birebirdir.

2. ¢ =@|U:U—W siireklidir. Gergekten, oeU=s(W) herhangi bir nokta ¢ (c)=yeW ve
V=V(y)cW herhangi bir civar olmak iizere s(V)cU=s(W), o nin bir civaridir ve

@ (s(V))=VcW dir. Dolayisiyla, ¢ siireklidir.

3. (9" )'W—U siireklidir. Gergekten, ye W herhangi bir nokta, s(y)=c<U ve
U'= U(o)cU de o nin bir civari ise, bu takdirde (p* (U)W, y nin W de bir civaridir ve
s(¢” (U))=U'. O halde s siireklidir.

Sonug olarak asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3.4.1. X irtibatli lokal egrisel irtibath bir topolojik uzay ve herbir xeX e

tekabiil eden esas grup m(X,x) olmak {lizere H= VX m(X,x) ve xeX i¢in

o(o)=¢([a]x)=x, olarak tanimlanan @:H—X tabii tasviri verilsin. Bu takdirde, (H, o)

ikilisi X tizerinde bir demettir.

Tarif 3.4.1. Teorem 3.4.1 ile elde edilen (H,p) demetine X {lizerinde esas gruplarin

demeti denir.

Herbir xe X i¢in 7;(X,x)=¢ ' (x) esas grubuna demetin x iizerindeki sap1 denir.

Biliyoruz ki, xe X herhangi bir nokta ise, X egrisel irtibatli oldugundan, x i ihtiva eden
bir W=W(x) egrisel irtibathi agik civar1 ve bu civar iizerinde o s=1y sartin1 saglayan bir
s:W—H tasviri vardir. Bu s tasvirine H nin W iizerindeki bir kesiti denir. H nin W

tizerinde ki biitiin kesitlerinin ciimlesi de I'(W,H) ile gosterilir.

31



Teorem 3.4.2. X irtibatli, lokal egrisel irtibatli bir topolojik uzay, (H,p) X in esas
gruplarmin demeti ve I'(W,H), W iizerindeki biitiin kesitlerin ciimlesi olsun. Bu takdirde

I'(W,H) ciimlesi, noktasal ¢arpma islemiyle birlikte bir gruptur.

Ispat. Herhangi s;,s,eT'(W,H) ve yeW igin I'(W,H)daki noktasal ¢arpma islemini
(s1.2)(y)= si(y).sa(y) seklinde tarif edelim. Iddia ediyoruzki s;.s,el’(W,H) icin
s1.52€'(W,H) dir. Gergekten; si,5, €['(W,H) i¢in xe W de kapali a,a, egrileri vardir
oyle ki y, x noktasin1 y ye birlestiren keyfi sabit egri olmak iizere si(y)=[(y" o)y] ,

say)=[(v'o2)y]. O halde, si(y). s2(y)=[(y" o]y oy 1=[(  oo)y] emi(Xy)dir.
Dolayisiyla, si.s,€I’(W,H) dir.

1. Asosyatiflik: Her s;, s;, s;€l'(W,H) igin, s;.(s2.53)=(s1.52).s3 oldugu kolaylikla
gortilebilir.

2. Ozdes Eleman: Her s e[(W,H) ve yeW i¢in; 8, xeW de sifir egri olmak iizere
I(y)= [(v'8)y] seklinde tarifli IeT(W,H) kesitini gozoniine alahm. Bu takdirde
(Ls)(y)=1(y)- =T ayyI=y " BooyI=[(r ayyl=s(y)
(s-D)=s)-1)=1(" eyII=L(y " (8)y)- 1T=[(r ayyl=s(y)

dir.Dolayisiyla 1eI'(W,H) 6zdes elemandir.

3. Ters Eleman: se'(W,H) herhangi bir kesit ve her ye W igin s(y)= [(y" o)y]
olsun. Simdi =o' olmak tizere her ye W i¢in s™(y) = [(y"'8)y] seklinde tarifli
s :W—H tasvirini géz 6niine alalm. s eI'(W,H) ve
(5.5 )¥)=s)-s" (W)= L6 VI ay.(v 'Sy
={(r od)y1=[y Y= 1HI).
(79))=s" ¥)-s@)=L BWLLY oIy B)y.(v o)=Ly Seu)y]
= YI=[1=1G)
dir.
O halde s.s'=s".s =1 dir. Dolayisiyla s e[(W,H), s nin tersidir.
Dolayisiyla I'(W,H) bir gruptur.
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Teorem 3.4.3. f : X;—>X, siirekli tasvir olsun. Bu durumda saplari muhafaza eden bir

£ H;—H, demet morfizmi vardir.

Ispat. x;e X, herhangi bir nokta ve o, x; de kapali bir egri olsun. x,eX, icin foa,

f(x1)=x, noktasinda kapal bir egridir ve [foa]e (H,), ~ dir. Diger taraftan, o, ve o,

x;€X; noktasinda kapali egriler Oyleki o~a, ise foay~ foa, dir. Boylece her

[a],, =0, € (H)), cH;igin bir f':H,—H, vardir 5yleki

f'(o, )= ([a], =[f o alyy,y, dir. f tasviri iyi tammhdir.

Simdi de f m siirekli oldugunu gosterelim. U,cf (H;)cH, agik bir altciimle olsun.
Genelligi kaybetmeden, kabul edelim ki W>cX; agik ciimlesi igin

Uy=t(W>), tel'(W2,H;) olsun. Bu durumda @,(t(W2))=W olur. f nin siirekliliginden
dolay1 f (W,)=W,cX; bir acik ciimledir. Simdi kabul edelim ki o, €U, olsun.

f*( o, )= o, olacak sekilde en az o, eU=(f)" (U,) elemani vardir. s(x;)= o, Ve

s(Wi)c H; agik ciimlesi i¢in (o, )=x1€W; olmak tizere sel'(Wy,Hy) kesiti vardur.

Dolayisiyla s(W;)cU; dir. Kolaylikla gosterilebilir ki U;=Us,(W,) dir. Burada, U;cH;
iel

bir acik ciimledir ve f~ siirekli bir tasvirdir.

Sonug 3.4.1. £:X;—X,; topolojik bir tasvir olsun. Bu takdirde X; ve X, iizerindeki H; ve

H, demetleri izomorftur.

Teorem 3.4.4. f : X;—X, stirekli bir tasvir olsun. Bu takdirde bir

fe:I'(X,H))— I'(X3,H,) homomorfizmi vardir.

Ispat. f: (X,c1)—(Xy,f(c1)=c,)siirekli tasvirler olsun. Biliyoruz ki ' : H—>H, bir demet

homomorfizmidir. Her o, =[a], € (H,), , Xi tizerinde birtek s kesiti tanimlar dyleki
her x;€X; igin s(x;)=[(y" ot)y]x dir. Diger taraftan, f*( oc]cl ): [f ° oL]C2 €(H,),, ve

[f ° oc]cz , Xj lzerinde bir t kesitini tanimlar dyleki herhangi x; € X, i¢in
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t(x,)=[(8 ' fo ®)8]x. dir. Bu durumda (H)),, ve (H,), arasindaki [a]e«>[fo a]e. eslemesi

'(W,H)) ve T'(W,,H;) arasinda s<>t eslemesini verir. Eger bu eslemeyi
(f«(s(x1)) = f*[(y'loc)y]x, =[(8" foa)d]x, =t(x,) seklinde tamimlarsak, bu durumda
f:I'(X,H)— T'(X,,Hy) tasviri bir homomorfizmdir.

Sonu¢ 3.4.2. f : X;—X; bir topolojik tasvir olsun. Bu takdirde, I'(W;,H;) ve I'(W,H,)

gruplart izomorftur.
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4. MANIFOLDLAR VE LiE GRUPLARI

Bu bodliimde, ¢aligmalarimizin bundan sonraki kisminda taban uzay olarak

kullancagimiz manifoldlar ve Lie gruplarini inceleyecegiz.

4.1 Manifoldlar

Tarif 4.1.1. M bir topolojik uzay olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan M ye n-boyutlu bir

topolojik manifold ( veya kisaca topolojik n-manifold ) denir.

M.1) M bir Hausdorff uzaydir.
M.2) M nin herbir agik altcimlesi E" ye veya E" nin bir agik altciimlesine
homeomorftur.

M.3) M sayilabilir coklukta acik ciimlelerle ortiilebilir.

Ornek 4.1.1. E" nin kendisi bir topolojik n-manifolddur.
Ornek 4.1.2. E" nin herbir agik altciimlesi bir topolojik manifolddur.

Tarif 4.1.2. M n-boyutlu bir topolojik manifold ve U, M de bir acik altciimle olsun.

Eger U bir y homeomorfizmi ile E" nin bir W agik altciimlesine eslenebiliyorsa, yani.
y:U->W

bir homeomorfizm ise (y,U) ikilisine M de bir koordinat komsulugu veya harita denir.

ueU i¢in y(u)eE" ve y(u)=(xi(u),....xs(1)), xi(u)eR, 1<i<n dir. x;(u) reel sayisina y(u)

noktasinin i-inci koordinat1 ve u;:U—R fonksiyonuna da U nun i-inci Oklid koordinat

fonksiyonu denir.

Tarif 4.1.3. M bir topolojik n-manifold ve {Ugy}qca M nin bir agik ortiisii olsun. Burada
A, o indislerinin ciimlesidir. E" de U, ya bir y, homeomorfizmi altinda homeomorf
olan acik climle V, olsun. Bdylece ortaya c¢ikan (y,,Uy) haritalariin {(yq,Uq)}aca

koleksiyonuna M nin bir atlast denir.
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Simdi bir manifold iizerinde diferensiyellenebilir yapiy1 tarif edelim;

M bir topolojik n-manifold ve bir peM noktasinin agik komsuluklar1 da W, ve Wg
olsun. W, "Wy # & ise Wo W nin her noktasinda (x7,...,x%) ve (x7,...,.x7) gibi iki

koordinat sistemi tariflidir. Bu iki koordinat sistemi arasindaki bagintiy1 asagidaki

sekilde gormek miimkiindiir.

 bap=v g

N

Opa= \I’; Ya

v, (WanWp) \lf_ﬁl (WanWp)

Sekil 4.1
v, (WanWp)cUcE"  ve v, (W, nWp)cUpc E" altciimleleri ikiger agik ciimlenin,
birer homomorfizm altinda goriintiileri olduklarindan agik ciimlelerdir. Ayrica
V30 Vo Wy (Wo n Wp) =y (We nWp) e
v, 0 Wp Wy (We W)=y (Wo N W)
fonksiyonlart da  iki  homeomorfizmin  bileskesi  olduklarindan  birer

homeomorfizmlerdir. Kisalik olmasi bakimindan

Ppo = W;O\Ifa Ve Pop = ¥, OYp
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gosterimi kullanilir. Tarif geregince ¢qp nin diferensiyellenebilir olmasi demek (¢ap)i
bilesenlerinin diferensiyellenebilir olmasinmi gerektirir. Ayni sey ¢qp fonksiyonu i¢in de
sOylenebilir.

Boylece su tarifi verebiliriz.

Tarif 4.1.4. M bir topolojik n- manifold ve M nin bir atlast S = {(yq, Wq ) }aeca oOlsun.
Eger S atlasi i¢in, W, N"Wp # ¢ olmak lizere o BeA ya karsiik ¢og ve Opa
fonksiyonlar1 C*  smifindan diferensiyellenebilir ise S ye C* smifindan
diferensiyellenebilirdir denir. S atlast M iizerinde C* smifindan oldugu zaman S ye M

iizerinde C* sinifindan diferensiyellenebilir yap dir denir.

Tarif 4.1.5. M bir topolojik n- manifold olsun. M iizerinde C* smifindan bir
diferensiyellenebilir yapi tarif edebiliyosa M ye C* sinifindan diferensiyellenebilir bir

manifold denir (Hacisalihoglu 2000).

Ornek 4.1.3. S"= { x= (X1, X2, .., Xnt1) € E™' | Tx?=1*} « B ciimlesine

n- boyutlu kiire (n- kiire) denir. Bu kiire bir diferensiyelenebilir n- manifolddur.
4.2 Lie Gruplan

Tarif 4.2.1. Bir G# 0 ciimlesi asagidaki sartlar1 sagladig1 takdirde G ye bir Lie grubu
denir.

1.G bir analitik manifolddur.

2.G bir gruptur.

3.1:GxG—G ,u(x, y) =xy" olarak tarif edilen p tasviri analitiktir (Adams 1982).

Sayet G hem bir grup hem de bir topolojik uzay olmak iizere yukaridaki 3. sartindaki

tasvir siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.

Bu tarife gore her Lie grubu bir topolojik gruptur. Literatlirde bazen Lie gruplari analitik
gruplar diye de adlandirilir.
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Ornek 4.2.1. G=R" bir Lie grubudur. Gergekten de;

1.G nin 6zdeslik tasviri yardimiyla analitik manifold oldugu kolayca gosterilir..
2.(G,+) bir gruptur.

3.1:GxG—G ,pu(x,y)= xy ' =x-y tasviri analitiktir.

Ornek 4.2.2. S'=R/Z olmak iizere S' birim ¢emberi bir Lie grubudur.

Gergekten, (R,+) bir Abel grubu ve Z, R nin normal altgrubudur.
n:R->R|Z

ve

F:R—S!

AH)=(cos2mt,sin2 xt) olarak tarif edilirse f'bir epimorfizm ve Cekf=Z dir. Dolayisiyla

1. izomorfizm teoreminden R/Z= S' dir. Acik olarak R bir Lie grubu ve Z bir diskret
normal altgruptur. Z diskret oldugundan R/Z, R iizerinde bir manifold yapisina sahiptir.
Z, R/Z grubunda normal olup, analitiklik lokal bir 6zelik oldugundan R/Z nin analitikligi
elde edilir. Dolayisiyla S' analitik manifolddur.

u=(x1.y1), v=(x22)€ S, uv=(xpx2-y;v2, xyrtxzy;) olarak tarifli islemle (S', .) bir
gruptur. ' =(xy,-y;)dir. Dolayistyla p(u,v)=u.v ve Mu)= "' tasvirleri analitiktir. O halde

S' bir Lie grubudur (Fegan 1991).

Ornek 4.2.3. T'=S'x S'x... xS'=R"Z" n-boyutlu tor grubu bir Lie grubudur.

Ornek 4.2.4. Lie grubuna en basta gelen 6rneklerinden biri
SUQ2)={A: A'=A" ve detA=1}
dir. Burada A, 2x2 tipinde kompleks matristir. SU(2) nin elemanlar1 z ve w

| z| %+ wl =1 sartim saglayan kompleks sayilar olmak iizere

seklindedir.
z=xHy ve w=utiv ve x+y*+u’+v’=1 olsun. SU(2) iizerindeki haritalar1 asagidaki gibi

tarif edebiliriz:
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U={A: x>0}, U,={A: x<0}
Us;={A: y>0}, Us={A: y<0}
Us={A: u>0}, Us={A: u<0}
U={A: v>0}, Us={A: v<0}

Eslenilen tasvirler ise,

P1(A)=(y,uv), $2(A)=(y,u,v)
@3(A)=(x,u,v), P4(A)=(x,u,v)
@s(A)=(x.y,v), Ps(A)=(x.y,V)
P7(A)=(x,y,u), Ps(A)=(x,y,u)

ile verilir. Kolayca goriilebilir ki bu tasvirler analitiktir.
Simdi o: SU(2)—RY, o(A)=(x,y,u,v) ve Ay, Ay ,(z1,W1) ve (z2,w) ile verilen iki matris
oyleki @(Aj)=(xi,yi,u;,vi) olsun. Bu takdirde ¢(A1A2)=(x3,y3,us,v3) dir.

Burada,

X3=X1X2-Y1Y2-ujuz-viva
Y3=x1y2tyituva-us vy
U3=X U tXou-y 1 Vo +yavy

V3=X1V2tXovityuz-youy

dir. mi, R* iin 3-boyutlu altuzay: iizerine izdiisiimii olmak iizere i=ri ¢[U; oldugundan,
matris ¢arpimi bir analitik tasvirdir. Ayrica @(A™)=(x,-y,-u,-v) dir.

Boylece SU(2) 3-boyutlu bir Lie grubudur.

Tarif 4.2.2: Lie grubunun temelindeki manifold kompakt ise Lie grubuna kompakt Lie
grubu ve benzer sekilde temeldeki manifold irtibath ise Lie grubuna irtibath Lie grubu

denir (Fegan 1991).
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5. KOMPAKT iRTIiBATLI LIiE GRUPLARI UZERINDE DEMETLER VE
HOMOTOPi NORMALITE

5.1 Kompakt Irtibath Lie Gruplar1 Uzerinde Demetler

Bu kesimde taban ciimle olarak, kompakt, irtibatli bir X Lie grubu goz Oniine

alinmistir. Her farkli x,,iel ve X; ,J€J noktalart icin (X, x,) ve (X, xj) noktali kompakt,
irtibatli Lie gruplart ayni homotopi tipinden olsun. (X, x,) Lie grubu iken aym
homotopi tipine sahip (X, x;) nin de Lie grubu oldugu gosterilebilir. Ayrica (X, x;), i€l
Lie gruplarinin her birine farkli [(X, x,);(P,p)] gruplar tekabiil etmektedir (Yildiz
1982). (Burada P, herhangi bir noktali, kompakt, irtibatli Lie grubu ve [(X, x,);(P,p)]
de (X, x;) den (P,p) ye taban noktalarim1 muhafaza eden siirekli biitiin tasvirlerin

homotopi siiflarinin ctimlesidir).

Gosterilebilir ki Vxe X icin [(X, x);(P,p)] ciimlesi, P Lie grubunun intac ettigi islemle

birlikte bir grup teskil eder.

Gergekten,[f] ,[g]  €[(X, x);(P,p)] herhangi elemanlar olmak tlizere [f] [g] =[fog]
X X "°x X

seklinde tarif edilirse bu islem 1iyi tariflidir ve bu islemle birlikte [(X, x);(P,p)] bir

gruptur.

Her bir (X, x) Lie gruplari i¢in [(X, x);(P,p)]gruplarinin H(X)= v [(X, x);(P,p)]

ayrik birlesimi, X kompakt irtibatli Lie grubu {izerinde bir climledir.

¢ : H(X) — X tabii tasvirini
her 8eH(X) i¢in ( e H(X) = 3 xeX i¢in de H(X)_ = [(X, x);(P,p)] 1se d = [f]x)

o(d)=o( U]x ) = x seklinde tarif edelim.
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Simdi H(X) climlesi ilizerinde , ¢ tasvirini lokal topolojik kilan ve her bir
H(X) = [(X,x);(P,p)]sapinda diskret topoloji meydana getiren, bir tabii topolojinin

insasini verelim.

o= [f]x e H(X), < H(X) ise ¢ (d) =(p([ﬂx )=xve W < X keyfi bir acik ve W de bir

keyfi x, noktas: se¢elim. O halde W = W(x,) olarak géz oniine alabiliriz. Simdi
s : W — H(X) tasvirini s0yle tarif edelim: x, €X olmak iizere [(X, x,);(P,p)]c H(X)

grubu verilsin. [ﬂx e [(X, x,);(P,p)] olsun.

Bu durumda yeW herhangi bir nokta ise (X)y) ve (X,x,) homotopik esdeger

olduklarindan, ¢ : (X,y) = (X, x,) homotopi esdegerlik tasviri vardir.

Dolayisiyla

(X, %) —L——(Pp)

(X.y)

ticgen diagraminda da goriildigi gibi f od: (X,y) — (P,p) tasviri siireklidir ve taban

noktasin1 muhafaza eder. f o¢ tasvirinin homotopi sinifi [ f o] , €[(X,y);(P,p)]dir.

O halde s (y) = [ f o¢]y diyelim. Bu sekilde tarif edilen s tasviri tek anlamlhidir ve

Vye Wigin(pos)(y)=¢(s(y)=0¢[foply=y= ¢os=lw.
sartin1 saglar.

O halde herhangi bir ye W i¢in s(y) = [ f 0o¢], oldugundan f o¢=h dersek

s(y)=[ f o¢]y =[h]y dir. Bu durumda s (W) = Y [h]y olarak yazilabilir.
ye

s (W) yi acik ciimle olarak tarif edersek, gosterebiliriz ki
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B={s(W)| W=W(y)cX}
ailesi H(X) iizerinde bir topoloji tabanidir. Bunun i¢in
s1(W1), s2(W2) € B olmak tizere, s;(W1) N s2(W3) € B oldugunu gostermek yeterlidir.
Halbuki;

1) s(W) =s1(W)) N s2(Wr) # D ise, herhangi bir ye W(y) =(W; N W») (y)

icin en az bir dye si (W) M so(W3) vardir. Buradan 6y€ si(W;) ve dye sy(W) dir.
Dolayistyla 8- si(y), y e Wi ve dy=s2(y), ye W» yazilabilir Boylece s;(y)= sa(y),

ye Wi Wy ve s; | WinNnW, = sz| Wi N W, dir. Dolayisiylas : W=W; "W, —> H
kesiti S(W) = s(Wy " Wo) =s; | Wi AW, =s,| Wy n W, seklinde tarif edilirse
s(W) =s(W; 1 W) =s1(W1) N sp(W») dir.

i) s (W) nsa(Wy) = ise; D e Boldugundan s1(W;) N sa(W») € B dir.

Dolayisiyla B, H(X) iizerinde bir topoloji tabanidir ve H(X) in ag¢ik ciimleleri B nin
elemanlarmin keyfi birlesimleridir. Bundan dolayl H(X) bu topolojiyle birlikte bir
topolojik uzaydir.

Simdi gosterelim ki ¢ : H(X) — X tabii tasviri bir lokal topolojik tasvirdir.

Bunun i¢in gostermeliyiz ki her 6 = [h], € H(X), yeX i¢in bir U(8) < H(X) ve

W(y = ¢ (8))c X acik civarlar1 vardir oyle ki ¢ | U:U—> W bir topolojik tasvirdir.

Halbuki 6 = [h]y € H(X) i¢in ¢(6) = ¢ ([h]y)= y 1di. Bu durumda y noktasini ihtiva eden

W acik civari igin bir s:W—H(X) tasviri vardir 3 s(y) = 8. Ayrica U(d) = s(W) ve
¢ | U = ¢" oldugunu kabul edelim.
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1. " =¢l|s(W): U — W bire-birdir. Ciinkii yeW ve s tasviri (X,y) dan (P.p) ye taban
noktalarinm1 muhafaza eden siirekli tasvirlerin homotopi sinifi olarak tarif edildiginden;

herhangi 8, 0, € s (W) i¢in W de sirasiyla y;, y» € W olan noktalar vardir dyleki

81 =s(y)) =[ /04l &= s(y2) =[f 041y,
olmak tizere
f f
(X,x,) —— (P.p) (X,x,) ———5(P.p)
0 fod ¢ fod
X, ) (X, »,)

diagram verilebilir.
Simdi @ (3)=¢" (B) = ¢ ((¥) =0 (5(1,))

=" ([f0d] y)=0"([f0d]y,)

= ¥ =y
dir. Dolayisiyla¢~¢ = fop ~ fod= [fodly, = [f0d]y,

381:62

O halde ¢" bire-birdir.

2. ¢*=¢|U:U— W siireklidir. Ciinkii 8 U = s (W) herhangi bir eleman ve
¢ (8)=yeW ve V=V(y)c W herhangi bir civar olmak iizere s(V)c U = s(W),
& nim bir civaridir ve ¢” (s(V)) = VW oldugundan, ¢" siireklidir.

3. () '=(¢|U)"'=s: W > U= s (W) siireklidir. Ciinkii ye W herhangi bir nokta,
s(y)=8eUve U = U’ (8)c U de & nin bir civari ise (o |U) (U W, y nin W de bir
civaridir ve s ((¢ | U) (U") = U'dir. O halde s siireklidir.
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O halde asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 5.1.1. X kompakt irtibath Lie grubu, H(X)= v [(X,x);(P,p)] ve o:H(X)—>X >
her 8 = ([f] )el(X,x);(P,p)], x eX i¢in ¢ (6)=(p(mx) = x tabii tasviri verilsin. Bu

takdirde (H(X) , @) ikilisi X {izerinde bir demettir
Tarif olarak bu demete kompakt irtibatl Lie grubu {izerindeki demet denir.

Tarif 5.1.1. Her bir xeX i¢cin H(X), = ¢! (x) grubuna (H(X) ,¢) demetinin x

tizerindeki sap1 denir.

xeX herhangi bir nokta ise (X,x) kompakt irtibatli Lie grubunda x iiceren W = W(x)
acik civari ve bu civar tizerinde ¢ os = 1, sartin1 saglayan bir s:W— H(X) siirekli tasviri
vardir. Bu s tasvirine H(X) demetinin W {izerindeki bir kesiti denir. H(X) nin W

tizerindeki biitlin kesitlerinin ctimlesi I" (W,H(X)) ile gosterilir.

Teorem 5.1.2. (X,x) , xeX ayn1 homotopi tipinde Kompakt, irtibath Lie gruplari;
(H(X),p) , X in intac ettigi gruplarin demeti ve I' (W,H(X)), W {izerindeki biitiin
kesitlerin ciimlesi olsun.V s;,s, € I' (W,H(X)) ve yeW i¢in, (s1.52) (y) = si(y) - s2 (¥)
seklinde tarif edilen ¢arpma islemiyle birlikte I (W,H(X)) bir gruptur.

Ispat. Kapalihk: V birs;,s; € ' (W,H(X)) igin s; . s, € T'(W,H(X)) dir.
Gergekten ye W olmak iizere,
1Y) . 82(Y) =[S0 L [fodly=[(f0d).(fod)ly=[foddly

= (s1-82) ()
Dolayisiyla s1.82 (y)=[ £ 0 ¢.0 Iy e[(W,H(X) dir.

1. Asosyatiflik: Her s;,s5,55 € ' (W,H(X)) ve yeW ig¢in,
((s1.(52:53) (¥) = s1(y)-((s2(y)-83(Y))
=[fodly.([fodly.[fod Ty
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=[f00l.[ /0.9y
=[/0(¢($¢)]

=[ fo(($-4)-0)]y
=[(f00.0)(fod)]y
=[(fod)(fod)l[/0od]y
=([fodl.[fodl)[fod ]
=(s1.52) (y) - s3(y)

=((s1.%) - 53) (¥)-

Buise (s; . $2) .83 = s1.( $2.83) demektir.

2. Ozdes Eleman : yeW icin I(y) = [ f o ], seklinde tarif edilen I : W — H(X) tasviri
carpma islemine gore 6zdes elemandir. Gergekten,
(Ls) () =1(y) . s (¥)
=[folly.[fodly-[fo¢lly
=[fodly =s()=(1.s)=s
dir.

Benzer sekilde s. I = s dir.

3. Ters Eleman: Her s € T' (W,H(X)) nin tersi
sTW=0S0¢l"y =[S0
seklinde tarif edilen s™' : W — H(X) tasviridir. Ger¢ekten,
(.5 M=s®).s" =[S0l [fo™]
= [f0¢.0" ly=[S0l}-Iy).
O haldes.s™' = I dur.
Benzer sekilde s .s =1 dur.
Dolayisiyla verilen carpma iglemiyle birlikte ' (W,H(X)) bir gruptur.
Simdi sel'(X,H(X)) global bir kesit olsun. s(X) = H(X) bir Lie grubudur. Dolayisiyla
H (s(X)) = v s(X) , s(X) Lie gruplarimin ayrik bir birlesimidir.

sel'(X,H (X))
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¢ : H(s(X)) — X tabii tasvirini her s(x) € H(s(X)) i¢in ¢ (s(x)) = x seklinde tarif
edelim.

Gosterilebilir ki (H(s(x), ¢ ) bir demettir.

Teorem 5.1.3. X kompakt irtibath bir Lie grubu, (H(X), ¢) X lizerindeki demet ve W, X
in bir agik alt climlesi olsun. Bu takdirde Hx = I" (W,H) dur.

Ispat. WX agik bir ciimle ve se I' (W,H) olsun. Bu takdirde bir 8, = [ f ]x € Hy vardir
Oyle ki her ye W i¢in s(y) = [ f o ¢]y dir. Yani Hy in her elemanina I' (W,H) da yalniz
bir eleman karsilik gelir. Yani ¢ :Hy — I' (W,H) doniigiimii her 85 Hy igin

@ (0x)=s(y)=[ f o ¢]y seklinde tarif edilebilir.

1. @ bire-birdir: Gergekten, 8'; & sirasiyla s, s, € I' (W,H) kesitlerini belirlesin.
Bu takdirde her y e W i¢in,
si(y) = [fio¢ly ve sa(y)= [f,00]y
dir. Eger Sl # &% ise s1(y) # so(y) dir. Dolayisiyla ¢ bire-birdir. ¢ nin tarifinden
dolay1 ¢ iizerindedir. Boylece ¢ bir bijeksiyondur.
Simdi de ¢ nin bir homomorfizm oldugunu gosterelim: sl = [fi] X,ESZX: [ f,1xe Hx
ise
8.8 = [N« [ALL=LS fils

dir. Boylece &'y .8% € Hybir s € I’ (W,H) kesitini tarif eder.
9 3%8) =9 ([f]x[10=0 ([fi-£.1)

=[/i.f200lx=[(f; 09).(f, 0]«

=[fiodlx[fa00]x =¢ ([/i]0.0([/1])

=s1(y) - 2(9) = ¢ (8% (8%)
dir. Boylece ¢ bir izomorfizimdir.

Sonug 5.1.1. Hy sapt W {izerindeki kesitlerin grubunu tamamiyle belirler.
Eger W = X alinirsa Hy sap1 tamamiyle X {izerinde global kesitlerin grubunu belirler

yani Hy = T" (X,H) dur.
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Teorem 5.1.4. X kompakt irtibath Lie grubu vex,, y,€X herhangi iki nokta olsun. Bu

takdirde H, = H, dur.

Ispat. [[: H W H,  IT([f],) = [fog], seklinde tarif edilen [] tasviri 1yi tariflidir,
burada ¢: (X, y,) = (X, x,) siirekli bir tasvirdir, yani
¢ € [d)] € hom [(Xa yO) ] (Xa xO)]

Gergekten,
[£i],=[],= fielfel, = fi~/2

= f106~ f200
= f100 € [f09],
= [fi09], = [f,09],,
. T] bire-birdir: Gergekten, her [£,], , [f3], € H,, icin,
[T (A1) =TT AL )= fedl,, =1 2041,
=f100~ 200
= f1~f2
= fielfil,
=41, =141,
2. ] értendir: Gergekten, her [, e H, homotopi smifi [ fog], e H, homotopi

sinifini belirtir.

Karsit olarak her [fog], € H, homotopi smfi [f], € H, homotopi stifint
Belirtir
3. ¢ bir homomorfizimdir: Gergekten, her [£,1, , [/,], € H. igin,
[T({A]L,-[21,) = [fi-f2 ],
= [/i-/204],,
[(fi08).(f200)],,
[TCLAL) TN
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5.2 Karakterizasyonlar

X, X, Kompakt irtibath Lie gruplart ve H(X;), H(X,) de sirastyla bu kompakt irtibatl
Lie gruplarina karsilik gelen demetler olsun. Notasyon olarak (X;, H(X)) ve
(X2, H(X>)) ile gosterelim.

Tarif 5.2.1. (X;, H(X))) ve (X, H(X3)) ciftleri verilmis olsun. Bu ¢iftler arasinda bir
homomorfizm vardir denir ve F = (a,a.) : (X1, H(X))) = (Xa, H(X2)) yazilir, sayet bir
F = (a,a) cifti varsa oyleki

1. a: X7 = X, sureklidir.

2. o*: H(X;) —> H(Xy) siireklidir.

3. o*,o ya nazaran saplart muhafaza eder. Yani kare diagrami komutatiftir.

H (X)) ot > H(X2)

01 02

X] > X2

4. Her x;€ X i¢in oc*‘ H(Xl)XI ‘H(X,) o H(XZ)a(xl) bir homomorfizmdir.

Tarif 5.2.2. (X, H(X))) ve (X3, H(X>)) ¢iftler olmak iizere
F = (a,0*) : (Xi, H(X})) & (X2, H(X2)) bir homomorfizmi verilsin. Eger a ve a*

topolojik iseler F = (a,a*) tasvirine bir izomorfizm denir.

Bu takdirde (X, H(X))) ve (X3, H(X>)) ciftlerine de izomorfiktirler denir.
Teorem 5.2.1. (X, H(X))) ve (X,, H(Xy)) ciftleri verilmis olsun. Eger a : X; —> X;

siirekli bir tasvir ise, bu takdirde (X;, H(X;)) ve (X,, H(X3)) ciftleri arasinda bir

homomorfizm vardir.
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ispat. x; € X; keyfi sabit bir nokta olsun. Bu takdirde o/ x; ) € X; olup,

(HX1) x, e H(X1), (H(X2)) o(x) < (H(X)) miitekabil saplardir. Simdi 7, ve f, ,

x1 de homotopik tasvirler ise a(x;) deki ﬁ/ , f; tasvirlerini

fl/ =a0 f, , jg =oa o f, seklinde tarif edelim.

Eger f, ~f, =3 Fxt):XxJ—> X >Fsiirekli ve F (x,0) = £ (x), F(x,1)=£ ().

Simdi
G=Gxt): XxJ>X

tasvirini

G (xt)=a(F((xt))

olarak tarif edersek, G siireklidir. Ustelik

G(x0)=a(F(x,0))=(aof)(x)
Gx D=aFxl1))=(aop)X)

dir. O halde
ao f, ~ao f,

eslemesi tek anlamlidir. Yani bu esleme her bir

a(x)

dir. Dolayisyla [ /], <> [a 0 f]

[ /], elemanna bir tek [a. 0] elemanini karsilik tutmaktadir. Boylece bir

a(x)

a*: H (Xl) —>H (Xz)

tasvirini her [ /], € H (X)) i¢in,

X1
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o ([f], )=[aof] 4y €H(X)

seklinde tarif edebiliriz.

1. o* siireklidir: Eger U, < H (X,) herhangi acik ciimle ise (o*) ' (Us) = U, H (X))

bir agik climledir. Gergekten, U, H (X;) agik ise W; agik bir civar olmak tizere

U2:U i (Wi)

i€l
¢ (U)=1J W
i€l
dir. Burada s%. Wi — H (X3) birer kesittir. Dolayistyla U Wi < X, aciktir. o stirekli
iel
oldugundan

o (| W=l o (Wi)e X

i€l i€l

aciktir. Ayrica a' ( Wi ), X, de egrisel irtibatli bir agik civar oldugundan bir
s ca' (W;)—>H(X)
kesiti vardir. Boylece U s'i (o' (W;)) c H (X)) bir agiktir. Gosterecegiz ki
iel
U= si@ (W)
iel

dir. Eger o, = [ /], € Ui =(a¥) (U, )ise bu durumda o,=[ao fl]a(x,) vardir
oylekia* (0,)= 0o, ve 2 (0,)=¢2 ([a0fi] ., )=a(x)dir Dolaysiyla

a(x)eWiisexiea’ (Wi)veo, =[f;], ) si(W;)dir. Bdylece

iel
UicJ si(a (Wi))dir
iel
Diger taraftan , o, € U si(a' (Wi))isebirieligin o, sy (o' (W;))dir.
iel

Buradan o, = [f], ise, ¢1 (o)) =X ve[ao f] = o0, € U, dir. Boylece,

a(xy)

U s (o' (Wi)) < Uidir. O halde,

iel
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U=J si(@ (W;))dir

i€l

2. a*, o ya gore saplart korur: Gergekten, herhangi o, =[ f], €H(X)) i¢in
(o) ([f], )=a(e ([f], )=0¢ (1)
(p200*) ([ /], )=02(0* ([f], N=02([a0 fily, =o(xi)

dir.

3. Her x; € X; igin,
o* |H(xl)xl P H(xp), — H(x))

a(x)

tasviri bir homomorfizmdir: Ger¢ekten f, ve f, x; € X; de homotopik tasvirler ise

fi=ao0 f, , f,, =ao f, de o (x;) e X,de homotopik tasvirlerdir.

Dolayisiyla o* ([ f,], ).o*([ /il )= [@0 fils, -[@0 frl.,

=[oo fi - fola, =0*([f; - f2],)dir

O halde F = (a0 a* ) bir homomorfizmdir.

Teorem 5.2.2. (X], H(Xl)) . (Xz, H(Xz)) . (X3, H(X3)) Qiftleri ve 0O X1 4 Xz ,
oy : Xp = X3 siirekli tasvirleri verilmis olsun. Bu takdirde,o. = o, 0 o,
a* = op*o aj*olacak sekilde bir F = (a,0¥) : (X;, H(X)) — (X5, H(X3))

homomorfizmi vardir.

Ispat. o 0 o X; — Xssiirekli oldugundan Teorem 5.2.1 den dolayi
F = (a,0*) : (Xi, H(X})) > (X3, H(X3)) homomorfizmi vardir. Her [f] e H(X)) i¢in
oa*([f)=[a o f]=[ (a2 0 a1) o f] = ax*([a1 0 £ ]) = (0™ 0 o *)([f])
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oldugundan
oa*=(poa)*=0*o o*

dir.

Simdi,
C: Kompakt irtibatli Lie gruplari ve stirekli tasvirler kategorisi,
D: Demetler ve demet homomorfizmlerinin kategorisi

olsun.

Bir T :C—D tasvirini,her X ve o :X;—X; i¢in T (X) = H(X) ve T(a):H(X;)— H(X3)

seklinde tarif edelim.

1. X1 = X2 ve A = lxl =T (1x|) = lH(Xl).Cﬁnkﬁ T (1x]) = (lxl)* ve her [f] EH(X]) 1g1n
(L)* ([f]) = [Ix0 f] = [f] = (1x)* = Ty, v

2.01: Xy > Xaveay: Xo > Xz 3 ap o0 X; = X3 ve ay, oy siirekli oldugundan

o0 de siireklidir.Dolayisiyla, T(a0011) : H(X;)— H(X3) bir homomorfizmdir.
Ustelik

T (o ooay)=(ap00)*=0* o0a* =T(ay) . T(ar).

Boylece T : C — D bir funktordur.

O halde asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.2.3. Kompakt irtibathh Lie gruplar1 ve siirekli tasvirler kategorisinden,

demetler ve demet homomorfizmleri kategorisine bir funktor vardir.
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5.3 Homotopi Normalite

Bu boliimde H'(X),H(X) in bir alt demeti olmak iizere H'(X) in H(X) de homotopi
normalligini tarif ederek demet morfizmi altinda homotopi normalligin korundugunu

gosterecegiz.

Tarif 5.3.1. (McCarty) G bir homotopi grup, H G nin bir alt grubu olsun. Eger, ge G,
heHigin fo(gh)=ghg ve f ,(GxH )cH olacak sekilde bir
fi:(GxH , HxH) — (G,H)

homotopisi varsa, H ye G de homotopi normal denir (Furukawa 1995).

Simdi bu tariften yararlanarak demetler i¢in homotopi normaliteyi asagidaki sekilde
tarif edecegiz.
Tarif 5.3.2. S, X iizerinde gruplarin bir demeti , S'c S bir alt demet olsun. S,'c Sy

altgrup olmak iizere S = v Sy, S'= v Sy" yazilabilir.

Buna gore

S®S' = U Sy¢x S, olmak iizere

xex
fi(S® S',.S"®S") — (S,5")
tasviri i¢in
fo (8. 8'x) =84 8y 8, ve fi(S® S)= S’
seklinde tarif edilen bir f; homotopisi varsa S'c S alt demetine S de homotopi normaldir
denir.
S yerine 6zel olarak X iizerinde insa ettigimiz kompakt irtibatli Lie gruplarinin demeti
olan H(X) i ve S’ yerinde H'(X) altdemetini alarak H' (X) < H(X) altdemeti i¢in de

homotopi normaliteden bahsedebiliriz.

Teorem 5.3.1. Xi, X> kompakt irtibath Lie gruplari;; H(X:), H(X2) bu Lie gruplar
tizerindeki demetler ve k: H(X:) - H(Xz) 6rten demet morfizmi olsun
(1) Eger H'(X1), H(X1) de homotopi normal ise k(H'(X1)) de H(X2) de homotopi

normaldir.
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(i)  Eger H'(X2), H(X2) de homotopi normal ise k™'(H'(X2)) de H(Xi) de

homotopi normaldir.

Ispat .
(1) H'(X1), H(X1) de homotopi normal oldugundan o = [f]lxe H(X1), be H'(X1)
i¢cin
ho (o4, b) =6, b (o) ' ve
hi (H(X1) @ H'(X1)) < H' (X))
olacak sekilde bir
he (H(X1) @ H'(X1)), H'(X1) @ H'(X1) — (H(X1), H'(X1))
homotopisi vardir. Dolayisiyla
ox H'(X1) (o) "'~ H'(X1)
yazilabilir.
k bir demet morfizmi oldugundan saplari koruyan siirekli bir tasvirdir. Dolayisiyla
k(H'(X1)), H(X2) nin bir alt demetidir.
k(ox) = k( [f]x) = [kof]kx) = W k) ile gosterilirse p ) € H(X2) dir.
ox H'(X)) (6) "~ H'(X1) = k(o H'(X)) (0) ) ~ k(H'(X1))
=k(oy) k(H'(X)) k(oy) " ~ k(H'(X)))
= L kK(H' (X)) 1o ~ k(H'(X1))
dir.
Boylece k(H'(X1)) , H(X2) de homotopi normaldir.
(i1) H'(Xz2), H(X2) de homotopi normal iken k! (H'(X2)) nin H(X1) de homotopi

normal oldugu yukardaki ispata benzer sekilde gosterilir.
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