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TESEKKUR

Yiiksek lisans caligmamda danigmanhigimi iistlenen, bu tezin hazirlanmasinda
gerekli maddi ve manevi imkanlar1 saglayan, hichir zaman yakin ilgi ve alakalarini
esirgemeyen degerli hocam sayin Do¢.Dr. Hiisamettin COSKUN’ a minnet ve giikran-
larimi sunarim. Akademik caligmalari ve béliimdeki gorevlerinin yanisira ikinci tez
danigmanlhigi gibi zahmetli bir gérevi listlenen ve bu tezin hazirlanmasinda yardim-
larni esirgemeyen Dog.Dr. Celal CAKAN’ a, sicak ilgileri ile her konuda yardimeci
olan Do¢.Dr. Bilal ALTAY’ a ve Dr. Ismet OZDEMIR’ e devamh destek ve tesvikte

bulunan diger arkadaglarima ve aileme tesekkiirii bir bor¢ bilirim.






OZET

Uc boliim olarak hazirlanan bu calismanin birinci béliimiinde; lineer fonksiy-
onel, Banach limitleri ve hemen hemen yakinsaklik hakkinda tanim ve teoremler
verildi.

Ikinci béliimde; 6lcii, dlcii uzayi, dlciilebilir fonksiyon ve matris doniigiimii
kavramlar1 verildi. Ayrica dizi uzaylarinda tanimlanan matris doniigiimleri iizerine

baz1 sonuclar verildi.

Uciincii boliimde; ergodik déniisiim tanitilarak, hemen hemen yakinsak dizilerin

ve matrislerle tanimlanan bir altlineer fonksiyonelin ergodik uygulamalar: verildi.
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ABSTRACT

This thesis consists of three chapters. In the first chapter, some fundamental
definitions and theorems corcernned with linear functional, Banach limits and almost
convergence are given.

In the second chapter, the concepts measure, measure space and measurable
functions are given. Futhermore, the matrix transformations and some result on
matrix transformations in sequence spaces are also presented.

In the third chapter, the ergodicity of a measure preserving transformations is
introduced, an ergodic application of almost convergent sequences and a sublinear

functional involving infinite matrices are given.
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BOLUM 1

TEMEL KAVRAMLAR

1.1. Lineer Uzay ve Lineer Fonksiyoneller

Bu kesimde daha sonraki boliimlere hazirlik olmasi bakimindan gerekli goriilen

temel tanimlara yer verildi.

TanNiM 1.1.1. (Lineer Uzay) |15, syf 69]: L Bos olmayan bir ciimle ve K bir
cisim olsun. Eger z,y € L, X € K i¢in

+:LxL—L

(z,y) =z +y

- KxL— L

(A y) = Ay

ile tamimlanan fonksiyonlar1 her x,y,z € L ve A\, € K i¢in asagidaki egitlikleri
saglar ise L climlesine, K cismi iizerinde bir lineer uzay denir.

(L) z+y=y+uz,

(L2) (z4y)+z=x+ (y+2),

(L3) Her x € L igin  + 0 = 6 + = = x olacak gekilde bir § € L vardir,

(L4) Her z € L igin = + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde bir (—x) € L vardur,
(L5) (A + f)x = Az + (B,

(L6)

(L7)

(L8)

L8

Az +y) = Az + Ny,
(AB)z = A(Bx),

Tr =

—_



Lineer uzay tammminda gegen bu K cismine (lineer uzayin) skaler cismi, K nin
elemanlarina ise skaler denir. Lineer uzay deyimi yerine vektor uzay1 deyimi de kul-
lanilir. Bu durumda L nin elemanlarina genellikle vektor denir. 6 bazen 0 ile de
gosterilir. 4+ ve - iglemlerine kisaca lineer uzay iglemleri denir. Burada (L5) sartin-
daki + semboliiniin iki anlamda kullanildigina dikkat edilmelidir. Birinci taraftaki
+ igareti K deki toplamayi; ikinci taraftaki ise L deki toplamay:1 belirtmektedir.
K = R olmasi halinde L ye gercel, K = C olmas1 halinde ise L ye kompleks lineer
uzay denir. Burada 0 ve (—x) € L elemanlarima sirasiyla L nin birim elemani ve
x € L nin toplama iglemine gore tersi denir. (L8) deki '1’ ise K cisminin ¢arpma

iglemine gore birim elemanidir.

Gergel terimli biitiin dizilerin w, yani;
w=RY={(z,)| 2, €R,neN}

ciimlesi dizilerin koordinatsal toplama ve skalerle carpma iglemi olarak bilinen,

r=(2,),y = (yn) € w ve A € R i¢in

+ 1 (20) + (WUn) = (X0 +Un), A (T0) = (A1)

islemleriyle bir lineer uzay tegkil eder.

TAaNIM 1.1.2. (Lineer Altuzay) [15, syf 73]: L, K cismi iizerinde bir lineer
uzay ve M, L nin bir alt climlesi olsun. Eger her x,y € M ve her a € K icin

ar +y € M ise M ye L nin bir lineer altuzayi veya sadece altuzay: denir.

TaNiM 1.1.3. (Dizi Uzay1)[5, syf 243]: Gergel terimli biitiin dizilerin w uza-

yinin bog olmayan her altuzayina dizi uzayi denir.

Onemli baz1 dizi uzaylari; (o, ¢, cg, cs ve {1 ile gosterilen; sirasiyla sinirly, yakin-

sak, sifira yakinsak, yakinsak seri olugturan ve mutlak yakinsak seri olugturan dizilerin
2



uzayidir. Bu uzaylar;
loo = {x = (23) € W| sgp|xk| < o0}
c={r = (zx) € w| lilgn x) mevcut}
co = {z = (x}) € w| lilgnxk =0}

cs ={x = (x)) € w| Zxk vakimsak }
k

0 ={z=(x) €w| Y |ui| < oo}

seklinde karekterize edilebilir. Bu uzaylar arasinda ¢; C ¢s C ¢y C ¢ C { seklinde

bir kapsama bagintis1 mevcuttur.

TANIM 1.1.4. (Lineer Doniigiim)[15, syf 109]: L ve M ayni K cismi {izerinde

iki lineer uzay olsun. 7" : L. — M fonksiyonu, her z,y € L ve a € K icin,
T(ax +y) = aT(z) + T(y)
egitligini saglar ise bir lineer doniigtim adi verilir.
TaNiM 1.1.5. (Lineer Fonksiyonel)[15, syf 109]: L bir K cismi {izerinde

lineer uzay olmak iizere f : L — K lineer doniigiimiine bir lineer fonksiyonel

denir.

Burada goriildiigii iizere lineer fonksiyonel, gercel veya kompleks degerli lineer

bir doniigiimdiir.
L*={f:L—R: [ lineer ve siirekli}

ciimlesine L nin siirekli duali denir.

ORNEK 1.1.1. Yakinsak dizilerin uzay1 iizerinde ¢(z) = lim,, z,, ile tanimlanan

¢ : ¢ — R bir lineer fonksiyoneldir.

TANIM 1.1.6. (Altlineer Fonksiyonel)[16, syf 55]: f: L — K fonksiyoneli
verildiginde, her z,y € L i¢in

flx+y) < flo)+ f(y)
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ise f ye alttoplamsal, her © € L ve negatif olmayan a gercel sayisi icin,

flax) = af(x)

ise f ye homojendir denir.

Hem alttoplamsal hem de homojen olan bir f fonksiyoneline, altlineer fonk-

siyonel denir.

ORNEK 1.1.2. Smrh dizilerin uzayi iizerinde f(x) = lim sup,, 7, ile tanimlanan

f :ls — R bir alt lineer fonksiyoneldir.

TANIM 1.1.7. (Normlu Lineer Uzay)|[15, syf 103]: L, K cismi iizerinde bir

lineer uzay olsun.

0L —R*
fonksiyonu, her z,y € L ve her a € K igin agagidaki gartlar1 saghyorsa || - || fonk-
siyonuna L iizerinde bir norm ve (L, || - ||) ikilisine de normlu lineer uzay veya

kisaca normlu uzay denir.
(N1) ]| = 0,

(N2) ||z|| =0z =20,
(N3) lax| = lal[l=],
(N4)

N4) e +yll < =l + llyll

TAaNIM 1.1.8. |5, syf 66]: L bog olmayan bir ciimle olsun. L nin altciimlelerinin
bos olmayan bir sinifi 7 olsun. 7 sinifi agagidaki 6zellikleri sagliyorsa 7’ya L iizerinde

bir topoloji ve (L, 7) ikilisine de topolojik uzay denir.

(T1) Xer, Der,

(T2) Yiel igin A; €7 ise UAZ- €T,

iel

(T3) i=1,2,...,n i¢in A; €7 ise [|A €T

i=1



TanNiMm 1.1.9. : (X, 7), (Y, 7') iki topolojik uzay, f : X — Y bir fonksiyon ve
ro € X olsun. f(x¢)mm her N komsulugu icin f~'(N) z¢'mn bir komsulugu ise, f

fonksiyonuna xy noktasinda siireklidir denir.

TAaNIM 1.1.10. [15, syf 93]: (L,K) iizerinde topolojik yapt bulunan bir lineer
uzay olsun. Eger lineer uzayin toplama ve skalerle carpma iglemleri bu topolojiye

gore siirekli ise L uzayina topolojik lineer uzay denir.

TANIM 1.1.11. [15, syf 79]: L lineer uzayinin bog olmayan bir E ciimlesi olsun.
Eger A > 0 ve p > 0 olmak iizere z,y € ' ve A+ =1 iken Ax + py € E ise E’ye

konveks ciimle denir.

TaniM 1.1.12. (Lokal Konveks Uzay)[17]: Bir L topolojik vektor uzaymda,
0 1n her komsgulugu 0 1n konveks bir komsulugunu kapsiyorsa, L’ye lokal konveks

uzay denir.

TAaNIM 1.1.13. [8, syf 67]: X bir lineer topolojik uzay ve (z,) C X bir dizi
olsun. Eger her z* € X* i¢in 'z = lim, 2"z, olacak sekilde bir x € X var ise
(z,) dizisine zayif yakimsaktir denir ve x noktasina dizinin zayif limiti denir. A C X
olsun. A ciimlesindeki her (x,) dizisi X de bir noktaya zayif yakinsak olan bir alt

dizi iceriyorsa A ciimlesine zayif dizisel kompaktir denir.

TaNim 1.1.14. (Yakinsak Dizisi)[12, syf 67|: L normlu uzay ve (z,), L de
bir dizi olsun. Eger her € > 0 igin n > ng oldugunda ||z, — z|| < € olacak gekilde
bir ng € N varsa (x,,) dizisine L de yakinsak dizi denir ve x,, — = (n — o0) veya

lim,, z,, = x yazlr.

TaNIM 1.1.15. (Cauchy Dizisi)[12, syf 67]: (x,), (L, | - ||) normlu uzayinda
bir dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in m, n > ng oldugunda ||z,, —z,|| < ¢ olacak gekilde

no € N varsa (z,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

TANIM 1.1.16. (Tam Uzay): Eger L normlu uzayindaki her Cauchy dizisi

yakinsak ise L ye tam uzay denir.



TANIM 1.1.17. (Banach Uzay1)[15, syf 104]:(L, || - ||) normlu lineer uzay:
tam ise bu uzaya Banach Uzay1 denir. Buradaki tamlik, L deki her (z,,) dizisi i¢in
|zm — xn]] — 0 (m,n — o0) oldugunda, n — oo iken ||z, — z|| — 0 olacak sekilde

bir x € L nin mevcut olmas1 demektir.

ORNEK 1.1.3. ¢ ve {4, dizi uzaylari, ||z|| = sup |x,| normu ile birer Banach

uzayidirlar.

TEOREM 1.1.1. (Hahn-Banach Genigletme Teoremt)[15, syf 133|: L bir
lineer uzay, M bunun bir 6zaltuzayr ve p : L — R bir altlineer fonksiyonel olsun.
Eger f, M tzerinde her x € M i¢in f(x) < p(z) olacak sekilde bir lineer fonksiyonel
ise bu takdirde her x € L igin g(x) < p(x) olacak sekilde f’nin L’ye bir g genigletmesi

vardur.

1.2. Banach Limitleri ve Hemen Hemen Yakinsaklik

Hahn-Banach teoreminin gercel degerli biitiin sinirli dizilerin lineer uzayina
uygulanmasi, Banach limit kavraminin dogmasina neden olmustur. Banach limitleri
ilk olarak fonksiyonel analizin Onciilerinden Polonyali matematikci Stefan Banach
tarafindan verilmistir. Lorentz [13] ; Banach limitlerinden yola ¢ikarak hemen hemen
yakinsak dizi kavramini tanimlamigtir. Shift(Kaydirma) operatorii altinda invaryant
kalan ve c¢ tizerindeki ¢(z) = lim,, z,, lineer fonksiyonelinin /., uzayma genigletmesi
olan ve negatif olmayan bazi lineer fonksiyoneller ilk defa Banach tarafindan tanitildi.

Bu tip fonksiyoneller daha sonra Banach limiti olarak isimlendirildi.

TaNIM 1.2.1. (Banach limiti)|5]: Bir ¢ : /o, — R lineer fonksiyoneli asagidaki
sartlar1 sagliyor ise ¢’ye bir Banach limiti denir:
(1) Hern=0,1,2,... i¢gin =, > 0 ise ¢(z,) > 0,
(17) ole) =1, e=(1,1,1,...),
(1ii) ¢(x) = ¢(Dzx), Dz = D(x,) = Tpi1.
Biitiin Banach limitlerinin ciimlesi £ olsun. Bu takdirde;
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TEOREM 1.2.1. [5, syf 261]: B #0, ¢: leo — R

. 1+ 2o+ ...+,
q(z) = limsup
n n

ile tansmlansin. Bu taktirde q bir altlineer fonksiyonel ve

—q(—r) = lim inf it Tt .+
n n

dir. Eger x € c ise

f(x) zlignxn :1171111 1 +x2;{1—..‘+xn — q(@)

dir. Oyleyse Hahn-Banach teoremine gire her x € (s igin
—q(—x) < ¢(x) < q(z)
olacak sekilde f’nin ¢ den Uy a bir ¢ genisletmesi vardir. x € {o i¢in

Tn+1 — Tn

¢(z — Dz) = limsup =0

n n
oldugundan ¢ bir Banach limitidir.
TEOREM 1.2.2. [5, syf 262|: ¢ € (3 ise x € {y i¢in
liminfz, < ¢(z) < limsupz,

dir.

[spaT. Simrh bir z dizisi icin lim inf,, x,, ve lim sup,, z,, sirasiyla limy inf, > x), ve
limy, sup,,», 7 ile tanimh ve Banach limiti shift operatorii altinda degismez oldugun-

dan sadece
infz, < ¢(x,,) <infz, +¢
olacak gekilde bir ng secebiliriz. O halde her n i¢in
Tp+E—Tp, >0
dir. ¢ Banach limitinin 6zelliklerinden

o(x) + e > xy, > infz,
7



elde edilir. € keyfi oldugundan ¢(x) > inf z,,.

Supremum 6zelliginden ¢(x) < sup z,, oldugu gosterilir. O

Biitiin Banach limitleri cakigik olan dizileri karekterize etmek icin diger bir

altlineer fonksiyonel tanimlamak uygundur.

k
1
U — R, = inflimsup - Y oy
P p(z) =in im sup 2 Tyt j

ile tanimlansin. Burada infimum nq, ny, ..., nx tamsayilarinin ciimlesi iizerinden alin-
maktadir. A¢ik olarak

k
|
—p(—x) = sup h]m inf e ; Tpitj

ve p hakkinda agagidaki sonuclar gecerlidir.
TEOREM 1.2.3. [5, syf 262|: ¢ € 3 ve x € U, ise bu taktirde

liminf z, < —p(—2z) < ¢(x) < p(x) < limsup z,,

dir.
TEOREM 1.2.4. [5, syf 262|: p, { tzerinde bir altlineer fonksiyoneldir.

(s tizerindeki bu p altlineer fonksiyoneli ¢ iizerinde ¢ lineer fonksiyoneline
baskin; yani, her x € ¢ i¢in ¢(z) < p(z) oldugundan teorem 1.2.1 i p altlineer fonk-
siyonelini kullanarak da ispatlayabiliriz.

Gergekten Hahn-Banach teoremi geregince Vo € /., i¢in

—p(z) < ¢(x) < p(x)

olacak sekilde ¢ nin /..’a bir ¢ genigletmesi vardir ki bu da Banach limitidir.

x bir yakinsak bir dizi ise her ¢ € 3 i¢in

o(z) =L(x) = li7rln Tn,

8



oldugundan, yakinsak bir dizinin biitiin Banach limitleri ¢akigiktir. Bununla beraber,
biitiin Banach limitleri cakisik olan fakat yakinsak olmayan dizilerde vardir. Ornegin,

r=(1,0,1,0,...) ise her ¢ € 3 i¢in
o(x) = Slo(z) + ¢(Dx)]

¢(z + Dx)

N[ = N~ N~ DN
-
—
Q
S—

Banach limitlerinin tekligi icin agagidaki sonuc bilinir.

TEOREM 1.2.5. : Swnarly bir x dizisinin biitin Banach limitlerinin ¢akisik ol-

mast i¢in gerek ve yeter sart p(x) = —p(—z) dir.

TANIM 1.2.2. (Hemen Hemen Yakinsak Dizi)[13]: Sinirli bir z dizisinin
biitiin Banach limitleri sabit bir s sayisi ise x dizisi s’ye hemen hemen yakinsak
dir denir ve f —limx = s ile gosterilir. Hemen hemen yakinsak biitiin dizilerin

climlesi f ile gosterilir.
Lorentz hemen hemen yakinsak dizileri agagidaki teoremle karekterize etti.

TEOREM 1.2.6. [13]: Swnarly bir x dizisinin hemen hemen yakinsak olmasu i¢in
gerek ve yeter sart n’ye gore dizgin olarak

L En + Tppr + oo+ Tpgp1 <
p—00 D

olacak sekilde bir s sayisinin bulunmasidar.






BOLUM 2

OLCULEBILIR FONKSIiYONLAR VE MATRIS
DONUSUMLERI

2.1. Olcii ve Olgiilebilir Fonksiyonlar

TAaNIM 2.1.1. [1, syf 15]: X bog olmayan bir ciimle ve A, X in bog olmayan
altciimlelerinden olugan bir sinif olsun. Eger A agagidaki 6zellikleri saglar ise A ya

X iizerinde bir o-cebir denir.

(1) XeAd

(i) Her A€ A igin A°=X\Ae A, ve

(iii) Her n€ N igin A, € A= | JA, €A
n=1
Bu durumda (X,.4) ikilisine bir olgiilebilir uzay, A daki her bir ciimleye de

A-ol¢iilebilir kiime denir.

TANIM 2.1.2. : X bir topolojik uzay olsun. A4, X’ in tiim agk (kapali) ciim-
lelerini kapsayan en kiiciik o-cebir ise .A’ya Borel cebiri denir. Boylece elde edilen
(X, A) ikilisine Borel uzay1 ve A’nin elemanlarina da Borel 6lgiilebilir ciimleler

denir.

TEOREM 2.1.1. [4]: (X, .A) dl¢ilebilir uzay ve Y, X ’in bos olmayan bir altciim-
lesi olsun. Bu durumda Ay = {Y NA|A € A} sinifs Y dizerinde bir o-cebirdir.

Bu durumda (Y, Ay) ikilisine (X, A) nin altolgilebilir uzayu denir.

TANIM 2.1.3. [4]: (X1, A1), (Xs, Ay) iki dlgiilebilir uzay olmak iizere f : X; —
X, fonksiyonu verilsin. Eger her A, € A, icin f~1(4y) € A, ise f'ye olciilebilir
fonksiyon denir.
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TEOREM 2.1.2. [4]: (X, A) dl¢ilebilir bir uzay olmak dzere f : X — R
ol¢iilebilir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler denktir. Her o € R
1¢in

i) {zreX: f(x)>a} dlgulebilirdir,
i) {x e X: f(x)>a} odlgilebilirdir.
iii) {zeX: f(x)<a} odlgulebilirdir.

iw) {reX: f(x)<a} odlgilebilirdir.
Biitiin f : X — R ol¢iilebilir fonksiyonlarin ciimlesi M (X, A) ile gosterilir.

TANIM 2.1.4. [1, syf 22]: (X, .A) bir dl¢iilebilir uzay olsun. A iizerinde genigletilmisg

reel degerli bir p fonkiyonu

(i) Her A€ A igin pu(A) > 0,ve

(7i1) A simifindaki her ayrik (A4,) dizisi igin ,u(U A,) = Z (A
n=1

n=1
ozelliklerini saghyor ise p’ye X iizerinde bir 6lgii fonksiyonu veya kisaca 6l¢ii adi

verilir. Boylece elde edilen (X, .A, ) tiglii sistemine de 6l¢ii uzayi denir.

Eger her A € A i¢in u(A) < oo ise p ye bir sonlu 6lgii, 1(X) = 1 ise olasihk

oOlciisii denir. Bundan bdyle élgiileri sonlu 6l¢ii olarak kabul edecegiz.

TEOREM 2.1.3. [4]: (X, A, p) 6l¢ii uzayr olmak tzere (A, Ax), (X, A) dl¢ilebilir
uzayrnan alt ol¢ilebilir uzayr olsun. pu(A) > 0 olmak tizere her B € A igin
pa(B) = % ile tanumly pa (A, Aa) — [0, 00] fonksiyonu bir ol¢idir.

Boylece elde edilen (A, Aa, pa) tglisine (X, A, u) ol¢i uzayiman altolei uzays

denir.

TANIM 2.1.5. [1, syf 69]: (X, A, ) bir 6l¢ii uzay1 ve f € (M, A) olsun. Eger
Jx frdu ve [ [~du integrallerinin her ikiside sonlu ise f fonksiyonu X iizerinde
12



'ye gore integrallenebilirdir denir ve bu integral
[ tan= [ srau- [
b's b's b's

Bu tamimda f* ve f~ ler f nin pozitif ve negatif kismim gostermektedir.

reel sayisidir.

X tizerinde p dlgiisiine gore integrallenebilen fonksiyonlarm simfi £ = £( X, A, )

ile gosterilir. 0 < p < oo olmak iizere,
Ly ={f e MX,A):[f|" € LIX, A n)}

ciimlesine p.yinci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi denir.

2.2. Matris Doniigiimleri

Bu kisimda matris doniigiimleri tanitilarak; bir matrisin regiiler ve hemen

hemen regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar verildi.

B = (bux) (n,k = 1,2,...) gergel terimli sonsuz bir matris olsun. Gergel

sayilarm bir x = () dizisinin Bx matris doniigiimii, her n € N i¢in

k=1
serileri yakinsak olmak iizere,
B = (By(z))

seklinde tanimlanir.
Burada Bx = (B, (x)) dizisine (zy) dizisinin B = (b,;) matrisi ile elde edilen

doniisiimii denir. Eger Bx dizisi mevcut ve

lim B,(z) =a

n—oo

ise (x,) dizisi a-ya B -toplanabilirdir veya B -limitlenebilirdir denir ve B—limz = a

seklinde gosterilir.
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X, Y iki dizi uzay1 olsun. Eger her z € X i¢in Bz dizisi mevcut ve Bx € Y ise
B matrisi X den Y ye tanimhidir denir ve boyle matrislerin simfi (X, Y) ile gosteri-
lir. Bir matrisin (X,Y") smifinda olmasi igin gerek ve yeter sartlarin belirlenmesine
(X,Y) matris sinifinin karekterizasyonu denir. Ornegin, B € ({4, w) olmasi icin

gerek ve yeter her n igin

> " Jbuk] < 00
k

dir. [16] fo’dan (o ve c’ye tanimli matrisler agagidaki teoremlerle karekterize edildi.

TEOREM 2.2.1. [16] B € (Yo, ls) olmasu igin gerek ve yeter sart;

sup 3 o] < 0

olmasidar.

TEOREM 2.2.2. [15, 16| B € ({w, ¢) olmasu i¢in gerek ve yeter sart;
(i) n’ye gore dizgin olarak ), |buk| yakinsak,
(i3) Her bir k i¢in, lim,, b,y = by,

olmasidar.

TANIM 2.2.1. (Regiiler Matris): Bir B = (b,;) sonsuz matrisi yakinsak
dizileri yine yakinsak dizilere limiti koruyarak doniisgtiiriiyor ise B ye regiiler matris

denir. Regiiler matrislerin simfi (¢, ¢),, ile gosterilir.

Bir matrisin regiiler olmasi igin gerek ve yeter sartlar agsagidaki teorem ile
verilmig olup kismen kolay olan gerek gartlar1 Silverman ve daha zor olan yeter

sartlarin ispat1 ise Toeplitz tarafindan yapilmigtir.

TEOREM 2.2.3. (Silverman-Toeplitz)[15, syf 221]: B € (¢, ¢)req 0lmast igin
gerek ve yeter sart;
(i) sup, > |buk| < 00,
(73) her k i¢in, lim, b, = 0,
(ii) lim, 32, bop = 1,
olmasudar.
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TANIM 2.2.2. : Bir B sonsuz matrisi icin Bx € f ise, yani; ¢ ye gore diizgiin

olarak
1 +n 00 1 i+n
117rznn+ | ;BT(x) = 117rlnkZ:0 ] ;brkxk

mevcut ise x dizisine hemen hemen B-toplanabilirdir denir.

TAaNIM 2.2.3. (Hemen Hemen Regiiler Matris): Bir B sonsuz matrisi
yakinsak dizileri hemen hemen yakinsak dizilere limiti koruyarak doniigtiiriiyor ise

B ye hemen hemen regiiler matris denir ve B € (¢, f),¢, yazilir.

Bir matrisin hemen hemen regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar King [11|

tarafindan agagidaki teorem ile verilmigtir.

TEOREM 2.2.4. [11]: B € (¢, f)req 0lmast i¢in gerek ve yeter sart;

(a’) sup, Zkz |bnk| < 00,
(b) Her k igin, f —limb,; =0,

olmasidar.

TaNiMm 2.2.4. (Kuvvetli Regiiler Matris): Regiiler bir B matrisi hemen
hemen yakinsak her diziyi yakinsak bir diziye limitini koruyarak doniistiiriiyor ise,

B ye kuvvetli regiiler matris denir. Bu durumda B € (f, ¢),¢, yazilir.

Kuvvetli regiiler matrislerin sinifi, agagidaki teoremle karekterize edildi.

TEOREM 2.2.5. [16, syf 62|: Regiiler bir B = (b,x) matrisinin kuvvetli regiiler

olmasi i¢in gerek ve yeter sart B’nin translatif, yani;

B Y [bu = boea| =0
k

olmasidar.

Simdi B matrisi yerine B® matrislerinin dizisi alinarak tanimlanan matris

doniigiimlerine yer verelim.
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TANIM 2.2.5. : (B®) = (b,4(4)) reel terimli bir sonsuz matris dizisi ve z = (z,)

bir dizi olsun. Eger, her n,7 € N igin,
v () =) (i)
k

serileri yakinsak ise (3’ (7)) dizisine (z;) dizisinin B = (B®W) matris dizisi ile elde

edilen doniisiim dizisi denir ve Bx ile gosterilir. Eger ¢'ye gore diizgiin olarak
lim Z bnk(l)$k =S
" k=0
ise (x,,) dizisi s ye B toplanabilir denir ve bu durumda
B—limz=s
yazilir.

Ozel olarak B dizisi

L i<k<i+4nise
bnk@) = mH B _.
0, aksi halde

alinirsa, B toplanabilme, f metoduna indirgenir. Eger B = B = (b,;) ise o zaman

aligilmig B toplanabilme metodunu elde ederiz. Ayrica b, (1) = n+r1 o

+Z b, olarak

alinirsa B toplanabilme King [11] tarafindan tamitilan hemen hemen toplanabilme

konzervatif, iistelik lim x,, = B — lim x ise regiilerdir denir.

TEOREM 2.2.6. [18]: B metodunun regiiler olmast i¢in gerek ve yeter sart,

limitler i’ye gére diizgiin olmak tizere,
D [bak(i)] < 0,
k=0

IBl= sup > [bu(i)] < oo,
k=0

1>0m>m

limank(i) =1, wve
k=0

Her bir k igin  lim b, (i) = 0.
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olmasidar.
Eger
(2.2.1) lim >~ [byx—1(i) = bur(i)] =0, i’ye gore diizgiin
k=0

ise B ye translatif dir denir.

Eger her n, k, i i¢in
(2.2.2) bk (i) > 0,

ise B ye pozitiftir denir.

Reel bir A icin
AT =maks()\,0), A\~ = maks(—)\,0)

tanimlanir ve bu durumda A = AT — A7 ve [A\| = AT + A7 dir. Eger i ye gore diizgiin

olarak
o0
I —
lim b (i) =0,
k=0
ise B matrisine hemen hemen pozitiftir denir.

x = (xp) € U igin

i+n—1

2.2.3 t(z) = i -
(2.2.3) (¥) = limsupsup ~ ; Tr,

tanimlansin ve ¢(z) < ¢(x) esitsizligini saglayan ¢ : £, — R lineer fonksiyonellerinin
bir ciimlesi {{,t} olsun. Das [7] {{«,t} = [ ve ¢ € {lx,t} tektir gerek ve yeter
sart t(z) = —t(—x)oldugunu gosterdi. Yani x € {, hemen hemen yakinsaktir gerek
ve yeter sart t(x) = —t(—x) dir.

B = (b, (7)) reel terimli bir matris dizisi ve ||B|| < oo olsun. Bu durumda;

R: /., — R

(2.2.4) R(z) = lim sup sup Z bk (7) g
n % k—0
17



ile tanimlanirsa her x € £, igin
(2.2.5) [B(x)| < [lz|]-|B]] < oo

oldugundan R sonlu degerlidir ve ¢, iizerinde bir alt lineer fonksiyoneldir. Hahn-

Banach teoremine gore /, iizerinde
(2.2.6) —R(—z) < ¢(x) < R(x),

olacak gekilde bir ¢ lineer fonksiyoneli vardir. {{., R} yi, (2.2.6) deki esitsizligi
saglayan tiim ¢ lineer fonksiyonellerinin kiimesi olarak alirsak, yine bilinir ki

¢ € {l, R} tektir gerek ve yeter sart = € (o, igin
(2.2.7) —R(—z) = R(x)

ve bunun olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ ye gore diizgiin olarak

(2.2.8) lim >~ b (i)
" =0
mevcuttur.

LEMMA 2.2.1. |6]: € {5 olsun. Bu durumda;

(i) liminfz, < R(z) < limsupz, olmasi i¢in gerek ve yeter sart B reel,
regiiler ve hemen hemen pozitiftir.

(i) —t(—z) < —R(—z) < R(x) < t(x) gerek ve yeter sart B, regiiler, hemen
hemen pozitif ve translatifdir.

(iii) Eger =, s ye hemen hemen yakmsak ise bu durumda i ye gore diizgiin

olarak

(2.2.9) lim > " b (i)a = s
" k=0

dir.
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BOLUM 3

ERGODIK DONUSUMLER

3.1. Hemen Hemen Yakinsaklik ve Ergodik Doniigiimler

Bu kisimda, oncelikle klasik ergodik teoriden temel tanim ve bilinen bazi

sonuclar1 verecegiz.

TaNIM 3.1.1. : (X, A, p) bir 6l¢ii uzayr ve T': X — X 06lgiilebilir bir doniigiim

olsun. Eger T7!A = A ise A € A ciimlesine invaryant denir.

TANIM 3.1.2. :(X, A, ) bir 6lgii uzayr ve T : X — X 6lgiilebilir bir doniigiim
olsun. Eger her A € A igin pu(A) = u(T~1A) ise T ye 6lcii koruyan doniigiim denir.

Tanim 3.1.3. : (X, A, p) bir 6lgii uzay1 ve T' : X — X 0lgii koruyan bir
déniigiim olsun. Eger A € A invaryant ciimlesi i¢cin 77'A = A oldugunda u(A) =0

veya p(A°) = 0 ise, T’ doniigiimiine (veya u 6lgiisiine gore) ergodiktir denir.

TANIM 3.1.4. : (X, A, p) bir 6lgii uzayr ve T': X — X o6lgiilebilir bir doniigiim
olsun. Eger A € Aicin pu(A) = 0 & u(T1A) = 0 ise, u dlgiisiine sifir invaryanttir

denir.

TANIM 3.1.5. : (X, A, p) bir 6l¢ii uzayr ve T : X — X 0Olgiilebilir bir doniigiim
olsun. Eger A € A ve Vn € N igin ANT"A = () oldugunda u(A) = 0 ise p ye

koruyandir (veya konzervatifdir) denir.

TANIM 3.1.6. : (X, A, p) bir 6l¢ii uzayr ve T : X — X 0Olgiilebilir bir doniigiim
olsun. Eger her A € A i¢in m(A) = 0 < u(A) = 0 ise p dl¢iisii m dlgiisiine denktir

denir.

TANIM 3.1.7. :(X, A, ) bir 6l¢ii uzayr ve T': X — X oOlgiilebilir bir doniigiim
olsun. Eger, A € Aicin A, T A, T72A... kiimeleri karsilikh ayrik ise’ler A ciimlesine,

miikemmel climle denir.
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TaNIM 3.1.8. :(X, A, i) bir 6lgii uzayr ve T : X — X 6lgiilebilir bir doniigiim
olsun. Eger pozitif tamsayilarin artan bir (ry) dizisi igin A, 7" A, T~ A... kiimeleri

kargilikl ayrik ise A ciimlesine, zayif miikemmel ciimle denir.

TANIM 3.1.9. : Verilen her ¢ > 0 sayws1 igin p(A) < § iken g(A) < e olacak
sekilde bir 6 > 0 var ise, ¢ 6lgiisiine p-siireklidir denir, her n € N igin her € > 0 i¢in
m(A) < ¢ iken ¢,(A) < e olacak gekilde bir 6 > 0 var ise, {g,} Olgiilerin dizisine

diizgiin p-siireklidir denir.

Sucheston, hemen hemen yakinsaklik ve ergodik teori arasindaki iligkileri be-

lirleyen agagidaki teoremleri ispatladi.

LEMMA 3.1.1. [19]: (X, A, p) bir dl¢ii uzayr ve (¢n), ¢.(X) = O(1) olacak
sekilde olciilerin diizgiin p- siirekli bir dizisi olsun. Eger L bir Banach limiti ise, bu

taktirde A € A i¢in ¢(A) = L(gn(A)) ile tammlanan ¢, p-siirekli bir ol¢iidiir.

TEOREM 3.1.1. [19]: (X, A, p) bir olasilik uzayr olsun. Bu taktirde asagidaki
sartlar denktir.
(1) Baz L Banach limitleri ve her bir A, B ctimle ikilisi i¢in,
L((T-"AN B)) = p(A)p(B),
(13) Her bir A, B ciimle ikilisi i¢in f —limp(T ™A N B) = p(A)p(B),

(7i1) p, ergodik ve invaryanttir.

SONUG 3.1.1. Eger bir p olasilik 6l¢iisii, ergodik ve invaryant ise, bu taktirde

A, B ciimlelerinin her bir ikilisi i¢in ’ye gore diizgiin olarak

1 i+n—1 '
1 y _
lim ~ ]2: p(T7AN B) = p(A)p(B)

dir.

TEOREM 3.1.2. [19]: Bir p él¢isi invariant ve denk ol¢idir ancak ve ancak p
sifir invaryant, konzervatif ve A € A i¢in {p(T~"A)} dizileri hemen hemen yakin-

saktar.
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Eger p’nin invaryant ve denk 6l¢ii oldugunu kabul edersek, o zaman A € A,
q(A) = f —limp(T"A)
ile tanwmlanan q, invariant kumeler tzerinde p ile ¢akisik, invariant ve denk 6l¢iidiir.

LEMMA 3.1.2. [6]: || B ||[< o0, ¢ € {ls, R} ve D : ls, — L shift operatorii
vani, D(z,) = Tpy1, D*(7,) = T, 19 olsun. Bu takdirde
(a) |p(Dz) — ¢(z)| <|| || limsup,, sup; Y 22" [bnk—1(4) — bur(4)]

B translatif ise x € (, icin

(b) (i) R(Dzx—=x)= R(x — Dzx) =0,
(i) ¢(Dz) = (),
(c) R(Dz) = R(x).

Ayrica sabit bir £ icin, ¢ ye gore diizgiin olarak
(3.1.1) lim b, (7) = 0

ise, bu takdirde
(d) R(3j_oDVx) =p.R(x)

dir. Burada ry = 1,71, 79, ..., 7, pozitif tamsayilarin bir dizisidir.

IsparT.
(3.1.2) R(Dx —z) = limsupsup Z bk (1) (Dxy, — )
n 7 k—0
= limsupsup Z(bn,k—l(i) — bk (4))xy,
n (2 k=0
oldugundan,
(3.1.3) |R(Dzx — )| <|| @ || lim sup sup Z |brk—1(2) — bk (7)]
n (2 k=0
dir. ¢ lineer oldugundan
(3.1.4) ¢(Dz) — ¢p(x) = ¢(Dx — z) < R(Dx — x)

esitsizligini elde ederiz.(3.1.3) ve (3.1.4) de Dx ve z in rolleri degisrilirse (a) y1 elde

ederiz. B translatif oldugundan, (b) nin (i) ve (i7) sartlar (3.1.3) den elde edilir ve
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(3.1.3) de = ve Dz in rolleri degistirilerek (b)(i7), (a) dan yola gikarak elde edilir. R
altlineer oldugundan (b) () kullanihirsa

R(Dz) = R(Dx — x4+ z) < R(Dzx — z) + R(z) = R(x)

bulunur. Burada Dz ve z in rolleri degigtirilirse, R(x) < R(Dzx) elde edilir. Boylece
(c) elde edilir.

Son olarak

R(D"x+D™z) = R(D"v—x+D"?r—x+2z) < R(D"z—x)+R(D™x—x)+2R(x)

yani,
(3.1.5) R(D"z+ D"™z) —2R(z) < R(D"'z — z) + R(D™z — x)
Fakat,

R(D"z —x) = limsupsup Z bk () (Tyr, — Tk)
n (2 k:0

= limsupsup Z(bnkfn (1) — bux (7)) 2

n K3

k=0
0 n—1
= limsup sup{Z(bnk_Tl (1) — by (i) g — Z bk (4) g }
" ' k= k=0

= limsup sup{Z(bnk_T1 (1) — bk (2))zr}, ((3.1.1) esitliginden)

n i
k=r1

[e¢) ri—1
= limsupsup Z T}, Z(bnk_j_l(i) — bpi— (7))
" Y ok=r1 j=0
ri—1 [e'e)
< el Y lmasup Y bu—g-1(i) = bur—y Q)|
j=0 Y ok=r

= 0, (B nin translatifliginden)
olur. Benzer gekilde
R(D™?x —1z) <0
elde ederiz. Boylece x € (., igin

R(D"x + D"™z) < 2R(z),
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dir. Tekrar,

2R(z) = R(2x— D"z — D™z + D"x+ D™x)
< R(x—D"z)+ R(x — D™z)+ R(D"xz + D"x)
esitsizliginde yukaridaki gibi tartigmalar yapilirsa x € £, i¢in

2R(z) < R(D"x + D™x),

elde edilir. Boylece, x € {, igin
(3.1.6) R(D"x + D™z) = 2R(x)
esitligine ulagilir. (3.1.6) nin tekrarh uygulanmasiyla (d) bulunur. U

(X, A, m) bir sonlu 6l¢ii uzayi olmak iizere her B, C' € A i¢in agagidaki sartlari

yazalim.

(3.1.7) Bazi ¢ € {lx, R} i¢in ¢[m(T"BNC)] =m(B)m(C), neN

(3.1.8) i ye gore dizgiin olarak limank(i)m(T*"B NC) =m(B)m(C)
k=0

(3.1.9) T, ergodik ve ol¢cti koruyandar.

Buna gore su teorem kurulabilir;

TEOREM 3.1.3. [6] : (X, .A,m) sonlu bir dl¢i uzayr ve || B ||[< oo olsun. Bu
durumda
(a) (3.1.8)=(3.1.7)
(b) (i) (3.1.7) saglanwr ise, T ergodiktir.
(ii) Eger, B translatif ise bu taktirde (3.1.7)=(5.1.8)
(c) B regiiler, hemen hemen pozitif ve translatif ise
(3.1.7) & (3.1.8) & (3.1.9)
dir.
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IspaT. (a) (3.1.8) gecerli olsun. Bu taktirde
—R[-m(T™"BNC)] = Rm(T"BnNC)
dir. z € l, icin
(3.1.10) —R(—z) < ¢(x) < R(z)
oldugundan
om(T"BNC)] =m(B)m(C), n=0,1,2,...

dir. Yani; (3.1.8) = (3.1.7).
(b) : (3.1.7) de T~'B = B ve C = X\ B = B¢ almarak benzer yolla

0 = ¢(0) = m(B).m(B)

ve dolayisiyla m(B) = 0 veya m(B¢) = 0 bulunur. O halde T ergodiktir.
(3.1.7) de C' = X yazarak

(3.1.11) ¢[m(T™"B)] = m(B).m(X)
esitligini elde ederiz. (3.1.11) de T~'B ile B nin yerleri degistirilirse
(3.1.12) P[m(T~"'B)] = m(T~'B).m(X)
elde edilir. Tlave olarak B translatif ise, Lemma (3.1.2)-(b) den
Sm(T™""'B)] = ¢[m(T""B)]
elde edilir. 0 < m(X) < oo oldugundan, (3.1.11) ve (3.1.12) den gerektirir ki
m(T'B) = m(B).

Boylece (3.1.7) = (3.1.9).
(¢) : (a) ve (b) nin 1ginda (3.1.9) = (3.1.8) gerektirmesini gostermek yeterlidir.
m(B) > 0 olacak sekilde herhangi sabit B € A alalm. ¢ € {{,, R} ve C € A i¢in
m(T~"BNC)
m(B)
24
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olmak tizere

(3.1.13) q(C) = ¢(g.(C))

tanimlayalim. Simdi ¢ nun invaryant ve m = ¢ oldugunu gosterecegiz.

B hemen hemen pozitif oldugundan, = € /., icin ¢ ye diizgiin olarak
(3.1.14) lim » " b, (D), = 0

" k=0
dir.

R*(x) = limsup sup Z bh (1),
n % 0

yazilirsa (3.1.14) den

R(z) = R"(x)
dir.
z>0= R*(z) >0, oldugundan
(3.1.15) r>0= R(z) >0

dir. Tekrar m bir 6l¢ii oldugundan ¢,,(C') > 0 dir. Béylece (3.1.15) den R(g,(C)) >0
dar.

R altlineer oldugundan

esitsizligini elde ederiz. Simdi (3.1.10) dan C' € A i¢in ¢(C) > 0 dir. (B;), A da ayrik

kiimelerin sayilabilir bir dizisi olsun. Bu durumda
By = ola.lJB)
i=1 i=1
= ¢[Z dn(B:)], (gn, bir dl¢ii oldugundan)
i=1

= Z ®gn(B;)] (¢, siirekli lineer bir fonksiyonel oldugundan)
i=1
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Boylece, ¢ sayilabilir toplamsal ve dolayisiyla bir olc¢lidiir. Ayrica, T 6l¢ii koruyan,

¢ shift invaryant oldugundan her C' € A icin

m(T""BNT'C)
m(B)

B ¢[m(T_"+1B N C’)]

N m(B)

= ¢[gn-1(C)]

= ¢[Qn(c)]
= q(0).

o(T7'C) = 9 ]

bulunur ki bu da bu sonuc¢tan ¢ nun bir invariant bir 6l¢ii oldugunun ispatidir. T’
ergodik oldugundan invariant ciimleler 0 veya 1 dl¢iisiine sahiptirler. m ve ¢ invariant
olciiler oldugundan, bir invariant 6lcii, invariant kiimeler iizerinde alinan degerle
belirlenebilir.[19] Buradan ¢ = m egitligine ulagilir. Oyleyse

m(T~"BnC)

0(C) =m(€) = o™l

], vani; o[m(T "BnNC)| =m(B)m(C)

dir. Boylece ¢, {T""BNC}, n =0,1,2,.. iizerinde tektir. Fakat ¢ € {{,, R}, A

tek degerine sahiptir ancak ve ancak

oldugunu biliyoruz. O halde
Rm(T"BNC)]=—-R[-m(T™"BNC)] =m(B)m(C)

yani (3.1.8) saglanir ve dolayisiyla (¢) nin ispati tamamlanir. U

3.2. Kuvvetli Regiiler Matrisler ve Ergodik Doniigiimler

Bu kisimda denk invariant olciilerin varligi icin bazi gerek ve yeter sartlar

verilecektir.

TEOREM 3.2.1. [6] : || B|| < oo olacak sekilde B matris dizisi hemen hemen
pozitif ve translatif olsun. (X, A,m) bir ol¢i uzayr ve T olgilebilir bir donigim
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olsun. Bu taktirde asagqidaki sartlar denktir.

(3.2.1) Denk sonlu bir invaryant 6l¢i vardr.
(3.2.2) Bazi ¢ € {loo, R}ve biitin B € A i¢in m(B) > 0= ¢[m(T "B)] > 0,

(3.2.3) m(B) > 0= Rm(T"B)] >0

IspaT. (3.2.1)=(3.2.2): p, m ye denk invariant bir 6lcii olsun. (3.2.2) nin dogru
olmadigim kabul edelim. Bu taktirde m(B) > 0 ve ¢[m(T~"B)] = 0 olacak sekilde
B € A vardir. Fakat, x € [ igin —R(—z) < ¢(z) < R(x) oldugundan, Lemma 2.2.1

den

liminfz,, < —R(—2z) < R(z) < limsup z,

n

elde edilir ki buradan B € A i¢in

0=¢[m(T"B)] > liminf m(T™"B)

n

bulunur. Fakat,
liminf m(7T7"B) > 0
oldugundan

liminfm(7T7"B) =0

n

dir. Boylece,
limkinfm(T_”kB) =0

olacak gekilde bir (nj) alt dizisi vardir. p, m ye denk oldugundan, p(B) > 0 ve
limy p(T~™ B) = 0 elde ederiz. p invariant oldugundan, p(T~"*B) = p(B) esitligine
sahip oluruz. Buradan p(B) = 0 olur ki bu bir ¢eligkidir ve (3.2.1) = (3.2.2) dir.
(3.2.2) = (3.2.3) : (3.2.2) gegerli olsun.

¢[m(T™"B)] < Rm(T""B)
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oldugundan
¢m(T™"B)] >0= Rm(T""B)] >0

elde edilir.

(3.2.3) = (3.2.1) : (3.2.3) iin gegerli fakat (3.2.1) in saglanmadigimi farzedelim.
(3.2.1) sart1 zayif mitkemmel ciimlelerin var olmadigina denktir. [19] Bu yiizden
B, T~ B, T~B,.. T "B, ... karsilikli olarak ayrik olacak sekilde pozitif tamsayilarin

ro = 1,71,79, ... dizisi ve m(B) > 0 olan bir B € A vardir. i ye gore diizgiin olarak

lim ) " bu(i) = 1
k=0

Rlm(T~*X)] = R[m(X)] = m(X)R(1) = m(X)
dir. Tekrar

m(X) = R[m(T‘"X)]ZR[m(UT‘”B)]

m(X) = limsupsuprnk(i)m[(UT_Tj_kB)]

n—oo [

s

= limsupsup Z b (1) Z D"y,

e ) k=0
Burada X = m(T~*B), D shift operatériidiir. Bu taktirde Lemma 3.1.2 (d)den
(3.2.4) m(X) > sR(X)
ve dolayisiyla
(3.2.5) m(X) > sRm(T~*B)

Hipotezden m(T~*B) > 0 hipotezi ve s keyfi bir pozitif tamsay1 oldugundan, (3.2.5)
deki bu geligkiden (3.2.3) = (3.2.1) sonucunu elde edilir. O
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TEOREM 3.2.2. [6]|: B, Teorem 3.2.1 in sartlarin saglasin. (X, A,m) bir dlgi

uzayr olsun. O zaman X fdzerinde m ol¢tsiine denk invariant bir 6l¢i vardir ancak

ve ancak
(3.2.6) m  sifir koruyandar.
(3.2.7) T konzervatiftir.

Her C € A igin i ye gore diizgiin
(3.2.8) Z boi(1)m(T~*C), yakinsak
n=0

ISPAT. Gereklilik. Farzedelim ki m, u 6lciisiine denk invaryant bir 6l¢ii olsun. Bu

takdirde p, m-streklidir.
¢ € {lo, R} icin

tanimlayalim. Biz

(i) g, bir olgidiir.

(74) g, m stireklidir.

(7ii) g, invarianttir.

oldugunu gostermek istiyoruz. Teorem 3.1.3’iin ispatinda oldugu gibi her C' € A

icin, ¢(C') > 0 oldugunu gosterebiliriz. Yine kolayca gosterilebilir ki
C,Ec A CCFE=qC)<qF)

dir. ¢ lineer oldugundan, goriiliir ki ¢ sonlu toplamsaldir. u, m-siirekli oldugundan,
verilen € > 0 i¢in bir 6 > 0 vardir 6yle ki pu(C) = pu(T-"C) < § oldugu zaman

m(T"C) < e ve m(T™"C) < 0 = q(C) < e dir. Boylece ¢, m-siireklidir. m nin
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sayilabilir toplamsalligi ve ¢ nun m siirekliligi [9] de gosterildi.

oT7'C) = q(C) = dm(T"7'C)] = ¢[m(T~"C)]
= o[m(T"'C) —m(T"C)], ¢ lineer
< Rm(T™"'C) —m(T"C)]

= limsupsup Z boi (D) [(T~"71C) — m(T~"C)]
n % k—0
yazilir. b,_1(i) = 0 oldugundan her n ve i i¢in

= limsupsup ¥ _[byp-1(i) — bui(i)]m(T7*C)

n K3

k=0
< m(X)lim sup sup Z |brk—1(2) — bnk(7)]
n 7 5—0

B translatif oldugundan
q(T'C) — q(C) — 0, (n — oo giderken, i ye gore diizgiin)
Baylece
o(T™'C) < q(C)
T~1C ve C nin rolleri degistirilirse
49(C) < ¢(T'0)
elde ederiz. Boylece
o(T~'C) = q(C)

bulunur. Yani ¢, T" altinda invaryanttar.

Simdi T71C = C ise, bu takdirde

9(C) = ¢m(T'C)] = dlm(C)],



Boylece invariant ciimleler iizerinde ¢ = m dir. Boylece A iizerinde ¢ = m dir.
[19] Boylece q(C) = ¢[m(T"C)] tektir. Fakat ¢ € {l., R} tektir ancak ve ancak ,
R(z) = —R(—xz) = ¢(C) ancak ve ancak ¢ ye gore diizgiin olarak

lim > b (iym(T7+C) = ¢(C)

Simdi A iizerinde ¢ = m ve C' € A i¢in ¢(T'C) = ¢(C) oldugundan C € A i¢in
m(T~1C) = m(C) ve m(C) =0 = m(T~*C) = 0 yani, m sifir koruyandr.
Yeterlilik. (3.2.6), (3.2.7), (3.2.8) nin saglandigimi kabul edelim.

4(C) = lim 3" buelim(TC)
k=0

tanimlanirsa, yukaridaki gsekilde gosterebiliriz ki ¢ bir invaryant olciidiir. Dolayisiyla,

sadece ¢ nun m ye denk oldugunu ispatlayacagiz. T' sifir koruyan oldugundan
m(C)=0=m(T'C)=0

dir. Bu taktirde ¢ ye gore diizgiin olarak
¢(C) = lim > by (i)ym(T7+C) =0
k=0

elde edilir.
Tersine, ¢(C) = 0 olsun. A* = (>, Uso,, T7'C yazilirsa, ¢ invaryant 8lgii oldugun-
dan

a4 = (O UT7e)

n=11i=n

Q(U T7'C)

IN

q(T™'C)

I



bulunur. ¢ ve m invariant ciimleler iizerinde ¢akigik oldugundan, m(A*) = 0 elde
edilir. T" konzervatif oldugundan m(C/A*) = 0 = m(C) = 0 dir.
Boylece g, m ye denktir.

0

TEOREM 3.2.3. (Birkhoff un noktasal ergodik teoremz) |2|: (X, A, u) bir
ol¢ti uzayr olsun ve T', X in ol¢i koruyan bir dénidsimi olsun. Bu takdirde her

fe LY X, A, u) icin dyle ki
1n—1
lim — T = f* p—a.
ggnnjzofo 5 n—ae

ve || £ 11| f 1 olacak sekilde bir f* € (X, Ar, i) vardur.
Burada Ar, A daki T-invaryant ciimlelerin o-cebridir.

Eger T ergodik ise o zaman f* baz sabit ¢ lere egittir.

LEMMA 3.2.1. (Cohen) [3]: B bir Banach uzay1 ve T, L,,(n = 1,2,...) B'den
B’ye lineer doniigiimler olsun. Eger T'L,, = L, T, baz z’ler i¢in lim L,,(x — Tz) =0

ve L,(z), o noktasina zayif yakinsak ise T'zo = xq dir.

Simdi Yosida nin local konveks vektor uzaylar icin verdigi ergodik teoremi

genellegtirecegiz.

TEOREM 3.2.4. |10|: X, dzerindeki yarinormlarin € ailesi tarafindan indirgen-
mis topoloji ile dizisel tam, zaysf dizisel kompakt lokal konveks bir vektor uzay olsun.
T:X — X, {T, : n € N} operatorlerin ailesi her bir q € € i¢in egsiirekli olacak
sekilde sturekli lineer bir donisim olsun. Bu takdirde her bir v € X i¢in

(3.2.9) sup ¢(T"z) < ¢'(7)

neN

olacak sekilde X iizerinde bir ¢' siirekli yar: normu vardur.

Ayrica B = (by;) (n,j € N) kuvvetli regiiler bir matris ve n € N i¢in

T, = i b T7
j=0
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olsun. Bu takdirde T, (n € N), X dzerinde iyi tanimlidur ve her bir x € X igin
lim,, T,,x mevcuttur. Eger x € X i¢in Tox = lim, T,,x yazlirsa , bu takdirde T,, B

ye bagly olmaksizin strekli lineer bir doniusumdir éyle ki

(3.2.10) T,=T?=TT,=T,T
(3.2.11) R(T,) = N(I - T)
(3.2.12) N(T,)=R(I-T)=R(I - T,)
(3.2.13) X=RI-T)aN(I-T)

IsPaT. (3.2.9)’u kullanarak, ¢ € € ve her bir n € N i¢in

t t t
Q(Z b T7 1) < Z by;lq(T7z) < ' () Z |bn;| — 0, t,s — oo giderken
j=s j=s j=s
X dizisel tam oldugundan, T, (n = 1,2, ...), X iizerinde tamimhdir. Agik¢a goriiliirki

T, (n € N) lineer ve siireklidir. n € N igin

To(I = T) =buTi + > (buje1 — boy) T

j=1
dir. Eger w € R(I —T) ise, bu takdirde x € X vardir dyle ki w = (I — T")z. Boylece
(3.2.9)’u kullanarak her ¢ € ¢ igin

0(T0) = (T, = T)a) < @) (sl + 3 s — b
j=1
elde edilir. B, kuvvetli regiiler bir matris oldugundan, her w € R(I —T)
(3.2.14) lim Ty, = 0
elde ederiz. Simdi

(3.2.15) R(I-T)C{re X :limT,x =0}

33



oldugunu ispatlayalim.
x € R(I —T) oldugunu varsayalim. ¢/, X iizerinde siirekli bir yarmorm oldugundan

her € > 0 i¢in w € R(I —T) vardir dyle ki ¢ '(z — w) < 7 dir. (3.2.9) u kullanarak

¢(To(z = w)) < q'(z=w) Y |bogl <&
j=1
elde edilir ki buradan da ¢ € € igin
¢(Th2) < q(Thw) + q(Th(z —w)) < q(Thw) + ¢

buluruz. Boylece (3.2.14) kullanihirsa (3.2.15)’in gegerliligi elde edilir.
Simdi varsayalimki z € X keyfi olsun. X zayif dizisel kompakt oldugundan (7,,z)
dizisinin bir (7, x) altdizisi vardir, éyle ki w — lim,, T}, = x(, mevcuttur. (3.2.15)

den goriilir ki
(3.2.16) im 7T, (x —Tx) =0

T and T,, degismeli oldugundan 7,,, ve 7" Cohen’nin lemmasinin gartlarimi saglar.
Bu yiizden n € N i¢in
(3.2.17) T,x = (io: bnj)xo + Tn(x — x0),
j=1
esitligine sahip oluruz. T' nin siirekliliginden k£ € N icin
Zny = Dgeq Doy (I + T +T? + ... + T~ 1)z olmak fizere

o0 [e.9]

(32.18) Tz = (1= by)z+ Y buy(I-T)I+T+T>+ ..+ TV ')z
j=1 j=1
= (1= bygr+ I =Tz,
j=1

sahip oluruz. Buradan (3.2.18) de k iizerinden zayif limit alimrsa © — xy = w —
limy, (I —=T)zy,, elde ederiz. (I—T)z,, € R(I—T) oldugunda, x—xy, R(I—T') nin zayif
kapanigina bir aittir. Fakat lokal konveks vektor uzaylarinda, bir konveks altkiimenin
zayif kapanigi bu altkiimenin orjinal kapanigina esit oldugundan x — xg € m
dir. O halde (3.2.15) den lim,, T},(x — zo) = 0 dir. Boylece (3.2.17) den lim,, T,,x = z,

elde edilir.z € X ic¢in
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ro = Toxr = lim,, T,,x = lim,, Z;‘;l by T Jx, yazilirsa T’nin lineerligi aciktar.

(3.2.9)’u kullanarak, ¢ € ¢, her bir z € X ve n € N i¢in

¢(Tox) <Y |buylg(Tz) < Mq'(x)

j=1
elde ederiz. Bundan dolay1 {T;,,n € N} operatorler ailesi (3.2.9) anlaminda egsiirek-
lidir. Buradan kolayca goriiliir ki 7§, siirekli bir operatordiir. Simdi T'xy = x¢ ve

xo = Toxr dan her bir x € X icin
Tl'o = TT()Q? = Ty = Tox

esitligini elde ederiz ve buradan her bir j € N icin 77y = Ty = TTy = Ty elde
edilir. Simdi her n € N i¢in 7,7y = (3 72, by;)To esitligine sahip oluruz ki bu
T3 = T esitligini gerektirir. Diger taraftan

Ty — T,T = buT + Y (bnj1 — bp 77T

j=1
esitligine sahip oluruz. (3.2.9) ve B nin kuvvetli regiilerligi kullanilarak Ty = 707
elde edilir ki bu da (3.2.10) dur. Simdi 7j limit doniigiimiiniin kuvvetli regiiler B
matrisine bagh olmadigini ispatlayalim. Bunun i¢in bagka bir kuvvetli regiiler matris

C = (cnj) ve n € Nigin w,, = 3772, ¢, T7 olsun. Onceki tartismadan z € X icin

(3.2.19) Tix = limw,x
ve
(3.2.20) T=T!=TT, =TT

olacak gekilde X iizerinde siirekli lineer bir 7', déniigiimii vardir. (3.2.20)den her bir

j € Nicin
(3.2.21) T =T =TTy = T\T?
elde edilir. (3.2.21)’1 by; ile carpilip ve daha sonra j iizerinden toplam alinirsa, n € N
(3.2.22) (i boj)T1 = T, T1 = TiT),
j=1
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elde ederiz. n — oo icin limit alimirsa T = Ty17 = 1171} elde edilir. Benzer yolla

Ty =TTy = ToT, bulunur. Dolayisiyla Ty = T dir.

Son olarak (3.2.11),(3.2.12) ve (3.2.13) bagmtilar [20, syf 214] yer alan sonugtan
elde edilir. O
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