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Bu tezde Laplace ve Helmholtz denklemlerinin ¢oziimlerine iliskin sinir integral operatorleri

ele alinmaktadir.

Cembersel bir sinir boyunca tek katli Laplacian potansiyel operatoriiniin spektral 6zellikleri
ve tegetsel tiirevini ve ayrica ¢ift katli Laplacian potansiyel operatorii ile bunun normal tiirevi,
hipertekil operatorii iizerinde calisacagiz. Bu analizi Helmholtz potansiyel operatdrlerine
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In this thesis, boundary integral operators for the solutions of Laplace and the Helmholtz

equations are considered.

We study the spectral properties of the single layer Laplacian potential operator and its
tangential derivative, and also the double layer Laplacian potential operator and its normal
derivative, the hypersingular operator over a circle boundary. We obtain important analytical

results for the elements of the discrete operators and their eigenvalues and eigenvectors.

In this theses, we use Amini (1999) in detail.
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Bolim 1
Notasyon ve Hazirhik Bilgileri

Bu boliimde tezde caligilacak konunun bir ¢nbilgisi verilecektir. Bu boliimde gerekli
olan bazi tanim ve teoremler yer almaktadir. Ayrica, tezde kullanilacak notasyonlari
ve yazim dilini agagida tzetleyecegiz.

Tez boyunca

R = Reel sayilar kiimesi,

C = Kompleks sayilar kiimesi

standart gosterimlerini kullanacagiz. Bu kisimda Soykan (2008) kaynagindan yarar-
lanilmagtar.

Her iki kiimeninde kullanmilabildigi durumlarda her bir kiimeyi F ile gosterecegiz.

Tanim 1.0.1 V' bir vektor uzay, 0 % U C V olsun. U kendisi bir vektor uzayr ise
U’ya V ’nin bir alt uzayr denir ve her a, § € F ve x, y € U i¢in

ar+ Py el

olma kosulu ile denktir.

Tanim 1.0.2 V ve W, aym F skaler cismi tizerinde vektor uzaylar, olsun. Bir
T:V—=W

fonksiyonu (doniigimii) her o, B € F ve x,y € V igin

T(ox + By) = oT(x) + ST (y)

ozelligini saglarsa veya buna denk olarak her a € F ve x,y € V i¢in
T(z+y)=T(x)+T(y) ve T(ax) = aT(x)

1



ozelligini saglarsa T ye bir lineer doniisiim adi verilir. Lineer doniisiim yerine bazen
transformasyon veya kisaca transform kullanilr. T : V. — W lineer doniistimlerinin
tamamanan olugturdugu kimeyi L(V, W) ile gosterecegiz. V- =W ise bu kiimeyi L(V)

ile gosterecegiz.

Tanim 1.0.3 V, W wvektor uzaylar ve T € L(V,W) olsun. T nin kerneli (¢ekirdegi)

(T nin sifir-uzay olarakta soylenir)
KerT ={x €V :T(x) =0} =T '({0})
altuzayrdar.

Tanim 1.0.4 V bir vektor uzayr ve T' € L(V') olsun. Bir A € F skaleri i¢in T'(x) = Az
denklemi sifirdan farly bir x € V' ¢oziimiine sahipse A\ ya T' nin bir 6zdegeri denir ve

sifirdan farkly boyle bir x ¢éziimiine ozvektor adu verilir.
Ker(T— M) ={x eV :Te=X Xz} CV

altuzayina (N ya karsilik gelen) 6zuzay adv verilir (6zuzayn elemanlarina dzvektor

denir ve bunlar fonksiyonsa ézfonksiyon adin alirlar).

1.1 Metrik ve Normlu Uzaylar

Tamim 1.1.1 Bos olmayan bir X kiimesi ve bir d : X x X — RT,
(x,y) — d(x,y)fonksiyonu verilsin. Eger bu d fonksiyonu ¥V x,y,z € X ig¢in

(M1) d(xz,y) >0

(M2) d(7,y) =0<=r =1y

(M3) d(z,y) = d(y, )

(M4) d(z,y) <d(z,2) +d(z,y)  (Ucgen Esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X tzerinde bir metrik adin alir. (X,d) ikilisine de metrik

uzay denir.

Tanim 1.1.2 Bir X vektor uzay tizerinde tanaml olup, bir x € X noktasindaki degeri
||| ile gosterilen ve x, y, X de keyfi vektorler ve a bir skaler olmak tizere asagqidaki

ozellikleri gercekleyen reel-degerli bir fonksiyona bir norm denir:

(N1) |z} =0



(N2) [[z]| =0 <= =0

(N3) [Joz|| = |af [|lz]

(N4) ||z +yll < llell + Iyl (Ucgen Bsitsizligi)
X {izerindeki bir norm, X iizerinde
d(z,y)=llz—yl (z,y€X)

ile verilen bir d metrigi tanimlar ve bu metrik, norm tarafindan tiretilen metrik olarak
adlandirihir. Uzerinde bir norm tanimlanms bir X vektor uzaymna bir normlu uzay

ad1 verilir. Normlu uzaylar (X, ||.||) ya da kisaca X ile gosterilir.

Onerme 1.1.3 (X, ||.||) bir normilu vektér uzay olsun.

d(z,y) = [lz =y

ile tanemly d : X X X — R fonksiyonu X dizerinde bir metrik tanimlar.

Tanim 1.1.4 (M, d) metrik uzayinda bir dizi {z,} olsun.

(a) x € M olmak dzere her € > 0 sayisina karsilik her n > N igin
d(x,z,) <€

olacak bigimde bir N € N wvarsa {x,} dizisi v € M ’ye yakinsar (yada {x,}

dizisi yakinsaktir) denir. Bu durumda
Jim =
veya
Ty — T
yazariz.
(b) Her e > 0 sayisina kargilik her m,n > N i¢in

(T, x,) < €

olacak bigimde bir N € N varsa {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.



Reel sayilarin bir dizisinin yakinsakliginin fikrini kullanarak yukaridaki tanimlarin

sirasiyla

n — oo icin d(z,z,) — 0

ve

m,n > N igin d(z, z,) — 0
ye denk olduklar1 goriiliir.

Tanim 1.1.5 Bir X metrik uzayinda her Cauchy dizisi, X i¢inde bir limite yakinst

yorsa X wuzayina tam uzay denir.

Tanim 1.1.6 X bir metrik uzay olmak dizere bir M C X kiimesinin kapanisi, yani
X wuzayinda M yi iceren en kiiciik kapale kiime olan M, M 'ye esit ise M kiimesine

kapalidir denir
Teorem 1.1.7 (M,d) bir metrik uzay ve A C M olsun. O zaman;

(a) A tam ise o zaman kapalidur.
(b) M tam ise o zaman A tamdir ancak ve ancak A kapalidur.

(c) A kompakt ise o zaman kapali ve simrlidar.

Teorem 1.1.8 X sonlu-boyutlu bir normlu vektor uzay, Y herhangi bir normlu vektor
uzay ve T : X — Y lineer bir donisim olsun. O zaman T streklidir (bu nedenle

sinarldar).

Tamm 1.1.9 (X, ||.||x) ve (Y,]|.]ly) normlu uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon

olsun.

(a) = € X olsun. Eger her y € X i¢in her € > 0 saysina karsilik

Iz =yllx <d=I[lf(x) = FWy <e

olacak bigimde bir § > 0 varsa [ ’ye x noktasinda streklidir denir (yani § sayist

hem x € M ’ye baglh hemde € 'na bagl olabilir);

(b) Eger f fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise f (X dizerinde) streklidir

denir;



(c) Eger her e > 0 sayisina karsilik her x,y € X i¢in

lz—yllx <d=I[f(x) = fWy <e

olacak bigimde bir 6 > 0 varsa f ye (X tzerinde) dizgiin streklidir denir (yani

§ sayst x,y € X den bagimsiz olarak segilebilir).

Tamim 1.1.10 Uzerindeki i¢ carpvmla tanvml metrige gére tam olan bir i¢ carpum

uzayina Hilbert Uzayr denir.

Birim ¢ember iizerinde yay uzunlugunun olctimii ile karesi integrallenebilir 6lgiilebilir

fonksiyonlarin (denklik siniflarinin) Lebesgue uzayim ahsildig: gibi L? ile ve kompleks

dizilerin (tek tarafl1) karesi toplanabilir olanlarimin uzaymi [? ile gosterecegiz.

Tamim 1.1.11 /2 uzay F dizerinde karesi toplanabilir yani

o0
Z |2, |? < 00
n=1

egitsizligini saglayan tim
= (Tn)

karmasik dizilerinin bir vektér uzaym gosterir. Her x € 02 icin

1
oo 2

o = (z w)
n=1

ile tanamb fonksiyon (? uzai dizerinde bir norm tanymlar.

Ornegin

< ) =
xr =
n n=1

dizisi ¢? uzaymnn bir elemamdir.

L*(a,b) uzayr

(f,g) = / F (gt

i¢ carpimu ile bir Hilbert uzayidir.

Tamim 1.1.12 X bos olmayan bir fonksiyonlar kiimesi ve f,

seklinde fonksiyonlar olsun.

: X — F, neN



(a) Eger Vx € X i¢in f,(z) — f(z) oluyorsa yani Vx € X ve ¢ > 0 i¢in

AN = N(z,¢)

varsa ve

Vn> N

icin

|fulz) = f(z)] <e

oluyorsa (f,,) fonksiyonlar dizisi f ’ye noktasal yakisar denir.
(b) Ve > 0 i¢in

AN = N(e)

varsa Vo € X ve

Vn> N

icin

[fulz) — fz)| <e

oluyorsa (f,) fonksiyonlar dizisi f ’ye diizgiin yakinsar denir.

Tanim 1.1.13 X ve Y normlu uzaylar olsun ve T € L(X,Y) bir lineer donisim

bir alt dizi icerirse (sahipse) T ye kompakttir denir.

Tamim 1.1.14 o € Z i¢in

d? d
ZQdTZ + Zd_z + (2 —-aP)y=0

ifadesine Bessel esitligi denir.

Tamim 1.1.15 n periyot saysy, d1' zaman araligi olmak tizere

1 ™
I = —/ cos(nT — zsinT')dT
T Jo
L [" inr—zsinT)
— . e (n Zsin dT
2m

—T



ifadesine birinci gegit Bessel fonksiyonu denir.

Tanim 1.1.16 « ¢ Z ise

Jo(2) cos(am) — J_4(2)

Ya(2) = sin(ar)

Y, (2) = lim Y, (2)

a—n

ifadesine ikinci ¢esit Bessel fonksiyonu denir.

Tamim 1.1.17
HWY (2) = J,(2) + iY,(2)

HY (2) = Jo(2) — iY,(2)

ifadelerine Hankel fonksiyonu denir.
Tanim 1.1.18

A=V?= z”: @
operatoriine Laplace operatérii veya Laplacian denir.

Tanim 1.1.19
Ap=V?p=0

denklemine Laplace denklemi veya potansiyel denklem: denir. Bu denklemin ¢oziim-

lerine potansiyel fonksiyonlart veya harmonik fonksiyonlar denir.

Tamim 1.1.20 n degiskenli birden fazla fonksiyonlarla mesgul oldugumuzda ki bu

fonksiyonlar

Y1 = fl(xla':EZ)”' 7'1771)
Ya = f2(x17x27"' 7$n)
Ynm = fm('xlaaj%”' 7xn)

seklinde olabilirler. Bu fonksiyonlarin R™ deki bir D bolgesinde stirekli kismi tiirevlere
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sahip iseler bunlarn diferansiyeli

_ Oh dfi df1
dy, = o, dxy + By dre + -+ Bz, dx,,
O Ofm Of
Ay, = A r1 + Ds dre + -+ -+ Bz, dx,,

denklem sistemi ile verilir. Bu sistemi

ofL  of ofi I 7
dy1 8_:1:1 3—;5; ﬁ dxy
ofs  Of f.
dyz _ 3—:; 8_:1:2 ﬁ da2
Ofm  Ofm .., Ofm
- dym - mx1 L Oz Om2 Ozn dmxn L dl‘n - nx1
seklinde ifade edebiliriz. ( dy; dys -+ dym ) stitunu 1 < i <mwel < j<mn
olmak tizere,
oh  Oh ... Oh
aiﬂl 8$2 81'77,
of: of of
Ofi _ | % des T Gen
Oz; A
Ofm  Ofm ... Ofm
o1 Oxo 0xn mxn
o " ([ 9fi
matrisi ile < dry dzy --- dx, ) stitunuyla carprmindan elde ederiz. 5 mat
Ly
TISINE Y1, Y2, , Ym fonksiyonlarnin Jakobien matrisi ady verilir.

1.2 H"|0,27| Sobolev Uzay:

Sobolev uzaymin temeli olarak, klasik Fourier serisi agiliminin kisa bir tekrar: ile
baglayabiliriz.
1 2w

= — t)e Mt
o, p(t)e

am

olmak iizere bir ¢ € £2 [0, 27| fonksiyonu i¢in



serisine ¢ nin Fourier serisidir denir. Burada a,, katsayilari, ¢ nin Fourier katsayilar:

olarak adlandirihir. £2 [0, 27] de karesel norm

mwzé%www

ile verilen i¢ carpim tarafindan iiretilir. £ € R ve m € Z i¢in

fm (t) _ eimt

ile tamimh trigonometrik tek terimlisini gozoniine alalim. {f,, : m € Z} kiimesi orto
gonal sistemdir. Weierstrass yaklagim teoreminden, trigonometrik polinomlar, 27 peri
yotlu siirekli fonsiyonlarin uzay1 i¢inde maksimum norma gore yogundur ve C'[0, 27]
ortalama kare normundaki £2 [0, 27r] de yogundur. Ortogonal sistem tamdir ve Fourier
serisi ortalama kare normunda yakmsaktir. ||f,,]|2 = 27 ortonormallik faktoriinden

dolay1, Parseval egitligi

o0

th%i/%wwﬁziww
2m Jo 2m 2

m=—00

seklindedir.

Simdi, a,, Fourier katayilarinin |m| — oo iken kesin olarak azalmasim 6n kogul kabul

ederek, £2[0,27] nin H" [0, 27] alt uzayim tammlayacagiz.

Tanim 1.2.1 0 <r < 0o olsun. © min a,, Fourier katsayilar: i¢in

[e.e]

Z (1+m?) |an|” < o0

m=—0o0

ozelligine sahip tiim ¢ € L2 [0,27] fonksiyonlarmin uzayima H' [0, 27 ile gdsterecediz.
H" [0, 27| uzayina Sobolev uzayidur denir. Bu uzayr kisaca H™ = H" [0, 27| ile gdstere-

cegiz. H (0,27 ile £20,27] uzaylar cakisiktar, yani bu ikisi de ayna uzayr gosterir.

Teorem 1.2.2 H' [0, 27| Sobolev uzay, siraswyla ap,, b, Fourier katsayil

@, € H" [0, 27]
i
(QD,Q#)T = Z (1 + m2)7“ amgm



ile tanamly i¢ ¢carpvm ile bir Hilbert uzayudur. H" [0, 27| nin normu
o 1/2
r 2
ol ={ 3 (et
ile verilir. Trigonometrik polinomlar H" [0, 27| i¢inde yogundur.
Ispat: (.,.), nin iyi-tammhlg

Z (1—|—m Qb

m=—0oQ

o0

< Z (1+m?) aml* > (1+m?)" byl

m=—00 m=—00

ile verilen Cauchy-Schwarz esitsizliginden elde edilebilir.
‘H" nin tam oldugunu kamitlamak icin, ¢, bir Cauchy dizisi olsun, yani ¢ > 0 ve
rildiginde her n, k > N(e) icin |¢, — ¢/, < € olacak sekilde ya da ¢, nin ay,,,

Fourier katsayilarinmn terimleri iginde, her n, k£ > N(¢) igin

[e.9]

Z (1 + mQ)T |G — am7k|2 < g2

m=—00

olacak gekilde N(g) € N var olsun. Buradan her M;, My € N ve her n, k > N(¢) igin

Mo

Z (1 +m2) |ammn — amp|” < €7 (1.1)

=M

bulunur. Bu ytizden C tam oldugundan, her bir m € Z i¢in n — oo iken ay,, — an,
olacak gekilde C iginde bir (a,,) dizisi vardir. (1.1) i¢in & — oo limite gegilirse, her
M, M, € N ve her n > N(e) i¢in

Mo

S (14 m) famn - anl? < &2

=M

elde edilir. Buna gore her n > N(¢) i¢in

oo

Z (1+ m2)T |G — | < €2

m=—00

olur. Buradan

gp = Z amfm;

m=—00

n — oo i¢in |l — .||, — 0 Ozelligini saglayan bir ¢ € H" fonksiyonunu tanimlar.
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Dolayisiyla H" tamdir.

Fourier katsayilar: a,, olan ¢ € ‘H" yi goz 6niine alahm. Bu durumda,

oo

Z (1+ mQ)T |t

m=—00

n
m=—n

serisi yakinsak oldugundan, Fourier serisinin ¢, = A, frn K1smi toplamlari icin

n — oo iken

o0

lo=wally =" (1+m*)" |an* —0

|m|=n+1

elde edilir. Sonug olarak, trigonometrik polinomlar H" i¢inde yogundur.

1.3 (O Notasyonu

{fn} ve {gn} reel sayilarim dizileri olsunlar. Yeterince biiyiik her n igin |f,| < K |g,|
olacak gekilde bir K sabiti varsa |f,| = O (g,) yazariz.Bu notasyonun kullaniminin

bir 6rnegi agagidaki gibidir. Eger g, = 2n* + 9n — 3 ise n — oo igin g, = O(n?)

yazabiliriz.
£ = 4n? +5
T N2 n 4T

oldugunda notasyonun kiigiik bir degisimi ile

fn=4+0(l>
n

1
yazilabilir. Dolayisiyla burada O (%), “— nin en azindan sabit bir kat1 kadar hizla
n

sifira yaklagmas1” demektir.
Ayni notasyon bir reel degiskenli fonksiyonlar i¢in kullanilir. Bu nedenle x — oo

davramigiyla ilgilendigimizde a < x < oo igin

f ()] < Alg (2)]

olacak gekilde A > 0 ve a reel sabitlerinin var oldugunu ifade etmek i¢in

yazabiliriz. Bu gosterimin muhtemelen en sik kullanimi bir fonksiyonun bir seriye

agilimi durumundadir. O notasyonu ayni zamanda bir matematiksel iglev icin gelisti
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rilen yaklagik islevin hata terimini tarif etmek icin de kullanilabilir. Ornegin,

2
ex:1+x+x——|—(9(x3) x — 0 iken

2
ifadesi hatanin (yani e” — (1 +x+ ”—;) farkinin) mutlak deger bakimindan, sifira
yeterince yakin x degerleri igin bir sabit garpr 3| degerinden daha kiigiik oldugunu

belirtir. Ayni sekilde x — oo igin

f(x)
g9 (z)

ise bu durumu ifade etmek i¢in x — oo iken

f(z)~g(x)

notasyonunu kullanabiliriz.

f(z)~g(x)

ise buradan

elde edilir. Fakat

f () ~g(x)

ifadesi

ifadesinden ¢ok daha kesin bir bilgi ifade eder.

1.4 Temel Bazi Tanimlar

Tanim 1.4.1 (Toeplitz Matris) Asal kiésegeni ve bu kisegene paralel dogrultular
boyunca elemanlary sabit olan kare matrislerdir. Soyle ki Toeplitz matris olan a mat

risinan t. sater, j. sutundaki elemant a;; olsun. Eger i — j = k — 1 ise a;; = ay dir.
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Yani elemanlarin degerleri sadece indislerin farkina baghdir. Bu durumda

Gy Q-1 G2 A—nt1
aq apg a1
(45} aq Qo a_o
a_—1
| An—1 -+ G2 a1 Qg |

olusur. Bu formdaki bir matrise Toeplitz matris denir.

Tanim 1.4.2 (Dolanir (Circulant) Matris) Toeplitz matrislerinin ortak ézel du-
rumlarindan biri (6nemli bir sadelesme ile sonuglanan daha genel sonuglar olugtur-
mada temel Tol oynayan) matrisin her sirasiman bir dstteki siranin sa§ dongiisel kay-
mast oldugunda sonuglanir, bu nedenle k = 1,2,....,n — 1 i¢in ty = t_(—p) = lp—n

dir. Bu durumda

to t1  to t_(n-1)

L (n-1) to i1

Chn = t(n-2) T-(m-1) to
i, o, to ]

olugur. Bu formdaki bir matrise dolanwr(circulant) matris denir.

Tamim 1.4.3 Matematiksel analizde bir pseudodiferensiyel operatori, diferensiyel o
perator kavraminan bir genislemesidir. Pseudodiferensiyel operatérler, kismi diferen-
siyel denklemler ve kuantum alam teorisinde siklikla kullanilir. R™ de kompakt destekli

diizgiin u fonksiyonlar: tizerinde tizerinde tanimly sabit katsayly bir
P(D):=> a.D"

lineer diferensiyel operatorini ele alalim. Bu operator bir Fourier doniistimiiniin,

(sembol olarak adlandirilan)
P(§) =7 adt"

polinom fonksiyonu ile basit bir carpuman bileskesi olarak yazilabilir ve bir ters Fourier

dondistimdi

PD) = o [ [ P uty)aa
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formunda yazlabilir.

Burada a = (a4, ...,a,) ¢oklu indeks, a, kompleks sayilar ve 0;, j inci degiskene gore

kismi tiirev olmak iizere
D* = (—i@l)o‘l . (—z’@n)a”

bir tekrarlamali (iterated) kismi tiirevdir.
Benzer olarak, R™ deki bir pseudodiferensiyel P(z, D) operatorii, integrantindaki P

fonksiyonu belirtilen kesin ¢zelliklere sahip daha genel fonksiyonlar olmak iizere

Pl Dule) = s [ [ P ulydyde

formunda bir operatordiir.

Tanim 1.4.4
=0
5(z) = o, T
0 , z#0
ve

/_Z d(z)dr =1

ile tanwmly genellestirilmis fonksiyona Dirac delta fonksiyonu denir.

Tanim 1.4.5 a < c¢ < b icin

7if(x)da: = PV /abf(:r)dx = lim UIH f(x)dx + Cl f(x)dx}

ifadesine Cauchy esas deger denir.
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Bolim 2

Baz1 Esitlikler ve Ozdeslikler

Bu kisimda tezde kullanacagimiz bazi egitlikleri elde edecegiz.

Once baz1 temel 6zdeslikler verecegiz.

sin2x = 2sinx cosx

cos2r = cos’x —sin’zx
= 2cos’zr—1

= 1-—2sin’z

ve 2x¢ = t alinirsa

1 — cost

sin? (t/2) = 5

olur.

e’ = cost +isint

ve

e " = cost —isint

dir. Buradan

sin? (£/2) = (1/4) (=€ +2 - )
olur.
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Onerme 2.0.6

2T 0 ] 0 , m= 0
/0 In (4 sin? 5) e™midh = _2m om0 (2.3)
ispat.
m—1 0
1+2;eik9+eim9 :i(l— Zm0)001: (2) , 0<0<2rm

geometrik toplaminin integralini alirsak, Cauchy esas deger manasinda

27 ) 9
/ e cot <§> d9 =2mi, m=12,... (2.4)
0

elde ederiz.

d imo : ZQ _ imb : 29 imo Q
d@{[e —1]1n<4sm 2)}—zme 1n(4sm 5 —l—[e —1](:0’5 5

ozdegligin integralini alirsak, m = 1,2, ... i¢in
2 2
. 0 1 : 0
/ e™? In (4 sin? —) g = —— e™? cot (—) de
0 2 m o 2
B 2m
N m

bulunur. Ispat m # 0 icin tamamlanmis olur. Simdi m = 0 icin ispat1 yapacagiz.

27 9
I ::/ In (4sin2 —) df
0 2
diyelim.
27 9
21 = / (4sm —) d9+/ In <4COS2 —) df
0 0 2
5 0
= 4sin®= ) df +1n | 4cos 3 df
o
0
(48111 ( >4cos <2>)d9
4sm 9 df

/ In (4sm g) do =1

olur ve I = 0 dur.

Il
NN

N —
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Onerme 2.0.7

o ; s , m=20
/ sin? §eimtdt =9 —7/2 , m==l1
0 0 , aksi halde

Ispat. (2.2) 6zdesligini kullanacagiz.

m = 0 i¢in

27 t ) 2r 27 2T )
/ sin? (—) emdt = (1/4) [—/ edt + 2/ dt —/ e”dt]
0 2 0 0 0

— (1/4) [— (—ie™) [ + 2027 — z’e—“\?]
= (1/4)[i.0 + 2.27 — 2.0 — i.0]
= (1/4)4x

=7
dir. m =1 igin

2m ¢ ) r 2 2 2
/ sin? (= | e™dt = (1/4) |- / e*dt + 2 / etdt — / eOdt
0 2 L Jo 0 0

i 2

= (/9|5

+ 22'6”}5” - t|(2)7r]
0

— (1) %.0 — 20— (27— 0)]
= (1/4)(~2n)

™

2

dir. m = —1 i¢in

27 ¢ ) r 27 2 ' 2 '
/ sin | = ) e™dt = (1/4) —/ eOdt + 2/ e dt —/ e 2t
0 2 L Jo 0 0

i . 27
= (1/4) | =t + 2@’6_”‘? — %e_% ]

0

= (1/4) |27+ 0+2i.0- %0}
= (1/4) (~2n)

™

2
17
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dir. Simdi m # 0, m # 1, m # —1 olsun. Bu durumda

e“‘zﬂ = (cost+ isint)|(2)7r

= cos2m +1sin2m — cos( — 2sin0

= 14+40-1-0
= 1
ve
e’”}iﬂ = (cost —isint) g”
= cos2m —isin2m — cos0 +isin0
= 1-0—-1+0
= 1
oldugundan
27
t .
/ sin? (—) ™t dt
0 2
27 ) ) ]
= / (1/4) (—e*+2—e ") e™dt
0
r 2 ) 27 ) 2 )
_ (1/4) _/ ezt(1+m)dt + 2/ ezmtdt _ / ezt(—1+m)dt:|
L Jo 0 0
B 1 27 . 27 L 27
_ (1/4) eit(l—i—m) +2 -t eimt _ ! eit(—l-i—m)
14+m 0 m 0 —14+m 0
1 21 7
= (1/4) |——0—-—.0 .0
(/)_1+m m +—1+m}
=0
bulunur.

Onerme 2.0.8

27
4 t\ 2
Cm 1= / In (— sin’ 5) emtdt = ——— (2.6)
0

e max (1, |m|)

olmak tizere
2
t 4 t <
.92 2 imt
L= ~)In(=sin?= dt

Ym /0 Sin (2> Il(esll’l 2)6
(_Cmfl + 2Cm - Cerl)
dir.
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Ispat. (2.3) yi kullanacagiz.

27 )
Cm = / <— sin? )emtdt
0
2T
= / <— sin —) dt
0 e
27 1 ¢
= / [ ( )+1n<4sin2—)] dt
0 e 2
27 1 2m ¢
= / < >dt—/ 1n<4sin2—)dt
0 € 0 2
27
_ / 1)dt — 0
0

= 27

olur. Ayrica m # 0 i¢in

(— sin? ) e dt
e
1 .
( ) + In (4 sin t)] et dt
e 2
1 .
—) et dt + (4 sin? E) e dt
e 2
i < zmt‘ ) 2m
m [m]

[
-l
:/0

/\\

bulunur. Bu nedenle

27
4 t\ ; 2
Cm = / In (=sin?= ) emdt = ———
0 e 2 max (1, |m|)

olur.
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(2.2) kullanilirsa

2
t 4 t\
Voo = /0 sin? <§> In <E sin? 5) e dt
= / (1/4) (—e"+2—¢")In (— sin’ 5) e dt
0 e

2 4 t . 2 4 t .
= (1/4)[—/0 In (E sin? 5) ettm gt 4 2/0 In (E sin’ 5) e dt
27
4 t\ ,
—/ In (— sin? —) =1 1]
0 e 2

(_Cm—l—l + 2cm - Cm—l)

1=

bulunur.

Onerme 2.0.9

1
%20%:7_1:—7/4”6%1:W7 Im| > 2

Ispat. (2.6) denkleminden

2 5
c{ = ——m ———— = 27
' max (1, [—1])
27
) |
0 max (1,0) :
2
- = 9
“ max (L)
27
g = ——m — = —7
’ max (1, [2)
2T
Cg = ——mm ———— = 7
’ max (1, |—2])

elde edilir.

1
Tm =7 (—Cm-1+ 2Cm — Cm1)
oldugundan
Yo = = (—c_14+2¢)—c1)

(—(=27) 4+ 2(=27) — (—2m))

(2w — 4w + 27)

Ol =] =

20
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ve

v, = i (—co+2c1 — ¢2)
= i (= (=2m) +2(-2m) — (-7))
= i(Zﬂ'—Zlﬂ'—i-?T):—%

ve ayrica

S (—c_g+2c_1 — o)

(= (=m) +2(=2m) — (—2m))

N S

4
bulunur. |m| > 2 igin

[ml |m + 1] + m| [m — 1] = 2m’

oldugundan
1
Yo = Z (—Cmfl + 2Cm - Cm+1)
B 1 21r L9 2 2T
Y lm — 1| |m| im + 1|
A m=1 m| " m+1]
_ 2nfimim 4l —2(m’ =) +|mljm-1] =«
= 7 Im| (m2 — 1) ~|m| (m2 —1)
bulunur.
Onerme 2.0.10
t
— 2asin -
r a sin 5
olmak tizere
4ra?(2lna+1) , m=0
- /% Plnrfemtgr = § T (dna+3) ,m =
4 2
0 ma . aksi halde

[m] (m? - 1)
dir (Kress 1989).
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r2Inr2e™ dt

t t )
442 sin? 3 In (4@2 sin? 5) et dt

27
t t\ .
442 sin? = In a24E sin? = | e™dt
2 e 2
2

I
S— o— o— —

t 4 t :
4a* sin® 3 lln(aQe) +1In (— sin? 5)} e dt
e

27’1’ t . 27’1’ t 4 t .
= 4a° 1n(a2e)/0 sin? <§> e dt + 4@2/0 sin? <§> In (E sin? 5) e dt
27’1’ t . 27’1’ t 4 t .
= 4q? (ln a’® +1n e) / sin® (—) et dt + 4a2/ sin® (—) In (— sin® —) et dt
; 2 ; 2 P
27I' t . 27’1’ t 4 t .
= 4a®>(2Ina + 1)/ sin? (—) e dt + 4a2/ sin? (—) In (— sin? —) e dt
; 2 ; 2 Pl

olur.

Simdi istenilenleri (2.7) den elde edecegiz. (2.5) denkleminden m = 0 i¢in

27‘(‘ t .
/ sin? (—) emtdt =1
0 2

oldugunu biliyoruz. (2.7) denkleminden de v, = 0 oldugunu gostermistik. Biitiin

ifadeleri yerlerine yazarsak m = 0 igin

2m t . 2m t 4 t .
I = 4a*(2Ina+1) / sin? [ = ) e"™dt + 4a® / sin? [ = ) In ( —sin® = ) " dt
; 2 ; 2 e 2

= 4a*(2lna+ 1) 7+ 4a*.0
= 4a’m (2Ina+1)

™

bulunur. m = F1 igin 7, = —g Ve
2m
t\ s
1n2 imt
= dt = ——
/0 sin ( 2) e 5
oldugundan

2m ) 2m 4 )
I = 4a*(2lna+ 1)/ sin? <£> e dt + 4a2/ sin? <£> In <— sin? E) e dt
. 2 ; 2 P

= 4a*(2Ina+1) (—g) + 4a? <—E>
= —ma®(2(2lna+1)+1) = —wa* (41na + 3)
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™

T mlm2—1) "

bulunur. m nin diger degerleri i¢in (yani |m| > 2 i¢in) 7,,

27‘(’ t .
/ sin? (—) emtdt =0
0 2

oldugundan

2T 2T
t\ ; t 4 t\ .
I = 4ad®>(2Ina+ 1)/ sin? (—) e dt + 4a2/ sin? (—) In (— sin? —) e dt
0 2 0 2 e 2

= 4a? (21 1).0+4¢°—M
a®(2lna+1).0+ a|m|(m2—1)

4a’w
|m| (m? — 1)

elde edilir.

Onerme 2.0.11 0 <x<1i¢n

1 2
P

m=1
egitligi saglanar.

Ispat. o < a < b < 3 reel sayilar verilsin ve f : [, 3] — R siirekli tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun. m € R igin

F(m):/ f(z) sin(mx)dx

olsun.
Ik olarak limj,,—.cc F'(m) = 0 oldugunu ve yakmsakhigmn a,b € [, 3] i¢inde diizgiin

oldugunu gosterecegiz. t # 0 i¢in kismi integrasyonla

b

cos(mx)
a + m

Flm) = — ()

m

/ab f'(z) cos(mx)dx

elde edilir. f ve f’, [«, 5] iizerinde siirekli olduklarimdan her = € [«, 5] i¢in | f(z)| < M
ve |f'(x)] < M olacak bigimde bir M > 0 sabiti vardir. Buradan
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elde edilirki bu ilk olarak ispat edecegimiz diye belirttigimiz kismi bize verir.

z € (0,1) olsun.

27?/ cos(2rmz)dxr = sin(2rmz)
1 m
ve
- in((2n + 2 1
Zcos(%rmx) = sin(( THP Jrz) _ 1
2sin(7x) 2

m=1
oldugundan

S )y [t Uty ()

— m 1 2 sin(7rt)

elde edilir.
Ustteki esitlikte sag taraftaki ilk toplam n — oo icin sifira yakinsar. Buradan
O0<z<l
icin

0.0 . 2 1

Z sin(27wma) . (_ B x))

m 2

m=1

bulunur ve bu seri her § > 0 i¢in [d, 1 — §] araligh iizerinde diizgiin yakimsaktir. Simdi

Onerme nin ispatin1 tamamlayacagiz.

f(2) = Z cos(2mma)

m2

olsun. Yukarida tiirevlerin serisinin 72(2x — 1) ye yakimsadigim ve bu yakinsakhigin

yerel (lokal) olarak diizgiin oldugunu gordiik. Bu nedenle 0 < z < 1 igin

fl(x) = %22 — 1)

2
yani f(z) = 72(2? — x) + ¢ bulunur. Geriye ¢ = % oldugunu gostermek kaldi. f yi

tanimlayan seri [0, 1] iizerinde diizgiin yakinsaktir ve her m € N i¢in

1
/ cos(2mma)dx =0
0
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oldugundan

O—Z/ cos?wmx /f

2
bulunurki buradan ¢ = % elde edilir.

Sonug 2.0.12

ism 7rm:c:7r_<l_i)
2'n  n?

m=1

Ispat. Onerme 2.0.11 den

Y B %) _ Z cos(27r2mx) _ Z (

2
m
m=1
ve buradan
o0 .
sin?tmz w2 )
S =T
m 2
m=1
1
bulunur. z = — alinirsa
n
o0 .
Z sin? Tmax 7r2<1 1 )
m2 2'n n?

m=1

elde edilir.

Onerme 2.0.13

zn:cos (27:;” (i — 1)) tt = {

=1

ool 3

?

1 — 2sin® mma)

25
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Ispat. Toplam

" 2m7T . n 2imm —2imm (; 2ikm
9 1)) et — ( m (1) T(1—1)) b (1)
g cos( - (i )) " g e +e e

i=1 i=1

_ 2{627“ 1)(m+k)+e%(i—1)(k—m)}
i=1

2271' 217r
:§:€7lzlm+k+§ 2T (—1)(k—m)

i=1

= 21""22

seklinde yazilabilir.

Eger m =n — k (modn) ise baz1 « € Z olmak tizere m = nx + n — k oldugundan

S, = Ze%(ifl)(erk)
=1

n

_ 62;”(1 1)(nz+n—k+k)

i=1
n

— Z o2 (i—1)n(x+1)

=1

n
— Z e2z7r(zfl)(:r+1)
=1

= len

i=1

dir ve diger durumda
1— 627rz‘(m-|—k)

20 = T B O

dur.

Benzer sekilde, eger m = k(mod n) ise baz1 y € Z olmak iizere m = ny+ k oldugundan

n
S, = Y eAeEm
=1
— Ze%(ifl)(kfnyfk)
=1
_ Ze—ﬂﬂy(i—l)
i=1

n

= len

=1
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olur ve diger durumda

1— €2wi(kfm)

e T g

dir. Sonug buradan elde edilir.

Onerme 2.0.14

. % ,  m = k(modn)
. 2mm . i—
Zsm< —(i— 1)) it = _% m=n—kmodn) (2.10)
i=1
0o akst halde

Ispat. Toplam

Zsin <2m7T (Z — 1)) tz_l = l (621'%(1’—1) o 6%@_1)) €2i'rlfﬂ (i—1)
i=1 " 20

_ l {e%(i—n(m%) _ 6%(1—1)@—7@}
2 =

=1 i=1

]. - AT () n QT (.
_ _{ ezT(z—l)(m-Hf) . e%(z—l)(k—m)}
21

1
= 2_2 (Zl _22)

seklinde yazilabilir.

Eger m =n — k (modn) ve x € Z olmak tizere m = nz + n — k oldugundan

n

Y, = Ze%(pl)(mﬂc)

i=1
n .

_ 2 :emT”(ifl)(nx+nfk+k)
i=1

T
=1

Y @ity
i=1

= len

=1
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dir ve

Zn:sin <27ZL” (i—l)) £l = %

=1

diger durumda

1— 62m’(m+k)
2= e

dir.

Benzer sekilde, eger m = k(modn) ve y € Z olmak iizere m = ny + k oldugundan

T, = Ze%(ifl)(kfm)
=1

n
_ 6%(i—1)(k—ny—k)
i=1
n

_ Z €—i27ry(z'—1)

=1

diger durumda

1— €2wi(kfm)

p =0

dir.
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Bolim 3

Laplace ve Helmholtz
Denklemlerinin Simir Integral

Operatorleri Uzerine

3.1 Giris

Bircok matematiksel fizik ve miihendislik sinir deger problemleri gimdi, ilgilenilen
bolgenin simir {izerinde integral denklemleri seklinde yaygin olarak yeniden formiile
edilmektedir (Brebbia, Telles and Wrobel 1984, Chen and Zhou 1992, Amini, Har-
ris and Wilton 1992, Martin and Rizzo 1989). Cok sayida énemli siir integral ope
ratoriine ait niteleyici 6zelligi agik bir sekilde ortaya koymak suretiyle, pseudodiferen-
siyel operatorlerden olan birgok soyut kavrami miihendislik toplulugu i¢in erisilebilir

yapmay1 umut ediyoruz.

Iki boyutlu uzaydaki I" kapali diizgiin egrileri boyunca bircok smuir integral denklemi

p € I' icin,
A:H (T) — H ~*(T)

bir « dereceli lineer kuvvetli eliptik pseudodiferensiyel operatér olmak iizere

seklinde yazilabilir (Wendland 1990). Bunun anlami A pseudodiferensiyel operatoriiniin
m inci A, (A) dzdegeri biiyiik m i¢in O (m®) seklinde davranir. Pseudodiferensiyel
kavrami, operatorlerin aym cebiri icinde diferensiyel ve integral operatorlerin calisil-

masina izin verir.
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I' nin i¢ veya dig bolgesindeki Laplace denkleminin ¢oziimleri ile baglantili olarak,

1
G(p,q)z—%ln|p—q|

ifadesi Laplacian operatoriin temel ¢oziimii, o € H" (I') bir sinir yogunluk fonksiyonu

ve ng, I' ye q daki dig dogru normali gostermek tizere

(Co) (p) = / G (p,q) o (q) dT, (3.1)
Ma) () = [ gg (b.q) o (q) dT'q (3.2)

tek kath ve cift katli potansiyel operatorlerini elde ederiz. Burada ilgilenilen diger
operatorler £ nin tegetsel tiirevi, bir Cauchy tekil operatorii ve M nin normal tiirevi,

bir integro diferensiyeli ya da bir hipertekil operatordiir.

Bu caligmada siir integral operatorlerin niteleyici 6zellikleri ve Laplace ve Helmholtz
denklemlerinin ¢oziimlerinden elde edilen farkliliklar: {izerine calhisacagiz. I' min bir
¢ember oldugu durum igin Laplace potansiyel operatorlerinin spektral ozelliklerinin
kisa ve birlesik ¢ikariminmi sunacagiz. Her bir durumda bunlarin derecelerini pseudodife
rensiyel operatorler geklinde acikca belirtecegiz. Bir kompakt perturbasyon goriisii
genellikle bu sonuclari, diizgiin sinirlar iizerindeki operatorlerin niteleyici davraniglar:
nin ¢aligmasinda kullanmamiza olanak saglar (Sloan 1992). Bu niteleyici sonuglarin
harmonik dalga hareketlerinden ortaya ¢ikan Helmholtz potansiyel operatorleri duru-
muna taginmasi bu boliimde tartigilmigtir. Yine bu boliimde, bir ¢gember iizerindeki
parcali sabit yaklagimlari goz éniinde bulundurarak, Laplace durumu icin bu operator-
lerin ayrik formuna ait elemanlar i¢in analitik ifadeler c¢ikarabildik ve iglem sirasinda
bircok yeni ve ilging 6zdesliklere ulagtik. Ayrica, bu sinir elemani matrislerinin 6zdeger-
leri ve tzvektorleri icin yeni ve kesin ifadeler elde ederiz. Bu tiir sonuglar ilk tipteki ya
da hipertekil denklemlerin coziimleri i¢in sinir elemani sistemlerinin 6n sartlari igin

kullanilabilir (Maines 1995).

Ozetle, fikirleri yerlestirmek adina K sembolii

(Ko) (p) = / K(p.a)o(@dy peT

seklinde tanimlanan genel bir sinir integral operatoriinii ifade etsin.

le 2 dZQ 2
F = E — —_— = /
dr, (dt) +(dt)dt 12/ (t)] dt
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ve Jacobian 2’ # 0 olmak iizere ve

p=(p1,p) =(a(s),2(s)"

ve

a=(q,¢) = (21 (1), 22 ()"

olmak iizere I' nin diizgiin bir 27 periyodik parametrelesgtirilmesi
z:[0,2r] — T

seklinde verilsin. Bu parametrelestirmeden yararlanarak, K,(s,t) ve o,(z(t))|2'(t)|

belli tamimlar: ile
(Ko)(p) = /O K (z(s),z(t)o(z(1)) |z ()] dt
= 7 K, (s,t)o, (t)dt,s € [0, 2n] (3.3)

0

yazilabiliriz. Burada z alt simgesini herhangi bir karigiklik yaratmadigi durumlarda

K, ¢ekirdeginden ve o, yogunluk fonksiyonundan kaldiracagiz.

3.2 Bir Cember Uzerindeki Laplace Integral Ope

ratorleri

Buradaki énemli bir gozlem, I" nin bir cember olmasi halinde, ortaya ¢ikan sonug ope
ratorlerinin déndiirmeler altinda degismez K (s—t) konvoliisyon tipindeki 27 periyodik

gekirdeklere sahip olmasidir. Sonug olarak her m € Z igin
Kv,, = A\Um,

dir, burada

i=v-1

ve Ozfonksiyonlar

U (8) =€
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dir ve 6zdegerler

27
A = / e ™K (t)dt
0

ile verilir.

Dolayisiyla bu operatorlerin hareketleri igin Fourier serisi gosterimlerini bu boliimde

gelistirmekteyiz. Bunun i¢in 27 periyodik v fonksiyonunu kendisinin

1 ~ imt
v (t) = N > d(m)e (3.4)

meZ

kompleks Fourier serisine agalim, burada Fourier katsayilar

v (m) = \/% /()ZWU(S)e_imsds

ile verilir.

H" [0, 27r] Sobolev uzayimi yani

[ll5 = [BO)F + > ™ [o(m)|? (3.5)

m#0

nin sonlu oldugu 27 periyodik v fonksiyonlarinin tamaminin olusturdugu uzay: ele
alahm (Kress 1989). H° [0, 2] Sobolev uzay1 basit olarak £2 [0, 27] dir.

r<0

i¢in, H" icindeki fonksiyonlar, (3.4) denkleminin i¢inde verilen seri gosterimleri genel
olarak klasik anlamda yakinsak olmadiklari igin, dagilim fonksiyonlar: ya da genellegti
rilmig fonksiyonlar olarak diigiiniilmelidir. Dagilimlarin Sobolev uzaylarina iligkin érnek-

lere ileride ki kisimlarda rastlayacagiz.

3.2.1 Tek Kath Potansiyel
I' cemberinin parametrelestirilmesi

p =(p1,p2) = (acosb,,asinb,)

olsun. O zaman

[2'(t)] = a
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dir ve
q=(q1,¢) = (acosb,,asinb,)
olmak iizere

r = |p—d|=|p,p2) — (¢1,¢)| = |(acosb,, asinb,) — (acosb,,asinb,)|

(acosB, —acosf,)’ + (asinf, — asind,)?

a? (cos? 0, + sin® 0, + cos? 0, + sin® 6, — 2 (cos 0, cos b, + sinb,, cos b))

a2 (1+1—2(cos (0, —0,)))

a?(2—2(cos(0,—46,)))

202 (1 - (1—2sin2 (9;,;%)))
2a2 (1—1+251n2 (Hp;9q>)
0, —0
4 2 a2 p q
ot (%)
. (6,—4,
dir.

Tek kath operator

I
= = = =

I

= 2a

(Lv)(p) = (Lv)(6))

27
- -2 In {Qa
2w Jo

ep_eq

sin

} v (6,) b,

seklinde yazlabilir.

A > 0 olmak iizere
1 2
InA= 3 InA

ozelligini kullanarak

: ep_eq _
ln{Za sin <T) ‘} =

2
ln{<2asin <M)) }
2
0
227
ln{4a sin 2}
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bulunur ve (3.4) denklemini (3.6) denkleminde yerine yazdigimizda

(ﬁ)(t) — —_CL 1 Z zmt/27r11 4 ‘9 zdeH
v = 271_\/% 5 n a SlI] 2

2 0 )
_ zmt 2 2 im0
= 47r \/ﬂ E / In {4@ sin 5} e"™’do (3.7)

esitligini elde ederiz.

Bu integraller

1 1
o (s) = —5111 {481112 g} = —51n2 {281112 g}

= —=In2(1—coss)

I
(8 ol -
S

cos (ns)

3
Il
—

2 cos(ns)

[
NE
¥ =

3
Il
—

1
2

[
NE

N

(cos(ns) + isin(ns) + cos(ns) — isin(ns))

3
Il
MR

[
NE
S

(ems + e*im) (3.8)

3
Il
—

seklindeki ¢, (s) (0 < s < 2m) ¢ift 27 periyodik fonksiyonunun Fourier kosiniis seri
agihmini kullamlarak hesaplanabilir (Gradshteyn and Ryzhik 1980).

Aslinda

2m
¢ 0 ez‘m@dg R / n+m)0+ez(m n)o do
JA0 Z )

= —, m # 0
Im|

dadir. Yukarida integral ve toplamin sirasi degistirilebilir ¢iinkii integrasyonun etkisi
paydaya ek bir n kuvveti getirir ve bu sayede asil seriden daha hizli yakinsayan bir
seri elde edilmig olur (Jeffreys H and Jeffreys B 1956).

(2.3) ve (3.7) denklemlerinden gerekli,

(Lv) (1) = # {mz %eimt ~aln(a)d (0)} (3.9)

Fourier acilimini elde ederiz (Yan and Sloan 1988, Sloan 1992, Kress and Sloan 1993).
(3.9) denkleminden agagidaki teorem elde edilir.
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+imt

Teorem 3.2.1 m =0,1,2,... icin e ozfonksiyonlarina karsihik gelen £ nin dzde

gerleri
—alna , m=0

Am(L) = a Cm£0 (3.10)
2[m|

ile verilir.

Tek kath operator a = 1 icin tekildir. Bu durumda I' nin sonlu-6tesi ¢ap1 1 e egit
olur (Sloan 1992). A, (£) 6zdegerlerinin O(m™') davramigi £ nin esasen bir integral
operatorii gibi davrandigim gosterir. Bu nedenle, Vr € R igin £ : H"(T') — H™H(T)

ifadesi a = —1 dereceli diizgiin bir pseudodiferensiyel operatordiir.

3.2.2 Cift Kathh Potansiyel
Cift kath potansiyel

oG 0G Or or r.ng
— =7 ve ——=Vrn,=——
Ong  Or Ong Ong r

olmak tizere (3.2) denklemi ile tanimlanir.

Bir ¢ember iizerinde, (3.2) denklemi

o) = [ (o) () v 0t
= /0% —0(0,)df, = - °(0) (3.11)

halini alir.

(3.11) denkleminden agagidaki teorem elde edilir.

t

Teorem 3.2.2 m € 7Z i¢in €™ Gzfonksiyonlarima karsihk gelen M nin 6zdegerler

1
— , m=0

Am(M) = 2 .
0 , m=#0

(3.12)

seklindedir.

Sabit ozfonksiyonuna kargilik gelen sifirdan farkli M 6zdegeri ile ilgili sonug iyi bilinen

Gauss integralidir ve
(M1)(0p) =—(1/2), Opel
seklinde yazilir. Bu sonug tiim diizgiin I' lar i¢in gegerlidir (Mikhlin 1970).
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(3.11) ya da (3.12) denklemleri M nin sonsuz diizgiin operator oldugunu gosterir. Bir
bagka deyisle Vr € R icin

M : H'(T) — C=(I)

dir. En son verilen sonug tiim kapali C*° simirlar igin gegerlidir (Chen 1992).

3.2.3 Hilbert Operatorii

Bir ¢ember iizerinde tek kath bir operatoriin tegetsel tiirevi

(d/df)(Lv)(0) = (a/2)(Pv)(0)

esitligini saglar Burada P Hilbert operatorii

—T

1

(Pv)(0) = 5/_ v(w)cotw_g

dw

(1 o —0 1 (7 w— 0
= hm{%/_7r v(w)cot 5 dw ~|—% U(w)cot 5 dw} (3.13)

e—0

dir (Kress 1989, Mikhlin 1970). Yukarida T sembolii, tekil integralin Cauchy esas

degeri manasinda anlagilmasini ifade eder.

(3.4) denkleminde yer alan v nin Fourier agiliminm (3.13) denkleminde yerine yazarsak

cot(t/2) = d/dt(Insin®(t/2))

oldugunu dikkate aldigimizda, (2.4) deklemini de kullanarak

0—e —
(Pv)(0) = lim(i/ L Z B (m) €™z cot d 5 de

027 v 2 meZ
e —0
/ (m) em=5? cot 2 dw)
+e 2
mGZ

- \/_ Z eimf 4 \/;_ﬂ > b (m)e™ (3.14)

oldugunu gosterebiliriz.

m=—oo m=1

(3.14) denklemi ashnda, fonksiyonlarim dagilim anlaminda goriilmesiyle gegerli olan
(3.9) denkleminin terim terim tiirevi alinarak elde edilir (Zemanian 1965).

Eger v(0) fonksiyonu ¢ift bir fonksiyon ise; yani m = 1,2, ... igin 9(m) = 0(—m) ise
o zaman (Pv)(f) nin tek oldugu ve eger v(#) fonksiyonu tek bir fonksiyon ise (Pv)(6)
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nin ¢ift oldugunu gosterecegiz.

Teorem 3.2.3 v(0) ¢ift ise (Pv) (0) tek ve v(0) tek ise (Pv) (0) ¢ifttir.

Ispat: Ik olarak v(f) cift ise © (m) = © (—m) dir. Buna gore

(Pv) (=) = _\/%Z@(_m>ei(—m)(— \/% Z ei=m)(=0)

= — \/22_7T ZZI@ (m) e™? — \/22_7T _Z 0 (m) ezm‘g]
- _ _\/Zz_ﬂ- :Z @( zm9 sz]
= —(Pv)(0)

oldugundan (Pv) (6) tektir.
Simdi v(6) tek ise 0 (—m) = —0 (m) dir. Buna goére

(Pv)(—0) = - ! i@(—m)ei(_m)(_e)vL ! Z o (—m) e

= _\/%m_z b (m) zm&_i_Ez eimd

oldugundan (Pv) (6) cifttir.
(3.14) denkleminden asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.4 P nin ™ Gzfonksiyonlarina karsihk gelen 6zdegerleri

-, m<0
An(P)=4 0 , m=0 (3.15)
+i , m>0

seklindedir.

(3.15) denkleminden P : H" (I') — H" (I") derecesi a = 0 olan bir pseudodiferensiyel

operatordiir.
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3.2.4 Hipertekil Operator

Cift katli potansiyelin normal tiirevi olan A hipertekil operatérii

0 oG

(Nv) (p) = oy Fa—nq(P&)U(Q)qu

_ [ %G (P, q)v(q)dly

r 8np3nq

seklinde tamimlanir. Burada T sembolii, ¢ekirdegin simdi O(r~?) formunda kuvvetli
bir tekillige sahip olmasindan dolayi, integralin Hadamard sonlu kisim anlaminda
anlagilmas gerektigini belirtir. Daha kesin ifade etmek gerekirse, B, ., p civarinda I’

tizerinde uzunlugu e olan bir aralik olmak tizere

iaS <p,q>v<q>drq:hm{ / aS <p,q>v<q>drq—“(p)} (3.16)

rOnyon, e—0 B, Onpong e

dir. (3.13) ve (3.16) denklemlerinin, hesaplama i¢in daha uygun olan ¢ — 0 limi-
tini gerektirmeyen alternatif tanimlart Amini and Maines (1996) da verilmigtir. Maue
(1949) ve Mitzner (1966) N yi normal tiirevlerin yerine tegetsel tiirevleri igeren agagida
belirtilen formda yeniden yazmuslardir (Burton and Miller 1971, Martin and Rizzo
1989).
o [ oG
=——1[ — ar
W) = 5= [ S ()i
oyleki bu ifade N nin bir Cauchy esas deger integralinin tiirevi olarak davrandigim

gosterir.

Yaricapr a olan bir ¢ember durumunda, ¢ tegetsel ve s yay uzunlugunu gostermek

lizere
dt = ds = adf

dir. Boylece

—27

1 d 6, — 0,
(Nw) (0,) = Tradn, ) , C0t< 5 )'U(Qq) o, (3.17)
elde edilir.
Yani, bir ¢gember iizerinde, N/
1 d
W) (0) = 5 —5(Pv) (6) (3.18)
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ile verilen Hilbert operatoriiniin tiirevi gibi davranir.
(3.17) denklemindeki integral isareti altinda tiirev alarak

—27

_ b4 Oy — by
(Nw) (0,) = Tradd, ) , cot( 5 )v(ﬁq)dQQ

Iy O AV R
4m/0(2) 2(@) (6) d0

S1n

—27
I (@)mgwq (3.19)
0

8ma

operatoriin hipertekil formunu elde ederiz. (3.14) denklemini (3.18) denklemi icinde

kullanarak
1 d
Nv) (1) = Q_aE(PU)(ﬂ
L LA S e — Y gy
© 2adt | 2w V2 £~
(A

m=—00 m=1
1 1 —1 0o
= =—|—=m b (m)e™ — ——m b (m) e™
2a[%m_mu S ot

bulunur.
Daha 6nce oldugu gibi fonksiyonlarin dagilim anlaminda goriildiigiinde (3.14) deklemi
nin terim terim tiirevinin almmasi gegerli olacaktir (Zemanian 1965). (3.20) denkle-

minden agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.2.5 N nin ™ Gzfonksiyonlarima karsilik gelen dzdegerleri

0 , m=0
An(N) =9 |m| m#o (3.21)
2%

seklindedar.
(3.21) denklemi, N nin, Vr € R i¢in N : H" () — H"' (T) ifadesini gercekleyen

bir kez daha tiirev operatori oldugunu ifade eder.
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3.3 Cember Uzerindeki Helmholtz Integral Opera

torleri

Zamana bagl harmonik dalga hareketini yoneten (V2 + k?)¢ = 0 Helmholtz denkle
minin simir integral ¢oziimii, pratik acidan ¢ok fazla kullamighdir (Amini, Harris and

Wilton 1992). Bu operatériin ana pargasi Laplacian operatoriidiir.

Hangi tek kath, ¢ift kath ve hipertekil Helmholtz potansiyel operatérlerinin bunlarin

Laplacian durumlarindan elde edilecegini acik bir sekilde verecegiz.
Helmholtz operatorii i¢in genel ¢oziim
r=|p—qd

ve k € R dalga sayis1 olmak iizere

1

4H0‘”(lm«) (3.22)

ile verilir. J,ve Y,, sirasiyla birinci ve ikinci ¢esit Bessel fonksiyonlar: olmak tizere

HY (2) = J, (2) +1Y, (2)

ifadesi tamsay1 dereceli Hankel fonksiyonunu gosterir. Hankel fonksiyonlarinin agagida

belirtilen ozelliklerine ihtiyacimiz olacak (Abramowitz and Stegun 1974).
C=[2/m)(In2 —=7)] +i

ve

N = 0.5772...

Euler sabiti olmak tizere

(d

2 () = ~H (2)

7O
diHy) (2) = H(()l) (2) — 1 (2)
Z 5 B z (3.23)
iHY (z) = —;lnz+C+Elnzz+(9(z2), z—0
2
\ inl)(z) = E—%lmzﬁLO(z), z—0
dir.
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3.3.1 Tek Kathh Helmholtz Potansiyeli

Tek kath Helmholtz potansiyel

(Lxo)(p) = / Gu(p,@)o (q)dTq, p €T

ile tanimlanir.

D sabiti yalmzca k ya bagh olmak iizere (3.22) ve (3.23) denklemlerinden

' 1 k?
Gy (r) = iHél) (kr) = ~5- Inr+ D + 16_7TTQ Inr? + O (r?) (3.24)

agihmini elde ederiz. (3.24) denkleminin sag tarafindaki ilk terim, Laplace denklemi
icin Green fonksiyonudur. Sabit ¢ekirdek fonksiyonu sonsuz diizgiin operator tanimlar

ve biraz sonra H* — H*™3 ye r? Inr? cekirdekli bir R operatorii icin

oldugunu gosterecegiz. (3.24) denkleminden L : H* — H*™! ve nitel olarak £; nin

davranisi £ ninkine benzerdir.

I' sinir1 bir ¢cember oldugu zaman Helmholtz potansiyel operatorleri 6zfonksiyonlar:
olarak m € Z igin e"™ fonksiyonlarina da sahiptir. Bu durumda £;, nin 6zdegerlerinin,

Jm ve H,,, m derecesinden Bessel ve Hankel fonksiyonlar1 olmak {izere,
A (L) = {(im/2) Ty (ka) Hy, (ka)}

seklinde oldugunu agikca bulabiliriz (Kress 1985). Amini (1993) daki sonuglara uygun

olarak .J,, ve H,, nin uygun acilimlar: icin
A (L) = A (L) + O (K*/m?®)

seklinde oldugunu acik olarak gosterir.

3.3.2 Cift Katli Helmholtz Potansiyeli

(3.2) denkleminde oldugu gibi Helmholtz ¢ift kath potansiyel operatorii

oG

(Myo) (p) = e (p,a)o(q)dly pel

seklinde tanimlanir.
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Bir ¢ember iizerinde ¢ekirdegi

ikr
8a

8Gk or 8Gk . ( T') (_’Lk Hl(l) (k’l‘) (325)

_ (N (R _
ong  Ong Or 2a 41 (kr))

ile verilir.

Boylece, (3.23) denkleminden

0G, 1 Ko,

— = —— 4+ —7“1 O (r? 3.26
Ong 4 * 167Tr nre (T) ( )
elde ederiz. Burada sabit terim bir sonsuz diizgiin operator olan M operatoriiniin
gekirdegi olarak belirlenir. Bu nedenle My, R operatorii ile yonlendirilir. R nin

doniigiim ozelliklerini ortaya koymak amaciyla onerme (2.0.10) de r = 2asin 5 ol-

mak {tizere [ = fOQW r? Inr2e™idt ile verilen I integrallerine ihtiyacimiz olacaktir.
(3.26) denklemi ve (2.8) denklemi birlikte, sabit & i¢in

a’k? 1
4 |m[(m?—1)

Am (M) =~ =0 (m™*) m — +o0 (3.27)
oldugunu gosterir.

Bu durumda (3.27) denklemi, R ve dolayisiyla M, bir ¢ember iizerinde Vs € R
icin H* — H**t3 doniisiimii oldugunu gosterir. Burada, bir ¢ember {izerinde M,
operatoriiniin, derecesi —1 olan genel bir diizgiin siir iizerinde oldugundan daha

diizgiin oldugunu ifade edelim. Kress (1985) ten M} nin 6zdegerleri
A (M) = —(1/2) + (iw/2) kJ] (ka) H,, (ka)

esitligi ile verilir. Burada Amini (1993) deki J/ ve H,, nin uygun asimptotik agilimlar

(3.27) denklemine benzer sonuglar verir.

3.3.3 Hipertekil Helmholtz Operatorii
M, nin normal tiirevi N, ile gosterilir ve

0 0Gy,

(Nio) (p) = s )i Ong (p,a)o(q)dly, perl

dir.
Laplacian durumunda oldugu gibi, sonuc hipertekil integrali Hadamard sonlu parcasi

anlaminda yorumlamak kosuluyla tiirevi integralin i¢ine alabiliriz. Bu durumda

0?r 1 or Or
=~ npnqt+ 55—

Onpdng Ong Ong
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olmak tizere cekirdek

N oG, O*r 9*Gy Or Or

Onpdng  Or Onpdng * Or? Ong Ong

seklinde yazlabilir.

Bir ¢ember iizerinde bu ifade

or _ 1/
onpdng T 4a?

haline doniisiir ve (3.23) denklemini kullanarak

82Gk 1k (1) ik2T2 (1)
OnpOng - EHl (kr) = 16a2 Hy (kr)
1 k2
= 2WT2—EIHT—|—O(1),T—>O
bulunur.

(3.28)

Boylece N, +1 derecesinden N operatorii ((3.19) denklemi) ile domine edilir iken

esitligin sag tarafindaki ikinci terim —1 derecesinden tek kath Laplace operatoriine

kargilik gelir. Ayrica bu durum uygulamada N0 yi, Burton (1973) da tavsiye edildigi

M) () = (N = = ) (0) 4 (N0) ()

formunda hesaplamamiz gerekmektedir.

N nin 6zdegerleri Kress (1985) de

Am (Ny) = (im/2) (ka)? T}, (ka) H), (ka)

+ 5 (Lo) ()

olarak verilmektedir ve Amini (1993) deki J/, ve H/ nin uygun acilimlari, bizim

burada yaptigimiz analizle uyum halinde olan sonuglar1 verir.

3.4 Ayrik (Discrete) Simir Integral Operatérleri

Sinir eleman yoéntemlerinde A¢ = f operator denklemi genellikle, ¢ nin, pargali poli-

nom yaklagimina dayanan diizenleme yontemlerini kullanarak, A, ¢, = f, seklindeki

denklemlerin tam lineer sistemini elde edecek sekilde farklilagtirilir. Genelde siir ele-

man matrisinin elemanlari, {p;} diizenleme noktalar1 ve {v;} kompakt destekli taban
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polinom fonksiyonlar1 olmak iizere

(An>z'7j - /FK (pZu q) ] (q) drq

denklemi ile verilir. Bu kisimda matrisin elemanlarim1 analitik olarak hesaplamak
amaciyla sadece parcali sabit taban fonksiyonlarini ele alacagiz. Diizenleme nokta-
lar1 olarak her bir elemanin orta noktalar: alinacaktir.

Sonuglar nitelik olarak Helmholtz operatorleri ile ayni olacagindan, analizimizi Lapla-
cian operatorleri ile sinirli tutacagiz. Siirin 6zel geometrisi ve pargali sabit yaklagim
uzayimmizin dogasindan, L, M ve N simir eleman matrislerinin tiimii simetriktir ve
dolanir iken P yalnizca dolanir olduguna dikkat ediniz. Bir Toeplitz matrisinin her
bir kosegen tizerinde sabit giriglere sahip olmasiyla karakterize edildigini hatirlayimiz.
Bir bagka ifade ile baz1 av_p, 11, 0_py2, -+, 0, -+, p—1 skalerleri icin A; ; = «;_; dir.
Dolanir bir matris, satirlarin gevresine sarildigi bir Toeplitz matrisidir. Bagka bir de
yisle, o 1 = a1, 09 = @9, - - @_, 11 = a7 olan bir Toeplitz matrisidir. Bu nedenle
dolanir 6zellikteki bir matris sadece birinci satiry, (Ajy, Ajg, -+, Ay,), ile tamamen

belirlenir.

3.4.1 Parcali Sabit Taban Fonksiyonlari

Cemberi n esit parcaya bolelim ve parcali sabit taban fonksiyonlarini 6, = A0

1=1,...,n
ve
A0 = (2m/n)

olmak {izere

v (S) _ { 1, S € [Qi—hgi]

0 , diger durumda

ile tanimlayalim. Bu kisimda v; ifadesini ayrik operatorlerin spektral analizine uygun
olacak gekilde yazalim ve bazi yararh ¢zdeslikler elde edelim.

v; nin karmagik Fourier katsayilari, m # 0 ve

qg = mAf
= m(@z—Ql,l)

= m@z — m@i,l

44



olmak {izere

0;
e ims o (efszZ efszZfl)

1
NoT: V2rm
0i—1

_ 1 ? —im0; € !
= —— ¢ 1-— -
o m e—imbi
7

- _ - " —imb; (1 _ e—imai_l—(—imﬁi))
2T m
1 7 _. A .
— _ie—zmé’i (1 o e—zm9i71+zm9i)
2rm
= Liefim&' (1 _ ei(méifmei,l))
2T m
L v e ‘
= Gamt At 3.29
2T m ( ) ( )

2
ile verilir ve m = 0 i¢in ve Af = T olmak iizere

n
1 o, 1 0;

0; (0) = — —i0sq :—_/ d
; (0) = /9“6 S =), s
1 1
= —(0;,—0;_1) = —A0

\/\/E_w
1 2 2w/ 27
- ()2

n2m

= |cosmb; — isinmb; — cosmb;_; + isinmb;_1|

= |cosmb; — cosmb;_1 + i (sinmb;_; — sin m@i)]2

2
= (\/(cos mb; — cosmb;_1)> + (sinmb;_; — sin m@i)2>
= cos?mb; + sin® mb; + cos® mb;_, + sin®> mb;_,

—2(cosmb; cosmb;_1 + sinmb; sinmb;_;)
= 1+1—2cosm(0; —0;_1)
= 2(1—cosm(0; —0;_1))

0, —0;_4
= 4sin? S
smm( 5 )
21
= 4sin? o
smm<2)

= 4sin? <m>
n
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oldugundan (3.29) denkleminden

.12
[0 (m)|* =

_ e—ima,-_l }2

le—imai

7

2
1 1 .o (mm
= %( H) tsin? (2F)
2
= =2 sin? (ﬂ) (3.30)
m n

elde edilir ve (3.5) denklemini kullanarak

27r 9 . mm
il = + 37l 2 o] 2sin? (M)
m#0
1 oo
27T o 2 —9 . mT o 2 —9 . mT
- ﬁ* D2 Il 2 pmfsin® () 4 37 pmf® s ()
m=—00 m=1
= Zm —m 2 sin (mﬂ) Zm —m 2 sin (m7r)
n
2m mm
— 2T L 2 2(_)
2 + mz_lm 7Tm sin
2T 4 & ) mm
= g ()
21 A 1, mm
AR e (5) (3:31)
buluruz.
e (T = 2 | [P (7 = |m2)

—2(1-r)

oldugundan ve > °_ m serisi r < 1/2 i¢in sonlu oldugundan (yakisaklik icin)

karsilagtirma testinden dolayr > 7, m sin? (%) seriside r < 1/2 ise sonludur.

Bagka bir deyigle her r < 1/2 i¢in v; € H" dir.

1
Simdi (3.31) denkleminde r = 3 yazarak v; ¢ H*/? oldugunu yani serinin raksadigini
1
gosterecegiz. (3.31) denkleminde r = 5 yazilirsa

2 4 1 mm
2 * Z . 2
leillzer = 2T = p20-3) S ( n >

21 A=l ., mm
= wrr a7
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00 0 _ 2mm
S Lo (M) = 3 (&)
m—lm n m=1 2

(3.32)

elde edilir. (3.32) denkleminin sag tarafindaki ilk toplam simrsiz harmonik seridir

ve ¢; (3.8) denklemi iginde oldugu gibi tamimlanmak iizere, ikinci toplam ¢, (27/n)

ifadesine yakimsar. Bu v; ¢ H(/?) oldugunu gosterir.

r =0 igin (3.31) denklemi

2 2m 4 1 ., /m7
el = 5+ 7 22 e ()
m=1

sekline doniigtir.

Ancak £? = H° uzay1 tizerindeki normlarin standart tanimindan
0;

2

lonll2 = / P d =0, — 0, = A0 = 2T

n
0;i—1

oldugunu goriiriiz. Bu sonucu (3.33) denkleminin iginde kullanarak
2r 21 A= 1 .,/ mm

Tt e ()

ve buradan daha sonraki boliimlerde ihtiyag duyulacak olan

2

=1 .,/ mr ™ (1 1
§i= D psin (T>:7(5_¥>

(3.33)

(3.34)

serisinin degerini buluruz. (3.34) esitliginin bir bagka ispat1 Sonug (2.0.12) verilmistir.

Simdi bu ¢alismadaki analizimize uygun olacak gekilde v; nin Fourier serisini hesapla
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yalim:

(ems=0a) — e=m(=00) = cosm(s — 0;) + isinm(s — 0;)
—(cosm(s — 6;) —isinm(s —0;))
= cosm(s—0;) +isinm(s —0;)
—cosm(s — ;) +isinm(s — 6;)

= 2isinm(s —0;)

ve benzer sekilde

(emm(smbitAl) _ omim(s=0itA0) — 9isinm(s — 0; + AD)

oldugundan

V; (S) = — Z f]z (m) eims

1 1 1 —imb; —imb;_1 ims

e L (e

mt

- nt => — [(eT0) — T I)) — (O AN — im0 AD) |
Ly 25 L um (s — 6+ A9) — sinm (s — 6,) (3.39)
— 4+ — — [siInm (s — 0; —smmis —0; :
n o w m

bulunur. Acikea s1/2 = (1/2) (6; + 0;—1) = (7/n) (20 — 1) civarinda v; bir cift fonksiyon-

2
dur, boylece s = 515 + 0 alimirsa A0 = 0; — 0;_; = il olmak tizere
n

sinm(sl/g—l—e—ei—l—AH) —sinm(sl/g—l—e—t%)
bt L o_p, 40, —9“) — sinm (9 4 b +9—9¢)

_|_

= smm 5 5 5

0i1 ) 0i1  0;
- +9)—smm( 5 —5—1-9)

(0: — ;1) + 9) _sinm <—%(0@- 0, )+ 9)

12
—1—0) —sinm (———W +6’>
2n

| |2

I
2.
5
3

I
2
=
3
TN N N NN

Il
[\
0
=
3
3/\3|>1 DOl — N = o
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oldugundan

1
V; (81/2+9) = E‘i‘

bulunur.

(3.36)

3.4.2 Ayrik Tek ve Cift Katli Operatorler

L tek kath operatoriinii ayriklagtiran, L sinir eleman matrisinin elemanlarimi bulmak

i¢in diizenleme noktalarindaki (Lv;) (s) ifadelerine ihtiyag duyariz. (3.9) denkleminden

3 (0) = —alnab; (0) ve 1, (m) = a;iﬁ)

olmak {izere

1 ~ ims
(Lv;) (5) = w; (s) = NGz Z w; (m) e

meZ

elde ederiz.

m %0 (3.37)

(3.38)

Dolayisiyla simdi (3.5) ve (3.30) denklemlerinden

lwilly =

(@i ()7 + ) [m[*" i (m)?

m#0

2m s A~ 1, mm
= — (alna) —l——zmsm (T)

n? T =

elde edilir. Burada seri 4 — 2r > 1 ise r < 3/2 i¢in yakinsaktir ve £ : H" — H" !

sonucu ile tutarhdir. Ozellikle 7 = 1 igin, (3.34) denklemi kullanilarak

lwillfy =

n? 2 \n n?
2r ,  a’m aPm

= e o

_ 4ma® (Ina)? + a®mn — a?n

B 2n?
0/27'(' 2

= ﬁ{él(lna) +n—1}
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elde edilir. Simdi (Lv;) (s) yi bu kisimdaki 6zdeger hesaplamalarina uygun olacak
sekilde yazalim. (3.29), (3.38) ve (3.37) denklemlerini kullanarak ve birtakim basit

igslemler ile
im0 — gmimbiny] gims . [(im(s=0) _ gim(s=0i1)) _ (gmim(s—0) _ gim(s=0:1))]
= [(cosm (s —0;) +isinm (s —0;)
—cosm (s —0;_1) —isinm (s —0;_1))
—(cosm (s —0;) —isinm (s — 6;)
— (cosm (s —0;_1) —isinm (s —0;_1)))]
= [cosm(s—6;)+isinm(s—6;) —cosm(s—0;_1)
—isinm (s —60;_1) —cosm (s —0;) +isinm (s — 0;)
+cosm (s —0;—1) —isinm (s — 0;_1)]
= [2isinm (s —6;) — 2isinm(s — 0;_1)]

= 2i[2sin m(s — 0 _28 + Hi_l)cos m(S — 0 +2S — gi_l)]

‘ l . (91‘ - 91-1) (Qi + 0,4 )1
= —43 |sinm 5 cosm T_S

= —4i [sinm cosm (% (20 —1) — s)]

n

ve boylece

alna

(‘avl) (S) = - + Z |m| 7””01' _ e*im9i71j| eims

n

_ _alna i ﬂ i L[(eim(s—ai) _ eim(S—ei—l))

n Am e~ m?
. (e—im(s—ei) . e—im(s—ei,l))]

1 =1
— ana+g —sm( )cosm(z(%—l)—s>
n

™
m=

denklemini elde ederiz.

(Lv;) (5), s = s1/2 de bir maksimuma sahiptir ve degeri

] =1
(Lv;) (81/2) = ana+g —sm( )cosm(Z(Qi—l)—sl/Q)
T
alna a4 —= 1 T, T,
= +— —sm( >cosm<—(2@—1)——(22—1)>
™ n n
= alnaJrﬁ ism( ) (3.40)
T
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dir ve s = 0,_; ve s = #; noktalarinda siireklidir ve

alna a~= 1 T
(Lv;)(0;) = — - —i—; : %811{1(7)008771(%(22—1)—9@)

| 1 1

_ _CL na E _28in m) COSTTL( (9 +QZ 1) 9)
n TA=m n 2
alna  a ~—

- ety L
n (et

dir.

L g¢embersel matrisi, s = (7w/n) birinci diizenleme noktas: i¢in (Lv;) (s) ye karsilik

gelen matrisin, birinci satir1 ile tamamen tanimlanir. Bu nedenle

1 — 1
(Lv;) (Z) . na+g —sm( )cosm(z(%—l)—z)
n et n n
1 = 1
= ana+g —sm( )cosm—(?z—l—l)
7r
m=1
= —alna—l—g Lsm( )cos (me (z—l)) (3.41)
™ n

dir.

Bu boliimde son olarak, (3.11) denkleminden

1

(Muv;) (s) = —5—

o (3.42)

esitliginin elde edilecegini belirtelim. Bu sonug ayrica, n tane elemanin arasin —(1/2)
ye bolerek Gauss integralinden de elde edilebilirdi. Bu durumda, cift katli potansiyel
operatoriiniin ayriklagtirihigt olan M sinir eleman matrisi, tiim elemanlar1 —(1/2n) ye

esit ranki 1 olan bir matristir.
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3.4.3 Ayrik Hilbert Operatorii

(3.14) ve (3.29) denklemlerini kullanarak, p; (0) = 0 ve m # 0 igin

1 1
pi (m) :_EW

(e—imei _ e—imei,l)

olmak {izere

1 N ims
(Pvi) (s) = pi(s) = \/_2_7r sz' (m)e

meZ

elde edilir. (3.30) denklemi,

olur. Boylece, r < 1/2 i¢in sonlu olan

4 & 1 mr
2 . 2
I = 2 3 s i ()

m=1

P :H" — H" ile uyumludur. Ozellikle r = 0 igin (3.34) denklemi kullanilarak

4 472 (1 1
i = 25=2% (- %)

egitligini elde ederiz. Ayrica,

00 -1

(PUZ) (S) — _%{mZ:l %[e—imai - e—imﬁi_l]eims . m:ZOO% [e—imai - e—imﬁi_l} eims}
— _i f: l {(e+im(3791) + efim(sf&)) . (eim(379i+A9) + efim(379i+A9))}
2T —m

1 1 .
= —%W;E{(Cosm(s—gi)—I—zsmm(s—é’i)

+cosm(s —6;) —isinm(s — 6;))
—(cosm(s —6; + Af) +isinm (s — 0, + A0)
+cosm(s —0; + AO) —isinm (s — 0, + Af))}

= —EZ%{cosm(s—Hi)—cosm(8—9i+A9)} (3.43)
T
m=1
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yazabiliriz.
(3.43) denklemi

)

(Pui) (5) = —%2%{‘2“”(8_9#;_&l)smm<8_9i_28+9“>}
= 2> L (2O (-
LS ) an(3)
- <230 (s - 0) s ()
- 25 (- (Zi- =) s (25))

sin (m) sinm (% (20 —1) — S)

n

seklinde de yazilabilir. Ayni1 zamanda

1 _
(Pv;) (s) = ), cot (%) dq
11 1 (q— s) bi
= —=In|sin
27T D) 2 01

l {ln sin <9i_8)‘ — In [sin (91’1 _S>‘}
T 2 2

. 61‘—8 . 5_61'
| sm( 5 ) | sm( 5 )

;ln in 91‘,1—8 _7T in 8—91‘,1
i 2 i 2

(3.44)

(3.45)

oldugundan, bu ifade (3.44) denklemindeki toplamm degerini bulmanuz saglar. Ozel

olarak, ilk diizenleme noktas1 s = T icin (3.43)-(3.45) denklemleri
n

(Pui) (s) (%)

n
1 1 2
= — — sin <m> sin =8 (1—1)
2w~ m n n
sin —— (2i — 1)
= —In 2n
"t @i
smzn(z

seklini alir.
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3.4.4 Ayrik Hipertekil Operator

(Nv;) (8) = 2 (5) = — 5 (m) €™

——10;(m) , diger durumda

elde edilir.
(3.30) denklemi kullamldiginda

2 m?| 2| mm
5. 2 — — _2 R
|Z; (m)] W‘ | e sin ( - >

1 ., <m7r>
= sin® [ —
2ma? n

ve buradan r < —(1/2) igin yakinsak ve A/ : H" — H"~! ile uyumlu olan

1 = 1 mm
2 . 9
|zl = —5 D — 5 Sin (T)

Ta? ;=

elde edilir.

lgingtir ki Dirac delta fonksiyonu, r < —(1/2) olmak {izere bir 27 periyodik dagilim
olarak H" [0, 27| Sobolev uzayna aittir. Eger 0 < s < 27 i¢in 6, (s) = 6 (s — 6;) ise

>

1 .
—zmtdt e—zin

m/5 Vi

dir ve (3.5) denklemini kullanarak ve

= |cos (m#;) — isin (mb;)[?

- (\/0082 (m#0;) + sin® (m&i)) 2

= (\/T>2:1

esitliginden faydalanarak r < —(1/2) icin yakinsak olan
”57«”3-# = <1 + Z |m’2r —imb; } ) (1 + Z |m‘2r>
m#£0 m#0

elde edilir. v; lerin #;_; ve 0; de siireksiz olmasi ve N nin tiirev yapisindan dolay,

Nw; lerin Dirac delta fonksiyonelleri gibi aym1 Sobolev uzayinda yer almalar: siipriz
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degildir.

(3.19) denkleminden ve sonlu kisim hesabindan sonra, hipertekil operatoriin degerini

Vo) (s) = LZ,. (Q;S)dq

2 2
1 91'_1 — S 01 — S
= I {COt < 5 ) — cot ( 5 >} (3.47)

seklinde buluruz. Bu denklem iyi tamimhdir ve 6;_; ve #; noktalar1 disinda diizgiindiir.

Ancak, Nv; nin Fourier serisi agihmi (temsili), alisilmig £2 anlaminda yakimsamaz.
Aslinda, (3.18), (3.43)-(3.45) denklemlerinden

(Nvy) (s) = 21&; (Pv;) (s), 0<s<2m, s#0;,_1,0;
= %FP Z {sinm (s — 6;) —sinm (s — 6; + Af)} (3.48)
(Nwv;) (s) = —%FP Z sin (%) cosm (% (20 —1) — 8)

- e (B) e (2 o

elde ederiz. Burada FP ifadesi, serinin genellegtirilmig bir fonksiyonu ifade ettigini ve
aligilmig anlamda yakinsayamayabilecegini ayrica bu iraksak serinin sonlu bir pargasi

olarak (3.47) denklemindeki degeri alabilecegimizi hatirlatmak iizere kullamlmigtir.
s = m/n ilk diizenleme noktasi igin, (3.48) ve (3.47) denklemleri

(Nw;) (%) = 2a7rFP Z {sm — (20— 3) — sin = (20 — 1)} (3.50)

n

1
- —(2i —3) — _2_1}
4a{cot2n(z 3) cot2 (21 )

halini alir.

(3.50) denklemini, matris 6zdegeri hesabimiza uygun olacak gekilde yazmak i¢in agagida

belirtilen 6nermeye ihtiya¢ duyariz.
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Onerme 3.4.1 (,n € Nile { ¢ nZ icin

n 0, ¢ ¢ift ise

Z sin Em_w = l
—~ n ) cot (—W) , U tek ise
m= 2n

Ispat. Istenen toplamm Y | ¢/™™/m) = cos (“22) 4+ sin (£21) geometrik toplamimn
sanal kismi oldugundan ispat kolayca elde edilir.

Simdi, Onerme 3.4.1 de r = 1 veya 3 olmak iizere { = 2i — r yazilirsa (3.50) denkle-
minden

W (2) = 2
1
4

sin ot (27 — 3) — sin = (27 — 1)}

n n

oomm [(21—3—20+1 mm (21 —3+21—1
2s8in — CcoS —
n 2 n 2

{
A

_ ﬁ S {2sm (”;”) cos 27;” (i — 1)}
{

m=1
-2 — 2
= — sin (E) cos 18 (1 — 1)}
ma e~ n n
1 & mm 2mm
= —— in (— — 1 3.51
() e 2 oa

elde edilir.

3.5 Ayrik Operatdrlerin Ozdegerleri

Son olarak, bu kisimda ayrik operatorlerin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini elde edecegiz.

Bir A dolanir matrisinin \; (A) 6zdegerleri matrisin ilk satir1 olan v nin ig ¢arpim

2ikm /n (

ile verilir ve k =0,1,...,n —1icin t, = e birimin n inci kokiinden biri) olmak

T
tizere wy, = ( 1ot 2 - ! ) ozvektorlerine sahiptir (Davis 1977).

3.5.1 M Matrisinin Ozdegerleri

M operatoriiniin ayrik karsi parcasi olan n X n tipindeki M matrisi, yukaridaki islemin

kullanimina yonelik basit bir ¢rnek sunar. (3.42) denkleminden, M nin ilk satiri

1 T
v:——<1 1 .. 1) e R”
2n

dir.
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T
k:zOoldugundayanitO:1veW0:(1 1 ... 1) iken,

1
)\0 (M) = V.Wg = —5

bulunur. k£ # 0 iken, ¢} = 1 oldugundan,

1 &,
)\k(M) = V.Wk:—%;tkl

B 1 [1—1t}
2 \1—t

=0

dir.

Bu nedenle bir rankli M matrisinin sifir olmayan 6zdegeri yalmzca —(1/2) dir. (3.12)
denkleminden bu durumun M siirekli operatorii ile tam bir uyum halinde oldugu

goriiliir.

3.5.2 L Matrisinin Ozdegerleri

(3.41) denklemi L matrisinin ilk satirimin elemanlarim verir. wy, 6zvektorleri ile skaler

carpimi alinirsa

- alna a<=~ 1 . /mm 2mm . i
)\k(L):Z{— - +;Zﬁsm<7>xcos< " (z—l))}.tkl

i=1 m=1

seklindeki 6zdegerleri elde edilir.

Eger ty = 1 olmak {izere k = 0 ise, acikca

Ao (L) =) (Lv) (w/n)

sabit tzfonksiyon iizerinde £ nin hareketine karsilik gelen matrisin satirimin toplamidir.
Dolayisiyla (3.10) denkleminden Ao (L) = —alna ifadesi elde edilir ve bu ifadenin
siirekli £ operatoriiniin 6zdegeri ile ayni oldugunu goriiriiz. Eger a = 1 ise, matrisin,
L tek kath operator olarak, tekil oldugu goriiliir.
k=1,...,n—1igin, Y.i  ti"" = 0 oldugundan,

O~ 1 . /m7 2mm . i1
M (L) = ;;lesm<7)cos - (i —1)t,




olur.

Bu ifadeyi sadelestirmek icin Onerme 2.0.13 de verilen teknik énermeye ihtiyac du-
yariz. O halde Onerme 2.0.13 den

(L) = %(g);{(k —I—lrn)2 sin((k —I—Tz”n)ﬂ (n_k1+rn)2 Sin((n—kqj—rn)w)}
an . (k1 — , 1 1
T o St (7) ; (=1) {(k + m)2 * (n—Fk+ rn)Q} (3:52)

elde edilir. 1 < k < n olmak {izere ilk 6zdegerler n — oo icin

A (L) ~ %]%T {%4—(9(712)} R %
seklinde davrandigim goriiriiz. Bu ise diisiik dereceli 6zdegerlerinin, n=2 dereceden
hata ile operator tzdegerlerine yakinsadigimi gosterir. (biiyiikliik bakimindan) igin
maksimum 6zdegeri £ = 0 ya da 1 i¢in ortaya gikar. Ayrica, k = 1,..., kpax igin
ML = N (L) oldugundan (burada eger n ¢ift ise kpax = (n/2) — 1 ve eger n tek ise
Fmax = (n—1)/2 dir) A\o(L) ve n cift ise A, 2(L) basit 6zdegerleri digindaki 6zdegerleri
ciftler halinde ortaya cikar.

3.5.3 P Matrisinin Ozdegerleri

(3.45) denkleminden de goriilebilecegi gibi P matrisi dolanirdir ancak simetrik degildir.

L ve M nin 6zdegerlerinin hesaplanmasina benzer sekilde
2= 1 M\ 2mm ;
A P:—E — g <_>§ 3 1 tz—l
v (P) 7rm:1msm n /= S ( n (i )) k

elde ederiz. Bu ifadeyi basitlegtirmek icin 6nerme 2.0.14 deki (2.10) esitligine ihtiyag

duyariz. Bu kullanildiginda

A (P) = n?ism (Z_W) >y { G —l—lrn) e zcl+ ) } (3:53)

bulunur.

1 <k < nigin, sin[(n — k) / (n7)] = sin (k7 /n) esitligi kullanilarak, P nin ilk bagtaki

ozdegerlerinin
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seklinde hareket ederken sonraki 6zdegerlerinin

An—k (P) ~ mkn (_l> = —1

T™n k

seklinde hareket ettiklerini buluruz. Bu sonuglar (3.15) denklemi ile verilen siirekli

operatoriin ozdegerleri ile uyumludur.

3.5.4 N Matrisinin Ozdegerleri

(3.51) ve (2.9) denklemlerini kullanarak N matrisinin 6zdegerlerini
A (N) = b Y sin <m> icos 2mm (i —1) )t
g  2ma — n /= n F

B (5) (5]
= (’f_ﬂ)
2ma n

buluruz.
Ozel olarak \g(N) = 0 dir, yani N matrisi tiim a lar igin tekildir. Bu ise A/ siirekli

operatoriiniin sabit 6zfonksiyonlu sifir 6zdegerine karsilik gelir. Bir kez daha L matrisi
i¢in oldugu gibi 6zdegerleri ciftler halinde ortaya cikar.

k nin kiigiik degerleri i¢in

)\k(N)%—L <@> —>—£, n — oo

2ma \ n 2a

(3.21) denkleminde verildigi gibi bunlara kargilik gelen A\, (N') 6zdegerlerine yakinsar. n
Gift ve k =n/2 ise

Amax (N) = ——

 2ma

bir en biiyiik 6zdegerini (biiyiikliik bakimindan) elde ederiz.
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