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ÖZET 

 
 
 Bu tez çalışması 4 bölümden oluşmaktadır.  
 Birinci bölümde, klasik harmonik fonksiyonlar ve harmonik morfizmlere kadar ulaşan 
tarihçesi ile, Weierstrass gösterimi sayesinde harmonik fonksiyonlarla kompleks analitik 
fonksiyonların ilişkisi incelendi. Ayrıca, harmonik dönüşümlerin düzgün varyasyon 
fonksiyonellerinin kritik noktalarının jeodezik eğrileri ve minimal yüzeyleri tanımladığı 
gösterilerek, diferensiyellenebilir manifold, tensör alanları, Riemann manifoldları ve Levi-
civita koneksiyonu gibi temel kavramlar verildi. 
 İkinci bölümde, Riemann manifoldlarının  harmonik dönüşümleri çalışıldı ve bu 
amaçla bir dönüşümün enerjisi, kotanjant uzay ve geri çekilmiş tanjant demetleri üstünde 
koneksiyonlar tanımlanarak Riemann manifoldların harmonik bir dönüşümünün düzgün 
varyasyonu incelendi. 
 Üçüncü bölümde, Riemann manifoldları arasında tanımlanan bir düzgün harmonik 
dönüşüm için genelleştirilmiş varyasyon formülü elde edildi. 
 Dördüncü ve son bölüm ise sonuçları ve bir değerlendirmeyi kapsamaktadır. 
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ABSTRACT 
 
 
 
 This study consists of four chapters. 
 
 In the first chapter, it is given an historical development of the classical harmonic 
functions up to harmonic morphisms and the relation between harmonic functions and 
complex analitical maps by the Weierstrass representation. Besides, it is shown that the 
critical points of a smooth variational functional of the harmonic maps may define geodesic 
curves or minimal surfaces and furthermore in this chapter, it is given some fundamental 
concepts such as differentiable manifold, tensor fields, Riemannian manifolds and the Levi-
Civita connection. 
                                                                                                                                          
 In the second chapter, it is studied harmonic maps of the Riemanian manifolds and 
defined the energy of a map and  connections on a cotangent space and push-backed tangent 
fiber and so it is investigated the smooth variations of a map between two Riemannian 
manifolds. 
 
 In the third chapter, we state and prove the general version of the first variational 
formula for a smooth map between two Riemannian manifolds. 
 
 Finally, the last chapter covers an evaluation of the thesis. 
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1. GİRİŞ 
 
 

1.1 Harmonik fonksiyonlar ve tarihsel gelişimi 
 
 
 Bu kısımda, önce harmonik fonksiyon kavramını tanımlayacağız daha sonraki 
bölümlerde ise manifoldlar arasındaki harmonik dönüşümlerin ve manifoldlar arasındaki 
dönüşümlerin kümesi üstünde birinci varyasyonu tanımlayıp gerilme alanı ile 
ilişkilendireceğiz. 
 Harmonik morfizmlerin tarihçesi 1847 yıllarına Jacobi’nin üç boyutlu uzayda Laplace 
denkleminin çözümlerini aramasına kadar uzanır. Daha sonra 1965 yılında C. Contantinescu 
ve A.Cornea harmonik uzayların belirli koşulları gerçekleyen lokal kompakt Hausdorff 
uzaylar olduğunu ifade etmişlerdir. Örneğin n� , Laplace denkleminin çözümleri olan 
harmonik fonksiyonları kapsayan bir harmonik uzaydır. Genel olarak her Riemann manifoldu 
Laplace-Beltrami operatörünün sıfırları olarak harmonik fonksiyonlara sahip bir harmonik 
uzaydır. Genel olarak böyle bir operatör n� de 
 
 

  
2

, 1 1

0
n n

ij i

i j ii j i

f f
a b cf

x x x= =

¶ ¶
+ + =

¶ ¶ ¶å å                   (1.1.1) 

 
şeklinde bir eliptik denklem ile verilir. Burada ,

ij i
a b  ve c katsayılar olup denklem bir nU Ì �  

bölgesinde Lipschitz koşullarını ve harmonik uzayın topolojik koşullarını sağlar. 
 
Tanım 1.1.1 2:F ®� �  bir 2D Ì �  bölgesinde ikinci mertebeden sürekli kısmi türevlere 
sahip bir fonksiyon olsun. ( , )x y D" Î  için  
 
  ( , ) ( , ) 0

xx yy
F x y F x y+ =  

 
koşulu sağlanıyor ise F ye D üstünde bir harmonik fonksiyon deriz. 
 
Harmonik fonksiyonlara ısı dağılımı ve elektrostatik potansiyeller konusundaki 
uygulamalarda sık sık rastlanır. 
 
Eğer D Ì �  ise ve F , D bölgesinde tanımlı bir analitik kompleks değişkenli fonksiyon ise bu 
fonksiyonu reel ve imajiner kısımlarına  
 
  ( ) ( , ) ( , )F x iy u x y iv x y+ = +   
 
biçiminde parçalarsak, u ve v her mertebeden sürekli kısmi türevlere sahip olur ve Cauchy-
Riemann denklemleri ile ( , )x y D" Î  için  
 
  ( , ) ( , )

x y
u x y v x y=  ve ( , ) ( , )

y x
u x y v x y= -  

 
yazabiliriz. Bu denklemlerin sırası ile x ve y e göre diferansiyellerini alırsak, 
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  ( , ) ( , )
xx yx

u x y v x y=  ve ( , ) ( , )
yx xx

u x y v x y= -  

 
ve  
 
  ( , ) ( , )

xy yy
u x y v x y=  ve ( , ) ( , )

yy xy
u x y v x y= -  

 
yazabiliriz. Bunları çapraz biçimde taraf tarafa toplayarak 
 
  ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0

xx yy yx xy xy xy
u x y u x y v x y v x y v x y v x y+ = - = - =  

 
ve  
 
  ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0

xx yy yx xy xy xy
v x y v x y u x y u x y u x y u x y+ = - + = - + =  

 
buluruz, böylece eğer F bir 0 0 0z x iy= +  noktasında analitik ise u ve v fonksiyonları 0 0( , )x y  
da her mertebeden sürekli kısmi türevlere sahip olacaklarından aşağıdaki teoremi kanıtlamış 
oluruz. 
 
Teorem 1.1.1 ( ) ( , ) ( , )F x iy u x y iv x y+ = +  fonksiyonu ( , )x y D" Î  için için analitik ise bu 
durumda u ve v fonksiyonları D de harmonik fonksiyonlardır. 
 
Örnek 1.1.1  

  
2

1
( )f z

z
=  fonksiyonu { : 0}z zÎ ¹�  kümesi üstünde analitiktir. O halde 

 

  
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 2

( )

z x y xyi

z z z z x y

- -
= =

+
 

 
yazabiliriz, böylece reel ve imajiner bileşenleri 
 

  
2 2

2 2 2( , )
( )

x y
u x y

x y

-
=

+
 ve 2 2 2

2
( , )

( )
xy

v x y
x y

= -
+

 

 
şeklinde fonksiyonlardır ve bunlar 2{( , ) : ( , ) (0,0)}x y x yÎ ¹�  kümesi üzerinde harmonik 
fonksiyonlardır. 
 
Tanım 1.1.2 u ve v fonksiyonları bir D bölgesinde harmonik fonksiyonlar ve Cauchy-
Riemann denklemlerini sağlarlar ise bu fonksiyonlara birbirinin harmonik eşleniği(konjugesi)  
dir denir. 
 
 
1.2 Öklid uzayında harmonik dönüşümler  
 
 
m- boyutlu Öklid uzayı m�  nin bir açık alt kümesi U ve 1 2( , ,..., )

m
x x x UÎ  olsun. :f U ® �  

veya :f U ® �  şeklinde reel veya kompleks değerli bir f  fonksiyonu için Laplace Denklemi 
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2

2
1

0
m

i

f
f

x=

¶
D º =

¶å                (1.2.1) 

 
şeklinde verilir. (1.2.1) denkleminin çözümlerine Harmonik Fonksiyonlar adı verilir. Bu 
fonksiyonlar matematikte önemli bir yere sahiptirler. Düzlemdeki bölgeler arasında verilen 
konformal dönüşümler Laplace denklemini korurlar. Bu gerçek iki boyutta Laplace 
denkleminin çözümlerini bulmak ve çalışmak için yaygın şekilde literatürde kullanılmıştır.  
İşte bu gerçek yüksek boyutlu reel uzaylarda veya daha genel uzaylarda hangi dönüşümler 
için geçerlidir sorusuna cevap aramak bu tez çalışmasının özünü oluşturacaktır. 
 
Tanım. 1.2.1 M  ve N  Öklid uzaylarının iki açık alt kümesi olsun. Harmonik fonksiyonları 
harmonik fonksiyonlara geri çeken  
 
  : M Nf ®  
 
şeklinde bir dönüşüme bir harmonik morfizm adı verilir. Buna göre V NÌ  bir açık alt küme 
ve 1( )V-f ¹ Æ olmak üzere :f V ® �  fonksiyonu V  üstünde bir harmonik fonksiyon iken  
 
  1: ( )f V-f f ®o �  
 
şeklindeki bileşke dönüşümü de 1( )V-f  üstünde bir harmonik fonksiyon ise o taktirde f  
dönüşümüne bir harmonik morfizm’ dir diyeceğiz. 
 
Jacobi 1848 yılında yazdığı bir makalesinde aşağıdaki problemi incelemiştir: 
“ mU Ì �  açık alt kümesi üzerinde bir :Uf ® �  düzgün dönüşüm ve V Ì �  için :f V ® �  
şeklinde bir V açık alt kümesi üstünde verilen holomorfik bir fonksiyon olmak üzere, f fo  
bileşke fonksiyonunun harmonik olması için f  hangi koşulları gerçeklemelidir”   
Herhangi bir harmonik fonksiyon lokal olarak bir holomorfik fonksiyonun reel kısmı 
olduğundan f  nin Jacobi koşulunu gerçeklemesi için gerek ve yeter koşul f  nin bir harmonik 
morfizm olması gerektiği açıktır. Böylece zincir kuralı ile 
 

  
22

2
1

( )
m

i i

df d f
f

dz dz x=

æ ö¶ f ÷ç ÷D f = Df + ç ÷ç ÷ç¶è ø
åo        (1.2.2) 

 
elde ederiz. f  herhangi bir noktada keyfi birinci ve ikinci türevlere sahip olduğundan düzgün 
f  dönüşümünün bir harmonik morfizm olabilmesi için aşağıdaki iki koşulun sağlanması 
gerektiğini buluruz: 
 

 (i)  0Df =  ve  (ii)  
2

2

1

( ) 0
m

i i

grad
x=

æ ö¶ f ÷ç ÷f = =ç ÷ç ÷ç¶è ø
å      (1.2.3) 

 
Tanım. 1.2.2  Yukarıdaki (1.2.2) ifadesindeki (ii)  koşulunu gerçekleyen düzgün bir 
fonksiyona horizontally (weakly) conformal veya yarı-konformal bir dönüşüm adı verilir. 
Eğer 1 2if = f + f  yazarsak (ii) koşulunun 1gradf  ve 2gradf  nin birbirine ortogonal ve aynı 
norma muhtemelen sıfır norma sahip olacakları anlamına geldiğini görürüz. 
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1.3. Minimal yüzeyler ve harmonik dönüşümler 
 
Bu kısımda harmonik dönüşümlerin minimal yüzeylerle olan ilişkisini araştıracağız, bunun 
için bir dönüşümün enerjisi ve Weierstrass gösteriminden bahsedeceğiz, ayrıca 3�  de bir 
parametrik yüzeyin ortalama eğriliği ile koordinat fonksiyonlarının Laplasyeni arasında bir 
bağıntı elde edeceğiz. 
 
Tanım 1.3.1 2U Ì �  veya U Ì �  açık ve bağlantılı bir alt küme olmak üzere 2C -sınıfından  
 
  3:X U ® �  
 
şeklindeki bir dönüşüme 3�  de bir düzgün parametrik yüzey adı verilir. 
 
dX  türev dönüşümünün birebir olması durumunda 3( )X U Ì �  kümesi üstünde yüzeyin 
 

  u v

u v

X X
N

X X

´
=

´
        (1.3.1) 

 
şeklinde bir birim normal vektör alanı daima bulunabilir. Burada ( , )u v UÎ olup u ve v, 2�  

nin koordinat fonksiyonları ve ,
u v

X X
X X

u v

¶ ¶
= =

¶ ¶
 kısmi türevlerini göstermektedir. Diğer 

taraftan yüzeyin birinci ve ikinci esas formlarının katsayıları sırası ile 
 
  , , , , ,

u u u v v v
E X X F X X G X X= á ñ = á ñ = á ñ 

 
ve 
 
  , , , , , ,

uu uv vu vv
e X N f X N X N g X N= á ñ = á ñ= á ñ = á ñ 

 

şeklinde verilir. Burada 
2 2 2 2

2 2
, , ,

uu uv vu vv

X X X X
X X X X

u u v v u v

¶ ¶ ¶ ¶
= = = =

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
 dir. Buna göre 

yüzeyin ortalama eğriliği  
 

  
2

1 1 2
( )

2 2
eG gE fF

H iz dN
EG F

+ -
= - =

-
            (1.3.2) 

 
şeklinde verilir. Burada dN  yüzeyin şekil operatörünü göstermektedir. N ise literatürde 
yüzeyin birim normal vektörlerini 2S  birim küresi üzerine resmeden Gauss dönüşümü olarak 
adlandırılabilir. 
 
Tanım 1.3.2  (1.3.2) denklemi ile tanımladığımız ortalama eğrilik 0H º  koşulunu sağlıyor 
ise X yüzeyine bir parametrik minimal yüzey  adı verilir. 
 
Şimdi V UÌ  bir kompakt alt küme ve V  nin kapanışı V  olsun.  
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  :h V ® �  
 
fonksiyonu 1C -sınıfından bir fonksiyon olmak üzere 
 
  ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

t
X u v X u v th u v N u v= +                (1.3.3) 

 
dönüşümüne X  in h tarafından tanımlanan bir normal varyasyonu adını vereceğiz. Burada 
( , )u v VÎ  ve ( , )t Î - e e  dır. Şimdi (1.3.3) eşitliğini u ve v ye göre türetirsek, 
 

  t
u u u

X
X thN th N

u

¶
= + +

¶
 

 
ve  
 

  t
v v v

X
X thN th N

v

¶
= + +

¶
 

 
buluruz. Şimdi 

t
X  nin birinci esas formunun katsayılarını , ,

t t t
E F G  ile gösterirsek, 

 
  2 2 2( , , ) ,

t u u u u u u u u
E E th X N X N t h N N t h h= + á ñ+ á ñ + á ñ+  

 
  2 2 2( , , ) ,

t u v v u u v u v
F F th X N X N t h N N t h h= + á ñ+ á ñ + á ñ+  

 
  2 2 2( , , ) ,

t v v v v v v v v
G G th X N X N t h N N t h h= + á ñ+ á ñ + á ñ+  

 
elde ederiz. Buradan (1.3.2) yi kullanarak   
 
  2 2 2 ( 2 )

t t t
E G F EG F th Eg Ff Ge R- = - - - + +  

 
        2( )(1 4 )EG F thH R= - - +  
 

bulunur. Burada 0lim 0
t

R

t
® =  olduğunu göz önüne alır ve e ’ı yeteri kadar küçük seçersek 

t
X  nin bir düzgün parametrik yüzey tanımlayacağı açıktır. Üstelik ( )

t
X V  nın alanı ( )A t  

 

  2( ) t t t

V

A t E F F dudv= -ò  

 

          21 4
V

thH R EG F dudv= - + -ò  

 

şeklinde verilir, burada 
2

R
R

EG F
=

-
 dır. Eğer e yeteri kadar küçük ise ( )A t  türevlenebilir 

bir fonksiyondur ve 0t =  daki türevi 
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  2'(0) 2
V

A hH EG F dudv= - -ò             (1.3.4) 

 
şeklindedir. Böylece aşağıdaki teoremi kanıtlayabiliriz. 
 
Teorem 1.3.1  3:X U ® �  düzgün parametrik bir yüzey ve U nun sınırlı bir alt kümesi 
V V UÌ Ì  olsun. X in minimal olması için gerek ve yeter koşul ( )X V  nin her bir normal 

varyasyonu ve U nun her sınırlı V V UÌ Ì  alt kümesi için  
 
   

0
'( ( )) 0

t t
A X V

=
=  

 
olmasıdır. 
Kanıt. Eğer X minimal ise ortalama eğriliği 0H º  olacağından (1.3.4) den 

0
'( ( )) 0

t t
A X V

=
=  

elde edilir. Tersine eğer 
0

'( ( )) 0
t t

A X V
=

=  ise bazı p VÎ  noktalarında ( ) 0H p ¹  olduğunu 

kabul edelim. :h V ® �  fonksiyonunu ( ) ( )h p H p=  şeklinde tanımlar ve p nin küçük bir 
komşuluğu dışında 0h º  kabul edersek bu durumda seçtiğimiz bu h  fonksiyonunun 
tanımlayacağı varyasyon için '(0) 0A <  buluruz ki bu bir çelişmedir. O halde V  nin 
tamamında 0h º  olmalıdır, dolayısıyla 0H º  olacağından X minimaldir. 
 
Şimdi 3�  de 2C -sınıfından bir düzgün yüzey göz önüne alalım. Eğer bu yüzey 
 
  , 0E G F= =  
 
olacak şekilde bir koordinat sistemine sahip ise bu durumda yüzeyin izotermal koordinatlar 

ile parametrelendirildiğini söyleriz. Bu şekilde parametrelendirilmiş bir yüzeye de bir 
izotermal  yüzey adını vereceğiz. Şimdi X in bir izotermal yüzey olduğunu kabul edelim. X in 
Laplasyeni XD ise XD  in yüzeye normla olduğunu aşağıdaki şekilde gösterebiliriz: 
 
  , , , ,

u u uu vv u uu vu v
X X X X X X X X Xá D ñ= á + ñ= á ñ- á ñ 

    

                                       
2 21 1

2 2u v
X X

u u

¶ ¶
= -

¶ ¶
 

 
       0= . 
 
Benzer şekilde  
 
  , , , ,

v v uu vv v vv uv u
X X X X X X X X Xá D ñ= á + ñ= á ñ- á ñ 

 

       
2 21 1

2 2v u
X X

v v

¶ ¶
= -

¶ ¶
 

 
       0=  
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bulunur. Böylece XD , hem 
u

X  ve hem de 
v

X  ye dik olacağından yüzeye dik olmak 
durumundadır. Üstelik yüzeyi izotermal parametrelendirdiğimizden , 0E G F= =  dır, bunları 
ortalama eğrliği veren (1.3.2) eşitliğinde yerine yazarsak  
 
   

  
2 2 2

1 2 1 1 ( )
2 2 2 2

eG gE fF eE gE E e g e g
H

EG F E E E

+ - + + +
= = = =

-
 

 
elde ederiz. O halde 
 

  
, , , ,

2 2 2 2
uu vv uu vv

N X N X N X Xe g N X
H

E E E E

á ñ+ á ñ á + ñ+ á D ñ
= = = =  

 
buluruz. Bu sonuç Teorem 1.3.1 ile birlikte göz önüne alınırsa aşağıdaki sonuç teoremi ifade 
edebiliriz. 
 
Sonuç 1.3.1 3:X U ® �  düzgün izotermal parametrik bir yüzey olsun. X in minimal olması 
için gerek ve yeter koşul X in harmonik olmasıdır. 
 
Böylece minimal parametrik bir yüzey, 
 
  3:X U Í ®� �  
 
şeklinde , 0E G F= =  ve 0XD =  koşullarını gerçekleyen bir izotermal yüzeydir. 
 
Şimdi U Í �  nin basit bağlantılı olduğunu kabul edelim. Bu durumda ReX = y  olacak 
şekilde kompleks analitik(holomorfik) bir  
 
  3

0 1 0 2 0 3 0: , ( ) ( ( ), ( ), ( ))U z z z zy ® y = y y y�  

 
dönüşümü tanımlayabiliriz ve bu dönüşümü kullanarak, X in izotermal oluşunu eşdeğer olarak 
 

  
22 2

31 2 0
z z z

æ öæ ö æ ö ¶ y¶ y ¶ y ÷÷ ÷ çç ç+ + =÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø¶ ¶ ¶
 

 
biçiminde ifade edebiliriz. Bu bölümde son olarak Weierstrass gösteriminden bahsedeceğiz. 
 
U Í �  basit bağlantılı bir açık alt küme olsun. 3:X U ® �  parametrik yüzeyi izotermal 
parametrelendirilmiş bir minimal yüzey olsun, yani  
 

  
2 2

, , 0, 0
u v u v

X X X X X= á ñ= D =  

 
koşulları gerçeklensin. O taktirde U üstünde tanımlanan ve özdeş olarak sıfırdan farklı 
meromorfik  f ve g  fonksiyonları,  f ve 2fg  holomorfik ve 0z U" Î  için 
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  ( )( )
0

2 2
0( ) ( ) Re ( ) (1 ( ) , (1 ( ) , 2 ( )

z

z

X z X z f g i g g d= + w - w + w w wò  

 
olacak şekilde vardır. Tersine yukarıdaki gibi tanımlanacak her meromorfik f ve g  fonksiyon 
çifti bir minimal parametrik yüzeyi bu şekilde tanımlar. 
  

1.4. Diferansiyellenebilir manifoldlar 

Tanım 1.4.1. Bir M  kümesi ve M  nin alt kümelerinin bir Ω  ailesi verilsin; 

(i) ∅  ve M , Ω  ya aittir, 

(ii) Ω  nın herhangi  sayıdaki elemanının birleşimi Ω  ya aittir, 

(iii) Ω  nın herhangi sonlu sayıdaki elemanının kesişimi Ω  nın elemanıdır, 

özelikleri sağlanırsa M  bir topolojik uzay ve bu topolojik uzayı oluşturan Ω  ailesinin 

elemanları da M  nin açık kümeleri adını alır. 

 

Tanım 1.4.2. M  nin bir p  noktasının bir komşuluğu, p  noktasının ait olduğu bir açık 

kümeyi içeren bir ( )U p  kümesidir. 

 

Tanım 1.4.3. Bir M  topolojik uzayı, ,A B∈Ω  ve A B∩ = ∅  olmak üzere, M A B= ∪  

şeklinde ifade edilemiyorsa M  ye bağlantılı uzay denir. 

 

Tanım 1.4.4. Bağlantılı topolojik bir uzayın farklı iki noktasının ayrık komşulukları 

bulunabiliyor ise bu topolojik uzaya Hausdorff uzayı denir. 

 

Tanım 1.4.5. n -boyutlu bir n
M  Hausdorff uzayının her p  noktasının herhangi bir U  

komşuluğu bir ψ  eşyapı dönüşümü (homeomorphism) sayesinde n�  nin bir açık alt 

kümesine homeomorf yapılabiliyor ise n
M  uzayına n -boyutlu bir topolojik manifold 

(çokkatlı) ve ( ),U ψ  ikilisine de n
M  üzerinde bir yerel koordinat sistemi (veya yerel harita) 

denir. n

i

i I

U M
∈

=U  olacak şekildeki ( ),
i i i I

U ψ
∈

 ailesine de bir koordinat sistemi (veya atlas) 

adı verilir. Bir 
i

p U∈  noktası için ( ) ( ) ( )( )1 ,..., n n

i i i
p x p x pψ = ∈�  olduğundan ( )i

x p  

sayılarına p  noktasının koordinatları ve 
i

U  kümesine de p  noktasının bir koordinat 

komşuluğu adı verilir. 

 



 - 9 - 

Tanım 1.4.6. ( ),
i i i I

U ψ
∈

 ve ( ),
j j

j I
U ψ

∈
, 

i j
U U∩ ≠ ∅  olacak şekilde, n

M  topolojik 

manifoldunun iki koordinat sistemi olmak üzere, ,i j∀  için ( )j i j
U Uψ ∩  kümesini 

( )i i j
U Uψ ∩  kümesi üzerine resmeden 1

i j
ψ ψ −o  dönüşümlerinin k . mertebeden sürekli 

türevleri mevcut ise o takdirde ( ),
i i i I

U ψ
∈

 koordinat sistemine n
M  topolojik manifoldunun 

kC -sınıfından diferansiyellenebilir bir koordinat sistemi adı verilir. 

 

Tanım 1.4.7. Üzerinde k
C -sınıfından diferansiyellenebilir bir koordinat sistemi 

tanımlanabilen n -boyutlu bir n
M  topolojik manifolduna kC -sınıfından diferansiyellenebilir 

bir manifold veya kısaca kC -manifold denir. Eğer her k N∈  için n
M  topolojik manifoldu bir 

kC -manifold ise n
M  ye C∞ -sınıfından diferansiyellenebilir bir manifold veya kısaca C∞ -

manifold adı verilir. Ancak bu manifoldlar için bundan böyle sadece manifold sözcüğünü 

kullanacağız. 

 

Tanım 1.4.8. n
M  manifoldu üstünde k

C -sınıfından diferansiyellenebilir bir koordinat sistemi 

( ),
i i i I

U ψ
∈

 olsun. U , n
M  de bir açık küme ve f , U  üzerinde tanımlı reel değerli sürekli bir 

fonksiyon olsun. p U∈  noktasının, bir Iα ∈  indisi için V U Uα⊂ ∩  olacak şekilde 

yeterince küçük bir V  komşuluğu bulunabilir. Eğer ( ) n

i
Vψ ⊂ �  açık kümesi üzerinde 

tanımlı 1
i

f ψ −o  fonksiyonu ( )i
pψ  nin bir komşuluğunda rC -sınıfından ( )r k≤  

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise f  fonksiyonuna p U∈  noktasında rC -sınıfından 

diferansiyellenebilir denir. n
M , C∞ -manifoldunun np M∈  noktasının bir komşuluğunda 

tanımlı reel değerli C
∞ -sınıfından tüm fonksiyonlarının kümesi ( )pℑ  ve n

M  manifoldunun 

tamamı üzerinde tanımlı reel değerli C
∞ -sınıfından tüm fonksiyonların kümesi de ( )nMℑ  ile 

gösterilir. 

 

Tanım 1.4.9. ( )tα , a t b≤ ≤ , n
M  manifoldu üzerinde ( )0t pα =  olacak şekilde bir eğri ve 

( )f p∈ ℑ  olsun. 
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 ( )( )( )
0

/
p

t
X f df t dtα=  

 

olacak şekilde, ( ):
p

X pℑ → �  dönüşümüne ( )tα  eğrisinin p  noktasındaki bir tanjant 

vektörü denir . Tanjant vektörler aşağıdaki özellikleri sağlar: 

a) ( ) ( ) ( )p p p
X f g X f X gλ µ λ µ+ = + ,  ( )( ), ;  ,f g pλ µ ∈ ∈ ℑ� , 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p p p
X fg X f g p X g f p= + . 

 

Bir np M∈  noktasındaki tüm tanjant vektörlerin kümesi, 

 

 ( )( ) ( ) ( )p p p p
X Y f X f Y f+ = + , ( )( ) ( )p p

X f X fλ λ=  

 

şeklinde tanımlı toplama ve skalerle çarpma işlemlerine göre �  üzerinde bir vektör uzayı 

olup np M∈  noktasındaki tanjant uzay olarak adlandırılır ve ( )n

p
T M  ile gösterilir. Şimdi 

1,..., nx x , p  noktasının bir U  koordinat komşuluğunda yerel koordinatlar olup 1 i n≤ ≤  

olmak üzere; i∀  için ( )/ i

p
x∂ ∂ , ( )pℑ  den �  içine bir dönüşümdür ve Tanım 2.1.9 daki 

koşulları sağlar. O halde ( )0t pα =  koşulunu sağlayan herhangi bir ( )tα  eğrisi için 

( )i i
x tα= , 1 i n≤ ≤  yazarsak her 

p
X  tanjant vektörü için zincir kuralı yardımıyla 

 

 ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
00

/ / /i i

p p tt
i

X f df t dt f x d t dtα α= = ∂ ∂∑  

 

yazılabilir. Böylece her tanjant vektör, ( ){ }
1

/ i

p i n

x
≤ ≤

∂ ∂  kümesindeki vektörlerin bir lineer 

birleşimi şeklinde yazılır. Buna göre ( ){ }
1

/ i

p i n

x
≤ ≤

∂ ∂  vektör kümesi lineer bağımsız olup 

( ) ( ) ( )gerçekten, / 0 0 /  1i i i j i j

p p
i i

x x x j nξ ξ ξ
 

∂ ∂ = ⇒ = ∂ ∂ = ≤ ≤ 
 

∑ ∑  ( )n

p
T M  nin bir 

bazını teşkil eder. Böylece aşağıdaki teoremi ifade ederiz. 

Teorem 1.4.1 n -boyutlu bir n
M  manifoldunun bir p  noktasındaki ( )n

p
T M  tanjant uzayı da 

n -boyutludur. 
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Tanım 1.4.10. Her np M∈  noktasına bir ( )n

p p
X T M∈  karşılık getiren :

p
X p X→  

dönüşümüne n
M  üzerinde bir tanjant vektör alanı denir. n

M  üzerinde tüm C
∞ -sınıfından 

tanjant vektör alanlarının kümesini ( )n
MX  ile göstereceğiz. 

Tanım 1.4.11. ( ), n
X Y M∈X  için 

 

[ ] ( ) ( ),X Y f X Yf Y Xf= −  

 

şeklinde tanımlı [ ] ( ) ( ), : n nX Y M Mℑ → ℑ  dönüşümüne ,X Y  vektör alanlarının braketi adı 

verilir. 

 

Teorem 1.4.2 X , Y  ve Z , n
M  üstünde diferansiyellenebilir vektör alanları, a , b  reel 

sayılar ve f , g  diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere braket işlemi aşağıdaki 

özellikleri sağlar: 

a)[ ] [ ], ,X Y Y X= −  (antikomutatiflik), 

b)[ ] [ ] [ ], , ,aX bY Z a X Z b Y Z+ = +  (lineerlik), 

c) [ ] [ ] [ ], , , , , , 0X Y Z Y Z X Z X Y     + + =       (Jacobi özdeşliği), 

d)[ ] [ ] ( ) ( ), ,fX gY fg X Y fX g Y gY f X= + − . 

Tanım 1.4.12. ( )n

p
T M  den �  içine bütün lineer dönüşümlerin kümesi ( )* n

p
T M  şeklinde 

gösterilir ve ( ) ( )*, ,  n n

p p
v T M X T Mω ∈ ∈  ve λ ∈ �  olmak üzere, 

 

  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),  v X X v X X Xω ω λω λ ω+ = + =  

 

şeklinde tanımlı toplama ve skalerle çarpma işlemlerine göre �  üzerinde lineer bir vektör 

uzayı teşkil eder. np M∈  noktasındaki tanjant uzaya eşlenik (dual) olan bu uzaya np M∈  

noktasındaki kotanjant uzay, elemanlarına da kotanjant vektör (kovaryant vektör ya da 1-

form) denir. Kotanjant vektörler aşağıdaki özelliği sağlar: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ),  , ; , n

p p p pX Y X Y X Y T Mω λ µ λω µω λ µ+ = + ∈ ∈� . 
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1.5. Tensör alanları 

Tanım 1.5.1. V , �  üzerinde bir vektör uzayı olmak üzere : k
T V → �  fonksiyonu her i  için 

( )1 i k≤ ≤ , 

 

 ( ) ( ) ( )1 1 1,..., ,..., ,..., ,..., ,..., ,...,
i i k i k i k

T v v v v T v v v T v v v′ ′+ = + , 

 ( ) ( )1 1,..., ,..., ,..., ,...,
i k i k

T v av v aT v v v=  

 

koşullarını sağlıyor ise çok lineer olarak adlandırılır. Bir : k
T V → �  çok lineer fonksiyonuna 

V  üstünde bir k -tensör denir ve ( )k
J V  ile gösterilen bütün k -tensörlerin kümesi S , 

( )k
T J V∈  ve a∈�  için 

 

 ( )( ) ( ) ( )1 1 1,..., ,..., ,...,
k k k

S T v v S v v T v v+ = + , 

 ( )( ) ( )1 1,..., . ,...,
k k

aS v v a S v v=  

 

şeklinde tanımlı işlemlerle birlikte � üzerinde bir vektör uzayı olur. 

 

Tanım 1.5.2. ( )k
S J V∈  ve ( )T J V∈ l  ise ( )kS T J V+⊗ ∈ l  tensör çarpımı 

 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1,..., , ,..., ,..., . ,...,
k k k k k k

S T v v v v S v v T v v+ + + +⊗ =l l  

 

şeklinde tanımlanır. S  ve T  çarpanlarının sırası önemli olup ⊗  tensör çarpımı işleminin 

aşağıdaki özellikleri vardır: 

 

 ( )1 2 1 2S S T S T S T+ ⊗ = ⊗ + ⊗ , 

 ( )1 2 1 2S T T S T S T⊗ + = ⊗ + ⊗ , 

 ( ) ( ) ( )aS T S aT a S T⊗ = ⊗ = ⊗ , 

 ( ) ( )S T U S T U⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ . 
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( )S T U⊗ ⊗  ve ( )S T U⊗ ⊗  nun ikisi de genellikle basit olması için S T U⊗ ⊗  şeklinde 

gösterilir ve daha yüksek mertebeden 1 ...
r

T T⊗ ⊗  çarpımları da benzer şekilde tanımlanır. 

Burada ( )1
J V , *

V  eşlenik uzayıdır. 

Tanım 1.5.3. 
1

n
j

j

j

a x
=

∑  ifadesindeki gibi bir indis (bir kez üstte bir kez altta olmak üzere) iki 

kez tekrarlanırsa ∑ işaretini kaldırıp sadece j

j
a x  yazarak, indise alması mümkün bütün 

değerleri vermek suretiyle elde edilen, bütün terimlerin toplanması kabulüne Einstein toplam 

kuralı denir. 

 

Tanım 1.5.4. E , n -boyutlu bir reel vektör uzayı ve *
E  ise E  nin eşlenik uzayı olmak  

üzere, * *... ...
r s

E E E E⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗14243 14243  üzerindeki bir tensöre bir ( )r,s -tensör veya r . mertebeden 

kontravaryant ve s . mertebeden kovaryant tensör denir. 

 

Tanım 1.5.5. Diferansiyellenebilir bir n
M  manifoldunun bir p  noktasında s .mertebeden 

kovaryant bir tensör ( )( )kısacası bir 0,s -tensör  

 

  ( ) ( ): ...n n

p p p

s

D T M T M× × → �
144424443

 

 

şeklinde tanımlanan çok lineer bir dönüşüm ve benzer şekilde 1.mertebeden kontravaryant ve 

s .mertebeden kovaryant bir tensör ( )( )kısacası bir 1,s -tensör  de 

 

  ( ) ( ) ( ): ...n n n

p p p p

s

D T M T M T M× × →
144424443

 

 

şeklinde tanımlanan çok lineer bir dönüşümdür. 

 

Diferansiyellenebilir bir n
M  manifoldu için s .mertebeden kovaryant bir tensör alanı 

( )( )kısacası bir 0,s -tensör alanı  
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 ( ) ( ) ( ): ...n n n

s

D M M M× × → ℑ
144424443
X X  

şeklinde tanımlanan çok lineer bir dönüşüm ve benzer şekilde 1.mertebeden kontravaryant ve 

s .mertebeden kovaryant bir tensör alanı ( )(kısacası bir 1,s -tensör  

)alanı  da 

 

 ( ) ( ) ( ): ...n n n

s

D M M M× × →
144424443
X X X  

 

şeklinde tanımlanan çok lineer bir dönüşümdür. 

  

Tanım 1.5.6. ( ) ( ) ( ): ...n n n
D M M M× × →X X X  şeklinde tanımlanan ( )1,s -tensör  

alanından, her { }1,...,i s∈  ve 
j

X , j i≠  vektör alanları için elde edilen 

( )1 1 1,..., , , ,...,
i i s

D X X X X− +−  tensör alanı bir ( )1,1 -tensör alanıdır ve 
i

C , i . büzülmeyi 

göstermek üzere, 

 

  ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1
1

,..., , ,..., ,..., , , ,..., ,
n

i i i s i j i s j

j

C D X X X X g D X X E X X E− + − +
=

=∑  

 

şeklinde tanımlanan 
i

C D  tensör alanına D  tensör alanından büzülme (contraction) ile elde 

edilen tensör alanı denir. Bu durumda 
i

C D , bir ( )0, 1s − - tensör alanıdır. 

 

Tanım 1.5.7. ( ) ( ) ( ): ...n n n

r

M M Mω × × → ℑ
144424443
X X  şeklinde tanımlı ters-simetrik ve 

( )n
Mℑ  üzerinde r -lineer dönüşüme bir r -form adı verilir. Böylece ω  r -formu, ∧   

dış çarpım olmak üzere, 1

1

1

...
,..., 1

1
...

!
r

r

r

n
i i

i i

i i

dx dx
r

ω ω
=

= ∧ ∧∑  şeklindedir ve eğer 
1 ... ri i

ω  bileşenleri 

diferansiyellenebilir ise ω  ya diferansiyellenebilir r -form adı verilir. 
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1.6. Riemann manifoldları 

 

, , , ,h i j k l  indisleri 1, 2,...,n  dizisinde değerler alacak şekilde U , n
M  de bir noktanın  bir 

komşuluğunu ve hx , U  üstündeki yerel koordinatları göstermek üzere, { }, h
U x  koordinat 

komşulukları ile örtülen C∞  sınıfından n -boyutlu bir n
M  manifoldunu göz önüne alalım. 

Bundan böyle aksi söylenmedikçe yalnızca 1 den büyük boyutlu bağlantılı manifoldları göz 

önüne alacağız. 

 

Tanım 1.6.1. n
M  manifoldunu örten koordinat komşuluklarının herhangi bir sistemi 

verildiğinde bunlardan sonlu sayıda ve manifoldun tamamını örtecek şekilde koordinat 

komşulukları seçilebiliyor ise n
M  manifolduna kompakt (tıkız) bir manifold denir. 

 

Tanım 1.6.2. n
M  manifoldunun tamamının koordinat komşuluklarının bir sistemiyle 

örtüldüğünü varsayalım. Eğer bu sistemin herhangi iki { }, h
U x  ve { }, h

U x
′′  koordinat 

komşuluklarının boştan farklı  kesişimleri üstünde 

 

  ( )1,...,h h n
x x x x

′ ′
=           

               

ile verilen koordinat dönüşümlerinin 

 

   /h h
x x

′
∂ ∂         

                           

  

şeklindeki Jakobi determinantları daima pozitif ise n
M  manifolduna yönlendirilebilir bir  

manifold denir. 

 

Tanım 1.6.3. Bir n
M  manifoldu üzerinde 

a) ( ) ( ), ,g X Y g Y X= , ( ), n
X Y M∀ ∈X , 

b) ( ), 0g X X ≥ , ( )n
X M∀ ∈X  ve ( ), 0 0g X X X= ⇔ =  
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koşullarını sağlayan ( )0, 2  tipinden g  tensör alanına bir Riemann metriği adı verilir. 

Üzerinde bir g  Riemann metriği tanımlı bir n
M  manifolduna da bir Riemann  

manifoldu denir. 

 

{ }, h
U x  koordinat komşuluğu üstündeki / i

i
x∂ = ∂ ∂  ile gösterilen baz vektörleri için n

M  

üstündeki X  ve Y  vektör alanlarının yerel bileşenleri, 
h

∂  yerel çatısına göre, sırasıyla h
X  ve 

h
Y  olmak üzere, bu vektör alanları 

  h

h
X X= ∂ , h

h
Y Y= ∂  

şeklinde yazılır. Buna göre, g  metrik tensör alanının yerel bileşenleri  

  ( ),
ji j i

g g= ∂ ∂  

ler olmak üzere, 

  ( ) ( ), ,j i j i

j i ji
g X Y g X Y g X Y= ∂ ∂ =         

yazabiliriz. 

Tanım 1.6.4. g , n
M  üstünde bir  metrik tensör olmak üzere; bir X  vektörünün uzunluğu 

 ( ),X g X X=             

şeklinde ve aynı noktada tanımlı sıfırdan farklı iki X  ve Y  vektörü arasındaki θ  açısı da 

  
( ),

cos
g X Y

X Y
θ =                     

şeklinde tanımlanır. ( ),g X X  karesel formu pozitif tanımlı olduğundan, g  nin 
ji

g  yerel 

bileşenleriyle oluşturulan 

 
ji

g g=  

determinantı daima pozitiftir ve 
0,

1,
i

j

i j

i j
δ

≠
= 

=
 Kronecker sembolünü göstermek üzere, 

 ih h

ji j
g g δ=  

olacak şekilde metrik tensörün ters (invers) bileşenleri olan ihg  lar bulunabilir. ihg  lar, g  

metrik tensörünün kontravaryant bileşenleri ve 
ji

g  ler de kovaryant bileşenleri olarak 

adlandırılır. Bir tensörün bileşenlerinin indislerini indirmek veya kaldırmak (transvecting) için 

ji
g  kovaryant bileşenleri ve ihg  kontravaryant bileşenleri kullanılır, örneğin; 
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 t

jih ji th
T T g=  ve h th

ji jit
T T g= . 

2 jih

jih
T T T=  olmak üzere T , T  tensörünün normu olarak adlandırılır. 

 

Tanım 1.6.5. ( ), n
f g M∈ ℑ  ve ( ), n

X Y M∈X  olmak üzere, 

a) 
fX gY X Y

f g+∇ = ∇ + ∇ , 

b) ( ) ( )X X
fY Xf Y f Y∇ = + ∇ , 

koşullarını sağlayan  

 

 
( ) ( ) ( )

( )

:

,

n n n

X

M M M

X Y Y

∇ × →

∇a

X X X
 

 

 şeklinde tanımlı lineer bir dönüşüme n
M  manifoldu üzerinde bir afin koneksiyon ve 

X
∇  

operatörüne de X  vektör alanına göre kovaryant türev operatörü denir. Genel olarak bir D 

( )0, s -tensör alanı ( )( )sırasıyla 1,s -tensör alanı  nın 
X

D∇  kovaryant türevi, 

  ( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1
1

,..., ,..., ,..., , , ...,
s

X s X s i X i i s

i

D X X D X X D X X X X X− +
=

∇ = ∇ − ∇∑  

şeklinde tanımlanır. O takdirde 
X

D∇  bir ( )0, s -tensör alanı ( )(sırasıyla 1,s -tensör   

)alanı  dır ve D∇ ,  

 ( )( ) ( )( )1 1, ,..., ,...,
s X s

D X X X D X X∇ = ∇  

şeklinde tanımlanan bir ( )0, 1s + -tensör alanı ( )( )sırasıyla bir 1,s+1 -tensör alanı   dır. 

 

Tanım 1.6.6. Bir afin koneksiyona sahip n
M  manifoldu üzerinde ( ), n

X Y M∈X  olmak 

üzere, 

  ( ) [ ], ,
X Y

T X Y Y X X Y= ∇ − ∇ −  

şeklinde tanımlı ( )1, 2 -tipinden T  tensör alanına burulma tensör alanı denir. 
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Teorem 1.6.1 Bir n
M  manifoldu üzerinde 

a) ( ), 0T X Y =  

b) 0
X

g∇ =  

koşullarını sağlayan bir ve ancak bir afin koneksiyon vardır ve bu koneksiyona Riemann 

koneksiyonu adı verilir. Bu tez çalışmasında bir ∇  koneksiyonu bir Riemann koneksiyonu 

şeklinde alınmıştır. 
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2. RIEMANN MANİFOLDLARIN HARMONİK DÖNÜŞÜMLERİ 
 
 
2.1. Bir dönüşümün enerjisi 
 
( , )M g  ve ( , )N h  sırası ile m ve n  boyutlu, bağlantılı,kompakt, yönlendirilebilir ve sınırlı 
olmayan iki Riemann manifoldu olsun. 
 
  :u M N®  
 
bir düzgün dönüşüm olmak üzere u nun diferansiyeli du dönüşümü x MÎ  noktasında  
 
  ( )( ) :

x x u x
du x du T M T N= ®  

 
şeklinde tanımlı lineer bir dönüşümdür. O halde 

x
du , ( )( , )

x u x
Hom T M T N  uzayına aittir.  

 
  ( ) ( )( , )

x u x x u x
Hom T M T N T M T N*» Ä  

 
şeklinde bir lineer izomorfizm vardır. Böylece, 
 
  1:du M TM u TN* -® Ä  
 
şeklinde bir dönüşümdür, burada 1u TN- , x MÎ  deki lifi (fiber’ı) ( )u x

T N  olan ve M üzerine 

geri-çekilmiş olan vektör demetidir. Bu durumda 1TM u TN* -Ä , M  üzerinde x MÎ  
noktasındaki lifi ( )x u x

T M T N* Ä  olan bir vektör demetidir. O halde du , 1TM u TN* -Ä  ın bir 

kesiti (section) dir. Şimdi,  ( )x u x
T M T N* Ä  nin bir bazı 

 

  { }( )( ) ( / ) :1 ,1i

x u x
dx y i m n

aÄ ¶ ¶ £ £ £ a £                (2.1.1) 

 
olsun. Buna göre 
 

  ( )
1 1

( )( ) ( / )
m n

i

x x u xi
i

u
du x dx y

x

a

= a =

¶
= Ä ¶ ¶

¶å å                     (2.1.2) 

 
şeklinde yazabiliriz. Şimdi de ( )x u x

T M T N* Ä  üstündeki iç çarpımı ,
x

T M*w qÎ  ve 

( ),
u x

A B T NÎ  olmak üzere 

 
  ( ) ( )( ) ( / ) , ( ) ( / ) ( ) ( ( ))i j ij

x u x x u x
x

dx y dx y g x h u xa b
a bÄ ¶ ¶ Ä ¶ ¶ =  

 
veya eşdeğer olarak 
 
  , , ,

g h
A B A BwÄ qÄ = áw qñ á ñ                          (2.1.3) 
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biçiminde tanımlayalım. Böylece, 
 

  
2

, ( ) ( ( )) ( ) ( )ij

x x x x i j

u u
du du du g x h u x x x

x x

a b

a b

¶ ¶
= á ñ =

¶ ¶
 

 
şeklinde ifade edebiliriz. Buna göre ( )x u x

T M T N* Ä  üstündeki metrikten 1TM u TN* -Ä  lifinin 

metriğini, x MÎ  ve 1, ( )T S TM u TN* -Î ÄG  olmak üzere 
 
  , ( ) ( ), ( )

x
T S x T x S xá ñ = á ñ  

 
şeklinde tanımlayabileceğimizden 
 

  
2 ij

i j

u u
du g h

x x

a b

a b

¶ ¶
=

¶ ¶
 

 
biçiminde tanımlarız. 
 
Tanım 2.1.1  M  ve N  Riemann manifoldları ve M kompakt ve yönlendirilmiş olsun. 
 
  :u M N®  
 
dönüşümü için 
 

  
21

( )
2 g

M

E u du d= mò                  (2.1.4) 

 
şeklinde verilen fonksiyonele enerji fonksiyoneli adı verilir. Burada 

g
dm , M üstündeki hacim 

formu ve 
2

,du du du= á ñ dır. N üstündeki h metriğini n�  üstündeki metrikten 0( )h ı g*=  

şeklinde elde edebiliriz. Burada, : nı N ® �  ve 0g , n�  üstündeki metriktir. Buna göre 

1 2( ) ( ) ( ( ), ( ),..., ( )) n

n
u x ı u x u x u x u x= = Îo �  olduğundan 

2 2

1

1 1

2 2

n

i

i

du du
=

= å  şeklinde olur 

ve ( )
i

u C m¥Î  olduğundan 
i

du  ler M üstündeki 1-formlardır.  M  kompakt ve u düzgün 
olduğundan bu E(u) fonksiyoneli sonludur, aksi durumda yani genel olarak sonlu değildir. 
 
Tanım 2.1.2  u nun bir varyasyonu 

t
u  olmak üzere eğer  

 

  
0

( ) 0
t

t

d
E u

dt =

=  

 
ise u ya enerji fonksiyonelinin bir kritik noktası adı verilir.  
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2.2. -1  ve  uTM TN
*  üstündeki koneksiyonlar 

 
TM

*  üstündeki koneksiyonu *Ñ  ile gösterirsek bu koneksiyonu 
 
  ( ) ( ( )) ( )

X X
Y X Y Y*Ñ w = w - w Ñ ,         (2.2.1) 

 
burada ,X Y TMÎ ve TM *wÎ  ve Ñ , M üstündeki koneksiyondur. 

M de Ñ  nın koneksiyon katsayıları 
1

i

m
j k k

ijx
k

x x
=

Ñ = å G  lar olmak üzere 

 

  
1

,1 ,i

m
k k j

ijx
j

dx dx i k m*

¶
=

Ñ = - £ £å G        (2.2.2) 

 
buluruz. 
 
Şimdi de 1u TN-  üstündeki koneksiyonu Ñ  ile gösterelim. 
 

1 2( , ,..., )ny y y NÎ  lokal koordinatlara göre ( )(( / ) )( ) ( / )
u x

y u x yg g¶ ¶ = ¶ ¶o  ve ( )x u x
T M T N* Ä  

lifinin bir bazı 
 

  { }1(( / ) )( ),..., (( / ) )( )n
y u x y u x¶ ¶ ¶ ¶o o  

 
olmak üzere Ñ  koneksiyonunu  
 

  ( )/ (( / ) )
( / ) ( ) /i i

x x

N

x du x
y u x ya g

¶ ¶ ¶ ¶
Ñ ¶ ¶ = Ñ ¶ ¶o   , 1 ,1i m n£ £ £ g £  

 
şeklinde tanımlarız. 
 
Böylece , 
 

  ( )/
1 1

( / ) ( ) ( ) ( ( )) (( / ) )( )i

n n

ix

u
y u x x u x y u x

x

a
a b b

a g¶ ¶
b= a =

æ ö¶ ÷ç ÷Ñ ¶ ¶ = ¶ ¶ç ÷ç ÷ç ¶è ø
å å G%o o  

 

olduğu kolayca görülür. Burada b
a gG%  lar ( )yg  koordinatlarına göre NÑ  nin koneksiyon 

katsayılarını gösterecektir. Buna göre Ñ  koneksiyonunun katsayıları 
 

  
1

( ) ( ) :1 ,1 ,
n

i

u
x u i m n

x

a
b
a g

a =

ì üï ï¶ï ï£ £ £ b g £í ı
ï ï¶ï ïî ş
å G%            (2.2.3) 

 
şeklinde bulunur. 
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Artık 1TM u TN* -Ä  üstündeki koneksiyonu tanımlamamız mümkündür. Bu koneksiyonu Ñ  
ile gösterelim. 1TM u TN* -Ä  çarpım demetinde yer alacak bir kesit(section), ( )TM *wÎ G  ile 

1( )W u TN-Î G  tensörlerinin bir çarpımı şeklindedir. O halde, 
 
  ( ) ( ) ( )W W W*Ñ wÄ = Ñ w Ä + wÄ Ñ                    (2.2.4) 
 
yazabiliriz. Böylece, 
 
  1 1: ( ) ( )TM u TN TM TM u TN* - * * -Ñ Ä ® Ä ÄG G  
 
olduğu görülür.  
 
Şimdi bu koneksiyonların tanımlandığı metrikleri biraz açıklığa kavuşturalım. 
Bunun için M nin kotanjant demeti T M

*  üzerindeki metrik g*  olsun. Bu metriği ,
x

T M*l mÎ  

elemanlarını bunların 
x

T M  deki ters görüntüleri ile eşleştiren 
 

  
     ( ,.)

x x

x

T M T M

Z g Z

*®

®
 

 
şeklindeki izomorfizma sayesinde elde ederiz. Buna göre ,

x
X Y T MÎ  için  

 
  ( ,.) , ( ,.) 

x x
g X g Yl = s =  

 
ise, bu durumda  
 
  ( , ) ( , )

x x
g g X Y* l s =  

 
dir. Böylece, 1TM u TN* -Ä  tensör çarpımı üzerindeki metrik ,á ñ ise bu metriği  
 

, ( )C T M¥ *l s Î  ve 1, ( ( ))V W C u TN¥ -Î  için 
 
  ( ), ( ) ( , ) ( , )

u x
V W x g h V W*ál Ä s Ä ñ = l s  

 
şeklinde tanımlayabiliriz. 
 
Diğer taraftan u nun diferansiyeli du , 1TM u TN* -Ä  nin bir kesiti olduğundan tanımdan 
 
  ( ), ( ) ( ( ), ( ))

u x x i x i

i

du du x h du e du eá ñ = å  

 
                    ( ( ))

g
iz u h x*=  

 
buluruz. Burada ( )

i
e , 

x
T M  nin ortonormal bir bazıdır. 
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T M
*  nin M  nin MÑ  koneksiyonuna dual olan *Ñ  koneksiyonunu daha önceki gibi 

 
  ( )( ) ( ( )) ( )M

X X
Y X Y Y

*Ñ s = s - s Ñ  

 
olarak tanımlayabiliriz. Burada, , ( )X Y C TM¥Î  ve ( )C T M¥ *s Î  dir. O halde *Ñ  
koneksiyonu basitçe, M  üstündeki 1-formların bildiğimiz kovaryant türevidir. Buna göre daha 
önceki gibi 1( ( ))C T M u TN¥ * -Ä  üstündeki koneksiyonu daha açık şekilde aşağıdaki gibi 
tanımlayabiliriz. 
 
Tanım 2.2.1 :u M N®  dönüşümü verilsin. 1( ( ))C T M u TN¥ * -Ä  üstündeki Ñ%  koneksiyonu 

( )X C TM¥Î  , ( )C T M¥ *l Î  ve 1( ( ))V C u TN¥ -Î  olmak üzere  
 
  ( ) ( ) ( )u

X X X
V V V*Ñ l Ä = Ñ l Ä + l Ä Ñ%  

 
şeklinde tanımlı bir koneksiyondur.  
 
Tanım 2.2.2 :u M N®  dönüşümü verilsin. u nun ikinci esas formu du nun duÑ%  şeklindeki 
kovaryant türevidir. Yani, 
 
  1: ( ) ( ) ( ( ))du C TM C TM C u TN¥ ¥ ¥ -Ñ ´ ®%  
 
şeklinde verilir. İkinci esas formun simetrik ve M ® � şeklindeki düzgün fonksiyonların 
halkası üzerinde bilineer olduğu açıktır. 
 
Buna tanıma göre , ( )X Y C TM¥Î  olmak üzere 
 

  ( )( , ) ( ) ( ) ( )u M

X X X
du X Y du Y du Y du YÑ = Ñ = Ñ - Ñ% %  

 
yazabiliriz. 
 
Tanım 2.2.3 :u M N®  dönüşümü verilsin. u nun ikinci esas formunun izine u nun gerilme 

alanı adı verilir, yani 
 
  ( ) ( )u iz dut = Ñ%  
 
şeklindedir. 
 
Tanım 2.2.4  M  ve N  Riemann manifoldları olmak üzere :u M N®  dönüşümü verilsin. 
Eğer her yerde gerilme alanı sıfır , yani 
 
  ( ) 0ut =  
ise :u M N®  dönüşümüne harmonik tir diyeceğiz. 
 
Şimdi M , N  ve P  Riemann manifoldları olsun. Bu manifoldlar arasında 
 
  :u M N®  ve :v N P®  
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dönüşümleri tanımlansın, zincir kuralı ile aşağıdaki teoremi kolayca kanıtlayabiliriz. 
 
Teorem 2.2.1  u ve v  dönüşümleri yukarıdaki gibi verilsin. Bu durumda 
 
  ( ) ( ) ( , )d v u dv du dv du duÑ = Ñ + Ñ% % %o  
 
ve 
 
  ( ) ( ( )) ( ( , ))v u dv u iz dv du dut = t + Ñ%o  
 
ifadeleri yazılabilir. 
 
Bir :f M ® �  fonksiyonu ve M  nin TM  tanjant demetinin bir ( )

i
e  bazı için 

 
  ( ) ( )f iz dft = Ñ%  
 

           

( )

( )

( , )

( ) ( ( )

( ( ( )) ( ))

,

( ))

i i

i

i

i i

i

f M

e i e i

i

M

i i e i

i

M

e i

i

M

df e e

df e df e

e e f e f

g gradf e

div gradf

= Ñ

= Ñ - Ñ

= - Ñ

= Ñ

=

= D

å

å

å

å

%

 

 
yazabiliriz. Böylece fonksiyonlar için gerilme alanı Mt = D  şeklinde olmaktadır. 
 
O halde x MÎ  ve ( )y u x=  olmak üzere y NÎ  noktası civarında M ve N nin lokal 

koordinatları sırası ile ( )kx  ve ( )ky  olsun. :u M N®  dönüşümü için kolayca 
 
  

,

( ) ( )ij

ij

i j

u g dua at = Ñå %  

 

   

2

, , , , , ,

, , ,

( )

ij ij k ij

iji j k i j
i j i j k i j

M ij

i j
i j

u u u u
g g g

x x x x x

u u
u g

x x

a a b g
a
bg

b g

b g
a a

bg
b g

¶ ¶ ¶ ¶
= - +

¶ ¶ ¶ ¶ ¶

¶ ¶
= D +

¶ ¶

å å å

å

G G

G

 

 
olduğu görülür. Burada G , N  üstündeki Christoffel sembolünü göstermektedir ve bu ifade 

1,2,..., na =  için geçerlidir. Böylece eğer nN = �  ise u nun harmonik olması için bileşenleri 
harmonik fonksiyonlar olmalı ve  
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  ( )1 2( ) ( ), ( ),..., ( )M M M n
u u u ut = D D D  

 
biçiminde ifade edilebilmelidir. Bu durumda eğer I Ì �  bir açık aralık ve M bir Riemann 
manifoldu olmak üzere  
 
  :c I M®  
 
eğrisi M de bir düzgün eğri ve M  nin lokal koordinatları ( )kx  olsun. Böylece ( )ut  nun 
yukarıda elde ettiğimiz ifadesinden  
 

  
2

2
,

( )
k i j

k k

ij

i j

d c dc dc
c

dt dt dt
t = + å G%  

 
buluruz. Burada G% , M  üstündeki Christoffel sembollerini göstermektedir. 
 
Sonuç olarak,  c nin harmonik olması için gerek ve yeter koşulun onun bir jeodezik eğri 
olması gerektiğini elde ederiz. O halde bir manifold üstünde bulunan jeodezik eğriler aynı 
zamanda bir harmonik dönüşüm tanımlamaktadır. 
 
Teorem 2.2.2 :u M N®  dönüşümü ve , ( )X Y C TM¥Î  verilsin . N  üstündeki NÑ  

koneksiyonunu u ile geri çekelim ve bu geri çekilmiş koneksiyonu uÑ  ile gösterelim. Bu 
durumda 
 
  ( ) ( ) ([ , ]) 0u u

X Y
du Y du X du X YÑ - Ñ - =  

 
olduğunu görürüz. 
 

Kanıt.  ,
i j

X Y
x x

¶ ¶
= =

¶ ¶
 seçelim ve N  üstünde ( )u x in bir komşuluğu üstünde ( )ya  lokal 

koordinatları kullanalım. O halde, 
 

  ( ) ( )
i j i j

u u u u

j i j i

x x x x

u u
du du

x x x y x y

a a

¶ ¶ ¶ ¶a a
a a¶ ¶ ¶ ¶

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
Ñ - Ñ = Ñ - Ñ

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶å å  

 

  
2 2

i j

u u

i j j i j i

x x

u u u u

x x x x y x y x y

a a a a

¶ ¶a a a
a a ¶ ¶

æ öæ ö¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ÷ç÷ç ÷÷ ç= - + Ñ - Ñç ÷÷ çç ÷÷ç ÷ç¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶è ø è ø
å å  

 
yazabiliriz. Yukarıdaki ifadenin sağ tarafındaki ilk terim ikinci türevlerin simetrik oluşundan 
sıfırdır, ikinci terim ise  
 
   ( )( )( ) ( )( )

x

u N

X du X
u Y x u Y x* *Ñ = Ñ  

 
olduğunu kullanırsak, 
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,i

u N

j j i

x y

u u u

x y x x yb

a a b

¶ ¶a a
a a b¶ ¶

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
Ñ = Ñ

¶ ¶ ¶ ¶ ¶å å  

 

         
,

N

j i

y

u u

x x ya

a b

¶ b
a b ¶

¶ ¶ ¶
= Ñ

¶ ¶ ¶å  

 

         
j

u

i

x

u

x y

b

¶ b
b ¶

¶ ¶
= Ñ

¶ ¶å  

 
elde edilebileceğinden sıfır olarak bulunur. Böylece Teorem 1.6.1 den ispat tamamlanmış 
olur.   
  
Şimdi enerji fonksiyonelini kullanarak aşağıdaki teoremi ispatlayalım. 
 
Teorem 2.2.3  M  ve N  kompakt Riemann manifoldları ve M yönlendirilmiş olsun. O halde 
düzgün :u M N®  dönüşümünün harmonik olması için gerek ve yeter koşul u nun enerji 
fonksiyonelinin bir kritik noktası olmasıdır. 
 
Kanıt. u nun bir düzgün varyasyonu 

t
u  olsun. 

 
  ( ) ( , ) : ( , )

t
u x U t x M N= - e e ´ ®  

 
gösterimini tanımlayalım. TM  tanjant demetinin ortonormal bir bazı { }1 2, ,...,

m
e e e olmak 

üzere ( , ) M- e e ´  çarpım manifoldunun (0, )
i

e  şeklindeki elemanını yine 
i

e  ile gösterelim. 
Teorem 2.2.1 den  
 
  / ( ) ( / )

i

u u

t i e
du e du t¶ ¶Ñ = Ñ ¶ ¶  

yazabiliriz. Şimdi t < e  olmak üzere bir ( )
t

X C TM¥Î  vektör alanını bir ( )Y C TM¥Î  için 

 
  ( )( , ) ( / ), ( )

t
g X Y h du t du Y= ¶ ¶  

 
şeklinde tanımlayalım. Bu durumda 
 

 ( ) ( )/

1
( ), ( ) ( ), ( )

2
u

i i t i i

i i

d
h du e du e h du e du e

dt
¶ ¶= Ñå å  

 
 ( )( / ), ( )

i

u

e i

i

h du t du e= Ñ ¶ ¶å  

 
            

 ( )( ( , )) ( ( / ), ( )) ( ( / ), ( , ))
i

M

i t i e i i i

i i

e g X e h du t du e h du t du e e= - ¶ ¶ Ñ - ¶ ¶ Ñå å %  

 
 ( ) ( ( / ), ( , ))

t i i

i

div X h du t du e e= - ¶ ¶ å  
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elde ederiz. Burada Ñ% , 1TM u TN* -Ä  üstündeki koneksiyonu göstermektedir. 
Yukarıdaki son ifadenin ilk terimi Stokes teoremi nedeniyle sıfırdır, o halde geriye kalan 
kısım istenen 
 

  
0 0

( ) , ( )t
t g

t tM

ud
E u h u d

dt t= =

æ ö¶ ÷ç ÷= - t mç ÷ç ÷ç ¶è øò  

 
ifadesidir ki bu ifade u nun herhangi bir düzgün varyasyonu 

t
u  için geçerli olduğundan 

teoremi kanıtlamış oluruz. 
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ VARYASYON FORMÜLÜ 
 
 
Bu bölümde klasik olarak 3

E  deki eğriler için bilinen birinci varyasyon formülünün bir 
Riemann manifoldu üstündeki eğrilere genelleştirilmesini göz önüne alarak birinci varyasyon 
formülünü iki Riemann manifoldu arasındaki uygun dönüşümlere genişletmek istiyoruz. 
 
Bunun için M  ve N  Riemann manifoldlarının C¥ -sınıfından :u M N®  dönüşümünü göz 
önüne alalım ve ( , )I = - e e  aralığı olsun. 
 
Tanım 3.1 ( , )u C M N¥Î  olsun. x MÎ  için 
 
  ( ,0) ( )F x u x=  
 
şeklinde verilen bir ( , )F C M I N¥Î ´  dönüşümüne u nun bir düzgün varyasyonu adı verilir. 
 
Eğrilerde olduğu gibi x MÎ  ve s IÎ  için  
 
  ( ) ( , )

s
u x F x s=  

 
gösterimini kullanalım. Böylece ( , )

s
u C M N¥Î  ve 0u u=  olmak üzere { }

s s I
u Î  şeklinde 

dönüşümlerin bir ailesi mevcuttur. Şimdi x MÎ  noktasını sabit tutalım ve s IÎ  olmak üzere  
 
  ( ) ( , )

x
u s F x s=  

 
olsun. Böylece 

x
u , N  üstünde 0s =  için ( )u x den geçen 

 
  : ( , )

x
u N- e e ®  

 
şeklinde  C¥ -sınıfından bir eğri tanımlayacaktır. Şimdi u dönüşümü için varyasyonal bir 
vektör alanını tanımlayalım. Bunun için aşağıdaki tanımlamaları yapalım. 0s =  da ( )u x  
eğrilerinin tanjant vektörlerinin kümesini göz önüne alarak 
 

  
0

( ) ( ) ( (0)) ( ( ,0))
x x

s

d d
V s u s u F x

ds ds s=

¶
= = =

¶
 

 
tanımlayalım. Diğer taraftan, 
 

  ( )( ) ( ( ,0))
u x

V x F x T N
t

¶
= Î

¶
 

 
vektörü x MÎ  noktasında u dönüşümü boyunca N de bulunan ve 1( )u TN-G  ye ait olan bir 
vektör alanıdır. O halde, 
 
  ( , ) ( )

x s x s
T M I T M T I´ = Å  
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Olduğunu kullanarak aşağıdaki tanımı yapabiliriz. 
 
Tanım 3.2  u  boyunca bir vektör alanı V  olsun.  
 

  ( ,0)
0

( ) 0,  ,  ( ,0)   x

s

d
V x dF x M I

ds =

æ ö÷ç ÷= Î ´ç ÷ç ÷çè ø
 

 
şeklinde verilirse V  vektör alanına F sayesinde tanımlanmış bir varyasyonal vektör alanı  
adı verilir. Böylece V  u boyunca bir varyasyonal vektör alanı ise 1( )V u TN-Î G  olacağı 
açıktır. O zaman yeteri kadar küçük bir e  için u  nun düzgün bir varyasyonu  
 
  ( )( , ) exp ( ( )),   ( , )

u x
F x s sV x x s M I= Î ´  

 
şeklinde verilir ve bu durumda 
 

  
0

( ) ( ) ,  
x

s

d
V x u s x M

ds =

= Î  

 
olacağı açıktır. Şimdi daha sonra kullanacağımız aşağıdaki yardımcı teoremi verelim. 
 
Teorem 3.1  ( , )u C M N¥Î  olsun. O taktirde, 1u TN-  üstündeki koneksiyon Ñ  olmak üzere 
 
  ( ) ( ) ([ , ]) ,  , ( )

X Y
du Y du X du X Y X Y TMÑ - Ñ = Î G  

 
dir.  
 
Bu teoremi ispatlamadan önce (2.2.1) ve (2.2.4) ifadelerinden  ( , )u C M N¥Î  dönüşümü için, 

, ,*Ñ Ñ Ñ  koneksiyonları sırasıyla ( ), ( )TM TM *G G  ve 1( )u TN-G  üstündeki koneksiyonlar 
olsun. , ( )X Y TMÎ G  olmak üzere 
 
  ( , ) ( ) ( )

X X
du X Y du Y du YÑ = Ñ - Ñ           (3.1) 

 
olduğunu gösterelim: 
 

1( )du TM u TN* -Î ÄG  olduğundan bir ( )TM *wÎ G  vektör alanı ve bir 1( )V u TN-Î G  vektör 

alanı için bu eşitliği göstermemiz yeterlidir. Ñ  ve *Ñ  ın (2.2.1) ve (2.2.4) deki tanımlarını 
kullanarak 
 
  ( )( , ) ( ( ))( )

X
V X Y V YÑ wÄ = Ñ wÄ       

                                                  

( )( )

( ( ) ( )) ( )

( ( )) ( ( )) ( )

X X

X X

X X

V V Y

X Y Y V Y V

X Y V Y V Y V

*= Ñ wÄ + wÄ Ñ

= w - w Ñ Ä + w Ä Ñ

= w Ä - w Ñ Ä + w Ä Ñ
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elde ederiz. Şimdi, 
 
  ( ( )) ( )( )

X X
Y V V Yw Ñ Ä = wÄ Ñ  

 
ve ( ), ( ) ( , )X Y Y C M¥w w Î �  olduğundan  
 
  ( ) ( ) ,  ( ) ( )

X X
X Y V X Y V Y V Y Vw Ä = w w Ä Ñ = w Ñ  

 
yazabiliriz. Böylece çarpım kuralından 
 
  ( ) ( ) ( ) ( )

X X X
X Y V Y V Y V Y Vw Ä + w Ä Ñ = Ñ w = Ñ w Ä          (3.2) 

 
olduğundan istenen gösterilmiş olur. 
 
Teorem 3.1 in Kanıtı:  Teorem 3.1 den ( )

X
du YÑ  ve ( )

Y
du XÑ  nin karşılıklarını bulup 

biribirinden çıkarırsak 
 
  ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

X Y X Y
du Y du X du X Y du Y du Y X du XÑ - Ñ = Ñ + Ñ - Ñ - Ñ  

 
yazarız. Diğer taraftan Ñ  bir Levi-Civita(Riemann) koneksiyonu olduğundan burulmasızdır 
dolayısıyla  
 
   ( ) [ ], , 0

X Y
T X Y Y X X Y= Ñ - Ñ - =  

 
dır. O halde [ ],

X Y
Y X X YÑ - Ñ =  

 
dir. Üstelik, duÑ  simetrik, du  lineer ve Ñ  burulmasız olduğundan 
 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ([ , ])

X Y X Y X Y
du Y du X du Y du X du Y X du X YÑ - Ñ = Ñ - Ñ = Ñ - Ñ =  

 
elde ederiz. 
Şimdi birinci varyasyon formülünü genel şeklini ifade ve ispat edebiliriz. 
 
Teorem 3.2  C¥ -sınıfından :u M N®  dönüşümünün düzgün bir varyasyonu 

{ }
s s I

F u Î= olsun. O durumda u nun bir varyasyonal vektör alanı 
0

s

s

d
V u

ds =

=  , u  nun 

gerilme alanı ( )ut  ve 1u TN-  geri çekilmiş vektör demeti içindeki doğal fiber (lif) metriği 
,á ñolmak üzere 

 

   
0

( ) , ( )
s g

s M

d
E u V u d

ds =

= - á t ñ mò                 (3.3) 

 
dir.  
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Kanıt.   
1( )TM I u TN* -´ Ä  üstündeki Riemann koneksiyonunu Ñ  ile ve bu koneksiyonun 

tanımladığı fiber metriğinide ,á ñ şeklinde gösterirsek o zaman 
 

  
2

0 0
0

1 1
( ) ,

2 2s s g s s g
s s

s M M

d d d
E u du d du du d

ds ds ds= =
=

= m = á ñ mò ò  

 
yazabiliriz. Metriğin simetrik ve Ñ  ile bağdaşabilir olması yani , 0Ñá ñ=  olması nedeni ile 
 

  
0 0

, ,
s s g d s s g

s s
dsM M

d
du du d du du d

ds = =
á ñ m = áÑ ñ mò ò            (3.4) 

 
elde ederiz. Şimdi ( )X TMÎ G  olsun. Buradan (3.1) i kullanarak 
 
  ( )( ) ( ) ( )T M I

d s d s s d

ds ds ds

du X du X du X´Ñ = Ñ - Ñ  

 
yazarız. Diğer taraftan 

s
du dF=  ve  ( ) 0T M I

d

ds

X´Ñ =  olduğu kolayca görülebilir. Böylece 

Teorem 3.1 den  
 

  ( ) ( ( )) [ , ]
d X

ds

d d
dF X dF dF X

ds ds
Ñ = Ñ +  

 
 elde ederiz. Ayrıca, 
 

  [ , ] [(0, ), ( ,0)] 0
i i

d d

ds x ds x

¶ ¶
= =

¶ ¶
 

 
olduğu dikkate alınırsa 
   

  ( ) ( ( )) ( )
d s X X

ds

d dF
du Y dF

ds ds
Ñ = Ñ = Ñ  

 
ifadesine ulaşırız. Bu ifadeyi (3.4) de yerine yazarsak 
 

  
0

0

( ) , ,
s s g g

s
s M M

d F
E u du d V du d

ds s =
=

¶
= áÑ ñ m = áÑ ñ m

¶ò ò  

 
buluruz. Burada,  
 

  
0

( )
s

F
V x

s =

¶
=

¶
 ve 

0s s
du du

=
=  

olduğunu kullandık. Kanıtı tamamlamak için geriye 
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  , , ( )
g g

M M

V du d V u dáÑ ñ m = - á t ñ mò ò  

 
olduğunu göstermek kalır. Bunun kanıtı [,] da bulunabilir.  
 
Bu teoremi kullanarak aşağıdaki sonucu ifade edebiliriz. 
 
Sonuç 3.1  M  ve N  Riemann manifoldlarının C¥ -sınıfından :u M N®  dönüşümü verilsin. 
u  nun gerilme alanı ( )ut  olsun. :u M N®  dönüşümünün harmonik olması için gerek ve 
yeter koşul u nun ( ) 0ut =  şeklinde verilen Euler-Lagrange denklemini sağlamasıdır. 
 
Kanıt. Eğer ( ) 0ut =  denklemi sağlanırsa bu durumda (3.3) eşitliğinin sağ tarafı sıfır olur. Bu 
nedenle 
 

  
0

( ) 0
s

s

d
E u

ds =

=  

 
olacağından u harmoniktir. Tersine eğer u , E nin bir kritik noktası ise bu durumda 
   

  , ( ) 0
g

M

V u dá t ñ m =ò          (3.5) 

buluruz. Burada, u nun F ile verilen bir varyasyonal vektör alanı 
0

s

s

d
V u

ds =

=  dir. Bu u nun 

bütün varyasyonal vektör alanları için geçerli ve 1u TN-  nin bütün vektör alanları u nun 
varyasyonal vektör alanları olacağından yukarıdaki (3.5) eşitliği 1V u TN-" Î  için sağlanır. 
Böylece sonuç kanıtlanmış olur. 
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4. SONUÇ VE DEĞERLENDİRME 

 
 
 Harmonik morfizmlerin tarihçesi 1847 yıllarına Jacobi’nin üç boyutlu uzayda Laplace 
denkleminin çözümlerini aramasına kadar uzanır. Daha sonra 1965 yılında C. Contantinescu 
ve A.Cornea harmonik uzayların belirli koşulları gerçekleyen lokal kompakt Hausdorff 
uzaylar olduğunu ifade etmişlerdir. Örneğin n� , Laplace denkleminin çözümleri olan 
harmonik fonksiyonları kapsayan bir harmonik uzaydır. Genel olarak her Riemann manifoldu 
Laplace-Beltrami operatörünün sıfırları olarak harmonik fonksiyonlara sahip bir harmonik 
uzaydır. Böyle bir operatör n� de 
 
 

  
2

, 1 1

0
n n

ij i

i j ii j i

f f
a b cf

x x x= =

¶ ¶
+ + =

¶ ¶ ¶å å                   (1.1.1) 

 
şeklinde bir eliptik denklem ile verilir. Burada ,

ij i
a b  ve c katsayılar olup denklem bir nU Ì �  

bölgesinde Lipschitz koşullarını ve harmonik uzayın topolojik koşullarını sağlar. 
 
  Klasik harmonik fonksiyonlar harmonik morfizmlere kadar ulaşan genişlemesi ile 
günümüze kadar yoğun ilgi alanlarından birini oluşturmuştur. Weierstrass gösterimi sayesinde 
harmonik fonksiyonlarla kompleks analitik fonksiyonları ilişkilendirip kompleks analizin 
araçlarından kolaylıkla faydalanarak teoriyi geliştirmemiz mümkündür. Ayrıca, harmonik 
dönüşümlerin düzgün varyasyon fonksiyonellerinin kritik noktalarının jeodezik eğriler ve 
minimal yüzeyleri tanımladığı bilinmektedir, o nedenle  Riemann manifoldların  harmonik 
dönüşümlerini çalışmak için bir dönüşümün enerjisi ve gerilmesi, kotanjant uzay ve geri 
çekilmiş tanjant demetleri üstünde koneksiyonlar tanımlayarak Riemann manifoldların 
harmonik bir dönüşümünün düzgün varyasyonu inceleyebiliriz. 
 
 Biz bu tez çalışmasında, Riemann manifoldları arasında tanımlanan bir düzgün 
harmonik dönüşüm için genelleştirilmiş varyasyon formülünü nasıl  elde edebileceğimizi 
gösteriyoruz. 
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