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OZET

Bu tez calismasi 4 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, klasik harmonik fonksiyonlar ve harmonik morfizmlere kadar ulagan
tarihcesi ile, Weierstrass gosterimi sayesinde harmonik fonksiyonlarla kompleks analitik
fonksiyonlarin iligkisi incelendi. Ayrica, harmonik doniisiimlerin diizgiin varyasyon
fonksiyonellerinin kritik noktalarmin jeodezik egrileri ve minimal ylizeyleri tanimladig:
gosterilerek, diferensiyellenebilir manifold, tensor alanlari, Riemann manifoldlar1 ve Levi-
civita koneksiyonu gibi temel kavramlar verildi.

Ikinci boliimde, Riemann manifoldlarinin  harmonik doniisiimleri calisildi ve bu
amacla bir doniisiimiin enerjisi, kotanjant uzay ve geri ¢ekilmis tanjant demetleri iistiinde
koneksiyonlar tanimlanarak Riemann manifoldlarm harmonik bir doniisiimiiniin diizgiin
varyasyonu incelendi.

Ugiincii bolimde, Riemann manifoldlar1 arasinda tanimlanan bir diizgiin harmonik
doniisiim i¢in genellestirilmis varyasyon formiilii elde edildi.

Dérdiincii ve son boliim ise sonuglar1 ve bir degerlendirmeyi kapsamaktadir.
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ABSTRACT

This study consists of four chapters.

In the first chapter, it is given an historical development of the classical harmonic
functions up to harmonic morphisms and the relation between harmonic functions and
complex analitical maps by the Weierstrass representation. Besides, it is shown that the
critical points of a smooth variational functional of the harmonic maps may define geodesic
curves or minimal surfaces and furthermore in this chapter, it is given some fundamental
concepts such as differentiable manifold, tensor fields, Riemannian manifolds and the Levi-
Civita connection.

In the second chapter, it is studied harmonic maps of the Riemanian manifolds and
defined the energy of a map and connections on a cotangent space and push-backed tangent
fiber and so it is investigated the smooth variations of a map between two Riemannian
manifolds.

In the third chapter, we state and prove the general version of the first variational
formula for a smooth map between two Riemannian manifolds.

Finally, the last chapter covers an evaluation of the thesis.
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1. GIRIS
1.1 Harmonik fonksiyonlar ve tarihsel gelisimi

Bu kisimda, ©once harmonik fonksiyon kavramini tamimlayacagiz daha sonraki
boliimlerde ise manifoldlar arasindaki harmonik doniisiimlerin ve manifoldlar arasindaki
doniigiimlerin ~ kiimesi  iistiinde birinci  varyasyonu tamimlaylp gerilme alami ile
iliskilendirecegiz.

Harmonik morfizmlerin tarihcesi 1847 yillarina Jacobi’nin ii¢ boyutlu uzayda Laplace
denkleminin ¢Oziimlerini aramasina kadar uzanir. Daha sonra 1965 yilinda C. Contantinescu
ve A.Cornea harmonik uzaylarmm belirli kosullar1 gercekleyen lokal kompakt Hausdorff
uzaylar oldugunu ifade etmislerdir. Ornegin ", Laplace denkleminin ¢oziimleri olan
harmonik fonksiyonlar1 kapsayan bir harmonik uzaydir. Genel olarak her Riemann manifoldu
Laplace-Beltrami operatoriiniin sifirlar1 olarak harmonik fonksiyonlara sahip bir harmonik
uzaydir. Genel olarak boyle bir operator [1 " de

n 2 n
a g s +a biﬂ+ cf=0 (1.1.1)
i,j=1 (][xi(][xj i=1 (][xi

seklinde bir eliptik denklem ile verilir. Burada a,,b, ve c katsayilar olup denklem bir U 10

ij 2
bolgesinde Lipschitz kosullarini ve harmonik uzayin topolojik kosullarini saglar.

Tanmm 1.1.1 F:0*® [ bir DI [J? bolgesinde ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere
sahip bir fonksiyon olsun. " (x,y)I D i¢in

F (x,y)+ F, (x,y)=0

kosulu saglaniyor ise F' ye D iistiinde bir harmonik fonksiyon deriz.

Harmonik fonksiyonlara 1s1 dagilimi ve elektrostatik potansiyeller konusundaki
uygulamalarda sik sik rastlanir.

Eger DI U ise ve F, D bolgesinde tanimli bir analitik kompleks degiskenli fonksiyon ise bu
fonksiyonu reel ve imajiner kisimlarina

F(x+iy)=u(x,y)+ iv(x, y)

biciminde parcalarsak, u ve v her mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip olur ve Cauchy-
Riemann denklemleriile " (x,y)I D i¢in

u (x,y)=v (x,y) ve u, (x,y)=-v.(x,y)

yazabiliriz. Bu denklemlerin sirasi ile x ve y e gore diferansiyellerini alirsak,



u (x,y)=v, (x,y) veu, (x,y)=-v. (xy)
ve

u,(x,y)=v (x,y) ve u, (x,y)=-v (xy)
yazabiliriz. Bunlar1 ¢apraz bicimde taraf tarafa toplayarak

U, (e, )+ u, (xy)=v, (x5y)- v (xny)=v (xy)- v, (xy)=0
ve

Vo (6 )+ v, ()= -, (o y)+u, ()= - u (X, y)+ u, (x,y)=0
buluruz, boylece eger F bir z, = x,+ iy, noktasinda analitik ise u ve v fonksiyonlar1 (x,,y,)
da her mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip olacaklarindan asagidaki teoremi kanitlamis
oluruz.

Teorem 1.1.1 F(x+ iy)= u(x,y)+ iv(x,y) fonksiyonu " (x,y)I D icin icin analitik ise bu
durumda u ve v fonksiyonlar1 D de harmonik fonksiyonlardir.

Ornek 1.1.1

f(z2)= iz fonksiyonu {zi O :z! 0} kiimesi iistiinde analitiktir. O halde
Z

yazabiliriz, boylece reel ve imajiner bilesenleri

2 2
x -
ulx,y)= ——= ;2)2 ve v(x,y)= -

(x +

2y
(X’ + )

seklinde fonksiyonlardir ve bunlar {(x, y)i 02%:(x,y)! (0,0)} kiimesi iizerinde harmonik
fonksiyonlardir.

Tanmm 1.1.2 u ve v fonksiyonlar1 bir D bolgesinde harmonik fonksiyonlar ve Cauchy-
Riemann denklemlerini saglarlar ise bu fonksiyonlara birbirinin harmonik eslenigi(konjugesi)
dir denir.

1.2 Oklid uzayinda harmonik doniisiimler

m- boyutlu Oklid uzay1 [J" nin bir ag¢ik alt kiimesi U ve (x,, x,,..., X )i U olsun. f:U ® [J

m

veya f:U ® [1 seklinde reel veya kompleks degerli bir f fonksiyonu icin Laplace Denklemi



m 2
Df° 3 ?][[f: 0 (1.2.1)

2
i=1

seklinde verilir. (1.2.1) denkleminin ¢6ziimlerine Harmonik Fonksiyonlar adi verilir. Bu
fonksiyonlar matematikte onemli bir yere sahiptirler. Diizlemdeki bolgeler arasinda verilen
konformal doniisiimler Laplace denklemini korurlar. Bu gercek iki boyutta Laplace
denkleminin ¢oziimlerini bulmak ve ¢alismak icin yaygin sekilde literatiirde kullanilmagtir.
Iste bu gercek yiiksek boyutlu reel uzaylarda veya daha genel uzaylarda hangi doniisiimler
icin gecerlidir sorusuna cevap aramak bu tez ¢alismasinin 6ziinii olusturacaktir.

Tammm. 1.2.1 M ve N Oklid uzaylarmin iki acik alt kiimesi olsun. Harmonik fonksiyonlar1
harmonik fonksiyonlara geri ¢ceken

f:M® N

seklinde bir doniisiime bir harmonik morfizm ad1 verilir. Buna gore VI N bir acik alt kiime
ve f'(V)1 A& olmak iizere f:V ® [ fonksiyonu V iistiinde bir harmonik fonksiyon iken

fof :f'(V)® [

seklindeki bileske doniisiimii de f '(V) iistiinde bir harmonik fonksiyon ise o taktirde f
doniisiimiine bir harmonik morfizm’ dir diyecegiz.

Jacobi 1848 yilinda yazdig1 bir makalesinde asagidaki problemi incelemistir:

“U1 0™ agik alt kiimesi iizerinde bir f :U ® [ diizgiin doniisim ve V1 [ icin f:V® [
seklinde bir V acik alt kiimesi iistiinde verilen holomorfik bir fonksiyon olmak iizere, f of
bileske fonksiyonunun harmonik olmasi1 i¢in f hangi kosullar1 gerceklemelidir”

Herhangi bir harmonik fonksiyon lokal olarak bir holomorfik fonksiyonun reel kismi
oldugundan f nin Jacobi kosulunu gerceklemesi i¢in gerek ve yeter kosul f nin bir harmonik

morfizm olmasi gerektigi agiktir. Boylece zincir kural ile

D(fof):fl—];Df df é*;,; (1.2.2)

elde ederiz. f herhangi bir noktada keyfi birinci ve ikinci tiirevlere sahip oldugundan diizgiin
f doniisiimiiniin bir harmonik morfizm olabilmesi i¢in asagidaki iki kosulun saglanmasi

gerektigini buluruz:

(i) Df =0 ve (ii) (gradf)* = 5{1 alll % =0 (1.2.3)

-1 Blx, o

Tanmm. 1.2.2 Yukaridaki (1.2.2) ifadesindeki (i) kosulunu gercekleyen diizgiin bir
fonksiyona horizontally (weakly) conformal veya yari-konformal bir doniisim adi verilir.
Eger f = f  + if , yazarsak (i1) kosulunun gradf, ve gradf , nin birbirine ortogonal ve ayn1
norma muhtemelen sifir norma sahip olacaklar1 anlamina geldigini goriiriiz.

-3



1.3. Minimal yiizeyler ve harmonik doniisiimler

Bu kisimda harmonik doniisiimlerin minimal yiizeylerle olan iligkisini arastiracagiz, bunun
icin bir doniisiimiin enerjisi ve Weierstrass gosteriminden bahsedecegiz, ayrica [1° de bir
parametrik yiizeyin ortalama egriligi ile koordinat fonksiyonlarinin Laplasyeni arasinda bir
bagint1 elde edecegiz.

Tamm 1.3.1 UT 02 veya U1 [ agik ve baglantil1 bir alt kiime olmak iizere C*-sinifindan
X:u®no’

seklindeki bir doniisiime [ ° de bir diizgiin parametrik yiizey ad1 verilir.

dX tiirev déniisiimiiniin birebir olmasi durumunda X (U)I [1* kiimesi iistiinde yiizeyin

X, X,

seklinde bir birim normal vektdr alan1 daima bulunabilir. Burada (u,v)T U olup u ve v, 02

_Ix X

nin koordinat fonksiyonlar1 ve X = (][—,X ;= (][— kismi tlirevlerini gostermektedir. Diger
u v

taraftan ylizeyin birinci ve ikinci esas formlarinin katsayilari sirasi ile

E=4X,X iF=4X, X iG=4X X i

ve
e=4X, ,Nf f=4aX ,Nfi=aX ,Niig=4aX ,Nf
X X X X
seklinde verilir. Burada X, = 1 — X, = 1 X, = 1 X, = 1 — dir. Buna gore
lu Tuilv A v
yiizeyin ortalama egriligi
I, leG+ gE- 2fF
H=- —iz(dN)= — 1.3.2
2 (dN) 2 EG- F? (132

seklinde verilir. Burada dN yiizeyin sekil operatoriinii gostermektedir. N ise literatiirde

yiizeyin birim normal vektorlerini S* birim kiiresi lizerine resmeden Gauss doniisiimii olarak
adlandirilabilir.

Tanmm 1.3.2 (1.3.2) denklemi ile tanimladigimiz ortalama egrilik H ° 0 kosulunu sagliyor
ise X ylizeyine bir parametrik minimal yiizey adi verilir.

Simdi VI U bir kompakt alt kiime ve V nin kapanis1 V olsun.



h:V® [
fonksiyonu C'-smifindan bir fonksiyon olmak iizere
X, (u,v)= X(u,v)+ th(u,v)N(u,v) (1.3.3)

doniigiimiine X in A tarafindan tanimlanan bir normal varyasyonu admi verecegiz. Burada
(u,v)1 V ve t1 (- e,e) dir. Simdi (1.3.3) esitligini u ve v ye gore tiiretirsek,

1%, _ X, + thN, + th, N
Tu

ve
X, _ X, + thN, + th N
v

buluruz. Simdi X, nin birinci esas formunun katsayilarim E,, F;, G, ile gosterirsek,
E = E+ th(@X,,N i+ 48X, ,N D+ t'h’aN,, N fi+ t°hh,
F = F+ th(X,,N, fi+ 4X ,,N D)+ t°h’aN,, N, i+ t°h h,
G, = G+ th@X,,N, i+ 4X ,N )+ t’h’aN,, N i+ t*h h,
elde ederiz. Buradan (1.3.2) yi kullanarak
EG - F’= EG- F’- 2th(Eg- 2Ff + Ge)+ R
= (EG- F*)(1- 4thH)+ R

bulunur. Burada lim g 052 0 oldugunu goz Oniine alir ve e’1 yeteri kadar kiiciik secersek
t

X, nin bir diizgiin parametrik yiizey tanimlayacagi agiktir. Ustelik X t(\7) nin alam A(%)

A= EF,- Fdudv

\4

O V1- 4thH + RNEG- F?dudv
Vv

seklinde verilir, burada R= ﬁ dir. Eger e yeteri kadar kiiciik ise A(z) tiirevlenebilir

bir fonksiyondur ve = 0 daki tiirevi



A'0)= - & 2hHNEG- Fdudy (1.3.4)
\2

seklindedir. Boylece asagidaki teoremi kanitlayabiliriz.

Teorem 1.3.1 X :U ® [1° diizgiin parametrik bir yiizey ve U nun smirli bir alt kiimesi
VI V1 U olsun. X in minimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X (V) nin her bir normal

varyasyonu ve U nun her smirh VI V1 U alt kiimesi i¢in
AX,(V)|_, =0

olmasidir.
Kanit. Eger X minimal ise ortalama egriligi H °© 0 olacagindan (1.3.4) den A'(X, (‘7))":0 =0

elde edilir. Tersine eger A'(X,(V))L:O = 0 ise bazt pl1 V noktalarmda H(p)! 0 oldugunu

kabul edelim. 4#:V ® [ fonksiyonunu h(p)= H(p) seklinde tanimlar ve p nin kiiciik bir
komsulugu disinda h° O kabul edersek bu durumda sectigimiz bu h fonksiyonunun
tanimlayacag1 varyasyon icin A'(0)< O buluruz ki bu bir celismedir. O halde V nin
tamaminda £° 0 olmalidir, dolayisiyla H © 0 olacagindan X minimaldir.

Simdi (] * de C*-sinifindan bir diizgiin yiizey goz oniine alalim. Eger bu yiizey
E=G,F=0

olacak sekilde bir koordinat sistemine sahip ise bu durumda yiizeyin izotermal koordinatlar
ile parametrelendirildigini sOyleriz. Bu sekilde parametrelendirilmis bir yiizeye de bir
izotermal ylizey adm verecegiz. $Simdi X in bir izotermal ylizey oldugunu kabul edelim. X in
Laplasyeni DX ise DX 1n yiizeye normla oldugunu asagidaki sekilde gosterebiliriz:

X ,DXii= 4X,, X, + X fi= 4X ,X i 4X_, X f
:lipg o li|x :
29 ! 29u’ "
=0.

Benzer sekilde
aX ,DXn=4aX X + X f=4aX , X i+ aX ,X d

2

= %%p( g %q([ﬂ—v|x

=0



bulunur. Boylece DX, hem X, ve hem de X ye dik olacagindan yiizeye dik olmak
durumundadir. Ustelik yiizeyi izotermal parametrelendirdigimizden E= G, F = 0 dir, bunlar1
ortalama egrligi veren (1.3.2) esitliginde yerine yazarsak

"2 EG-F* 2 E

leG+ gE- 2fF leE+gE 1E(e+g) e+g
2 - 2 -

E 2F

N | =

elde ederiz. O halde

e+ g 4N,X, A0+aN,X @ 4N, X + X f 4N,DXn
2F 2F 2F ~ 2E

H =

buluruz. Bu sonu¢ Teorem 1.3.1 ile birlikte g6z Oniine alinirsa asagidaki sonug teoremi ifade
edebiliriz.

Sonuc 1.3.1 X :U ® [J° diizgiin izotermal parametrik bir yiizey olsun. X in minimal olmasi
icin gerek ve yeter kosul X in harmonik olmasidir.

Boylece minimal parametrik bir yiizey,
x:uioeno’
seklinde E= G,F = 0 ve DX = 0 kosullarin1 gercekleyen bir izotermal yiizeydir.

Simdi UI [ nin basit baglantih oldugunu kabul edelim. Bu durumda X = Rey olacak
sekilde kompleks analitik(holomorfik) bir

y:U®0U 3’}’ (z9)= (¥,(29)- ¥ 2(20), ¥ 5(2))
doniisiimii tanimlayabiliriz ve bu doniisiimii kullanarak, X in izotermal olusunu esdeger olarak

.2 .2 .2
Ay, 0 Hy,2 #y,Q_,

Bqzp Eqzp Bqzp

biciminde ifade edebiliriz. Bu boliimde son olarak Weierstrass gosteriminden bahsedecegiz.

Ul 0 basit baglantilh bir agik alt kiime olsun. X :U ® [1° parametrik yiizeyi izotermal
parametrelendirilmis bir minimal yiizey olsun, yani
? 4X X fi= 0,DX = 0

X[ =1x,

kosullar1 gerceklensin. O taktirde U iistiinde tanimlanan ve 6zdes olarak sifirdan farkli
meromorfik fve g fonksiyonlari, fve fg* holomorfik ve " zoi U i¢in



X(2)= X(z)+ Redy FW((1- gWi((1+ gw?).28(w))dw

<0

olacak sekilde vardir. Tersine yukaridaki gibi tanimlanacak her meromorfik f ve g fonksiyon
cifti bir minimal parametrik yiizeyi bu sekilde tanimlar.

1.4. Diferansiyellenebilir manifoldlar

Tanmm 1.4.1. Bir M kiimesi ve M nin alt kiimelerinin bir  ailesi verilsin;
(i) D ve M, Q ya aittir,

(i) € nin herhangi sayidaki elemaninin birlesimi Q ya aittir,

(iii) Q nin herhangi sonlu sayidaki elemaninin kesisimi € nin elemanidir,

Ozelikleri saglanirsa M bir topolojik uzay ve bu topolojik uzayr olusturan Q ailesinin

elemanlar1 da M nin agik kiimeleri adini alir.

Tanmm 1.4.2. M nin bir p noktasinin bir komsulugu, p noktasiin ait oldugu bir acik

kiimeyi iceren bir U (p) kiimesidir.

Tamm 1.4.3. Bir M topolojik uzay, A,Be Q ve ANB=C olmak lizere, M = AUB

seklinde ifade edilemiyorsa M ye baglantili uzay denir.

Tanim 1.4.4. Baglantili topolojik bir uzayin farkli iki noktasinin ayrik komsuluklar:

bulunabiliyor ise bu topolojik uzaya Hausdorff uzay1 denir.

Tanim 1.4.5. n-boyutlu bir M" Hausdorff uzayinin her p noktasinin herhangi bir U
komsulugu bir y esyap1 doniisiimii (homeomorphism) sayesinde L[ " nin bir agik alt
kiimesine homeomorf yapilabiliyor ise M" uzaymna n-boyutlu bir topolojik manifold

(cokkatli) ve (U,y) ikilisine de M" iizerinde bir yerel koordinat sistemi (veya yerel harita)

denir. | JU, =M" olacak sekildeki (U,.v;)_,

ie

ailesine de bir koordinat sistemi (veya atlas)

iel

adi verilir. Bir peU, noktast icin ¥,(p)=(x'(p)....x"(p))el" oldugundan x (p)

sayillarina p noktasinin koordinatlar1 ve U, kiimesine de p noktasimn bir koordinat

komsulugu adi verilir.



Tanmm 1.4.6. (Ui,l//l.)iel ve (Uj,l//j) , U,nNU,#Q olacak sekilde, M" topolojik

jel
manifoldunun iki koordinat sistemi olmak izere, Vi,j i¢in ¥, (Ul. mUj) kiimesini
y/l.(Ul. NU j) kiimesi lizerine resmeden W, oy j_l doniistimlerinin k. mertebeden siirekli

tiirevleri meveut ise o takdirde (U,,y,)._, koordinat sistemine M" topolojik manifoldunun

ie

C* -sinifindan diferansiyellenebilir bir koordinat sistemi ad1 verilir.

Tamm 1.4.7. Uzerinde C*-simfindan diferansiyellenebilir bir koordinat sistemi
tamimlanabilen 7 -boyutlu bir M" topolojik manifolduna C*-simfindan diferansiyellenebilir
bir manifold veya kisaca C*-manifold denir. Eger her ke N icin M" topolojik manifoldu bir

C*-manifold ise M" ye C~-smifindan diferansiyellenebilir bir manifold veya kisaca C~ -
manifold adi verilir. Ancak bu manifoldlar i¢in bundan boyle sadece manifold sdzciigiinii

kullanacagiz.

Tamm 1.4.8. M" manifoldu iistiinde C*-smifindan diferansiyellenebilir bir koordinat sistemi
(U l.,l//l.)ie , olsun. U, M" de bir acik kiime ve f, U tizerinde tanimli reel degerli siirekli bir
fonksiyon olsun. pe U noktasinmn, bir el indisi i¢cin VcU,NU olacak sekilde

n

yeterince kiigiik bir V komsulugu bulunabilir. Eger y,(V)cO" acgik kiimesi iizerinde
tammli  fow, ' fonksiyonu 1/4( p) nin bir komsulugunda C"-smufindan (r<k)

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise f fonksiyonuna pe U noktasmnda C’-smifindan
diferansiyellenebilir denir. M", C”-manifoldunun pe M" noktasmm bir komsulugunda
tanimh reel degerli C” -smifindan tiim fonksiyonlarmnin kiimesi 3(p) ve M" manifoldunun
tamamu {izerinde tanimli reel degerli C” -sinifindan tiim fonksiyonlarin kiimesi de 3 (M ! ) ile

gosterilir.

Tamm 1.4.9. «(t), a<t<b, M" manifoldu iizerinde &(z,)=p olacak sekilde bir egri ve

f€3(p) olsun.



X,f= (df(a(’))/d’)tn
olacak sekilde, X ,:S(p) —1 doniisiimiine c(r) egrisinin p noktasindaki bir tanjant
vektorii denir . Tanjant vektorler asagidaki ozellikleri saglar:

a) X, (Af +pug)=2X,(f)+uX,(g). (Auel; f.ge3(p)),

b X,(f5)=X,(f)s(p)+X,(g)f(p).

Bir pe M" noktasindaki tiim tanjant vektorlerin kiimesi,

(X, +7,)(f)=X,(£)+Y,(f), (2X,)(f)=2X, ()

seklinde tanimlh toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore [ {izerinde bir vektdr uzayi
olup pe M" noktasindaki tanjant uzay olarak adlandirilir ve 7, (M ") ile gosterilir. Simdi

1 n

Xx,...x", p noktasinmn bir U koordinat komsulugunda yerel koordinatlar olup 1<i<n
olmak iizere; Vi icin (8/ axi) , 3(p) den U igine bir doniisiimdiir ve Tamm 2.1.9 daki
p

kosullar1 saglar. O halde «(t,)=p kosulunu saglayan herhangi bir «(t) egrisi igin

i

x'=a'(t), 1<i<n yazarsak her X , tanjant vektorii i¢in zincir kural yardimiyla

X, (£)=(df (a(r))idr) =3 (of ox') (dor (r)sdr)

N )

yazilabilir. Boylece her tanjant vektor, {(a/ax" ) } kiimesindeki vektorlerin bir lineer
P Ji<i<n

birlesimi seklinde yazilir. Buna gore {(a/ax") } vektor kiimesi lineer bagimsiz olup
P

1<i<n
[gergekten, Y& (a/ax")p =0=0=>) ¢ (ox’ /axi)p =& (1< n)j T(M") nin bir

bazini teskil eder. Boylece asagidaki teoremi ifade ederiz.

Teorem 1.4.1 n-boyutlu bir M" manifoldunun bir p noktasindaki 7, (M ") tanjant uzay da

n -boyutludur.
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Tamim 1.4.10. Her pe M" noktasina bir X €T, (M ") karsihik getiren X : p — X |

doniisiimiine M " tizerinde bir tanjant vektor alan1 denir. M" iizerinde tiim C~ -smifindan

tanjant vektor alanlarinin kiimesini X (M ”) ile gosterecegiz.

Tamm 1.4.11. X,Y e x (M") icin

[X.Y]f=X(xf)-Y(Xf)

seklinde taniml [X Y ] :3 (M ! ) -3 (M ! ) doniisiimiine X,Y vektor alanlarmin braketi adi

verilir.

Teorem 1.4.2 X, Y ve Z, M" ustiinde diferansiyellenebilir vektor alanlari, a, b reel

sayllar ve f, g diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere braket islemi asagidaki
ozellikleri saglar:

a) [X,Y] = —[Y, X] (antikomutatiflik),

b)[aX +bY,Z]=a[X,Z]+b[Y,Z] (lineerlik),

o[[x.Y].z]+[[Y.z].x ]+[[2.X].Y | =0 (Jacobi 6zdeslig),

DX, gY]=fe[X. Y]+ X (g)Y —gY (f) X .

Tamm 1.4.12. T, (M ") den [J icine biitiin lineer doniisiimlerin kiimesi T; (M ") seklinde

gosterilir ve @,ve T;(M”), XeT, (M”) ve Aell olmak iizere,
(0+v)(X)=0(X)+v(X), (A0)(X)=2(o(X))

seklinde taniml toplama ve skalerle carpma islemlerine gore [! iizerinde lineer bir vektor
uzay teskil eder. pe M" noktasindaki tanjant uzaya eslenik (dual) olan bu uzaya pe M"

noktasindaki kotanjant uzay, elemanlarina da kotanjant vektor (kovaryant vektor ya da 1-

form) denir. Kotanjant vektorler asagidaki 6zelligi saglar:

®,(AX +pY)=Am,(X)+uw,(Y), (Auel; X.YeT,(M")).
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1.5. Tensor alanlan

Tamm 1.5.1. V, [ iizerinde bir vektor uzayr olmak iizere T :V* — [ fonksiyonu her i igin

(1<i<k),

’

7
T(vl,...,v. +V, .,V ) :T(vl,...,vi,...,vk )+T(v1,...,vl. A ) ,

1

T(vl,...,av s Vy ) = aT(vl,...,vl.,...,vk)

i

kosullarin1 saglyor ise ¢ok lineer olarak adlandirilir. Bir 7 :V* —[] ¢ok lineer fonksiyonuna

V istiinde bir k-tensor denir ve J*(V) ile gosterilen biitiin k -tensorlerin kiimesi S,

TeJ“(V) ve aell igin

(S+T) (Voo ) =S (Vsees v )+ T (Vs es v, ) 5

(aS) (Ve ) =aS (vy,v,)
seklinde tanimli iglemlerle birlikte [ iizerinde bir vektor uzayi olur.

Tamm 1.5.2. Se J“(V) ve Te J' (V) ise S®T e J**' (V) tensor carpimi
SOT (Vyseres Vys Visrsees Vews ) =S (Vi eeos Ve ) T (Vi oeos Ve )

seklinde tanimlanir. S ve T c¢arpanlarinin sirasi onemli olup ® tensor carpimi isleminin

asagidaki ozellikleri vardir:

(S,+5,)®T=S,®T+S,®T,
S®(T,+T,)=S®T, + S ®T,,
(aS)®T =S®(aT)=a(S®T),

(S®T)®U =S®(T®U).
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(S®T)®U ve S®(T®U) nun ikisi de genellikle basit olmasi igin S ®T ®U seklinde
gosterilir ve daha yiiksek mertebeden 7, ®...®7T carpimlar1 da benzer sekilde tanimlanir.

Burada J'(V), V' eslenik uzayidir.

Tanim 1.5.3. Za jxj ifadesindeki gibi bir indis (bir kez iistte bir kez altta olmak iizere) iki
j=1

kez tekrarlanirsa Z isaretini kaldirip sadece a jxj yazarak, indise almasi miimkiin biitiin

degerleri vermek suretiyle elde edilen, biitiin terimlerin toplanmasi kabuliine Einstein toplam

kurali denir.

Tamm 1.5.4. E, n-boyutlu bir reel vektor uzayi ve E~ ise E nin eslenik uzay1 olmak

lizere, E®..® EQE ®..®E iizerindeki bir tensdre bir (r,s)-tensor veya r. mertebeden

r N

kontravaryant ve s . mertebeden kovaryant tensor denir.

Tanim 1.5.5. Diferansiyellenebilir bir M" manifoldunun bir p noktasinda s.mertebeden

kovaryant bir tensor (kisacast bir (0,s)-tensor)

D,:T,(M")x..xT,(M")—0

p

N

seklinde tanimlanan ¢ok lineer bir doniisiim ve benzer sekilde 1.mertebeden kontravaryant ve

s .mertebeden kovaryant bir tensor (klsaca51 bir (l,s) -tensér) de

D,:T,(M")x.xT,(M")>T,(M")

p p

seklinde tanimlanan ¢ok lineer bir doniistimdiir.

Diferansiyellenebilir bir M" manifoldu i¢in s.mertebeden kovaryant bir tensor alani

(kisacast bir (0,s)-tensor alani)

- 13-



D:x (M")x.xx (M")—>3(M")

N

seklinde tanimlanan ¢ok lineer bir doniisiim ve benzer sekilde 1.mertebeden kontravaryant ve

s .mertebeden kovaryant bir tensor alani (kisacast bir (1,s)-tensor

alan1) da

D:X (M")x.xX (M")—>x (M")

N

seklinde tanimlanan ¢ok lineer bir doniistimdiir.

Tamm 1.5.6. D:x (M”)x...x)( (M”)—)X (M”) seklinde tamimlanan (1,s)-tensor

alanindan, her ie {1,...,s} ve X i j#i vektor alanlar1 icin elde edilen

D(X,,...X, ,,— X, X,) tensor alam bir (1,1)-tensor alamdwr ve C,, i. biizillmeyi
gostermek lizere,

X

[ASERID

X,).E,)

>

CD(X,on X X e X,) =D 8 (D(X, 0o XL E

j’

seklinde tamimlanan C,D tensor alamina D tensor alanindan biiziilme (contraction) ile elde

edilen tensor alani denir. Bu durumda C.D, bir (0, S —1) - tensor alanidir.

Tanim 1.5.7. w: X (M" )><...><X (M" ) -3 (M") seklinde tanimli ters-simetrik ve

r

g (M " ) izerinde r -lineer doniisiime bir r -form adi verilir. Boylece @ r-formu, A
1< » » . . . .
dis carpmm olmak iizere, 0=— z @, , dx" n..Adx" seklindedir ve eger @, , bilesenleri
i =1 ' '

diferansiyellenebilir ise @ ya diferansiyellenebilir r -form ad1 verilir.

- 14 -



1.6. Riemann manifoldlarn

h,i, j,k,¢ indisleri 1,2,...,n dizisinde degerler alacak sekilde U, M" de bir noktanin bir

komsulugunu ve x", U iistiindeki yerel koordinatlar1 gostermek iizere, {U ,x"} koordinat

komsuluklari ile ortilen C” smifindan n-boyutlu bir M" manifoldunu goz 6niine alalim.
Bundan boyle aksi soylenmedik¢e yalnizca 1 den biiyiik boyutlu baglantili manifoldlar1 goz

Oniine alacagiz.
Tanim 1.6.1. M" manifoldunu o6rten koordinat komsuluklarinin herhangi bir sistemi
verildiginde bunlardan sonlu sayida ve manifoldun tamamim Ortecek sekilde koordinat

komsuluklari segilebiliyor ise M " manifolduna kompakt (tikiz) bir manifold denir.

Tanim 1.6.2. M" manifoldunun tamaminin koordinat komsuluklarinin bir sistemiyle
ortiildiigiinii varsayalim. Eger bu sistemin herhangi iki {U,x"} ve {U’,x"} koordinat

komsuluklarmin bostan farkli kesisimleri tistiinde

ile verilen koordinat doniistimlerinin

‘axh’/axh

seklindeki Jakobi determinantlar1 daima pozitif ise M" manifolduna yonlendirilebilir bir

manifold denir.

Tanim 1.6.3. Bir M" manifoldu iizerinde

a) g(X.Y)=¢g(¥.X), VX,Ye x (M"),

b) g(X.X)20,VXex (M") ve g(X,X)=0& X =0
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kosullarin1 saglayan (0,2) tipinden g tensor alanna bir Riemann metrigi adi verilir.

Uzerinde bir g Riemann metrigi tammli bir M" manifolduna da bir Riemann

manifoldu denir.

{U ,x"} koordinat komsulugu iistiindeki 9, =0d/dx' ile gosterilen baz vektorleri igin M"

listiindeki X ve Y vektor alanlarinin yerel bilesenleri, d, yerel gatisina gore, sirastyla X" ve
Y" olmak iizere, bu vektor alanlari
X=X",,Y=Y",
seklinde yazilir. Buna gore, g metrik tensor alaninin yerel bilesenleri
g,=8(9,.0,)
ler olmak {izere,
g(X.¥)=¢g(X%0,,¥Y9,)=g, XY’
yazabiliriz.

Tamm 1.6.4. g, M" iistiinde bir metrik tensdr olmak tizere; bir X vektoriiniin uzunlugu

[X]/= e (x.X)

seklinde ve ayni noktada taniml sifirdan farkli iki X ve Y vektorii arasindaki € acis1 da

X.Y

%]l

seklinde tanimlanir. g(X,X) karesel formu pozitif tanimli oldugundan, g nin g i yerel
bilesenleriyle olusturulan
2=l

0,i#]j
Kronecker semboliinii gostermek iizere,

determinant1 daima pozitiftir ve &, = {1 _
s 1=

gji gih — 5]/1
olacak sekilde metrik tensoriin ters (invers) bilesenleri olan g” lar bulunabilir. g” lar, g

metrik tensoriiniin kontravaryant bilesenleri ve g, ler de kovaryant bilesenleri olarak

adlandirilir. Bir tensoriin bilesenlerinin indislerini indirmek veya kaldirmak (transvecting) icin

g ; kovaryant bilesenleri ve g" kontravaryant bilesenleri kullanilir, 5rnegin;
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T

Jih

— t h _ th
=T, 8, ve T, =T;8".

Jit

, T tensoriiniin normu olarak adlandirilir.

||T||2 =T.T"™ olmak iizere ||T

Jih

Tamm 1.6.5. f, g€ S(M”) ve X,Ye X (M”) olmak iizere,

aVv =fV,+gV,,

X+gY
b) V, (fY)=(Xf)Y+fV,Y,

kosullarin1 saglayan

Vix (M")xx (M")—>x (M")
(X.Y)>V,Y

seklinde tanimli lineer bir doniisime M " manifoldu iizerinde bir afin koneksiyon ve V,

operatoriine de X vektor alanma gore kovaryant tiirev operatorii denir. Genel olarak bir D

(0, s)-tensor alant (51ra51y1a (1,s)-tensor alanl) nin VD kovaryant tiirevi,
(ViD) (X1 X,) =V (D(X10o X,)) =Y. D(X oo X,V X X s X,)
i=1

seklinde tanimlanir. O takdirde VD bir (0, s)-tensor alan (51ra51y1a (1,s)-tensor
alan1) dir ve VD,
(VD)(X,X,,...X,)=(V,D)(X,,....X,)

N

seklinde tanimlanan bir (0, s+1)-tensor alan (sirastyla bir (1,s+1)-tensér alani) dur.

Tanim 1.6.6. Bir afin koneksiyona sahip M" manifoldu iizerinde X,Ye X (M ”) olmak

uzere,

T(X,Y)=V,Y-V,X-[X,Y]

seklinde tammli (1,2) -tipinden 7' tensor alanina burulma tensor alani denir.

-17 -



Teorem 1.6.1 Bir M" manifoldu tizerinde

a) T(X,Y)=0

b) V,g=0

kosullarmi saglayan bir ve ancak bir afin koneksiyon vardir ve bu koneksiyona Riemann
koneksiyonu adi verilir. Bu tez calismasimda bir V koneksiyonu bir Riemann koneksiyonu

seklinde alinmustir.
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2. RIEMANN MANIFOLDLARIN HARMONIK DONUSUMLERI

2.1. Bir doniisiimiin enerjisi

(M,g) ve (N,h) siras1 ile m ve n boyutlu, baglantili,kompakt, yonlendirilebilir ve simnirh
olmayan iki Riemann manifoldu olsun.

u:M® N
bir diizgiin doniisiim olmak iizere u nun diferansiyeli du doniisiimii xI M noktasinda

du(x)=du :TM®T, N

u(x)

seklinde tamimli lineer bir doniisiimdiir. O halde du , Hom(T M ,T, N) uzayma aittir.

u(x)

Hom(TM,T, N)» T'"M AT, N

u(x) u(x)

seklinde bir lineer izomorfizm vardir. Boylece,
du:M ® TM" Au 'TN
seklinde bir doniisiimdiir, burada » 'TN, x1 M deki lifi (fiber’1) T, N olan ve M lizerine

geri-cekilmis olan vektor demetidir. Bu durumda TM Auw 'TN, M iizerinde xi M
noktasindaki lifi 7. M AT, N olan bir vektér demetidir. O halde du, TM"“ Au 'TN 1n bir

u(x)

kesiti (section) dir. Simdi, .M AT, N nin bir bazi

u(x)
{(ax"), Ad /9y ), 1£ i€ m1£ a £ n} (2.1.1)

olsun. Buna gore

m n
[o}

du,= 3 a

i=1 a=

:ﬁ‘;ﬁ

(X)(dx ) A )i (2.1.2)

seklinde yazabiliriz. Simdi de 7. M ATW)N iistindeki i¢c carpmi  w,ql T'M ve
A,B1 T, N olmak iizere

u(x)
((x), AT )y (@) AT, ) = 87 (D), (u())

veya esdeger olarak

(WA A,qA B) = 4w, qfi 4A, Bij, (2.1.3)
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biciminde tanimlayalim. Boylece,

ﬂuj(X)

Mu
i(x)ﬂx

"= ddu,,du i, = g"(x)h,, (u(x))
Mx

|dux

seklinde ifade edebiliriz. Buna gore 7,M AT, N iistiindeki metrikten TM " Aw 'TN lifinin

metrigini, xI M ve T,S1 G(TM" Aw 'TN) olmak iizere
ar, Si(x) = &I (x), S(x)f,

seklinde tanimlayabilecegimizden

af = g, 201

bi¢ciminde tanimlariz.

Tanim 2.1.1 M ve N Riemann manifoldlar1 ve M kompakt ve yonlendirilmis olsun.
u:M® N

doniisiimii i¢in
1 2
E(u)= Eb|du| dm, (2.1.4)
M

seklinde verilen fonksiyonele enerji fonksiyoneli adi verilir. Burada dm,, M iistiindeki hacim

formu ve |du|2 = adu,dufi dir. N ustiindeki # metrigini [1" istiindeki metrikten i = U( g)
seklinde elde edebiliriz. Burada, ::N® [J" ve g,,[l" diistiindeki metriktir. Buna gore
|2

N 1 1y )
u(x)= tou(x)= (u,(x),u,(x),...,u,(x))I 0" oldugundan E|du|2 = Ea |dui seklinde olur
i=1

ve u.1 C* (m) oldugundan du, ler M iistiindeki 1-formlardir. M kompakt ve u diizgiin
oldugundan bu E(u) fonksiyoneli sonludur, aksi durumda yani genel olarak sonlu degildir.

Tanim 2.1.2 u nun bir varyasyonu u, olmak iizere eger

iE(u,) =0
dt =0

ise u ya enerji fonksiyonelinin bir kritik noktast adi verilir.
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2.2. TM~ ve u'TN iistiindeki koneksiyonlar

TM" iistiindeki koneksiyonu N ile gosterirsek bu koneksiyonu
N w¥)= X(W(Y))- w(N,Y), (2.2.1)

burada X,Y1 TM ve wi TM" ve N, M iistiindeki koneksiyondur.

m

M de N min koneksiyon katsayilar1 Nx,xj =34 G; x* lar olmak iizere
k=1

ok

N, ax'=-3 G 1£ikEm  (222)

j=1
buluruz.
Simdi de u 'TN iistiindeki koneksiyonu N ile gosterelim.

(', y%,....,y")1 N lokal koordinatlara gore ((f/9y®)ou)(x)= [ /y*?)

lifinin bir baz1

ve T_M AT, N

u(x) u(x)

{(@ /9y cu)(x)sees (A /y") cu)(x) }
olmak iizere N koneksiyonunu

(N @Y ou))=NE o0 /Ty, 1€ £ m1E g€ n

q/9x
seklinde tanimlariz.

Boylece ,

— ) on geon a - 9
(N, /) or)(x) = i gi | ({}[” (DG, CZ I9y°) o u)(x)

xi

oldugu kolayca goriiliir. Burada G:g lar (y®) koordinatlarina gore N nin koneksiyon

katsayilarmi gosterecektir. Buna gore N koneksiyonunun katsayilar

a (];[”i ()G, (u): 1€ i€ m,1£ b,g£ n (2.2.3)
a=1 X

T i/

seklinde bulunur.
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Artik TM™ Aw 'TN iistiindeki koneksiyonu tanimlamamiz miimkiindiir. Bu koneksiyonu N
ile gosterelim. TM " Au 'TN carpim demetinde yer alacak bir kesit(section), wi G(TM ") ile

W1 G@u 'TN) tensorlerinin bir carpimi seklindedir. O halde,
NwWAW)= (N'WAW + wA (NW) (2.2.4)
yazabiliriz. Boylece,
N:GTM Au 'TN)® GTM ATM" Au 'TN)
oldugu goriiliir.

Simdi bu koneksiyonlarin tanimlandig1 metrikleri biraz acikliga kavusturalim.
Bunun i¢in M nin kotanjant demeti 7°M iizerindeki metrik g" olsun. Bu metrigi 1 ,mi "M

elemanlarii bunlarm 7 M deki ters goriintiiler1 ile eslestiren

TM®T M
Z® g .(Z,.)

seklindeki izomorfizma sayesinde elde ederiz. Buna gore X,Y 1 T M i¢in
1 =g.(X,),s=g/(,)
ise, bu durumda
g.(1,8)= g (X.Y)
dir. Boylece, TM~ Au 'TN tensor carpinu iizerindeki metrik 4 ise bu metrigi
1,sI1C*(T'M)ve V.WI C* w'(TN)) icin
al AV,s AWix)= g (1,8)h,,(V,W)
seklinde tanimlayabiliriz.

Diger taraftan u nun diferansiyeli du, TM "~ Au 'TN nin bir kesiti oldugundan tanimdan

&du, duf(x)= § h,.,(du (e).du, (e))

= iz,u (h(x))

buluruz. Burada (¢;), T.M nin ortonormal bir bazidir.
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T°M nin M nin N koneksiyonuna dual olan N* koneksiyonunu daha 6nceki gibi
Nis)¥)= X(s(1)- sNFY)

olarak tanimlayabiliriz. Burada, X,Y1 C* TM) ve sI C* (I"'M) dir. O halde N’
koneksiyonu basit¢e, M istiindeki 1-formlarin bildigimiz kovaryant tiirevidir. Buna gore daha
onceki gibi C*¥ ("M Aw '(TN)) iistiindeki koneksiyonu daha acik sekilde asagidaki gibi
tanimlayabiliriz.

Tanmm 2.2.1 «: M ® N doniisiimii verilsin. C¥ (T"M A w "(TN)) iistiindeki N koneksiyonu
X1 c*@am),11C* @ M) veVI C* (' (IN)) olmak iizere

N, AV)= (N 1)AV+1 ANLY)
seklinde taniml1 bir koneksiyondur.

Tanmm 2.2.2 u: M ® N doniisiimii verilsin. u nun ikinci esas formu dunun Ndu seklindeki
kovaryant tiirevidir. Yani,

Ndu:C* TM)” C* TM)® C* (u '(TN))

seklinde verilir. Ikinci esas formun simetrik ve M ® [J seklindeki diizgiin fonksiyonlarin
halkas1 tizerinde bilineer oldugu agiktir.

Buna tamima gore X,Y Ic (TM) olmak iizere
Ndu(X,Y)= (N, du)(¥)= N'du(Y)- du(N}Y)

yazabiliriz.

Tanmm 2.2.3 u: M ® N doniisiimil verilsin. # nun ikinci esas formunun izine u nun gerilme
alani ad1 verilir, yani

t(u)= iz(ﬁdu)
seklindedir.

Tanmm 2.2.4 M ve N Riemann manifoldlar1 olmak iizere u: M ® N doniisiimii verilsin.
Eger her yerde gerilme alani sifir , yani

t(u)=0
ise u:M ® N doniisiimiine harmonik tir diyecegiz.

Simdi M , N ve P Riemann manifoldlar1 olsun. Bu manifoldlar arasinda

u-M® N vev:N® P
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doniisiimleri tanimlansin, zincir kurali ile agsagidaki teoremi kolayca kanitlayabiliriz.

Teorem 2.2.1 u ve v doniisiimleri yukaridaki gibi verilsin. Bu durumda
ﬁd(v o) = dv(I(Idu) + ﬁdv(du,du)

ve
t(vou)= dv(t(u))+ iz(ﬁdv(du, du))

ifadeleri yazilabilir.

Bir f:M ® [ fonksiyonu ve M nin TM tanjant demetinin bir (e;) baz1 i¢in
t(f)= iz(Ndf)

=3 Ndf(e.e)

(N!df(e)- df NY (e))
(e,(e,(f)- Ne,(f)

- 8o _ Qo

= ﬁ g(Nfgmdf,e[)

= div(gradf))
= D¥

yazabiliriz. Boylece fonksiyonlar i¢in gerilme alam1 t = D seklinde olmaktadir.

O halde xI M ve y= u(x) olmak iizere yI N noktast civarmda M ve N nin lokal

koordinatlari sirast ile (x*) ve (y*) olsun. u: M ® N doniisiimii i¢in kolayca

tw' =8 g'Nduy

i,j

o ij lﬂzua o ik u’ o ij ~a q[ubq[ug
=a g ¢'Gi—+a ¢'G

ij To'qx’ ijk Y Ix i,j.b.g ¢ Tx'qx’

— b g

DY)+ § giGe L dr
iqr -J

i.jbg 9x

oldugu goriiliir. Burada G, N iistiindeki Christoffel semboliinii gostermektedir ve bu ifade

a = 1,2,...,n icin gecerlidir. Boylece eger N = [J " ise u nun harmonik olmasi icin bilesenleri
harmonik fonksiyonlar olmali ve
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t(w)= (D" "),DY (u*),...D" "))

biciminde ifade edilebilmelidir. Bu durumda eger /1 [ bir acik arahk ve M bir Riemann
manifoldu olmak tizere

c:I® M

egrisi M de bir diizgiin egri ve M nin lokal koordinatlar1 (x*) olsun. Boylece t(x) nun
yukarida elde ettigimiz ifadesinden

P o ede de
ar A

LJ

t(c) =

buluruz. Burada G , M stiindeki Christoffel sembollerini gostermektedir.

Sonug olarak, c¢ nin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun onun bir jeodezik egri
olmas1 gerektigini elde ederiz. O halde bir manifold iistiinde bulunan jeodezik egriler ayni
zamanda bir harmonik doniisiim tanimlamaktadir.

Teorem 2.2.2 u:M ® N donisimii ve X,YI C¥ (M) verilsin . N iistiindeki NV

koneksiyonunu u ile geri cekelim ve bu geri cekilmis koneksiyonu N*“ ile gosterelim. Bu
durumda

N“du(Y)- Nidu(X)- du([X,Y])=0
oldugunu goriiriiz.

Kamt. X = li,Y = i} secelim ve N iistiinde u(x)in bir komsulugu iistiinde (y*) lokal

x x
koordinatlari kullanalim. O halde,

Ny du( 1 )- N“idu(L): a N

(J[I/la (‘][ o ru ‘ﬂua (][
i 1 j a a N 1 i a
w1 W Ix R C b APl i B

xj

Jg B P OF e g, T g, 12
-4 § ,

Y A S B LD Ix LD

Gkl

yazabiliriz. Yukaridaki ifadenin sag tarafindaki ilk terim ikinci tiirevlerin simetrik olusundan
sifirdir, ikinci terim ise

NYu ¥)(x)= u (N}, ) V)(x)

oldugunu kullanirsak,
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elde edilebileceginden sifir olarak bulunur. Boylece Teorem 1.6.1 den ispat tamamlanmig
olur.

Simdi enerji fonksiyonelini kullanarak asagidaki teoremi ispatlayalim.
Teorem 2.2.3 M ve N kompakt Riemann manifoldlar1 ve M yonlendirilmis olsun. O halde
diizgiin u: M ® N dOniisiimiiniin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul # nun enerji

fonksiyonelinin bir kritik noktas1 olmasidir.

Kanit. u nun bir diizgiin varyasyonu u, olsun.
u(x)=U({t,x):(-e,e)” M® N

gosterimini tamimlayalim. 7M tanjant demetinin ortonormal bir bazi {e,,e,,...,e, }olmak

lizere (- e,e)” M carpim manifoldunun (0,¢;) seklindeki elemanini yine ¢, ile gosterelim.
Teorem 2.2.1 den

N%,ﬂ,du(el.) = N’;idu(‘][ /q¢t)
yazabiliriz. Simdi |f|< e olmak iizere bir X, 1 C* (TM) vektr alanmi bir ¥ I c* (M) igin

g(X,.Y)= h(du( /9t),du(Y))
seklinde tanimlayalim. Bu durumda

1 d o) ] T U
EEa h(du(e,),du(e;))= a h(Nq[/(ﬂ,du(e[),du(e[))

= 4 h(N"du(] /90).du(e))

= & (e(8(X,e)- hdu@ /0. du(NYe)) & hdu( /10, Ndu(e,.e))

= div(X,)- h(du /11),§ duce,.e,))
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elde ederiz. Burada N, TM~ Au 'TN iistiindeki koneksiyonu gostermektedir.
Yukaridaki son ifadenin ilk terimi Stokes teoremi nedeniyle sifirdir, o halde geriye kalan
kisim istenen

iE(u,)

Qd
t ()=
dt )z

=0 »

I U7
R T

ifadesidir ki bu ifade u nun herhangi bir diizgiin varyasyonu u, i¢in gecerli oldugundan
teoremi kanitlamis oluruz.
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3. GENELLESTIRILMIiS VARYASYON FORMULU

Bu boliimde klasik olarak E’ deki egriler icin bilinen birinci varyasyon formiiliiniin bir
Riemann manifoldu iistiindeki egrilere genellestirilmesini goz Oniine alarak birinci varyasyon
formiiliinti iki Riemann manifoldu arasindaki uygun doniisiimlere genisletmek istiyoruz.

Bunun i¢cin M ve N Riemann manifoldlarinm C* -smifindan u: M ® N doniisiimiinii goz
Ontine alalim ve I = (- e,e) arali1 olsun.

Tamm 3.1 u1 C¥ (M,N) olsun. xI M igin

F(x,0)= u(x)
seklinde verilen bir F1 C* (M~ I,N) doniisiimiine u nun bir diizgiin varyasyonu adz verilir.
Egrilerde oldugu gibi xI M ve s1 I icin

u (x)= F(x,s)

gosterimini kullanahm. Boylece u, I C¥ (M,N) ve u,= u olmak iizere {u };, seklinde
doniisiimlerin bir ailesi mevcuttur. Simdi xI M noktasmi sabit tutalim ve sI 7 olmak iizere

u (s)= F(x,s)
olsun. Boylece u_, N iistiinde s= 0 i¢in u(x) den gecen
u :(-ee)® N

seklinde C* -smifindan bir egri tanimlayacaktir. Simdi u doniisiimii icin varyasyonal bir
vektor alanmi tamimlayalim. Bunun icin asagidaki tamimlamalar: yapalim. s= 0 da u(x)

egrilerinin tanjant vektorlerinin kiimesini géz Oniine alarak

d d 1
= — = — = — F
V(s) s OMX(S) s (u,(0)) ‘][s( (x,0))

5=

tanimlayalim. Diger taraftan,

|

V(ix)= —
(%) T

(F(x,oni T, ,N

vektorii xI M noktasinda u doniisiimii boyunca N de bulunan ve G(u 'TN) ye ait olan bir
vektor alanidir. O halde,

T, (M D=TMATI
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Oldugunu kullanarak asagidaki tanimi yapabiliriz.

Tanim 3.2 u boyunca bir vektor alan1 V' olsun.

© -
V(x)= dF(X,O)go,i , (0t M1

ds

©H-|-[O:

s=0

seklinde verilirse V vektor alanina F sayesinde tammmlanmis bir varyasyonal vektor alani
ad1 verilir. Boylece V u boyunca bir varyasyonal vektor alani ise VI G(u 'TN) olacagi
aciktir. O zaman yeteri kadar kiiciik bir e i¢in # nun diizgiin bir varyasyonu

F(x,s)= exp,.,(sV(x)), (x,s)i M~ 1

seklinde verilir ve bu durumda

Vix)= i u.(s), xI M
ds|,_,

olacag aciktir. Simdi daha sonra kullanacagimiz asagidaki yardimei teoremi verelim.

Teorem 3.1 u1 C* (M,N) olsun. O taktirde, u” 'TN iistiindeki koneksiyon N olmak iizere
N, du(Y)- N,du(X)= du((X,Y]), X, Y1 G@M)
dir.

Bu teoremi ispatlamadan 6nce (2.2.1) ve (2.2.4) ifadelerinden u1 C* (M,N) doniisiimii icin,

N,N",N koneksiyonlar1 sirasiyla G(TM),G(TM") ve G(u 'TN) iistiindeki koneksiyonlar
olsun. X,Y1 G(TM) olmak iizere

Ndu(X,Y)= N, du(Y)- du(N,Y) (3.1)
oldugunu gosterelim:

dul G(TM" Aw 'TN) oldugundan bir wi G(TM ") vektor alan1 ve bir VI G(u 'TN) vektor

alani icin bu esitligi gostermemiz yeterlidir. N ve N* m (2.2.1) ve (2.2.4) deki tanimlarini
kullanarak

N(WAV)(X,Y)= (N, (WAV))(Y)
= N,WAV+ wAN V)Y)
= (XwWY)- w(N,Y)AV+ wY)AN,V
= (XWY)AV- WN,Y)AV+wY)AN,V
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elde ederiz. Simdi,
(WN,Y)AV = (WAV)N,Y)
ve Xw(Y),w(Y)I C* (M,0) oldugundan
XwY)AV = Xw¥)V, wY)AN,V=wY)N,V
yazabiliriz. Boylece ¢carpim kuralindan
XwY)AV+wY)AN, V=N, wY)V=N wY)AV (3.2)
oldugundan istenen gosterilmis olur.

Teorem 3.1 in Kaniti: Teorem 3.1 den ﬁxdu(Y ) ve ﬁydu(X) nin karsiliklarint bulup
biribirinden ¢ikarirsak

N, du(Y)- N,du(X)= Ndu(X,Y)+ du(N ,Y)- Ndu(Y,X)- du(N,X)

yazariz. Diger taraftan N bir Levi-Civita(Riemann) koneksiyonu oldugundan burulmasizdir
dolayisiyla

T(X,Y)=N,Y- N, X- [X,Y]F 0
dir. Ohalde N,Y- N, X = [X,Y]

dir. Ustelik, Ndu simetrik, du lineer ve N burulmasiz oldugundan

N, du(Y)- N,du(X)= du(N ,Y)- du(N,X)= du(N,Y- N,X)= du([X,Y])

elde ederiz.
Simdi birinci varyasyon formiiliinii genel seklini ifade ve ispat edebiliriz.

Teorem 3.2 C¥ -smifindan  u:M ® N  doniisiimiiniin ~ diizgiin bir varyasyonu

F={u};,olsun. O durumda u nun bir varyasyonal vektor alam V = 4 u, , u nun

S s=0

s b

gerilme alami t (u) ve u 'TN geri gekilmis vektoér demeti igindeki dogal fiber (lif) metrigi
a fiolmak iizere

di E@,) =- &av,t(widm (3.3)
S M

s=0

dir.
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Kanit.
(TM~ I)"Auw 'TN iistiindeki Riemann koneksiyonunu N ile ve bu koneksiyonun
tanimladig: fiber metriginide 4,1 seklinde gosterirsek o zaman

d 1 _dl
Mo ™ ds 2

d
—E(u
ds (u)

0 adu,, du fdm, i

yazabiliriz. Metrigin simetrik ve N ile bagdasabilir olmas1 yani N4,fi= 0 olmas1 nedeni ile

= OaN du,,dufidm,| (3.4)

ds

ds
elde ederiz. Simdi X I G(TM) olsun. Buradan (3.1) i kullanarak

N, du (X)=N ,du (X)- du (N"""X)

ds ds ds

yazariz. Diger taraftan du, = dF ve NQM’ DX =0 oldugu kolayca goriilebilir. Bdylece
ds
Teorem 3.1 den

N dF(X)—N (dF(—)) dF[di,X]
s

ds
elde ederiz. Ayrica,

d,. 1

d 1
—,—1=[(0,—),—,0)]=0
[ds L][x’] [( ds) (‘][x‘ )]

oldugu dikkate alinirsa

N, du (Y)=N, (dF(—))—N (—)

ds

ifadesine ulasiriz. Bu ifadeyi (3.4) de yerine yazarsak

iE(uS) = OaN(][ Jdufidm| = §aNV,duidm
ds -0 Qs e
buluruz. Burada,
_ 1 _
Vix)=—| veduy_,=du
s s=0 .

oldugunu kullandik. Kanit1 tamamlamak i¢in geriye
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O ANV, dufdm, = - &4Vt (u)idm,
M M

oldugunu gostermek kalir. Bunun kanaiti [,] da bulunabilir.

Bu teoremi kullanarak asagidaki sonucu ifade edebiliriz.

Sonu¢ 3.1 M ve N Riemann manifoldlarmin C¥ -siifindan »: M ® N doniisiimii verilsin.
u nun gerilme alani t (#) olsun. u: M ® N doniisiimiiniin harmonik olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul u nun t (1) = O seklinde verilen Euler-Lagrange denklemini saglamasidir.

Kamt. Eger t (u) = 0 denklemi saglanirsa bu durumda (3.3) esitliginin sag tarafi sifir olur. Bu
nedenle

d
—FEu =0
ds (w,)

s=0

olacagindan u harmoniktir. Tersine eger u , E nin bir kritik noktasi ise bu durumda

OV twidm =0 (3.5

buluruz. Burada, u# nun F ile verilen bir varyasyonal vektor alan1 V = i u, dir. Bu u nun
N s=0

biitiin varyasyonal vektor alanlari igin gegerli ve u 'TN nin biitiin vektdr alanlar1 u nun

varyasyonal vektdr alanlar1 olacagindan yukaridaki (3.5) esitligi "V 1 u 'TN igin saglanur.
Boylece sonug¢ kanitlanmis olur.
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4. SONUC VE DEGERLENDIRME

Harmonik morfizmlerin tarihcesi 1847 yillarina Jacobi’nin ii¢ boyutlu uzayda Laplace
denkleminin ¢Oziimlerini aramasina kadar uzanir. Daha sonra 1965 yilinda C. Contantinescu
ve A.Cornea harmonik uzaylarmn belirli kosullar1 gercekleyen lokal kompakt Hausdorff
uzaylar oldugunu ifade etmislerdir. Ornegin [1”, Laplace denkleminin c¢oziimleri olan
harmonik fonksiyonlar1 kapsayan bir harmonik uzaydir. Genel olarak her Riemann manifoldu
Laplace-Beltrami operatoriiniin sifirlar1 olarak harmonik fonksiyonlara sahip bir harmonik
uzaydir. Boyle bir operator [1 " de

o 1f S, IS
a a; +aq bb—+cf=0 (1.1.1)
ij=1 j(][x[q[xj o X

seklinde bir eliptik denklem ile verilir. Burada a,,b; ve c katsayilar olup denklem bir U 10

bolgesinde Lipschitz kosullarini ve harmonik uzayin topolojik kosullarini saglar.

Klasik harmonik fonksiyonlar harmonik morfizmlere kadar ulasan genislemesi ile
giinlimiize kadar yogun ilgi alanlarindan birini olusturmustur. Weierstrass gosterimi sayesinde
harmonik fonksiyonlarla kompleks analitik fonksiyonlar: iliskilendirip kompleks analizin
araclarindan kolaylikla faydalanarak teoriyi gelistirmemiz miimkiindiir. Ayrica, harmonik
doniisiimlerin diizgiin varyasyon fonksiyonellerinin kritik noktalarmin jeodezik egriler ve
minimal ylizeyleri tanimladig1 bilinmektedir, o nedenle Riemann manifoldlarin harmonik
doniisiimlerini ¢aligmak i¢in bir doniislimiin enerjisi ve gerilmesi, kotanjant uzay ve geri
cekilmis tanjant demetleri iistiinde koneksiyonlar tamimlayarak Riemann manifoldlarin
harmonik bir doniisiimiiniin diizgiin varyasyonu inceleyebiliriz.

Biz bu tez caliymasinda, Riemann manifoldlar1 arasinda tanimlanan bir diizgiin

harmonik doniisiim i¢in genellestirilmis varyasyon formiiliinii nasil elde edebilecegimizi
gosteriyoruz.
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OZGECMIS
17-01-1972 Tarihi istanbul ili Uskiidar ilcesi dogumluyum. Hacettepe Universitesi Egitim
Fakiiltesi Fizik Ogretmenligi boliimiinii bitirdim. Milli Egitim Bakanlig1’ na bagl olarak 13
yildir fizik 6gretmeni olarak ¢aligmaktayim. Mezun olduktan sonra matematik alanina
ilgimden dolay1 matematiksel fizige karsi 1lgi duymaktayim. Bu yiizden uygulanmali

matematikte yiiksek lisans ¢aligmasi yapmak istedim.
Ozel ilgi alanlarim dalgalar, ¢ekirdek fizigi, diferansiyel denklemlerdir. Cekirdek fizigi

tizerine birka¢ ¢calismam bulunmaktadir.
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