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ÖZET 

Bu çalışma dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde bazı vektör-değerli dizi 

uzaylarında matris dönüşümleri ve duallerinin öneminden bahsedilmiştir. 

İkinci bölümde; çalışma boyunca kullanılacak olan bazı temel tanımlar ve teoremler 

verilmiştir. 

Üçüncü bölümün ilk kısmında Nakano vektör-değerli dizi uzayı olan ( ),X p�  ve 

( ),
r

F X p  den ( ), , ,
r

E q bs∞ −∞� �  ve cs  dizi uzaylarına olan matris karakterizasyonlarını 

vereceğiz. Burada ( )k
p p=  ve ( )k

q q=  pozitif reel sayıların sınırlı birer dizileri olmak 

üzere  k∀ ∈�  için 1kp >   ve 0r ≥ durumu incelenecektir. 

Bu bölümün ikinci kısmında Nakano vektör-değerli dizi uzayı olan ( ),X p�  den 

herhangi BK  uzayına sonsuz matrislerin dönüşümleri için gerek ve yeter şartları 

vereceğiz. Bu sonucu kullanarak ( ),X p�  den ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, , , , ,s rY c Y q c Y Y E Y∞� �  ve 

( )rF Y  dizi uzaylarına olan matris karakterizasyonlarını elde edeceğiz. Burada ( )kp p=  

ve ( )kq q=  pozitif sayıların sınırlı dizileri olmak üzere k∀ ∈�  için 1kp ≤ , 0r ≥  ve 

1s ≥ durumu incelenecektir.  

Dördüncü bölümde vektör-değerli bir dizi uzayının β  duali tanımlanmış ve 

çalışılmıştır. Eğer X- değerli bir dizi uzayı olan E  uzayı AK özelliğine sahip bir BK 

uzayı ise bu taktirde E nin dual uzayı ile β- dual uzayının izometrik olarak izomorfik 

olduğunu göstereceğiz. Aynı zamanda Maddox dizi uzayları olan ( ) ( ), , , ,X p X p∞� �  

( )0 ,c X p  ve ( ),c X p  uzaylarının β-duallerinin karakterizasyonlarını vereceğiz. 

Anahtar Kelimeler: Matris dönüşümleri, vektör-değerli dizi uzayları, Maddox vektör 

değerli dizi uzayları  
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ABSTRACT 
 

This study consists of four chapters. In the first chapter the importance of matrix 

transformations of some vector-valued sequence spaces and their duals is mentioned.  

In the second chapter, basic definitions and some basic theorems that will be used 

throughout the study are given. 

In the first section of the third chapter we give the matrix characterizations from Nakano 

vector-valued sequence space ( ),X p�  and ( ),rF X p  into the sequence spaces 

( ), , ,rE q bs∞ −∞� � and cs , where ( )kp p=  and ( )kq q=  are bounded sequences of 

positive real numbers such that 1kp >  for all k∀ ∈�  and 0r ≥ . 

In the second section of this chapter we give necessary and sufficient conditions for 

infinite matrices mappings from the Nakano vector-valued sequence space ( ),X p�  into 

any BK-space, and by using this result, we obtain the matrix characterizations from 

( ),X p�  into the sequence spaces ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, , , , ,s rY c Y q c Y Y E Y∞� �  and ( )rF Y , 

where ( )kp p=  and ( )kq q=  are bounded sequences of positive real numbers such that 

1kp ≤  k∀ ∈� , 0r ≥  and 1s ≥ . 

In the fourth chapter the β-dual of a vector-valued sequence space is defined and 

studied. We show that if an X-valued sequence space E is a BK space having AK 

property, then the dual space of E and its β-dual are isometrically isomorphic. We also 

give characterizations of β-dual of vector-valued sequence space of Maddox 

( ) ( ), , , ,X p X p∞� �  ( )0 ,c X p  and ( ),c X p . 

Keywords: Matrix transformations, vector valued sequence spaces, Maddox vector-

valued sequence spaces.  
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1. BÖLÜM 

GİRİŞ 

Skaler değerli dizi uzayları ile ilgili çalışmalar 20. yy’ın başlarından beri bilinmektedir. 

Özellikle Maddox [1] tarafından incelenen dizi uzayları ilgi çekici ve bu sahadaki 

çalışmalar için adeta bir ilham kaynağı olmuştur. Daha sonra 1970’li yıllarda Maddox 

[1,2] ve Gupta [3] vektör değerli dizi uzayları üzerinde non-negatif reel değerli 

( ),n kA a=  matrisi yerine, sürekli lineer dönüşümlerin ( )k

nA f=  matrisini alarak matris 

dönüşümlerini incelediler. Das ve Chaudhury [4] X ve Y iki normlu lineer uzay olmak 

üzere X den Y nin içine olan ( ) ( )0 0 ,c X c Y→  ( ) ( )1 X Y∞→� � ve ( ) ( )1 pX Y→� �  

sürekli lineer dönüşümlerin ( )k

nA f=  matrisi üzerindeki gerekli şartları verdiler. 

C.X. Wu ve L. Liu [5] ( ) ( ) ( )0 , , , , ,c X p X p X p∞� �  gibi vektör değerli dizi 

uzaylarından ( ) ( )0 ,c q q∞� , gibi skaler değerli dizi uzaylarına tanımlı matris 

dönüşümlerini verdi.  Daha sonra Suthep Suantai [6] Nakano vektör değerli dizi uzayı 

olan ( ),X p�  den ( )0 ,c Y q , ( )c Y  ve ( )Y∞�  dizi uzaylarına tanımlı dönüşümlerin 

matris karakterizasyonunu verdi.  

Bu çalışmanın amacı Suthep Suantai ve Winate Sanhan [6] tarafından incelenmiş olan  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , , , , , , , , ,r rc X p X p X p M X p E X p F X p∞� �  ve ( ),X p−∞�  

gibi X-değerli uzayları arasındaki matris dönüşümlerini incelemek ve bunlardan bir 

kısmının dualleri üzerinde çalışmaktır. 
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Burada özel olarak X K=  (X’in skaler cismi) alırsak, ( ) ( ) ( ) ( )0 0, , ,c p p p M p∞� �  

( ) ( ),r rE p F p  ve ( )p−∞�  gibi Maddox’un vektör değerli dizi uzaylarını ve diğer vektör 

değerli dizi uzaylarını elde ederiz.  

Sonuç olarak bu çalışma bir derleme mahiyetinde olup detaylı araştırmanın ürünüdür. 

 

 

 



 

 

 

 

2. BÖLÜM 

TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde, çalışmamızda kullanacağımız temel kavramlara yer vereceğiz.  

Tanım 2.1. X boş olmayan bir cümle, K de kompleks ya da reel sayıların bir cismi 

olsun. Bu takdirde , ,x y z X∀ ∈  ve , Kλ µ∀ ∈  için 

: XxX X+ →  

   . : KxX X→  

fonksiyonları  

i) x y y x+ = +  

ii) ( ) ( )x y z x y z+ + = + +  

iii) x xθ+ =  olacak şekilde bir tek Xθ ∈  mevcut 

iv) ( )x x θ+ − =  olacak şekilde bir tek ( )x X− ∈  mevcut 

v) 1x x=  

vi) ( )x y x yλ λ λ+ = +  

vii) ( ) x x xλ µ λ µ+ = +  

viii) ( ) ( )x xλ µ λµ=  

özelliklerini sağlıyorsa X cümlesine K cismi üzerinde bir vektör uzayı veya bir lineer 

uzay denir [7]. 

Burada K ya X vektör uzayının skaler cismi (veya katsayılar cismi) denir. Eğer K = �  

ise X e reel vektör uzayı,  K = �  ise X’e kompleks vektör uzayı denir.  

Tanım 2.2. Y, X cümlesinin boş olmayan bir alt cümlesi olsun.  
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Eğer 1 2,y y Y∀ ∈  ve bütün α β,  skalerleri için  

1 2y y Yα β+ ∈  

oluyorsa Y vektör uzayına, X vektör uzayının lineer alt uzayı denir [7]. 

Tanım 2.3. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. Eğer  

   :q X →�  

fonksiyonu ,x y X∀ ∈  ve Kλ∀ ∈  için  

i) ( ) ( )q x q xλ λ=  

ii) ( ) ( ) ( )q x y q x q y+ ≤ +  

özelliklerini sağlıyorsa, q ye bir yarınorm, ( ),X q  uzayına da bir yarınormlu uzay denir.  

Tanım 2.4.  X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. Eğer  

   :g X →�  

fonksiyonu ,x y X∀ ∈  ve Kλ∀ ∈  için  

i) ( ) 0g θ =  

ii) ( ) ( )g x g x− =  

iii) ( ) ( ) ( )g x y g x g y+ ≤ +  

iv) 0λ λ→  ve  ( )0 0g x x− →  iken ( )0 0g x xλ λ− →  

şartlarını sağlıyorsa, g ye bir paranorm, ( ),X g  uzayına da bir paranormlu uzay denir.  

Tanım 2.5. X kompleks veya reel vektör uzayı olsun. Bu takdirde ,x y X∀ ∈  ve λ∀ ∈�   

   . : X → �  fonksiyonu  

( )1N  0x ≥  

( )2N  0 0x x= ⇔ =  

( )3N  x xα α=  

( )4N  x y x y+ ≤ +    (üçgen eşitsizliği) 
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özelliklerini sağlıyorsa, .  fonksiyonuna X üzerinde bir norm ve ( ), .X  ikilisine de bir 

normlu uzay denir [7]. 

Tanım 2.6. ( ), .X  bir normlu lineer uzay olsun. Eğer X cümlesi .  normuna göre tam 

ise ( ), .X  uzayına bir Banach uzayı denir [7]. 

Tanım 2.7. (Sürekli dönüşüm) ( ),X X d=  ve ( ),Y Y d= �  iki metrik uzay olsun. Eğer  

0, 0ε δ∀ > ∃ >  ( ) ( )0 0, ,d x x d Tx Txδ ε∋ < ⇒ <�  ise T ye 0x  da süreklidir denir.  

Eğer T  X in her noktasında sürekli ise T dönüşümüne süreklidir denir [7]. 

 

Şekil 2.7.1. Sürekli dönüşüm 

 

Tanım 2.8. X ve Y iki metrik uzay olsun. Eğer :T X Y→  dönüşümü bire-bir ( )1 1−  ve 

örten ise bu dönüşüme bijective denir. Bu taktirde bu dönüşümün ters dönüşümü vardır 

ve 1 :T Y X− →  ile gösterilir [7]. 

Tanım 2.9. ( ), .X  bir Banach uzayı olmak üzere ( )W X  X teki bütün dizilerin uzayını 

göstersin ve E de X-değerli bir dizi uzayı olsun. Eğer k∀ ∈�  için ( )kx E∈  ve 

( ) ( )ky W X∈  için k ky x≤  olduğunda ( )ky E∈  oluyorsa X-değerli E dizi uzayına 

normal denir.  

Örnek: ( )0 ,c X p  uzayı normaldir. Çünkü  

( ) ( )0 ,kx c X p∈  ve ( ) ( )ky W X∈  olsun. 

 0k kp p

k k k ky x y x≤ ⇒ ≤ →  ( )k → ∞  
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       0kP

ky⇒ →   ( )k → ∞  

       ( ) ( )0 ,ky c X p⇒ ∈  

Fakat ( )c X  normal değildir. Çünkü 

( )
6 1

3 2k

k
x

k

+
=

−
 için ( )

6 1
lim lim 2

3 2k

k
x

k

+
= =

−
 ve 

( )
6 1

1
3 2

k k

k

+
− <

−
 iken ( )1

k
−  ıraksaktır. Yani ( ) ( )1

k
c X− ∉  

Tanım 2.10. (Sınırlı dizi) ( )kp p=  dizisi verilmiş olsun. Eğer k∀ ∈�  için 

kp M≤ olacak şekilde bir 0M >   varsa ( )kp  dizisine sınırlıdır denir. 

Tanım 2.11. Vektör uzaylarında, özellikle normlu uzaylardaki bir dönüşüme operator 

denir [7]. 

Tanım 2.12. Bir T operatörü aşağıdaki şartları sağlıyorsa buna bir lineer operatör denir. 

(i) T operatörünün tanım kümesi olan ( )D T  bir vektör uzayıdır ve görüntü kümesi olan 

( )R T  aynı cisim üzerinde bir vektör uzayıdır.  

(ii) ( ),x y D T∀ ∈   ve α skalerleri için 

(a) ( ) x yT x y T T+ = +  

(b) ( ) xT x Tα α=  

Tanım 2.13. (Sınırlı lineer operator) X ve Y normlu iki uzay ve ( )D T X⊂  olmak üzere 

   ( ):T D T Y→  

bir lineer operator olsun. Eğer ( )x D T∀ ∈  için  

xT c x≤  

olacak şekilde bir 0c >  varsa T ye sınırlı lineer operator denir [7].  

Burada soldaki norm Y üzerindeki norm, sağdaki norm ise X üzerindeki normdur.  

Tanım 2.14. Değer cümlesi = �  veya �  olan bir dönüşüme bir fonksiyonel denir [7]. 
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Fonksiyonelleri , , ...f g h  gibi küçük harflerle göstereceğiz. 

Tanım 2.15. (Lineer Fonksiyonel) Tanım kümesi X vektör uzayının içinde 

( )( )D f X⊂  ve görüntü kümesi X in skaler cismi olan ( )( )K R f K⊂  da olan lineer 

operatore lineer fonksiyonel denir. Bu yüzden bir lineer fonksiyonel 

( ):f D f K→  

Şeklindedir [7]. X reel ise K = �  ve X kompleks ise K = �   

Tanım 2.16. (Sınırlı lineer fonksiyonel) f lineer bir fonksiyonel olmak üzere f e sınırlı 

lineer fonksiyonel denir öyle ki ( ) ,x D f∀ ∈    c∃ ∈�  için 

( )f x c x≤    

Bu taktirde f in normu 

( )

( )

0

sup

x

x D f

f x
f

x
≠

∈

=  

veya  

( )
( )

1

sup

x

x D f

f f x

=

∈

=  

şeklinde tanımlanır. Buradan  

( )f x f x≤  

olduğu açıktır. 

Teorem 2.17. (süreklilik ve sınırlılık) Normlu bir uzayda f lineer fonksiyoneli süreklidir 

ancak ve ancak f sınırlıdır.  

Tanım 2.18. X∅ ≠ herhangi bir küme olsun. X in açık alt kümelerinin bir τ  sınıfı 

verilmiş olsun. Eğer 

( )1T  ,X τ∅ ∈   

( )2T   1 2,U U τ∈  için 1 2U U τ∩ ∈  

( )3T   ( )iU i Iτ∈ ∈  için i

i I

U τ
∈

∈∪  
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özelliklerini sağlıyorsa τ ya X üzerinde bir topoloji ve ( ),X τ  uzayına da topolojik uzay 

denir [7]. 

Tanım 2.19. ( ), .X  bir Banach uzayı olsun. ( )W X , X teki bütün dizilerin uzayını ve 

( )Xφ  te X teki bütün sonlu dizilerin uzayını göstersin. X teki bir dizi uzayı ( )W X  in 

bir lineer alt uzayıdır. E  X-değerli bir dizi uzayı olsun. x E∈  ve k ∈�  için x in k. 

terimi için kx  yazacağız. Şimdi de ( ) ( ),ke x e x  ve Eµ  dizilerini tanımlayalım:  

x X∈  ve k ∈�  için ( )ke x  dizisi 

   ( ) ( )0,0,...., ,0,0,....ke x x=  

şeklinde, yani, k. terimi x diğer terimleri sıfır olan bir dizi ve ( )e x  dizisi de 

( ) ( ), , ,...., ,....e x x x x x=  

olmak üzere bütün terimleri x olan bir dizi olsun. Sabit bir skaler kµ µ=  dizisi için Eµ  

dizisi şu şekilde tanımlanır:  

   ( ) ( ) ( ){ }:k k kE x x W X x Eµ µ= = ∈ ∈  

Tanım 2.20. Kabul edelim ki X-değerli bir E dizi uzayı bazı lineer topoloji olan τ  ile 

donatılsın. Bu takdirde her bir k ∈�  için ( )k kp x x=  şeklinde tanımlanan ve k. 

koordinat dönüşümü olan  

:kp E X→  

dönüşümü E üzerinde sürekli ise E uzayına K-uzayı denir. Buna ilaveten ( ),E τ  bir 

Frechet (Banach) uzayı ise bu taktirde E uzayı ( )FK BK−  uzayı olarak adlandırılır. 

Kabul edelim ki E uzayı ( )Xφ  uzayını içersin.  

Bu taktirde eğer her bir ( )kx x E= ∈   ve n → ∞   için 

( )
1

n
k

k

e x x
=

→∑  

oluyorsa E  uzayına AK  özelliğine sahiptir denilir. Eğer ( )Xφ   E de yoğun ise E ye 

AD  özelliğine sahiptir denilir.  
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Tanım 2.21. ( ) { }, : sınırlı

lineer
B X Y T T X Y= →  olsun. Bu taktirde ( ),T B X Y∈  için 

( ),B X Y  uzayının normu  

   
0 1

sup supx

x
x x

T
T T

x≠ =

= =   dır. 

Burada Y  Banach uzayı ise ( ),B X Y  bir Banach uzayıdır [7]. 

Tanım 2.22. (Dual Uzay X ′ ) X normlu bir uzay olsun. Bu takdirde X üzerindeki bütün 

sınırlı lineer fonksiyonellerin kümesi aşağıda tanımlanan normla birlikte bir normlu 

uzay belirtir. Buna X in dual uzayı denir ve X ′  ile gösterilir [7]. 

   
( )

( )
0 1

sup sup
x x

f x
f f x

x≠ =

= =  

X üzerindeki lineer fonksiyonellerin görüntü kümesi �  veya �  (X in skaler cismi) 

olduğundan, �  veya �  de bilinen metriğe göre tam olduklarından X ′  bir ( ),B X Y  

dir. Yani ( ) ( ) ( ), , ,B X Y B X B X X ′= = =� �  dir. 

Teorem 2.23. (X bir Banach uzayı olsun veya olmasın) X normlu uzayının dual uzayı 

olan X ′  bir Banach uzayıdır [7]. 

Tanım 2.24. Banach-Steinhaus Teoremi: X  bir Banach uzayı Y-de bir normlu uzay 

olmak üzere :nT X Y→  sınırlı lineer dönüşümlerin bir dizisi olsun. Yani x X∀ ∈  için 

( )n xT x c≤  bulunsun. Bu taktirde ( )nT  normlar dizisi sınırlıdır. Yani n N∀ ∈  için 

nT c≤  olacak şekilde 0c >  vardır.  

 



 

 

 

 

3. BÖLÜM 

VEKTÖR-DEĞERLİ DİZİ UZAYLARINDA MATRİS DÖNÜŞÜMLERİ 

 

3.1. Nakano Vektör – Değerli Dizi Uzayında Matris Dönüşümleri  

Bu kısımda Nakano Vektör – Değerli dizi uzayı olan ( ),X p�  ve ( ),rF X p  den ,rE  

,∞�   ( ) ,q−∞�   ,bs  ve cs  dizi uzaylarına olan matris karakterizasyonlarını vereceğiz. 

Burada ( )kp p=  ve ( )kq q=  pozitif reel sayıların sınırlı birer dizileri ve k∀ ∈�  için 

1kp >   ve 0r ≥  alınacaktır. 

Tanım 3.1.1. ( ), .X  bir Banach uzayı, 0r ≥  ve ( )kp p=  pozitif reel sayıların bir 

dizisi olsun. k∀ ∈�  için X teki bir kx  elemanı için ( )kx x=  olarak yazacağız. X-

değerli dizi uzayları olan  

( ) ( )0 , , , ,c X p c X p ( ), ,X p∞� ( ), ,X p� ( ), ,rE X p ( ),rF X p  ve ( ),X p−∞�  aşağıdaki 

gibi tanımlanırlar: 

( ) ( ){ }0 , : lim 0kp

k k
k

c X p x x x
→∞

= = =  

( ) ( ){ }, : lim 0,kp

k k
k

c X p x x x a bazı a X için
→∞

= = − = ∈  

( ) ( ){ }, : sup kp

k k
k

X p x x x∞ = = < ∞�  

( ) ( )
1

, : kp

k k

k

X p x x x
∞

=

 
= = < ∞ 
 

∑�  

( ) ( ), : sup
kp

k

r k r
k

x
E X p x x

k

  
= = < ∞ 
  
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( ) ( )
1

, : kpr

r k k

k

F X p x x k x
∞

=

 
= = < ∞ 
 

∑  

( ) ( ){ }1/

1

, : sup kp

k k
kn

X p x x x n
∞

−∞

=

= =� ∩  

K, X in skaler cismi olmak üzere X K=  olduğunda yukardaki tanımlanan uzaylar 

sırasıyla ( )0 ,c p ( ) ,c p ( ) ,p∞� ( ) ,p� ( ) ,
r

E p ( )r
F p  ve ( )p−∞�  olarak yazılırlar.  

( )0 ,c p ( )c p  ve ( )p∞�  uzayları Maddox’un dizi uzayları olarak bilinirler. Bu uzaylar 

ilk olarak Simons [12] ve Maddox [1,8] tarafından tanımlanıp üzerlerinde çalışmalar 

yapıldı. ( )p�  uzayı ilk olarak Nakano [2] tarafından tanımlandı ve Nakano dizi uzayı 

olarak bilinir. ( ),X p�  uzayı da Nakano vektör-değerli dizi uzayı olarak bilinir.  

k∀ ∈�  için 1
k

p =  olduğunda ( )r
E p  ve ( )r

F p  uzayları sırasıyla 
r

E  ve 
r

F  olarak 

yazılırlar. Bu iki uzay ilk olarak Cooke [10] tarafından tanımlandı. ( )p−∞�  uzayı ilk 

olarak Grosse-Erdmann [10] tarafından tanımlandı.  

Tanım 3.1.2. E bir dizi uzayı olmak üzere ( ) ,
k

x x E∀ = ∈  
k

t∀ ∈�  ve 1
k

t =  ile birlikte 

k
t K∈  için ( )k k

t x E∈  oluyorsa E ye normal denir. Ayrıca  

( ), .E  bir normlu dizi uzayı olsun. k∀ ∈�  ve ( )k
x x= , ( )k

y y E= ∈  için 
k k

x y≤  

ile birlikte x y≤  oluyorsa ( ), .E  dizi uzayına norm monoton denir.  

Tanım 3.1.3. ,X ′  X in topolojik duali ve n

k
f X ′∈  olmak üzere ( )n

kA f=  olsun. Ayrıca 

E X-değerli bir dizi uzayı, F de skaler-değerli bir dizi uzayı olsun. Eğer her bir 

( )k
x x E= ∈  ve her bir n∈�  için ( ) ( )

1

n

n k k

k

A x f x
∞

=

=∑  yakınsaksa A ya E den F ye bir 

matris dönüşümü denir ve :A E F→  olarak yazılır. Burada Ax  dizisi 

( )( )n
Ax A x F= ∈  dir. 

İlk olarak k∀ ∈�  için 1
k

p >  olmak üzere ( ),X p�  den 
r

E  dizi uzayına olan sonsuz 

bir matris dönüşümünün bir karakterizasyonunu vereceğiz. Bunun için aşağıdaki lemma 

ya ihtiyacımız vardır. 
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Lemma 3.1.4. Kabul edelim ki E normal ve norm monoton olan X-değerli bir BK-uzayı 

ve ( )n

kA f=  sonsuz bir matris olsun. Bu taktirde ( )k
x x E∀ = ∈  için  

 :
r

A E E→ ⇔ ( )
1

sup /n r

k k
n k

f x n
∞

=

< ∞∑  olmasıdır. 

İspat: Yeter şartın doğru olduğunu kabul edelim. Yani  

( )

1

sup
n

k k

r
n k

f x

n

∞

=

< ∞∑  olsun. Buradan her bir ( )k
x x E= ∈  için 

( ) ( )
1

1

sup sup

n
nk k

k kk

r r
n n k

f x
f x

n n

∞

∞
=

=

≤ < ∞
∑

∑  dur.       

Bundan dolayı : rA E E→  dir. Tersine olarak kabul edelim ki : rA E E→  olsun. E ve 

rE  uzayları birer BK-uzayı olduğundan Zeller teoreminden dolayı : rA E E→  

dönüşümü sınırlıdır. Bundan dolayı  

( )

( )

1

1sup
xk

n

k k

k

r
n

f x

M
n

≤

∞

=

∈

≤
∑

�

 olacak şekilde bir 0M >  vardır.   (3.1) 

( )kx x E= ∈  olsun. Öyle ki 1x =  n∀ ∈�  için 1kt =  olacak şekilde bir skaler ( )kt  

dizisi seçebiliriz ve ( ) ( )n n

k k k k kf t x f x=   olur. E  normal ve norm monoton olduğundan 

( )k kt x E∈  elde ederiz. Böylece (3.1) den dolayı ( ) 1k kt x ≤  dir. Buradan 

( ) ( )
1

1

,

n
n k k k

k k k

r r
k

f t x
f x

M
n n

∞

∞
=

=

= ≤
∑

∑        

bu da 
( )

1

sup
n

k k

r
n k

f x
M

n

∞

∈ =

≤∑
�

 demektir.     (3.2) 

(3.2) den dolayı her bir ( )kx x E= ∈  için  

( )

1

sup
n

k k

r
n k

f x
M x

n

∞

∈ =

≤∑
�

        

Bu da ispatı tamamlar. 
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Teorem 3.1.5. ( ) ,kp p=   k∀ ∈�  için 1kp >  ve k∀ ∈�  için 
1 1

1
k kp q

+ =  ve 0r ≥  ile 

birlikte pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun. Sonsuz bir matris olan ( )n

kA f=  

için,  

 ( )( ), , rA X p E∈ �  ⇔ 0
1

sup
k

k k
q rq qn

k
n k

f n m
∞

− −

=

< ∞∑      (3.3) 

olacak şekilde bir 0m ∈�  vardır.   

İspat: ( ) ( ),kx x X p= ∈�  olsun. (3.3) den dolayı n∀ ∈�  için  

 0
1

,
k

k k
q rq qn

k

k

f n m K
∞

− −

=

<∑        (3.4) 

olacak şekilde bir 0m ∈�  ve 1K >  vardır. 

 , 0a b ≥  için biliyoruz ki k kp q
ab a b≤ +      (3.5) 

(3.4) ve (3.5) den dolayı n∈�  için 

 ( ) ( )1
0 0

1 1

.r n r n

k k k k

k k

n f x n f m m x
∞ ∞

− − −

= =

=∑ ∑  

   ( )( )1
0 0

1

r n

k k

k

n m f m x
∞

− −

=

≤∑  

   0 0
1 1

k kk k
q prq q n

k k

k k

n m f m x
α

∞ ∞
− −

= =

≤ +∑ ∑      

   0
1

,kp

k

k

K m x
α

∞

=

≤ + ∑     burada  sup k
k

pα =  

bundan dolayı ( )
1

sup r n

k k

k

n f x
∞

−

=

< ∞∑  bu ise rAx E∈  demektir.  

Gereklilik için kabul edelim ki ( )( ), , rA X p E∈ �  olsun. k∀ ∈�  için ( ) ( ) ( ),k
e x X p∈�  

olduğundan x X∀ ∈  için ( )sup r n

k
n

n f x− < ∞  elde ederiz. 

Düzgün sınırlılık prensibinden dolayı k∀ ∈�  için  
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 sup r n

k k
n

n f C− ≤  olacak şekilde bir 1
k

C >  vardır.    (3.6) 

Kabul edelim ki (3.3) doğru olmasın. O halde m∀ ∈� için 

 
1

sup
k

k k
q

rq qn

k
n k

f n m
∞

− −

=

= ∞∑        (3.7) 

ve ,k m∈�  için (3.6) dan dolayı 

 
1 1 1

j j jj j j j j j

k
q q qrq q rq q rq qn n n

j j j

j j j k

f n m f n m f n m
∞ ∞

− − − − − −

= = = +

= +∑ ∑ ∑  

        
1 1

jj j j j

k
qq q rq qn

j j

j j k

C m f n m
∞

− − −

= = +

≤ +∑ ∑     

bu (3.7) ile birlikte ,k m∀ ∈�  için aşağıdaki eşitliği verir; 

 
1

sup ,
j j j

q rq qn

j
n j k

f n m
∞

− −

= +

= ∞∑        (3.8) 

(3.8) ten dolayı 0 1 2 ...,O k k k= < < <  1 2 ....,m m< <  

4i

i
m >  ve pozitif reel sayıların bir ( )i

η  alt dizisini seçebiliriz öyle ki 1i∀ ≥  

 
1

2
j j ji

i i

q rq qn i

j i i

k j k

f n m
− −

− < ≤

>∑         

i∀ ∈�  için 1jx =  ile birlikte  

1i i
k j k− < ≤  için 

j
x X∈  seçebiliriz öyle ki 

 ( )
1

2
j

j ji

i i

q rq qn i

j j i i

k j k

f x n m
−

− −

< ≤

>∑        

i∀ ∈�  için ( ) ( ): 0, 0,
i

F ∞ → ∞  olmak üzere  

 ( ) ( )
1

j
j ji

i i

q rq qn

i j j i

k j k

F M f x n M
−

− −

< ≤

= ∑  şeklinde tanımlansın.    

Bu taktirde 
i

F  sürekli ve artmayandır öyle ki 

M → ∞  iken ( ) 0F M →  Bundan dolayı 0
i

M >  vardır öyle ki 
i i

M m>  ve  
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 ( ) ( )
1

2
j

j ji

i i

q rq qn i

i j j i i

k j k

F M f x n M
−

− −

< <

= =∑       

1i i
k j k− < <  için 

 ( ) ,jy y=
( ) ( )

11 /
4

j
j j j i

qq rq p ni

j i i j j jy M n f x x
−− − −−=  olsun.    

Buradan 
j

y  yerine yazılır ve 
j

p . kuvvet alınırsa 

 ( ) ( )
( )

1

11

1 1

4
j jj j jj j i

i i

p qp p qip rq n

j i i j j

j i k j k

y M n f x
−

∞ ∞ −− −− −

= = < ≤

=∑ ∑ ∑  

 ( )1 1
1 1

j j j

j j

p q q
p q

+ = ⇒ − − = −   ve ( )1j j jp q q− =  yerine yazılırsa 

  ( )
11

4
j

j j i

i i

q
q rq ni

i i j j

i k j k

M n f x
−

∞
− −−

= < ≤

≤∑ ∑   

  
1

4 .2i i

i

∞
−

=

=∑          

  2

1

2 .2i i

i

∞
−

=

=∑  

  
1

1
1

2i
i

∞

=

= =∑  

Böylece ( ) ( ),jy y X p= ∈�  bulunur. 

( ),X p�  uzayı ( )
1

inf 0 : 1
kp

k
k

k

x
x ε

ε

∞

=

  
= > ≤ 

  
∑  ile tanımlanan Luxemburg normu 

altında normal ve norm monoton olan bir BK uzayı olduğundan Lemma 3.1. den 

 
( )

1

sup
n

k k

r
n k

f y

n

∞

=

< ∞∑           (3.9) 

elde ederiz. Fakat 

 
( ) ( ) ( )

11 1

sup sup sup
i i

i i

nn n
j j j j j i

r r r
n i ij j k j ki i

f y f y f y

n n n
−

∞ ∞

= = < ≤

≥ ≥∑ ∑ ∑  
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   ( ) ( ) ( )
1

1
sup 4 / 1

j
j i

i i

qq ni r

i i j j j j
i k j k

M n q p f x
−

− −− −

< <

= +∑  

 1 olduğundanj

j

j

q
q

p

 
+ =  

 
 

   ( ) ( )
1

1
sup 4

j
j j i

i i

qq rq ni

i j j
i k j k

M n f x
−

− − −−

< <

= ∑    

   ( )( )
1

sup 4
j

j ji

i i

q rq qn i

j j i i i
i k j k

f x n M M
−

− − −

< <

= ∑  

   sup 2 ,i

i

≥ = ∞  çünkü  4i

i
M >  

Bu ise (3.9) ile çelişir. Bu yüzden (3.3) sağlanmış oldu. 

Teorem 3.1.6. ( )k
p p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun öyle ki k∀ ∈�   

1,
k

p >   k∀ ∈�
1 1

1,
k kp q

+ =   0r ≥   ve  0.s ≥   Bu taktirde sonsuz bir ( )n

kA f=  matrisi 

için,  

 ( )( ), ,
r s

A F X p E∈  ⇔ ( )/
0

1

sup
k

k k k k
q

rq p sq qn

k
n k

k f n m
∞

− − −

=

< ∞∑     

olacak şekilde bir 0m ∈�  vardır. 

İspat: ( ) ( )( )/, , r pkr k
F X p X p= �  olduğundan 

 ( )( ) ( ) ( )( )/

,
, , , ,kr p n

r s k s
n k

A F X p E k f X p E
−∈ ⇔ ∈ �    (3.10) 

Teorem 3.1.5. den dolayı   

 ( ) ( )( )/

,
, ,kr p n

k s
n k

k f X p E
− ∈ � ⇔ ( )/

0
1

sup
k

k k k k
q

rq p sq qn

k
n k

k f n m
∞

− − −

=

< ∞∑    

olacak şekilde bir 0m ∈�  vardır. Bu ise teoremin ispatlanması demektir.  

0E ∞= �  olduğundan aşağıdaki iki sonuç sırasıyla teorem 3.1.5 ve teorem 3.1.6 dan 

direk olarak elde edilirler. 
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Sonuç 3.1.7. ( )k
p p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun öyle ki k∀ ∈�  için 

1
k

p >  ve k∀ ∈�  için 
1 1

1
k kp q

+ =  verilsin 

Bu taktirde sonsuz bir ( )n

kA f=  matrisi için 

 ( )( ), ,A X p ∞∈ � �  ⇔ 0
1

sup
k

k
q

qn

k
n k

f m
∞

−

=

< ∞∑      

olacak şekilde bir 0m ∈�  vardır. 

Sonuç 3.1.8. ( )k
p p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun öyle ki k∀ ∈�  için 

1
k

p >  ve k∀ ∈�  için 
1 1

1
k kp q

+ = . 

Bu taktirde sonsuz bir ( )n

kA f=  matrisi için 

 ( )( ), ,
r

A F X p ∞∈ �  ⇔ ( )/
0

1

sup
k

k k k
q

rq p qn

k
n k

k f m
∞

− −

=

< ∞∑   

olacak şekilde bir 0m ∈�  olmasıdır. 

Teorem 3.1.9. k∀ ∈�  için 1
k

p >  ile birlikte ( )k
p p=  ve ( )k

q q=  pozitif reel 

sayıların sınırlı bir dizisi olsun ve k∀ ∈�  için 
1 1

1
k kp t

+ =  olsun. Bu taktirde sonsuz bir 

( )n

kA f=  matrisi için  

 ( ) ( )( ), ,A X p q−∞∈ � �  ⇔  /

, 1

sup
k

k n k
t

t q tn

k r
n k k

r f m
∞

−

=

< ∞∑    

olacak şekilde r∀ ∈�  için bir 
r

m ∈�  olmasıdır. 

İspat: ( )
( )1/1 qkr r

q
∞

−∞ ∞

=

=� �∩  olduğundan r∀ ∈� için  

( ) ( )( ) ( ) ( )1/, , , ,
qkr

A X p q A X p−∞ ∞∈ ⇔ ∈� � � �        

buradan r ∈�  için 
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 ( ) ( ) ( ) ( )( )1/

1/

,
, , , ,n

qk

q n

kr n k
A X p r f X p∞ ∞

 ∈ ⇔ ∈ 
 
� � � �     

Sonuç 3.1.7. den r ∈�  için ( ) ( )( )1/

,
, ,nq n

k
n k

r f X p ∞∈ � � ⇔ /

1

sup
k

k n k
t

t q tn

k r
n k

r f m
∞

−

=

< ∞∑   

olacak şekilde bir 
r

m ∈�  vardır. 

Bu da teoremi ispatlar. 

Teorem 3.1.10. k∀ ∈�   1
k

p >  ve k∀ ∈�   
1 1

1
k kp q

+ =  ile birlikte ( )k
p p=   ve 

( )k
q q=  pozitif reel sayıların sınırlı birer dizisi olsun. Sonsuz bir ( )n

kA f=  matrisi için  

 ( ) ( )( ), ,
r

A F X p q−∞∈ �  ⇔ / /

1

sup
k

k n k k k
t

t q rt p tn

k i
n k

i k f m
∞

− −

=

< ∞∑   

olacak şekilde i∀ ∈�  için bir 
i

m ∈�  vardır.  

İspat: ( ) ( )( )/, , r pkr k
F X p X p= �  olduğundan 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )/

,
, , ,kr p n

r k
n k

A F X p q k f X p q
−

−∞ −∞∈ = ⇔ ∈� � �     

Teorem 3.1.9. dan dolayı ( ) ( )( ), ,
r

A F X p q−∞∈ �  ⇔ / /

1

sup
k

k n k k k
t

t q rt p tn

k i
n k

i k f m
∞

− −

=

< ∞∑  

olacak şekilde i∀ ∈�  için 
i

m ∈�  vardır.       

Teorem 3.1.11. k∀ ∈�  için 1
k

p >  ve 
1 1

1
k kp q

+ =  olacak şekilde pozitif reel sayıların 

sınırlı bir ( )k
p p=  dizisi olsun. Bu taktirde sonsuz bir ( )n

kA f=  matrisi için  

( )( ), ,A X p bs∈ �  ⇔ 0
1 1

sup
k

k

q
n

qi

k
n k i

f m
∞

−

= =

< ∞∑ ∑  

olacak şekilde bir 0m ∈�  vardır. 

İspat:  Sonsuz bir ( )n

kA f=  matrisi için kolaylıkla gösterilebilir ki  

 ( )( ) ( )( )
1 ,

, , , ,
n

i

k

i n k

A X p bs f X p ∞

=

 
∈ ⇔ ∈ 

 
∑� � �      
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Sonuç 3.1.7 den ( )( ), ,A X p bs∈ �  ⇔ 0
1 1

sup
k

k

q
n

qi

k
n k i

f m
∞

−

= =

< ∞∑ ∑  

olacak şekilde bir 0m ∈�  vardır.   

Teorem 3.1.12.  k∀ ∈�  için 1
k

p >  ile birlikte ( )k
p p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir 

dizisi ve k∀ ∈�  için 
1 1

1
k kp q

+ =  olsun. Bu taktirde sonsuz bir ( )n

kA f=  matrisi için, 

( )( ), ,A X p cs∈ �  ⇔ 
( )

0 0
1 1

1

1)sup  olacak şekilde bir  olması ve

 

2) ,  için  yakınsaktır

k

k

q
n

qi

k
n k i

n

k

n

f m m

k x X f x

∞
−

= =

∞

=


< ∞ ∈





∀ ∈ ∀ ∈

∑ ∑

∑

�

�
 

İspat:  Kabul edelim ki ( )n

kA f=  sonsuz matrisi için ( )( ), ,A X p cs∈ �  olsun. Teorem 

3.1.11’den dolayı bir 0m ∈�  vardır. Öyle ki 

 0
1 1

sup
k

k

q
n

qi

k
n k i

f m
∞

−

= =

< ∞∑ ∑  dur. Bu ise (1) in ispatını tamamlar. Diğer taraftan her 

bir k ∈�  ve x X∈  için ( ) ( ) ( ),k
e x X p∈�  gerçeğini kullanırsak 

( )
1

n

k

n

f x
∞

=

∑  in yakınsaklığını elde ederiz ki bu da (2) nin ispatını tamamlar. 

Tersine olarak (1) ve (2) nin sağlandığını kabul edelim. Teorem 3.1.11 den dolayı 

( ): ,A X p bs→�  olduğunu biliyoruz. ( ) ( ),
k

x x X p= ∈�  olsun.  

( ),X p�  AK özelliğine sahip olduğundan 

( ) ( )
1

lim
n

k

n
k

x e x
→∞

=

= ∑  dir. Zeller teoreminden dolayı  

( ): ,A X p bs→�  süreklidir. Buradan 

 ( ) ( )
1

lim
n

k

k
n

k

Ax Ae x
→∞

=

= ∑  olup        

(2) den ( ) ( )k

kAe x cs∈   k∀ ∈�  için, cs, bs  nın kapalı bir alt uzayı olduğundan Ax cs∈  

olur, 
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Yani ( ): ,A X p cs→�  tir.   

3.2. Bazı Vektör Değerli Dizi Uzaylarında Matris Dönüşümleri 

Bu kısımda Nakano vektör-değerli dizi uzayı ( ),X p�  den herhangi BK uzayına sonsuz 

matrisler dönüşümü için gerek ve yeter şartlarını vereceğiz. Bu sonucu kullanarak 

( ),X p�  den ( ) ,Y∞� ( )0 , ,c Y q ( ) ,c Y ( ) ,
s

Y� ( )r
E Y  ve ( )r

F Y  dizi uzaylarına olan 

matris karakterizasyonlarını elde edeceğiz. Buradan ( )k
p p=  ve ( )k

q q=  pozitif 

sayıların sınırlı dizileridir öyle ki ,k∀ ∈�   1
k

p ≤   için 0r ≥  ve 1s ≥  

Tanım 3.2.1. ( ), .X  bir Banach uzayı ve ( )k
p p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir 

dizisi olsun. k∀ ∈�  olmak üzere X teki 
k

x  için ( )k
x x=  yazacağız. X-değerli dizi 

uzayları olan ( )0 , ,c X p ( ), ,c X p ( ), ,X p∞� ( ), ,X p� ( ),
r

E X p  uzaylarını bu bölümün 

1. kısmında tanımlamıştık. ,n k∀ ∈�  için ( ),n

k
T L X Y∈  olmak üzere ( )n

kA T=  olsun. 

Farz edelim ki E  X-değerli bir dizi uzayı ve F   Y-değerli bir dizi uzayı olsun. Bu 

taktirde eğer ( )k
x x E∀ = ∈  ve n∀ ∈�  için ( ) ( )

1

n

n k k

k

A x T x
∞

=

=∑  yakınsaksa A   E den F 

nin içine bir dönüşüm olarak adlandırılır ve :A E F→  şeklinde yazılır: Ax  dizisi 

( )( )n
Ax A x F= ∈  dir.  

Tanım 3.2.2. ( ),E F  E den F nin içine bütün sonsuz matris dönüşümlerinin kümesini 

göstersin. Eğer ( )k
u u=  ve ( )k

v v=  skaler diziler ise 

   ( ) ( ) ( ) ( ){ },
, : ,n n

u k n k kv n k
E F A T u v T E F= = ∈   

şeklinde tanımlanır. Burada 0
k

u ≠   ise k∀ ∈�  ( )1 1/
k

u u− =  olarak alacağız. 

3. Bazı Yardımcı Sonuçlar 

Bu kısımda problemlerimizi daha basit formlara indirgemek için kullanılabilecek bazı 

faydalı sonuçları vereceğiz. 

Önerme 3.2.3. E ve ( )n
E n∈�  X-değerli dizi uzayları olsun ve F ve ( )n

F n∈�  Y-

değerli dizi uzayları ve u ve v reel sayıların dizileri olsunlar k∀ ∈�  için 0,
k

u ≠  0
k

v ≠ . 

Böylelikle aşağıdakileri elde ederiz: 
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(i) ( )
1 1

, , ;n n

n n

E F E F
∞ ∞

= =

 
= 

 
∪ ∩  

(ii) ( )
1 1

, , ;n n

n n

E F E F
∞ ∞

= =

 
= 

 
∪ ∩  

(iii) ( ) ( ) 1, ,
u v u

E F v E F −=  

Önerme 3.2.4. ( )k
p p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun ve 0r ≥  olmak 

üzere 

(i) ( ) ( )( ), , rr n
F X p X p= �  

(ii) ( ) ( )( )1/0 0
1

, pkn
n

c X p c x
∞

=

=∩  

İspat:  

(i) direkt olarak tanımdan elde edilir.  

(ii) yi göstermek için kabul edelim ki ( )0 ,x c X p∈  olsun. Bu taktirde k → ∞  için 

0kp

kx →  dır. ,k n∀ ∈�  için  kp

k kx nδ =   olsun. Buradan k → ∞  için 0
k

δ →   olur. 

p ∞∈�  olduğundan k → ∞ için  1/ 1/ 0k kp p

k k
x n δ= →  bulunur. Böylece ( )( )1/0 pkn

x c X∈  

elde ederiz. 

Tersine olarak farz edelim ki ( )( )1/0
1

pkn
n

x c X
∞

=

∈∩  olsun. O halde n∀ ∈�  için  

1/lim 0kp

k
k

x n
→∞

=  olur. Bu taktirde n∈�  ve çok büyük k için 1/kp

kx n≤  olur. Bu ise 

( )0 ,x c X p∈  demektir. 

Şimdi k∀ ∈�  ve 1kp ≤  olmak üzere matris karakterizasyonlarının ( ),X p�  den 

herhangi bir BK uzayı içine olan dönüşümü vererek konumuza başlayacağız. 

Teorem 3.2.5. ( )kp p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun öyle ki k N∀ ∈  için 

1kp ≤  ve E de bir BK uzayı olan Y-değerli dizi uzayı olsun.  

Bu durumda sonsuz bir ( )n

kA T=  matrisi için  
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( )( ), ,A X p E∈ �  dir. ⇔ 
( )( )

( )( )
1

1/
0 0

1

1) ve için ve

2)  vardır öyle ki supsup 1k

n

k n

p k

k x

k x X T x E

m A m e x

∞

=

−

≤

 ∀ ∈ ∀ ∈ ∈



∃ ∈ ≤


�

�
 

İspat: ( )( ), ,A X p E∈ �  olsun. x X∀ ∈  ve k∀ ∈�  için ( ) ( ),ke x X p∈�  olduğundan 

( )kAe x E∈  olur. Böylece (1) elde edildi.  

Şimdi de (2) şartının sağlandığını gösterelim.  

Zeller Teoreminden dolayı ( ): ,A X p E→�  süreklidir. Yani  

( ) ( ), ,kx x X p= ∈�  için 
0

1
1x Ax

m
≤ ⇒ ≤  olacak şekilde bir 0m ∈�  vardır. (3.10) 

1x ≤   ve k ∈�  ile birlikte x X∈  olsun. Öyleyse ( ) ( )1/
0 ,kp km e x X p

− ∈�  ve 

( )1/
0 01/kp k

m e x m
− ≤  elde ederiz. (3.10) dan dolayı ( )( )1/

0 1kp k
A m e x

− ≤  elde ederiz ki 

bu da ( )( )1/
0

1

supsup 1kp k

k x

A m e x
−

≤

≤  olmasını gerektirir. Böylece (2) elde edilir.  

Tersine olarak (1) ve (2) nin sağlandığını kabul edelim. (2) den dolayı, x X∀ ∈  ve 

1x ≤  ile birlikte  

( )( )1/
0sup 1kp k

k

A m e x
− ≤   olacak şekilde bir 0m ∈�  vardır. 

 ( )( )1/
0sup kp k

k

A m e x x
−⇒ ≤       (3.11) 

( ) ( ),kx x X p= ∈�  olsun. k∀ ∈�  için (3.11) dan dolayı şunu elde ederiz.  

( ) ( )( )( )1/ 1/
0 0

k kp pk k

k kAe x A m m e x−=  

      ( )( )1/ 1/
0 0

k kp p k

km A m e x
−=  

      1/
0

kp

km x≤        (3.12) 

( ) ( )1/
0 ,kp

m X p∈�  olduğundan ( ) ( ) ( )1/
0 0 0,kp

km x c X p c X∈ ⊆  olur. Bundan dolayı 

0k k∀ >  için  

 1/
0 1kp

km x <  olacak şekilde bir 0k ∈�  vardır. 
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 k∀ ∈�  için 0 1kp< ≤  olduğundan  

 ( )1/ 1/
0 0 0

k kk k
p pp p

k k km x m x m x≤ =      (3.13) 

elde ederiz. 0k k∀ >  için (3.12) ve (3.13) den dolayı  

 ( ) 1/
0

1 1

kpk

k k

k k

Ae x m x
∞ ∞

= =

≤∑ ∑  

   
0

0

1/ 1/
0 0

1 1

k k

k
p p

k k

k k k

m x m x
∞

= = +

= +∑ ∑  

   
0

0

1/
0 0

1 1

kk

k
pp

k k

k k k

m x m x
∞

= = +

≤ +∑ ∑  

   < ∞  

Bundan dolayı ( )
1

k

k

k

Ae x
∞

=

∑    E de mutlak yakınsaktır.  

E Banach uzayı olduğundan ( )
1

k

k

k

Ae x
∞

=

∑   E de yakınsaktır. Şimdi ( )ky y E= ∈  

( )
1

k

k

k

Ae x
∞

=

∑  nın toplamı olsun. E bir K-uzayı olduğundan her bir m∈�  için mp  

süreklidir.  

 ( ) ( )( ) ( )
1 1

lim lim
n n

k m

m m m k k k
n n

k k

y p y p Ae x T x
→∞ →∞

= =

= = =∑ ∑ . 

Bu da Ax  in mevcut ve ( ) ( )
1

n

k k mm
k

Ax T x y
∞

=

= =∑  olduğunu gerektirir. Bundan dolayı 

Ax E∈  dir. Bu da ispatı tamamlar.  

1kp =  olduğundan k∀ ∈�  için aşağıdaki sonuçlar direk olarak teoremden elde edilir.  

Teorem 3.2.6. E bir BK-uzayı olan Y-değerli bir dizi uzayı olsun ve ( )n

kA T=  sonsuz 

bir matris olsun. Buradan  

( )( ),A X E∈ �  ⇔ 
( )( )

( )
1

1

1) ,  için  ve

2) supsup

n

k
n

k

k x

k x X T x E

Ae x

∞

=

≤

 ∀ ∈ ∀ ∈ ∈



< ∞


�
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Teorem 3.2.7. ( )k
p p=  pozitif sayıların sınırlı bir dizisi olsun öyle ki k∀ ∈�  için 

1
k

p ≤  ve ( )n

kA T=  sonsuz bir matris olsun. Bu takdirde  

( ) ( )( ), ,A X p Y∞∈ � � ⇔ 
1/

0 0
,

1)  için sup ve

 
2) sup 1 olacak şekilde bir  mevcutturk

n

k
n

p n

k
n k

k T

m T m
−

 ∀ ∈ < ∞



≤ ∈


�

�
  

İspat: Teorem 3.2.5. den dolayı bu teoremi ispatlamak için sadece (1) ve (2) şartlarının 

sırasıyla ( )1′  ve ( )2′  şartlarına denk olduğunu göstereceğiz. 

   
( ) ( )

( )( )1/
0 0

1

1 )   ve   için  ve

2 ) supsup 1 olacak şekilde bir  mevcuttur.k

k

p k

xk

k x X Ae x Y

A m e x m

∞

−

≤

′ ∀ ∈ ∀ ∈ ∈

 ′ ≤ ∈

� �

�
 

 (1) ve ( )1′  şartları düzgün sınırlılık prensibinden dolayı denktir.  

Eğer (2) sağlanırsa ,k n∈�  ve x X∈  için 1x ≤  ile birlikte şunu elde ederiz.  

1/ 1/ 1/
0 0 0 1k k kp p pn n n

k k km T x m T x m T
− − −≤ ≤ ≤      ki bu da  

( )( )1/ 1/
0 0

1 1

supsup supsupsup 1k kp pk n

k
k x k x n

A m e x m T x
− −

≤ ≤

= ≤  böylece ( )2′  elde edilir.  

Şimdi de ( )2′  nün sağlandığını farz edelim. Öyleyse k∀ ∈�  ve x X∀ ∈   1x ≤  ile 

birlikte  

( )( )1/ 1/
0 0sup 1k kp pn k

k
n

m T x A m e x
− −= ≤      (3.14) 

olacak şekilde bir 0m ∈�  mevcuttur. 

(3.14) den her bir , ,n k ∈�  1/
0 1kp n

km T
− ≤  böylece (2) elde edilir.  

Teorem 3.2.7 de olduğu gibi aynı ispatı kullanırsak aşağıdaki teoremi elde ederiz: 

Teorem 3.2.8. ( )kp p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun öyle ki k∀ ∈�  için 

1kp ≤  ve ( )n

kA T=  sonsuz bir matris olsun. O halde  

( ) ( )( )0, ,A X p c Y∈ �  ⇔ 
( ) ( )

1/
0 0

,

1) ,   için  0 ve

2)sup 1 olacak şekilde bir  vardır.k

n

k

p n

k
n k

k x X T x n

m T m
−

 ∀ ∈ ∀ ∈ → → ∞

 ≤ ∈

�

�
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Teorem 3.2.9. ( )kp p=  ve ( )kq q=  pozitif reel sayıların sınırlı dizileri olsun öyle ki 

k∀ ∈�  için 1kp ≤  ve ( )n

kA T=  sonsuz bir matris olsun. Bu takdirde 

( ) ( )( )0, , ,A X p c Y q∈ �  ⇔ 
( ) ( )1/

1/ 1/

,

1) ,  ve için 0

2) sup 1 olacak şekilde bir

n

k n

p n

k

p p n

m k m
n k

k m x X m T x n

m r m T r

−

−

 ∀ ∈ ∀ ∈ → → ∞

 ∀ ∈ ≤ ∈

�

� �
 

İspat: 3.2.3(ii) ve 3.2.4(ii) önermelerinden dolayı m∀ ∈�  olmak üzere  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1/0 0, , , , , pkm
A X p c Y q A X p c Y∈ ⇔ ∈� �   

Önerme 3.2.3(iii) den dolayı m∀ ∈�  için 

 ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )1/

1/
0 0,

, , , ,n
pk

q n

km n k
A X p c Y m T X p c Y∈ ⇔ ∈� �  

Teorem 3.2.8. den dolayı 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1/
0,

, , 1 ve 2nq n

k
n k

m T X p c Y∈ ⇔�  sağlanırsa. 

Teorem 3.2.5. in uygulanmasıyla ve Teorem 3.2.7. deki ispatın aynısını kullanırsak 

aşağıdaki teoremi elde ederiz.  

Teorem 3.2.10. ( )kp p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun öyle ki k∀ ∈�  

için 1kp ≤  ve ( )n

kA T=  sonsuz bir matris olsun. Bu taktirde  

( ) ( )( ), ,A X p c Y∈ � ⇔ 
( )

1/
0 0

,

1) ve için lim  mevcut ve

2)sup 1 olacak şekilde bir  vardır.k

n

k
n

p n

k
n k

k x X T x

m T m

→∞

−

 ∀ ∈ ∀ ∈



≤ ∈


�

�
 

Teorem 3.2.5. in uygulanmasıyla aynı zamanda aşağıdaki sonucu elde ederiz. 

Teorem 3.2.11. ( )kp p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun öyle ki k∀ ∈�  

için 1kp ≤ , 1s ≥  ve ( )n

kA T=  sonsuz bir matris olsun. O halde  

( ) ( )( ), , sA X p Y∈ � � ⇔ 

( )( ) ( )

( )

1

/
0 0

1 1

1)  ve  için  ve

2) supsup 1olacak şekilde bir  dir.k

n

k sn

ss p n

k
k x n

k x X T x Y

m T x m

∞

=

∞

≤ =

 ∀ ∈ ∀ ∈ ∈



≤ ∈


∑

� �

�
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( ) ( )( )rr k
E Y Y −∞= �   olduğundan önerme 3.2.3(iii) ve teorem 3.2.7. den aşağıdaki 

teoremi elde ederiz. 

Teorem 3.2.12. ( )kp p=   pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun öyle ki k∀ ∈�  

için 1kp ≤ , 0r ≥  ve ( )n

kA T=  sonsuz bir matris olsun. O halde  

( ) ( )( ), , rA X p E Y∈ � ⇔ 
1/

0 0
,

1) ve  için sup ve

2) sup 1 olacak şekilde bir  vardır.k

r n

k
n

p r n

k
n k

k x X n T

m n T m

−

− −

 ∀ ∈ ∀ ∈ < ∞



≤ ∈


�

�
 

( ) ( )( )rr k
F Y Y= �   olduğundan 3.2.3(iii) önermesinin ve teorem 3.2.5. in uygulanmasıyla 

aşağıdaki teoremi elde ederiz.  

Teorem 3.2.13. kp p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun öyle ki k∀ ∈�  için 

1kp ≤ , 0r ≥  ve ( )n

kA T=  sonsuz bir matris olsun. O halde  

( ) ( )( ), , rA X p F Y∈ � ⇔ 

( )( ) ( )
1

1/
0 0

1 1

1)  ve  için  ve

2)supsup 1 olacak şekilde bir  dir.k

r n

k n

p r n

k
k x n

k x X n T x Y

m n T x m

∞

=

∞
−

≤ =

 ∀ ∈ ∀ ∈ ∈



≤ ∈


∑

� �

�

  



 

 

 

4. BÖLÜM  

MADDOX’UN VEKTÖR-DEĞERLİ DİZİ UZAYLARININ ββββ-DUALİ 

 

Bu bölümde vektör-değerli bir dizi uzayının β  duali tanımlanmış ve çalışılmıştır. Eğer 

X- değerli bir dizi uzayı olan E  uzayı AK özelliğine sahip bir BK uzayı ise bu taktirde E 

nin dual uzayı ile β- dual uzayının izometrik olarak izomorfik olduğunu göstereceğiz. 

Aynı zamanda Maddox dizi uzayları olan ( ) ( ), , , ,X p X p∞� �  ( )0 ,c X p  ve ( ),c X p  

uzaylarının β-duallerinin karakterizasyonlarını vereceğiz. Önce bu bölümde geçen bazı 

tanımları ve teoremleri verelim. ( ),X X d=  ve � �( ),X X d=  metrik uzaylar olsun. Bu 

taktirde: 

Tanım 4.1. Bir �:T X X→  dönüşümü uzaklıkları korursa yani ,x y X∀ ∈  için  

( ) ( ), ,d Tx Ty d x y=  

ise T ye bir izometrik dönüşüm denir [7]. Burada ( )T x  ve ( )T y  sırasıyla x ve y nin 

görüntüleridir.  

Tanım 4.2. Eğer X ten �X  ya bir bijective (bire-bir, örten) bir izometry varsa X uzayı �X  

uzayı ile izometriktir denir ve bu durumda X ve �X  uzayları izometrik uzaylar olarak 

adlandırılırlar [7]. 

Tanım 4.3. X ve �X  vektör uzayları aynı cisim üzerinde olmak üzere  

�:T X X→  

olan T izomorfizmi vektör uzayının iki cebirsel işlemini koruyan bijective (bire-bir ve 

örten) bir dönüşümdür. Yani ,x y X∀ ∈  ve α skalerleri için  
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 i) ( ) ( ) ( )T x y T x T y+ = +  

 ii) ( ) ( )T x T xα α=  [7]. 

Bu taktirde �X  ile X izometriktir denir ve X ve �X  uzayları izomorfik vektör uzayları 

olarak adlandırılırlar. 

Tanım 4.4. Normlu uzaylar için izomorfizmler normları koruyan vektör uzay 

izomorfizmleridir. 

�:T X X→  

dönüşümü normu korur. Yani 

x X∀ ∈  için Tx x=  

dir. 

Böylece T izometriktir. Bu durumda X  ile �X  izometriktir denir ve X ile �X  uzayları 

izomorfik normlu uzaylar olarak adlandırılırlar.  

Tanım 4.5. ( ), .X  bir Banach uzayı ve ( )kp p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi 

olsun �  doğal sayılar kümesi olmak üzere k∀ ∈�  için ( )kx X∈  için ( )kx x=  

yazacağız. Burada kullanacağımız Maddox’un X-değerli dizi uzayları  olan ( )0 ,c X p , 

( ),c X p , ( ),X p∞� , ( ),X p�  uzaylarını (Tanım 3.1.1) kısmında tanımlamıştık.  

K    X in skaler cismi olmak üzere X K=  olduğunda yukarıda tanımlanan uzaylar 

sırasıyla  

( ) ( ) ( )0 , ,c p c p p∞�  ve ( )p�  olarak yazılırlar. Bu uzaylar Simons ve Maddox 

tarafından tanımlanıp üzerlerinde çalışıldı. ( )p�  uzayı ilk olarak Nakano tarafından 

tanımlandı ve Nakano dizi uzayı olarakta bilinir. Grosse-Erdmann ( ) ( ) ( )0 , ,c p c p p�  

ve ( )p∞�  uzaylarının yapılarını inceledi ve Maddax’un skaler-değerli dizi uzaylarının 

β duallerinin karakterizasyonlarını verdi. Wu ve Bu vektör-değerli dizi uzayı olan 

[ ]p X�  in Köthe dualinin  karakterizasyonlarını verdiler. Burada [ ], 1p X p< < ∞�  

olmak üzere şu şekilde tanımlanır: 
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 [ ] ( ) ( )
1

: her bir
p

p k k

k

X x x f x f X
∞

=

 
′= = < ∞ ∈ 

 
∑�     

Tanım 4.6. X-değerli bir E uzayı için, E nin dual çifti olan ( ),X X ′  üne göre Köthe 

duali şu şekilde tanımlanır: 

 ( ) ( ) ( ) ( ),
1

: ,x

k k k kX X
k

E E f X f x x x E
α

∞

′
=

 
′= = ⊂ < ∞ ∀ = ∈ 

 
∑    

ve aynı zamanda E nin α duali olarak da adlandırılır.  

E nin β duali şu şekilde tanımlanır: 

 ( ) ( ) ( )
1

: yakınsaktır   k k k k

k

E f X f x x E
β

∞

=

 
′= ⊂ ∀ ∈ 

 
∑ .    

Tanımlara bakacak olursak E
α  mutlak yakınsak, E

β  ise yakınsaktır. Biliyoruz ki 

mutlak yakınsak her seri yakınsak olduğundan  

E Eα β⊆  

Tamlık için Maddox’un vektör-değerli dizi uzaylarının β duali olarak düşünülecek olan 

bazı dizi uzaylarının tanımını verelim. 

Tanım 4.7.  

 ( ) ( ) 1/
0

1

, : bazı  kp

k k

k

M X p x x x M M
∞

−

=

 
= = < ∞ ∈ 
 

∑ � ; 

 ( ) ( ) 1/

1

, : kp

k k

k

M X p x x x n n
∞

∞

=

 
= = < ∞∀ ∈ 
 

∑ � ; 

 ( ) ( )0
1

, : bazı , 1k k
p p

k k k

k

X p x x x M M p k
∞

−

=

 
= = < ∞ ∈ > ∀ ∈ 
 

∑� � � ; 

 [ ] ( ) ( )
1

: yakınsar x Xk k

k

cs X f X f x
∞

=

 
′ ′= ⊂ ∀ ∈ 

 
∑ .     

K,  X in skaler cismi olmak üzere X K=  olduğunda ilk iki uzay sırasıyla ( )0M p  ve 

( )M p∞  olarak yazılırlar. Bu iki uzay ilk olarak Grosse-Erdman tarafından tanımlandı. 
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Şimdi vektör-değerli dizi uzaylarının β-duallerinin genel özelliklerini verelim. 

Önerme 4.8. X bir Banach uzayı ve E, 1E  ve 2E  X-değerli dizi uzayları olsun. Bu 

taktirde; 

 i) E Eα β⊆  

 ii) 1 2E E⊆  ise 2 1E Eβ β⊆  

 iii) 1 2E E E= +  ise 1 2E E Eβ β β= ∩  

 iv) Eğer E normal ise E E
α β=  

İspat: i) ( ) ( ) ( )
1

= :k k k k

k

E f X f x x x E
α

∞

=

 
′⊂ < ∞ ∀ = ∈ 

 
∑  

 ( ) ( ) ( )
1

= : yakınsaktırk k k k

k

E f X f x x x E
β

∞

=

 
′⊂ ∀ = ∈ 

 
∑  

tanımlarından görüleceği gibi E
α  mutlak yakınsak ve E

β  yakınsaktır. Mutlak yakınsak 

olan her seri yakınsak olduğundan E Eα β⊆  dır.  

ii) ( ) 1kx E∈  olsun. 1 2E E⊆  olduğundan ( ) 2kx E∈  dir. 

( ) 2kf Eβ∈  olsun. Bu taktirde ( )
1

k k

k

f x
∞

=

∑  yakınsar. ( ) 1kx E∈  olduğundan 

( ) 1kf Eβ∈  dır. Yani 1 2E E⊆  ise 2 1E Eβ β⊆  

iii) 1 2E E E= +  olsun. İlk olarak 1 2E E Eβ β β⊆ ∩  olduğunu gösterelim. 

( ) 1 2kz z E E E= ∈ = +  olduğundan ( ) ( )k k kz x y= +  öyle ki ( ) 1kx E∈  ve ( ) 2ky E∈  dir.  

( )kf Eβ∈  olsun. Bu taktirde ( ) ( ) ( )
1

: yakınsar k k k k

k

E f X f z z E
β

∞

=

 
′= ∈ ∀ ∈ 

 
∑  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

k k k k k k k k k

k k k k

f z f x y f x f y
∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

= + ≤ + < ∞∑ ∑ ∑ ∑  

ise 1 2E E Eβ β β⊂ ∩  
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Tersine olarak ( ) 1kx E∈  ve ( ) 2ky E∈  olsun. Bu taktirde ( ) ( )k k kz z x y E= = + ∈  dir.  

 ( ) ( ) ( )1 1
1

:  yakınsark k k k

k

E f X f x x E
β

∞

=

 
′= ⊂ ∀ ∈ 

 
∑  

 ( ) ( ) ( )2 2
1

:  yakınsar x k k k

k

E f X f y y E
β

∞

=

 
′= ⊂ ∀ ∈ 

 
∑  

1 2E E E= +  olduğundan ( ) ( )k k kz z x y E= = + ∈  dir. 

( ) ( ) ( )
1 1 1

k k k k k k k

k k k

f x y f x f y
∞ ∞ ∞

= = =

+ ≤ +∑ ∑ ∑  

( )
1

k k k

k

f x y
∞

=

⇒ +∑  yakınsar ( ) ( )k kz z E f E β∀ = ∈ ⇒ ∈  

o halde 1 2E E Eβ β β∩ ⊂  dır. Bu da ispatı tamamlar. 

iv) (i) den E Eα β⊆  olduğunu biliyoruz. O halde E Eβ α⊆  olduğunu göstermek 

yeterlidir. 

( )kf Eβ∈  ve ( )kx x E= ∈  olsun. O halde ( )
1

k k

k

f x
∞

=

∑  yakınsar. 

1kt =  olmak üzere sabit bir ( )kt  dizisi seçelim. 

( ) ( ) ( )k k k k k k k kf t x t f x f x= =  E normal olduğundan ( )k kt x E∈  dir. Bu ise  

( ) ( )
1 1

k k k k k

k k

f t x f x
∞ ∞

= =

=∑ ∑  nın yakınsak olması demektir. O halde ( )kf Eα∈  dır. Bu ise 

E Eβ α⊆  dır. 

Tanım 4.9. Eğer E bir BK-uzayı ise E
β  üzerindeki bir normu şu formülle tanımlarız: 

 ( )
( )

( )
1 1

sup
k

k k kE
x k

f f xβ

∞

≤ =

= ∑         

Burada .
E β  nın E

β  üzerinde bir norm olduğunu göstermek son derece kolaydır. 



 
32 

İleride bir dizi uzayının β duali ile onun sürekli duali arasındaki ilişkiyi vereceğiz. 

Bundan dolayı aşağıdaki Lemma’ya ihtiyacımız vardır.  

Lemma 4.10. ( ),E Xφ  i içeren bir FK-uzayı olan X-değerli bir dizi uzayı olsun. Bu 

taktirde her bir k ∈�  için :kT X E→  olan ve ( )k

kT x e x=  şeklinde tanımlanan 

dönüşüm süreklidir. 

İspat: ( ){ }:k
V e x x X= ∈  olsun. “X normlu uzayının her sonlu boyutlu alt uzayı X-de 

kapalıdır” teoreminden dolayı V  E nin kapalı bir alt uzayıdır. E bir FK-uzayı 

olduğundan E nin kapalı alt uzayı olan V de bir FK-uzayıdır. E bir K-uzayı olduğundan, 

koordinat dönüşümü olan :kp V X→  sürekli ve bijektiftir. (1-1 ve örten) 

Açık dönüşüm teoreminden dolayı kp  açıktır. Bu da 1 :kp V X− → nin sürekli olmasını 

gerektirir. 1
k kT p−=  olduğundan buradan kT  nın sürekli olduğunu elde ederiz.  

Teorem 4.11. Eğer E uzayı AK özelliğine sahip bir BK-uzayı ise E
β  ve E′  izometrik 

olarak izomorfturlar. 

İspat: İlk olarak ( )kx x E= ∈  ve f E′∈  için  

 ( ) ( )( )
1

k

k

k

f x f e x
∞

=

=∑  olduğunu gösterelim     (4.1) 

( )kx x E= ∈  ve f E′∈  olsun. E AK özelliğine sahip olduğundan  

 ( )
1

lim
n

k

k
n

k

x e x
→∞

=

= ∑          

f nin sürekliliğinden dolayı her iki tarafın f ini alırsak  

 ( ) ( )( ) ( )( )
1 1

lim
n

k k

k k
n

k k

f x f e x f e x
∞

→∞
= =

= =∑ ∑       

Böylece (4.1) elde edildi.  

Her bir k ∈�  için :kT X E→  olan dönüşüm Lemma 4.10 daki gibi tanımlansın. Yani  

( )k

kT x e x=  
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E bir BK-uzayı olduğundan Lemma 4.10 dan dolayı kT  süreklidir.  

Bundan dolayı k∀ ∈�  için kf T X ′∈	   

 

Şekil 4.1. Dönüşümün bileşkesi 

 

(4.1) den dolayı ( )kx x E∀ = ∈  için ( ) ( ) ( )
1

k k

k

f x f T x
∞

=

=∑ 	    (4.2) 

(4.2) den dolayı f E′∀ ∈  için   ( )
1k k

f T E
β∞

=
∈	  dır.   

Şimdi de f E′∀ ∈  için : E Eβϕ ′ →  dönüşümü şu şekilde tanımlayalım: 

 ( ) ( )
1k k

f f Tϕ
∞

=
= 	         

burada ϕ lineerdir. Gerçekten; 

 i) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
11k k k kk

f T f T x f T fϕ α α ϕ α αϕ
∞ ∞

==
= = =	 	  

 ii) ( ) ( )( ) ( )( )k kf g f g T f g T xϕ + = + = +	  

     ( ) ( )k kf T g T= +  

     ( ) ( )k kf T g T= +	 	  

     ( ) ( )
1 1k kk k

f T g T
∞ ∞

= =
= +	 	  

     ( ) ( )f gϕ ϕ= +  

Şimdi de ϕ  nin örten olduğunu gösterelim. ( )kf Eβ∈  olsun. K,  X  in skaler cismi 

olmak üzere ( )kx x E∀ = ∈  için  
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 :f E K→  olan dönüşümü ( ) ( )k k

k f

f x f x
∞

=

=∑     (4.3) 

şeklinde tanımlayalım. 

k∀ ∈�  için kp  E üzerindeki k. koordinat dönüşümü olsun. Bu taktirde:  

 ( ) ( )( ) ( )( )
1 1

lim
n

k k k
n

k k

f x f p x f p x
∞

→∞
= =

= =∑ ∑	 	       

kf  ve kp  sürekli ve lineer olduklarından kf p	  da sürekli ve lineerdir. Buradan 

Banach-Steinhaus teoreminden dolayı f E′∈  ve (4.3) den k∀ ∈�  ve z X∀ ∈  için  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )k

k k kf T z f T z f e z f z= = =	  olduğundan  

k kf T f=	  dır. Buradan ( ) ( )kf fϕ =  elde ederiz ki bu da ϕ  nin örten olması demektir.  

Son olarak ϕ  nin lineer izometri olduğunu gösterelim. 

f E′∈  için ( )( )
1

sup
k

k
x

f f x
≤

=  

  ( ) ( )( )
1 1

sup
k

k

k
x k

f e x
∞

≤ =

= ∑  (4.1) den 

  ( )( )
1 1

sup
k

k k
x k

f T x
∞

≤ =

= ∑ 	        

  ( )
1k k E

f T
β

∞

=
= 	  

  ( )
E

f βϕ=  

Bundan dolayı ϕ  bir izometridir. O halde : E Eβϕ ′ →  ya olan ϕ  dönüşümü E′  den 

E
β  ya izometrik olarak izomorfizmdir. Bu da ispatı tamamlar.  

Teorem 4.12.  k∀ ∈�  ve 1kp >  olmak üzere ( )kp p=  pozitif reel sayıların bir dizisi, 

k∀ ∈�  için 
1 1

1
k kp q

+ =  olacak şekilde ( )kq q=  pozitif reel sayıların bir dizisi olsun. 

Bu taktirde;  
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( ) ( )0, ,X p X q
β

′=� �  dür. 

İspat: Kabul edelim ki ( ) ( )0 ,kf X q′∈�  olsun. Bu taktirde bazı M ∈�  için  

 
1

k k
q q

k

k

f M
∞

−

=

< ∞∑   

Buradan her bir ( ) ( ),kx x X p= ∈�  için  

( )
1 1

.k k k k

k k

f x f x
∞ ∞

= =

≤∑ ∑  

       1/ 1/

1

k kp p

k k

k

f M M x
∞

−

=

≤∑   ( )1/ 1/ 1kp pk
M M

− =  olduğundan 

       /

1

k kk k
q pq p

k k

k

f M M x
∞

−

=

 
≤ + 
 
∑  ( )p q

ab a b≤ +  olduğundan 

        ( )1

1 1

k kk
q pq

k k

k k

f M M M x
∞ ∞

− −

= =

= +∑ ∑       

         
1 1

k kk
q pq

k k

k k

f M M M x
∞ ∞

−

= =

= +∑ ∑  

        
1 1

k kk
q pq

k k

k k

f M M x
∞ ∞

−

= =

= +∑ ∑ < ∞  

       ( )
1

k k

k

f x
∞

=

⇒∑  yakınsaktır 

O halde ( ) ( )0 ,kf X q′∈�  için ( ) ( ), ,kf X p X p
α β

∈ ⊂� �  olduğundan ( ),kf X p
β

∈� dır.  

Buradan ( ) ( )0 , ,X q X p
β

′ ⊆� �  bulunur.  

Şimdi de ( ) ( )0, ,X p X q
β

′⊆� �  olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki ( ) ( ),kf X p
β

∈�  

olsun. Bu taktirde ( ) ( ),kx x X p∀ = ∈�  için ( )
1

k k

k

f x
∞

=

∑  yakınsaktır. Her bir 

( ) ( ),kx x X p= ∈�  için 1kt =  olacak şekilde bir ( )kt  skaler dizisi seçelim. Şu halde 



 
36 

k∀ ∈�  için ( ) ( )k k k k kf t x f x=  olur. ( ) ( ),k kt x X p∈�  olduğundan, kabulümüzden 

dolayı ( )
1

k k k

k

f t x
∞

=

∑  yakınsaktır. ( ) ( )k k k k kf t x f x=  olduğundan ( )
1

k k

k

f x
∞

=

∑  yakınsaktır. 

Yani ( ),x X p∀ ∈�  için  

 ( )
1

k k

k

f x
∞

=

< ∞∑ .         

( ) ( )0 ,kf X q′∈�  olduğunu göstermek istiyoruz. Yani bazı M ∈�  için 

1

k k
q q

k

k

f M
∞

−

=

< ∞∑  olduğunu göstermeliyiz. Kabul edelim ki bu doğru olmasın. Yani 

m∀ ∈�  için  

 
1

k k
q q

k

k

f m
∞

−

=

= ∞∑  olsun.       (4.3)  

(4.3) den dolayı k∀ ∈�  ve m∀ ∈�  için  

 i i
q q

i

i k

f m
−

>

= ∞∑         (4.4) 

(4.3) den dolayı 1 1m =  olsun. O halde bir 1k ∈�  vardır. Öyle ki  

 
1

1 1k k
q q

k

k k

f m
−

≤

>∑          

(4.18) den dolayı 2
2 2m >  ile birlikte 2 1m m>  ve 2 1k k>  seçebiliriz. Öyle ki 

 
1 2

2 1k k
q q

k

k k k

f m
−

< ≤

>∑          

Bu şekilde devam edersek pozitif tamsayıların ( )ik  ve ( )im  dizilerini 

0 1 21 ...k k k= < < <  ve 1 2 ...m m< <  ile birlikte seçebiliriz. Öyle ki 22im >  ve  

 
1 1

1k k

i

q q

k i

k k k

f m
−

−

< ≤

>∑          
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i∀ ∈�  ve k∀ ∈�  için, 1i ik k k− < ≤   ve 1kx =  olacak şekilde X te bir kx  seçelim öyle 

ki i∀ ∈�  için ( ) ( ).k k k k k kf f x x f x≤ =  olduğundan; 

 ( )
1

1
k

k

i i

q q

k k i

k k k

f x m
−

−

< ≤

>∑         

( )
1

k
k

i i

q q

i k k i

k k k

a f x m
−

−

< ≤

= ∑  olsun. ( )ky y=  olmak üzere 1i ik k k− < ≤  ile birlikte k∀ ∈�  

için  

( )
11 k

k
qq

k i i k k ky a m f x x
−−−=  olsun 

1 1
1

k kp q
+ =  olmak üzere k k k kp q p q= + olduğunu göz önüne alırsak i∀ ∈� için 

( )
1 1

11
k

kk k

i i i i

pqp q

k i i k k k

k k k k k k

y a m f x x
− −

−−−

< ≤ < ≤

=∑ ∑  

  ( )
( )

1

1
. ,k k kk k k

i i

p q pp p q

i i k k k

k k k

a m f x x
−

−− −

< ≤

= ∑    ( )1kx = olduğundan 

  ( )
1

. .
k

k k k

i i

qp p q

i i i k k

k k k

a m m f x
−

− − −

< ≤

= ∑  ( )1 1, .k kp p

i i i ia m a m
− − − −<  olduğundan 

 ( )
1

1 1.
k

k

i i

qq

i i i k k

k k k

a m m f x
−

−− −

< ≤

≤ ∑       (4.23) 

 1 1. .i i ia m a− −≤  

 1
im−=  

 
1

2i
<   

 böylece ( )
1 1

1

2
kp

k i
k i

y
∞ ∞

= =

≤ < ∞∑ ∑  

elde ederiz. Bundan dolayı ( ) ( ),ky y X p= ∈�  olur.  

i∀ ∈�  için  



 
38 

( ) ( )( )
1 1

11 k
k

i i i i

qq

k k k i i k k k

k k k k k k

f y f a m f x x
− −

−−−

< ≤ < ≤

=∑ ∑  

 ( ) ( )
1

11 k
k

i i

qq

i i k k k k

k k k

a m f x f x
−

−−−

< ≤

= ∑  

 ( )
1

1 k
k

i i

qq

i i k k

k k k

a m f x
−

−−

< ≤

= ∑  

 ( )
1

1 k
k

i i

qq

i i k k

k k k

a m f x
−

−−

< ≤

= ∑         

 1.i ia a−=  

 = 1 

Böylece ( )
1

k k

k

f y
∞

=

= ∞∑  bu da (4.3) ile çelişir. Bundan dolayı ( ) ( )0 ,kf X q′∈�  olur. Bu 

da ispatı tamamlar.  

Aşağıdaki teorem; k∀ ∈�  için 1kp ≤  olduğunda ( ),X p�  nin β  dualinin bir 

karakterizasyonunu verir. Bunu ispatlamak için aşağıdaki lemmaya ihtiyacımız vardır. 

Lemma 4.13. ( )kp p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun. O halde 

( ) ( )( )1/

1

, p
kn

n

X p X −

∞

∞ ∞

=

=� �∪  

İspat: ( ),x X p∞∈�  olsun. O halde k∀ ∈�  için kp

kx n≤  ile birlikte bazı n∈�  ler 

vardır. 

Bundan dolayı k∀ ∈�  için 1/ 1kp

kx n
− ≤ . Buradan ( )( )1/ p

kn
x X −∞∈�  dir. 

Diğer taraftan, eğer ( )( )1/

1

p
kn

n

x X −

∞

∞

=

∈ �∪ ise bazı n∈�  ve 1M >  olmak üzere n ve  M  

ler vardır öyle ki her bir k ∈�  için 1/ kp

kx n M
− ≤ . Buradan her iki tarafın kp . kuvveti 

alınırsa 1k k
p p

kx n M
− ≤  elde edilir. Şimdi de her iki tarafı n N∈  ile çarparsak 
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k k
p p

kx nM≤  elde edilir. Burada =sup pk
k

α  olmak üzere k∀ ∈�  için .kp

kx n M
α≤   

bu ise ( ),x X p∞∈�  demektir.  

Teorem 4.14. k∀ ∈�  için 1kp ≤  ile birlikte ( )kp p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir 

dizisi olsun. Bu taktirde ( ) ( ), ,X p X p
β

∞
′=� �  dir. 

İspat: Kabul edelim ki ( ) ( ),kf X p
β

∈�  olsun. Bu taktirde ( ) ( ),kx x X p∀ = ∈�  için 

( )
1

k k

k

f x
∞

=

∑  yakınsaktır. 

Şimdi de ( ) ( ),kx x X p∀ = ∈�  için 1kt =  olmak üzere skaler bir ( )kt  dizisi seçelim. 

Öyle ki k∀ ∈�  için ( ) ( ) ( )k k k k k k k kf t x t f x f x= =  olur. 

( ) ( ),k kt x X p∈�  olduğundan, kabulümüzden dolayı 

( )
1

k k k

k

f t x
∞

=

∑  yakınsaktır. ( ) ( )k k k k kf t x f x=  olduğundan ( )
1

k k

k

f x
∞

=

∑  yakınsaktır. Yani  

 ( ),x X p∀ ∈�  için ( )
1

k k

k

f x
∞

=

< ∞∑          (4.5) 

Şimdi de kabul edelim ki ( ) ( ),kf X p∞
′∉�  olsun. Lemma 4.13 ten dolayı 

1/sup kp

k
k

f m
− = ∞ . ,i m∀ ∈�  için 1 2 ...m m< <  ve 1 2 ...k k< <  ile birlikte pozitif 

tamsayıların ( )im  ve ( )ik  dizilerini seçelim. Öyle ki 2i

im >  ve 
1/

1ki

i

p

k if m
−

> .  Aynı 

zamanda 1
ikx =  olacak şekilde 

ikx X∈  seçelim öyle ki  

 ( ) 1/
1ki

i i

p

k k if x m
−

>         (4.6) 

Kabul edelim ki ( )ky y=  olmak üzere bazı i ler için eğer ik k=  olduğunda 

1/ ki

i

p

k i ky m x
−

=  ve diğer durumlarda 0ky =  olsun.  

Bu taktirde 
1 1 1

1 1
1

2
kp

k i
k i ii

y
m

∞ ∞ ∞

= = =

= < =∑ ∑ ∑  olduğundan ( ) ( ),ky X p∈�  olur ve  
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( ) ( )1/

1 1

ki

i i

p

k k k i k

k i

f y f m x
∞ ∞

−

= =

=∑ ∑  

       ( )1/

1

ki

i i

p

i k k

i

m f x
∞

−

=

=∑         

       = ∞  (4.6) dan dolayı 

Ve bu da (4.5) ile çelişir. O halde ( ) ( ),kf X p∞
′∈� dir. Tersine, kabul edelim ki 

( ) ( ),kf X p∞
′∈�  olsun. 

Lemma 4.13 den dolayı 1/sup kp

k kf M
− < ∞  olacak şekilde bir M ∈�  vardır. Bundan 

dolayı k∀ ∈�  için  

 1/ kp

kf KM≤           (4.7) 

olacak şekilde bir 0K >  vardır.  

Kabul edelim ki ( ) ( ),kx x X p= ∈�  olsun. Bu taktirde 0k k∀ ≥  için  

 1/ 1kp

kM x ≤    

olacak şekilde bir 0k ∈�  vardır. 

k∀ ∈�  için 1kp ≤  den dolayı 0k k∀ ≥  için  

 ( )1/ 1/ k kk k
p pp p

k k kM x M x M x≤ =      (4.8) 

Şu halde 

( )
0

01 1 1

k

k k k k k k

k k k k

f x f x f x
∞ ∞

= = = +

≤ +∑ ∑ ∑  

  
0

0

1/

1 1

k

k
p

k k k

k k k

f x K M x
∞

= = +

≤ +∑ ∑  (4.7) den 

  
01 1

kp

k k k

k k k

f x KM x
∞ ∞

= = +

≤ +∑ ∑  (4.8) den 

  < ∞    
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Bu da ( )
1

k k

k

f x
∞

=

∑  nın yakınsak olması demektir. O halde ( ) ( ),kf X p
β

∈� . 

Teorem 4.15. ( )kp p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun. Bu taktirde 

( ) ( ), ,X p M X p
β

∞ ∞
′=� . 

İspat: ( ) ( ),kf M X p∞
′∈  olsun. O halde m∀ ∈�  için 1/

1

kp

k

k

f m
∞

=

< ∞∑   

( ) ( ),kx x X p∞∀ = ∈�  ve k∀ ∈�  için 1/
0

kp

kx m≤  olacak şekilde bir 0m ∈�  vardır. 

Bundan dolayı ( ) 1/
0

1 1 1

kp

k k k k k

k k k

f x f x f m
∞ ∞ ∞

= = =

≤ ≤ < ∞∑ ∑ ∑ , bu da ( )
1

k k

k

f x
∞

=

∑  nın 

yakınsaması demektir. Bundan dolayı ( ) ( ),kf X p
β

∞∈�  olur.  

Tersine, kabul edelim ki ( ) ( ),kf X p
β

∞∈�  olsun. O halde ( )kx x∀ = ∈ ( ),X p∞�  için 

( )
1

k k

k

f x
∞

=

∑  yakınsaktır. Şimdi burada ( ) ( ),kx x X p∞∀ = ∈�  için ( )
1

k k

k

f x
∞

=

∑  nın yakın-

saklığını gösterelim. Bunun için ( ) ( ),kx x X p∞∀ = ∈�  için 1kt =  olacak şekilde skaler 

bir ( )kt  dizisi seçelim. Öyle ki ( ) ( )k k k k kf t x f x=  k∀ ∈�  için ( ) ( ),k kt x X p∞∈�  

olduğundan kabulümüzden dolayı ( )
1

k k k

k

f t x
∞

=

∑  yakınsaktır. Bu da  

 ( ),x X p∞∀ ∈�   için ( )
1

k k

k

f x
∞

=

< ∞∑       (4.9)  

olması demektir. 

Eğer ( ) ( ),kf M X p∞
′∉  ise, bu taktirde bazı M ∈�  için 1/

1

kp

k

k

f M
∞

=

= ∞∑ . Burada  

0 1 20 ...k k k= < < <  olacak şekilde pozitif tamsayıların bir ( )ik  dizisini seçebiliriz. Öyle 

ki i∀ ∈� için  

 
1

1/ k

i i

p

k

k k k

f M i
− < ≤

>∑          
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ve i∀ ∈�  için 1kx =  olacak şekilde ( )kx X∈ seçebiliriz öyle ki 

 ( )
1

1/ k

i i

p

k k

k k k

f x M i
− < ≤

>∑         

( )ky y=  olmak üzere 1/ kp

k ky M x=  olsun. Açıktır ki ( ),y X p∞∈�  dir. 

 i∀ ∈�  için ( ) ( )
1

1/

1

k

i i

p

k k k k

k k k k

f y f x M i
−

∞ ∞

= < ≤

≥ >∑ ∑        

Bundan dolayı ( )
1

k k

k

f y
∞

=

= ∞∑ . Bu da (4.9) ile çelişir.  

Bu yüzden ( ) ( ),kf M X p∞
′∈  dir. Bu da ispatı tamamlar.  

Teorem 4.16.  ( )kp p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun. Bu taktirde 

( ) ( )0 0, ,c X p M X p
β

′=  dir. 

İspat: Kabul edelim ki ( ) ( )0 ,kf M X p′∈  olsun. Buradan bazı M ∈�  için 

1/

1

kp

k

k

f M
∞

−

=

< ∞∑ . Diğer taraftan ( ) ( )0 ,kx x c X p= ∈  olsun. Böylece 0k K∀ ≥  için 

1/kp

kx M<  olacak şekilde pozitif bir 0K ∈�  vardır. Buradan 0k K∀ ≥  için 

1/ kp

kx M
−<   elde ederiz. 

Böylece 

 ( )
0 0 0

1/ kp

k k k k k

k K k K k K

f x f x f M
∞ ∞ ∞

−

= = =

≤ ≤ < ∞∑ ∑ ∑      

elde ederiz ki bu ise ( )
0

k k

k K

f x
∞

=

∑  nın yakınsak olması demektir.  

Mutlak yakınsak her seri yakınsak olduğundan ( )
1

k k

k

f x
∞

=

∑  yakınsaktır. Bu yüzden 

( ) ( )0 ,kf c X p
β

∈  olur. Diğer taraftan, kabul edelim ki ( ) ( )0 ,kf c X p
β

∈  olsun. Bu 

taktirde ( ) ( )0 ,kx x c X p∀ = ∈  için ( )
1

k k

k

f x
∞

=

∑  yakınsaktır. ( ) ( )0 ,kx x c X p∀ = ∈  için 
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1kt =  olacak şekilde bir ( )kt  skaler dizisini seçelim. Öyle ki k∀ ∈�  için 

( ) ( )k k k k kf t x f x=  olur. ( ) ( )0 ,k kt x c X p∈  olduğundan kabulümüzden dolayı 

( )
1

k k k

k

f t x
∞

=

∑  nın yakınsak olduğunu elde ederiz. ( ) ( )k k k k kf t x f x=  olduğundan 

( ) ( )
1 1

k k k k k

k k

f t x f x
∞ ∞

= =

=∑ ∑  olur ki buradan ( )0 ,x c X p∀ ∈  için ( )
1

k k

k

f x
∞

=

∑  nın da 

yakınsak olduğunu elde ederiz.  

Şimdi de kabul edelim ki ( ) ( )0 ,kf M X p′∉  olsun.      (4.10) 

Bu taktirde m∀ ∈�  için 1/

1

kp

k

k

f m
∞

−

=

= ∞∑      

1 1,m k ∈�  seçelim. Öyle ki 

 
1

1/
1 1kp

k

k k

f m
−

≤

>∑          

ve 2 1m m>  ve 2 1k k>  seçelim. Öyle ki 

 
1 2

1/
2 2kp

k

k k k

f m
−

< ≤

>∑          

Bu şekilde devam edilirse i ∈�  olmak üzere  

1 2 ...m m< < , ve 1 20 ...k k= < <  olacak şekilde im  ve ik  leri seçebiliriz. Öyle ki  

 
1

1/ k

i i

p

k i

k k k

f m i
−

−

< ≤

>∑          

k∀  için 1i ik k k− < ≤  ve 1kx =  olacak şekilde ( )kx X∈  seçelim. Öyle ki i∀ ∈�  için   

 ( )
1

1/ k

i i

p

k k i

k k k

f x m i
−

−

< ≤

>∑         

Şimdi de 1i ik k k− < <  için 

( )ky y=  için 1/ kp

k i ky m x
−=  olsun. O halde ( )0 ,y c X p∈  dir. Böylece i∀ ∈�  için   
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 ( ) ( )
1

1/

1

k

i i

p

k k k k i

k k k k

f y f x m i
−

∞
−

= < ≤

≥ >∑ ∑       

bulunur. Bu ise ( )
1

k k

k

f y
∞

=

= ∞∑  olması demektir. Bu da (4.9) ile çelişir. Bu yüzden 

( ) ( )0 ,kf M X p′∈  dir. Bu da ispatı tamamlar. 

Teorem 4.17. ( )kp p=  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun. Bu taktirde 

( ) ( ) [ ]0, ,c X p M X p cs X
β

′ ′= ∩  dür.  

İspat: ( ){ }:E e x x X= ∈  olmak üzere ( ) ( )0, ,c X p c X p E= +  olduğundan ve aynı 

zamanda 1 2E E E= +  ise 1 2E E Eβ β β= ∩  yı ve ( ) ( )0 0, ,c X p M X p
β

′=  teoremini 

kullanırsak  

 ( ) ( )0, ,c X p c X p E
β β β= ∩  

   ( )0 ,M X p Eβ′= ∩  

Tanımdan  

 ( ) ( ) [ ]
1

:  yakınsaktır k k

k

E f X f x x X cs X
β

∞

=

 
′ ′= ⊂ ∀ ∈ = 

 
∑  

olduğundan ( ) ( ) [ ]0, ,c X p M X p cs X
β

′ ′= ∩  elde ederiz. Bu da teoremi ispatlar.  
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