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VEKTOR-DEGERLI DiZi UZAYLARINDA MATRIiS DONUSUMLERI VE
DUALLERI

Sertif KIRMIZITAS
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Agustos 2008
Tez Damsmam: Yrd. Dog. Dr. Abdulcabbar SONMEZ

OZET

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde bazi vektor-degerli dizi

uzaylarinda matris doniisiimleri ve duallerinin 6neminden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde; calisma boyunca kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve teoremler
verilmistir.

Ugiincii boliimiin ilk kisminda Nakano vektdr-degerli dizi uzayr olan /(X,p) ve
F(X,p)den E  (_,l__(q).,bs ve cs diziuzaylarma olan matris karakterizasyonlarini
verecegiz. Burada p=(p,) ve ¢=(q,) pozitif reel sayilarin sinirli birer dizileri olmak

lizere Vke N i¢cin p, >1 ve r =0 durumu incelenecektir.

Bu boliimiin ikinci kisminda Nakano vektdr-degerli dizi uzayr olan ¢(X,p) den
herhangi BK uzayina sonsuz matrislerin doniisiimleri i¢in gerek ve yeter sartlari

verecegiz. Bu sonucu kullanarak ¢(X,p) den ¢_(Y),c,(Y,q),c(Y).¢,(Y).E, (Y) ve

F_(Y) dizi uzaylarina olan matris karakterizasyonlarin elde edecegiz. Burada p=(p,)

ve q=(g,) pozitif sayilarm sirh dizileri olmak iizere Vke N i¢in p, <1, r>0 ve
s 21 durumu incelenecektir.
Dordiincti  bolimde vektor-degerli bir dizi uzaymin S duali tanimlanmig ve

calisilmistir. Eger X- degerli bir dizi uzay1 olan E uzayr AK 6zelligine sahip bir BK

uzayi ise bu taktirde E nin dual uzay1 ile 4 dual uzaymin izometrik olarak izomorfik

oldugunu gosterecegiz. Ayni zamanda Maddox dizi uzaylari olan ¢(X,p)./_(X,p),

¢, (X.p) ve ¢(X, p) uzaylarmin S-duallerinin karakterizasyonlarin verecegiz.

Anahtar Kelimeler: Matris dontisiimleri, vektor-degerli dizi uzaylari, Maddox vektor

degerli dizi uzaylari
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MATRIX TRANSFORMATIONS OF SOME VECTOR-VALUED SEQUENCE
SPACES AND THEIR DUALS

Sertif KIRMIZITAS
Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M.Sc. Thesis, August 2008
Thesis Supervisor: Assist. Prof. Dr. Abdulcabbar SONMEZ

ABSTRACT

This study consists of four chapters. In the first chapter the importance of matrix

transformations of some vector-valued sequence spaces and their duals is mentioned.

In the second chapter, basic definitions and some basic theorems that will be used

throughout the study are given.

In the first section of the third chapter we give the matrix characterizations from Nakano
vector-valued sequence space ((X,p) and F.(X,p) into the sequence spaces
E.l_.0__(q).bsand cs, where p=(p,) and g=(g,) are bounded sequences of

positive real numbers such that p, >1 forall Vke N and r=>0.

In the second section of this chapter we give necessary and sufficient conditions for
infinite matrices mappings from the Nakano vector-valued sequence space /(X, p) into
any BK-space, and by using this result, we obtain the matrix characterizations from

/(X,p) into the sequence spaces /_(Y),c,(Y,q),c(Y).¢,(Y).E.(Y) and F.(Y),
where p=(p,) and ¢=(g, ) are bounded sequences of positive real numbers such that

p. <1 Vke N, r>0 and s 2>1.

In the fourth chapter the S-dual of a vector-valued sequence space is defined and
studied. We show that if an X-valued sequence space E is a BK space having AK
property, then the dual space of E and its f-dual are isometrically isomorphic. We also

give characterizations of f-dual of vector-valued sequence space of Maddox

((X,p).l.(X,p), ¢,(X,p) and ¢(X,p).

Keywords: Matrix transformations, vector valued sequence spaces, Maddox vector-

valued sequence spaces.
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1. BOLUM
GIRIS
Skaler degerli dizi uzaylar ile ilgili caligmalar 20. yy’in baslarindan beri bilinmektedir.
Ozellikle Maddox [1] tarafindan incelenen dizi uzaylar: ilgi cekici ve bu sahadaki

caligmalar i¢in adeta bir ilham kaynagi olmustur. Daha sonra 1970’11 yillarda Maddox

[1,2] ve Gupta [3] vektor degerli dizi uzaylar1 lizerinde non-negatif reel degerli
A= (an, k) matrisi yerine, siirekli lineer doniisiimlerin A = ( fnk) matrisini alarak matris
doniisiimlerini incelediler. Das ve Chaudhury [4] X ve Y iki normlu lineer uzay olmak

iizere X den Y nin igine olan ¢,(X)—c,(Y), £,(X)—=/( (Y)ve £ (X)—1,(Y)

stirekli lineer doniistimlerin A = ( fnk ) matrisi lizerindeki gerekli sartlar1 verdiler.

CX. Wu ve L. Liu [5] ¢, (X,p).0(X,p).0..(X,p) gibi vektdr degerli dizi
uzaylarindan ¢,(q).¢.(q). gibi skaler degerli dizi uzaylarina tammli matris

doniisiimlerini verdi. Daha sonra Suthep Suantai [6] Nakano vektor degerli dizi uzay

olan /(X,p) den ¢,(Y.q), c(Y) ve ¢_(Y) dizi uzaylarma tamml ddniisiimlerin

matris karakterizasyonunu verdi.

Bu calismanin amaci Suthep Suantai ve Winate Sanhan [6] tarafindan incelenmis olan
[N (X,p),é(X,p),éw (X,p),Mo (X,p),Er (X,p),Fr (X,p) ve (__, (X,p)

gibi X-degerli uzaylar1 arasindaki matris doniisiimlerini incelemek ve bunlardan bir

kisminin dualleri iizerinde ¢aligmaktir.



Burada ozel olarak X =K (X’in skaler cismi) alrsak, ¢,(p).?(p).¢.(p).M,(p)

2 0
E (p).F.(p) ve {__(p) gibi Maddox’un vektor degerli dizi uzaylarin ve diger vektor

degerli dizi uzaylarini elde ederiz.

Sonug olarak bu ¢alisma bir derleme mahiyetinde olup detayl arastirmanin iiriiniidiir.



2. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, ¢aligmamizda kullanacagimiz temel kavramlara yer verecegiz.

Tanimm 2.1. X bos olmayan bir ciimle, K de kompleks ya da reel sayilarin bir cismi

olsun. Bu takdirde Vx,y,ze X ve VA,ue K igin
+:XxX - X
KX -5 X

fonksiyonlar1

) x+y=y+x

i) (x+y)+z=x+(y+2)

iii) x+ @ = x olacak sekilde bir tek e X mevcut

iv) x+(—x) =8 olacak sekilde bir tek (—x)€ X mevcut

v) Ix=x

vi) A(x+y)=Ax+Ay
vii) (A+p)x=Ax+ pux

viii) A(ux)=(Au)x
ozelliklerini sagliyorsa X climlesine K cismi iizerinde bir vektor uzay1 veya bir lineer
uzay denir [7].

Burada K ya X vektor uzaymin skaler cismi (veya katsayilar cismi) denir. Eger K =R

ise X e reel vektor uzayl, K =C ise X e kompleks vektor uzayi denir.

Tanim 2.2. Y, X ciimlesinin bos olmayan bir alt ciimlesi olsun.



Eger Vy,y,€Y vebitin «,f skalerleri i¢in

ay,+py,eY
oluyorsa Y vektor uzayina, X vektor uzaymin lineer alt uzay1 denir [7].
Tanim 2.3. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger

qg:X =R

fonksiyonu Vx,ye X ve VAe K igin
i) q(4x)=|4q(x)
i) g(x+y)<q(x)+q(y)
ozelliklerini sagliyorsa, ¢ ye bir yarmorm, (X,q) uzayma da bir yariormlu uzay denir.

Tanim 2.4. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger
g: X->R

fonksiyonu Vx,ye X ve VAe K igin

i) g(6)=0

i) g(—x)=g(x)

i) g(x+y)<g(x)+g(y)

iv) A> 4, ve g(x—x,)—>0 iken g(Ax—A4x)—0

sartlarini sagliyorsa, g ye bir paranorm, (X, g) uzayma da bir paranormlu uzay denir.

Tanim 2.5. X kompleks veya reel vektor uzayi olsun. Bu takdirde Vx,ye X ve VAe C

||||X — R fonksiyonu

N1) |x|=0

(
(N2) |x|=0e=x=0
(N3) | =[]
(

N4) [ty <[+ (iiggen esitsizlig)



ozelliklerini sagliyorsa, || fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X , ) ikilisine de bir

normlu uzay denir [7].

Tamm 2.6. (X,

) bir normlu lineer uzay olsun. Eger X climlesi |||| normuna gore tam

ise (X,

) uzayina bir Banach uzay1 denir [7].
Tanmm 2.7. (Siirekli doniisiim) X =(X,d) ve Y =(Y .d ) iki metrik uzay olsun. Eger

Ve>0,36>0 3d(x,x,)<5=d(Tx,Tx,) <& ise T ye x, da siireklidir denir.

Eger T X in her noktasinda siirekli ise 7 doniistimiine siireklidir denir [7].

Sekil 2.7.1. Siirekli doniisiim

Tamm 2.8. X ve Y iki metrik uzay olsun. Eger 7: X — Y doniisiimii bire-bir (1-1) ve

oOrten ise bu doniisiime bijective denir. Bu taktirde bu doniisiimiin ters doniisiimii vardir

ve T':Y — X ile gosterilir [7].

Tamm 2.9. (X,

. ) bir Banach uzay1 olmak iizere W (X ) X teki biitiin dizilerin uzayini
gostersin ve E de X-degerli bir dizi uzayr olsun. Eger Vke N icin (x )e E ve
(y.)eW(X) igin ||yk || S”xk” oldugunda (y, )€ E oluyorsa X-degerli E dizi uzayma

normal denir.

Ornek: ¢, (X, p) uzay1 normaldir. Ciinkii

(x,)ec,(X.p) ve (y,)e W(X) olsun.

Pk
< ||xk

[l <lsd= 1. "0 (ko)



50 (k — )

=,
= (y)e e (X.p)
Fakat ¢ (X ) normal degildir. Ciinkii

6k +1

(xk):3k—2 igin lim()ck)zlim3k_2 2 v
‘(—l)k <‘36: +; iken (—1)k wraksaktir. Yani (—l)k ¢c(X)

Tamm 2.10. (Swurh dizi) p=(p,) dizisi verilmis olsun. Eger Vke N icin

| p.| <M olacak sekilde bir M >0 varsa (p,) dizisine sinrhdir denir.

Tanmim 2.11. Vektor uzaylarinda, 6zellikle normlu uzaylardaki bir doniisiime operator

denir [7].
Tanim 2.12. Bir T operatorii asagidaki sartlar1 sagliyorsa buna bir lineer operator denir.

(i) T operatoriiniin tanim kiimesi olan D(T') bir vektdr uzayidir ve goriintii kiimesi olan

R(T) ayni cisim iizerinde bir vektor uzayidir.
(i)  Vx,ye D(T) ve o skalerleri igin
(a) T(x+y)=T,+T,
)  T(ax)=aT
Tamm 2.13. (Sinurh lineer operator) X ve ¥ normlu iki uzay ve D(T)c X olmak iizere

T:D(T)>Y
bir lineer operator olsun. Eger Vxe D(T) i¢in

)<l

olacak sekilde bir ¢ >0 varsa T ye siirli lineer operator denir [7].
Burada soldaki norm Y iizerindeki norm, sagdaki norm ise X iizerindeki normdur.

Tamm 2.14. Deger ciimlesi =R veya C olan bir doniisiime bir fonksiyonel denir [7].



Fonksiyonelleri f, g,h... gibi kiiciik harflerle gosterecegiz.

Tanmm 2.15. (Lineer Fonksiyonel) Tanim kiimesi X vektor uzaymnin ic¢inde
(D(f)c X) ve goriintii kiimesi X in skaler cismi olan K (R(f)c K) da olan lineer
operatore lineer fonksiyonel denir. Bu yiizden bir lineer fonksiyonel

f:D(f)—>K
Seklindedir [7]. X reel ise K =R ve X kompleks ise K =C

Tanim 2.16. (Sinirl lineer fonksiyonel) f lineer bir fonksiyonel olmak iizere f e smirli

lineer fonksiyonel denir dyle ki Vxe D(f), 3JceR igin

£ () el
Bu taktirde f'in normu
f
”f”: sup‘ ‘ (x)‘
o) A

veya

[ /1= sup |7 (x)
xD(f)

=1

seklinde tanimlanir. Buradan

£ <Al
oldugu aciktir.

Teorem 2.17. (siireklilik ve smirlilik) Normlu bir uzayda f lineer fonksiyoneli siireklidir

ancak ve ancak f sinirhidir.

Tamm 2.18. & # X herhangi bir kiime olsun. X in agik alt kiimelerinin bir 7 smnif1

verilmis olsun. Eger

(T1) X.Der
(T2) U, U,et icin U NU,eT

(13) U,ez(iel) i¢in |JU, et

iel



ozelliklerini sagliyorsa 7 ya X iizerinde bir topoloji ve (X,7) uzayma da topolojik uzay

denir [7].

Tamm 2.19. (X,

) bir Banach uzay1 olsun. W (X), X teki biitiin dizilerin uzaymni ve

#(X) te X teki biitiin sonlu dizilerin uzaym gostersin. X teki bir dizi uzay1 W (X) in
bir lineer alt uzayidir. E X-degerli bir dizi uzay1 olsun. xe E ve ke N i¢in x in k.

terimi i¢in x, yazacagiz. Simdi de ¢*(x),e(x) ve E, dizilerini tammlayalim:
xe X ve ke N igin €*(x) dizisi
¢* (x)=(0,0,....,,x,0,0,....)
seklinde, yani, k. terimi x diger terimleri sifir olan bir dizi ve e(x) dizisi de
e(x)=(xxx%,.....x,....)

olmak iizere biitiin terimleri x olan bir dizi olsun. Sabit bir skaler 4=y, dizisi i¢in E,

dizisi su sekilde tanimlanir:
E,={x=(x)eW(X):(4x)e E}

Tanim 2.20. Kabul edelim ki X-degerli bir E dizi uzay1 bazi lineer topoloji olan 7 ile
donatilsin. Bu takdirde her bir ke N i¢in p,(x)=x, seklinde tanimlanan ve k.

koordinat doniisiimii olan

poE—X

doniisiimii E iizerinde siirekli ise E uzayma K-uzayi denir. Buna ilaveten (E,7) bir
Frechet (Banach) uzay ise bu taktirde E uzayr FK —(BK) uzay: olarak adlandirilr.

Kabul edelim ki E uzay1 ¢(X ) uzaymni igersin.

Bu taktirde eger her bir x=(x, )€ E ve n— o igin

Zek(x)ﬂ

oluyorsa E uzayma AK Ozelligine sahiptir denilir. Eger ¢(X) E de yogun ise E ye

AD 6zelligine sahiptir denilir.



Tamm 2.21. B(X.Y)={T|7:X —2% >y} olsun. Bu taktirde Te B(X.Y) igin

lineer

B(X,Y) uzaymnmn normu

[71= Sup

HXH=1
Burada Y Banach uzayi ise B(X,Y) bir Banach uzayidir [7].

Tamm 2.22. (Dual Uzay X) X normlu bir uzay olsun. Bu takdirde X iizerindeki biitiin
simirht lineer fonksiyonellerin kiimesi asagida tanimlanan normla birlikte bir normlu

uzay belirtir. Buna X in dual uzay1 denir ve X~ ile gosterilir [7].

=sap H a0

X tzerindeki lineer fonksiyonellerin goriintii kiimesi R veya C (X in skaler cismi)

oldugundan, R veya C de bilinen metrige gore tam olduklarindan X’ bir B(X,Y)
dir. Yani B(X,Y)=B(X,R)=B(X,C)=X" dir.

Teorem 2.23. (X bir Banach uzay1 olsun veya olmasin) X normlu uzaymin dual uzayi
olan X’ bir Banach uzayidir [7].

Tanmm 2.24. Banach-Steinhaus Teoremi: X bir Banach uzayr Y-de bir normlu uzay

olmak iizere 7,: X — Y sinirh lineer doniisiimlerin bir dizisi olsun. Yani Vxe X i¢in
HTn (x)HScX bulunsun. Bu taktirde (||7,]|) normlar dizisi smirhdir. Yani Vne N igin

||Tn|| < c olacak sekilde ¢ >0 vardur.



3. BOLUM

VEKTOR-DEGERLI DiZi UZAYLARINDA MATRIiS DONUSUMLERI

3.1. Nakano Vektor — Degerli Dizi Uzayinda Matris Doniisiimleri
Bu kistmda Nakano Vektor — Degerli dizi uzayi olan /(X,p) ve F.(X,p) den E,,
(., (_(g), bs, ve cs dizi uzaylarma olan matris karakterizasyonlarini verecegiz.

Burada p=(p,) ve ¢=(q,) pozitif reel sayilarm sinirli birer dizileri ve Vke N i¢in

p, >1 ve r =0 ahnacaktir.

Tamm 3.1.1. (X,

) bir Banach uzayi, >0 ve p=(p,) pozitif reel sayilarm bir
dizisi olsun. Vke N icin X teki bir x, elemani i¢in x=(x,) olarak yazacagiz. X-

degerli dizi uzaylar1 olan

(X.p),c(X,p), 0. (X.p), !(X,p). E(X,p), F.(X.p) ve (_(X,p) asagidaki

gibi tamimlanirlar:

¢ (X.p) ={x =(x,):lim|x,

k—o0

Pi 20}

C(X,p)z{xz(xk):]&n}w”xk —a

Pk <oo}

=0, baziae X igin}

l, (X,p):{x:(xk):sgp”xk
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F (X, )={x:(xk): k" |x, pk<oo}
k=1

r.(X.p) =ﬁ{x =(3):sup|s ”"m}

n=l1
K, X in skaler cismi olmak ilizere X =K oldugunda yukardaki tanimlanan uzaylar

sirastyla ¢, (p), ¢(p), £.(p). ¢(p). E,(p). F.(p) ve {__(p) olarak yazilirlar.

¢, (p), c(p) ve £_(p) uzaylari Maddox’un dizi uzaylar: olarak bilinirler. Bu uzaylar

ilk olarak Simons [12] ve Maddox [1,8] tarafindan tanimlanip iizerlerinde ¢aligmalar

yapildi. /(p) uzay: ilk olarak Nakano [2] tarafindan tanimlandi ve Nakano dizi uzay1

olarak bilinir. /(X, p) uzay: da Nakano vektor-degerli dizi uzay: olarak bilinir.

Vke N i¢in p, =1 oldugunda E (p) ve F.(p) uzaylar srasiyla E, ve F, olarak
yazilirlar. Bu iki uzay ilk olarak Cooke [10] tarafindan tanimlandi. ¢__(p) uzay: ilk
olarak Grosse-Erdmann [10] tarafindan tanimlandi.

Tamm 3.1.2. E bir dizi uzay: olmak iizere Vx=(x,)e E, Ve N ve |t,|=1 ile birlikte

1, € K i¢in (#,x, )€ E oluyorsa E ye normal denir. Ayrica

(E.

) bir normlu dizi uzay1 olsun. Vke N ve x=(x,), y=(y,)e E icin x| <|y]

ile birlikte ||x|| S” y|| oluyorsa (E,

) dizi uzayma norm monoton denir.

Tamm 3.1.3. X', X in topolojik duali ve f"e X~ olmak iizere A= ( fk”) olsun. Ayrica

E X-degerli bir dizi uzayi, F de skaler-degerli bir dizi uzay1 olsun. Eger her bir

oo

x=(x,)€ E ve her bir ne N i¢in A, (x)=>f(x,) yakinsaksa A ya E den F ye bir
k=1

matris doniisimii  denir ve A:E— F olarak yazilir. Burada Ax dizisi

Ax=(A,(x))e F dir.

[k olarak Vke N igin p, >1 olmak iizere ((X,p) den E, dizi uzaymna olan sonsuz

bir matris doniisiimiiniin bir karakterizasyonunu verecegiz. Bunun icin asagidaki lemma

ya ihtiyacimiz vardir.
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Lemma 3.1.4. Kabul edelim ki £ normal ve norm monoton olan X-degerli bir BK-uzay1

ve A=( fk”) sonsuz bir matris olsun. Bu taktirde Vx =(x, )€ E i¢in

A E— E,(:)supi‘fk” (x, )‘/n’ < oo olmasidr.

nook=l1

Ispat: Yeter sartin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

sup er)‘ < oo olsun. Buradan her bir x=(x, )€ E i¢in
no k=l n

=2
—_
Rat

sup—rSsupz . ) < oo dur.

Bundan dolayr A:E — E, dir. Tersine olarak kabul edelim ki A: E— E, olsun. E ve
E_ uzaylar1 birer BK-uzayr oldugundan Zeller teoreminden dolayr1 A:E — E
doniisiimii sinirhdir. Bundan dolay:

kan ('xk)

k=1

<M olacak sekilde bir M >0 vardir. 3.1)

- _

sup

(]
x=(x)e E olsun. Oyle ki |x|=1 VneN icin |t,|=1 olacak sekilde bir skaler (z,)
dizisi segebiliriz ve f" (1,x,)= ‘ 1 (x, )‘ olur. E normal ve norm monoton oldugundan

(t.x,)€ E elde ederiz. Boylece (3.1) den dolay1 |(z,x, )| <1 dir. Buradan

oo

kan (thk )

i fk” (xk )‘ — k=1 SM,
— nr nr
oo n x
bu da supz Ji (r . )‘ <M demektir. 3.2)
neN =1 n

(3.2) den dolay1 her bir x=(x, )€ E icin

Bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem 3.1.5. p=(p,). VkeN icin p, >1 ve Vke N i¢in i+i=1 ve r>0 ile
Pr 4k

birlikte pozitif reel sayilarn sinirlt bir dizisi olsun. Sonsuz bir matris olan A= ( fk”)

icin,

qr  _ -
‘nT Mm% < oo (3.3)

Ae(£(X.p).E) & supd |
no k=1

olacak sekilde bir m, € N vardur.

Ispat: x=(x,)e ¢(X,p) olsun. (3.3) den dolay1Vne N igin

" m, % < K, (3.4)

g\ £

olacak sekilde bir m,e N ve K >1 vardir.

a,b >0 igin biliyoruz ki ab < a”™ +b* (3.5)

(3.4) ve (3.5) den dolay1 ne N icin

<

NgE

1 )(||m0xk ”)

-r -1
n m,
k=1

S z n‘“]k m&@k

o0
Pr
k=1

fe

4k a -
+m, lexk
k=1

Pk

< K+m0“i||xk , burada a=supp,
k=1 k

oo

kan (xk)

k=1

bundan dolay1 supn™" <oo buise Axe E demektir.

Gereklilik igin kabul edelimki Ae (¢(X, p),E,) olsun. Vke N igin ¢“ (x)e ¢(X, p)

oldugundan Vxe X igin supn™|f (x)‘ < elde ederiz.

Diizgiin siirhilik prensibinden dolayr Vke N icin
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supn”
Kabul edelim ki (3.3) dogru olmasin. O halde Vmm € Ni¢in

SHPZ‘

n||% —r
Qk T — oo

ve k,me N i¢in (3.6) dan dolay1

Xl

q; —q;

=3l

—4; 9 —rq, 9q;

|l M»‘

Jj=k+1

bu (3.7) ile birlikte Vk,me N icin asagidaki esitligi verir;

sup ‘f/n Y = oo,
noj=k+l1
(3.8)tendolay1 O =k, <k, <k, <.., m <m, <...,

m, > 4" ve pozitif reel sayilarin bir (77,) alt dizisini segebiliriz Syle ki Vi >1

> |

ki—1<j<k;

4G g —q. )
’n' q./mi 4qj > 21

1

£

vie N igin |x,|=1 ile birlikte

k., <j<k igin x;€ X secebiliriz oyle ki

> ()|

ki <j<k;

J —rq, —qj > 2[

Vie N i¢in F, :(0,00) — (0,c0) olmak iizere

F(M)= z Il (x ; ) K n~ "M~ seklinde tanimlansin.

ki <j<k;

Bu taktirde F; siirekli ve artmayandir dyle ki

M — o iken F (M )— 0 Bundan dolayr M, >0 vardir dyle ki M, >m, ve

(3.6)

3.7)

(3.8)
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k_, < j<k i¢in

q;-1

y= (yj), y; = 4_iMi_(qj_l)ni_rqf/pf

i (xj)

X; olsun.

Buradan y; yerine yazilir ve p;. kuvvet alinirsa

Sl =% % 4w

i=1 k,_<j<k;

i_l_i =1=- p/ (qj —1) = —qj ve pj (q/ —1) = qj yerine yazﬂlrsa

Pj 4;

<Z4‘ > M

ki <js<k;

Boylece y=(y,)e ¢(X, p) bulunur.

((X,p) uzayi H(xk )H =inf { < 1} ile tanimlanan Luxemburg normu

altinda normal ve norm monoton olan bir BK uzay1 oldugundan Lemma 3.1. den

Supi‘fkn (¥ )‘ <

P
no k=l n

(3.9)

elde ederiz. Fakat

( )

w [y, "
supz 28 Z —— 2sup Z ‘
n i i i - :



16

")
i\

=sup Y, 4_iMi_(q"_l)ni_r (qj Ip; +1)

i <j<k;

4igq= g, oldugundan
P,

=sup z 4°M ,»_(q'j_l)n_rq'f K

b <j<k;

=sup z (‘fjni (xj)q

{ ki <j<k;

fi" (xj)

1

J I’li_rqul»_qj )4_iM»

>sup2’ =oo, ¢iinkii M, >4’

Bu ise (3.9) ile celisir. Bu yiizden (3.3) saglanmis oldu.

Teorem 3.1.6. p=(p,) pozitif reel sayilarin simirl bir dizisi olsun dyle ki Vke N

P >1, VkeNi+i:1, r>20 ve s=>0. Bu taktirde sonsuz bir A=(fk") matrisi

Pr 4

icin,

Ae(F.(X,p), )@supZ( T _““mo’qk)<oo

olacak sekilde bir m, € N vardur.

Ispat: F (X,p) :é(X,p)(k,,pk) oldugundan

Ae(F (X.p).E)e (k" f) e(t(X.p).E) (3.10)

Teorem 3.1.5. den dolay1

_qu mo_qk ) < o0

( “rin fo ) ( (X, p), )C}SBPZ( ~rgy! py

olacak sekilde bir m, € N vardir. Bu ise teoremin ispatlanmas1 demektir.

E,=/_ oldugundan asagidaki iki sonu¢ sirasiyla teorem 3.1.5 ve teorem 3.1.6 dan

direk olarak elde edilirler.
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Sonug 3.1.7. p=(p,) pozitif reel sayilarin sinirh bir dizisi olsun 6yle ki Vke N i¢in

p.>1 ve Vke N i¢in L+i =1 verilsin
P 4k

Bu taktirde sonsuz bir A= ( fk”) matrisi igin

9k _
m, % < oo

Ae(0(X.p).t.) & supd |
no k=l

olacak sekilde bir m, € N vardur.
Sonug 3.1.8. p=(p,) pozitif reel sayilarin sinirh bir dizisi olsun 6yle ki Vke N i¢in

p.>1 ve Vke N i¢in L+i=1.
Pe 4k

Bu taktirde sonsuz bir A= ( fk”) matrisi igin

qk

Ae (Fr(X’p)’éoo) o Supi(k_qu/ﬁk fkn mo_qk)<oo
nook=1

olacak sekilde bir m, € N olmasidur.
Teorem 3.1.9. Vke N igin p, >1 ile birlikte p=(p,) ve g=(g,) pozitif reel

sayilarm smirl bir dizisi olsun ve Vke N i¢in i+l =1 olsun. Bu taktirde sonsuz bir
27

A= ( fk”) matrisi i¢in

1 -1
m, " <oo

AE(K(X’p),é_w (q)) = sukpzr’k/qn‘fkn
K k=1

olacak sekilde Vre N i¢in bir m € N olmasidir.

ispat: ¢__(¢)=()¢.  oldugundan Vre Nigin

r=1 (r”"k )

Ae(((X,p).0_.(q)) & Ae é(X,p),éw(rl,qk)

buradan re N i¢in
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e(¢(X.p).L..)

n.k

Ae(é(X,p),&(,u%)j (g,

Sonug 3.1.7.den re N igin (r ( Van f ) e(((X,p).0 )(:)suer’k/q" m " < oo
mk nok=l
olacak sekilde bir m e N vardur.
Bu da teoremi ispatlar.
1 1 e
Teorem 3.1.10. Vke N p,>1 ve Vke N —+—=1 ile birlikte p=(p,) ve
P 4

g =g, ) pozitif reel sayilarmn sinirh birer dizisi olsun. Sonsuz bir A = ( fk”) matrisi i¢in

—t
;<o

Ae (Fr(X’p)’é_w (C])) = Supiitk/an—ﬂk/pk
nook=1

olacak sekilde Vie N i¢in bir m, € N vardir.

Ispat: F (X,p) :é(X,p)(k,,pk) oldugundan

Ae(F (X.p)=t_(a)) & (kK" f) e (t(X.p).0(q))

—t
;<o

Teorem 3.1.9. dan dolay1 Ae (F,(X,p),g_w (q)) PuN Supiitk/an—rtk/ﬁk
nook=l1

olacak sekilde Vie N i¢in m, € N vardir.
Teorem 3.1.11. Vke N i¢cin p, >1 ve i+i =1 olacak sekilde pozitif reel sayilarin
Pr 4k

sinirli bir p=(p, ) dizisi olsun. Bu taktirde sonsuz bir A = ( fk”) matrisi i¢in

4k

S K

i=1

Ae((X,p).bs) & supi

nook=1

m(;Qk < oo

olacak sekilde bir m, € N vardur.

Ispat: Sonsuz bir A= ( fk") matrisi i¢in kolaylikla gosterilebilir ki

R o I CCEN
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n 4
i —Gx
Z Jel| mp™ <ee

i=1

Sonug 3.1.7 den Ae (é(X,p),bs) = supi

nook=l

olacak sekilde bir m, € N vardur.
Teorem 3.1.12. Vke N i¢in p, >1 ile birlikte p =(p,) pozitif reel sayilarmn sinirli bir

dizisi ve Vke N i¢in i+i =1 olsun. Bu taktirde sonsuz bir A= ( fk”) matrisi icin,
P 4k

I)sup i

nok=1

4k

N7

i=1

m,* < oo olacak sekilde bir m;, € N olmasi ve

Ae (é(X,p),cs) = o
2) Vke N, Vxe X igin Y_ f;"(x) yakinsakur

n=l1

Ispat: Kabul edelim ki A= ( fk”) sonsuz matrisi igin A€ (é (X, p),cs) olsun. Teorem

3.1.11°den dolay1 bir m, € N vardir. Oyle ki

qk

S

i=1

sup i

nook=1

m, % < oo dur. Bu ise (1) in ispatin1 tamamlar. Diger taraftan her

bir ke N ve xe X i¢in e (x)e ¢(X, p) gergegini kullanirsak
z £ (x) in yakinsakligin1 elde ederiz ki bu da (2) nin ispatini tamamlar.
n=1

Tersine olarak (1) ve (2) nin saglandigini kabul edelim. Teorem 3.1.11 den dolay1
A:((X,p)— bs oldugunu biliyoruz. x=(x,)e (X, p) olsun.

((X,p) AK bzelligine sahip oldugundan

x=lim) ¢ (x) dir. Zeller teoreminden dolay1
k=1

n—oo

A:((X,p)— bs siireklidir. Buradan

Ax=1im Y Ae" (x,) olup

k=1

(2) den Ae™ (x,)ecs VkeN igin, cs, bs nin kapali bir alt uzay1 oldugundan Axe cs

olur,
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Yani A:((X,p)—cs tir.
3.2. Baz1 Vektor Degerli Dizi Uzaylarinda Matris Doniisiimleri

Bu kisimda Nakano vektdr-degerli dizi uzayi ¢( X, p) den herhangi BK uzayina sonsuz
matrisler donilisimii i¢in gerek ve yeter sartlarini verecegiz. Bu sonucu kullanarak
((X,p) den (_(Y),c,(Y.q),c(Y), ¢, (Y),E.(Y) ve F.(Y) dizi uzaylarina olan
matris karakterizasyonlarini elde edecegiz. Buradan p=(p,) ve ¢g=(g,) pozitif

sayilarin smirh dizileridir 6yle ki Vke N, p, <1 i¢in r =20 ve s =1

Tamm 3.2.1. (X,

|) bir Banach uzayr ve p=(p,) pozitif reel sayilarin smurh bir
dizisi olsun. Vke N olmak iizere X teki x, i¢in x=(x, ) yazacagiz. X-degerli dizi

uzaylari olan ¢, (X,p), ¢(X,p), (.. (X,p), /(X.p), E, (X, p) uzaylarmi bu bolimiin

1. kisminda tanimlamistik. Vn, ke N igin 7" € L(X,Y) olmak iizere A= (Tk") olsun.

Farz edelim ki E X-degerli bir dizi uzay1 ve F'  Y-degerli bir dizi uzay1 olsun. Bu

taktirde eger Vx=(x,)e E ve Vne N i¢in A, (x)= iTk" (x,) yakinsaksa A E den F
pam

nin icine bir doniisiim olarak adlandirilir ve A:E — F seklinde yazilir: Ax dizisi

Ax=(A,(x))e F dir.

Tanim 3.2.2. (E JF ) E den F nin i¢ine biitiin sonsuz matris doniistimlerinin kiimesini

gostersin. Eger u = (u,) ve v=(v,) skaler diziler ise

(EF) ={a=(17):(unTy) e (EF)}
seklinde tanimlanir. Burada u, #0 ise Vke N u™ =(1/u,) olarak alacagiz.

3. Baz1 Yardimal Sonuglar

Bu kisimda problemlerimizi daha basit formlara indirgemek i¢in kullanilabilecek bazi

faydali sonuglar1 verecegiz.

Onerme 3.2.3. E ve E,(ne N) X-degerli dizi uzaylari olsun ve F ve F,(neN) Y-

degerli dizi uzaylar1 ve u ve v reel sayilarin dizileri olsunlar Vke N i¢in u, #0, v, #0.

Boylelikle asagidakileri elde ederiz:
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—_

1 n=

(ii) (EUFJ:H(EF)

(iii) (E,,F,)=v(E,F)

Onerme 3.2.4. p=(p,) pozitif reel sayilarin sinirl bir dizisi olsun ve r>0 olmak

uzere

M F,(X,p)=0(X.p),

(i) ¢, (X,p)= ﬁco (x)(n”f’k)

Ispat:
(1) direkt olarak tanimdan elde edilir.

(i) yi gostermek icin kabul edelim ki xe ¢,(X, p) olsun. Bu taktirde k — oo icin

||xk " -0 dir. Vk,ne N icin 3, =||xk ||pk n olsun. Buradan k — oo i¢in 6, =0 olur.

pe (. oldugundan k —eoigin | x[|n"” =8” —0 bulunur. Boylece xe CO(X)(

Pk )

elde ederiz.

Tersine olarak farz edelim ki xe|( |¢,(X) ., olsun. O halde Vrne N icin
0 (n) ¢

n=l1

Upy P <1/n olur. Bu ise

lim||xk||n =0 olur. Bu taktirde ne N ve cok biiyiik k i¢in ||xk

k—>c0

xec¢,(X, p) demektir.

Simdi Vke N ve p, <1 olmak iizere matris karakterizasyonlarmm ¢(X,p) den
herhangi bir BK uzay1 i¢ine olan doniisiimii vererek konumuza baslayacagiz.
Teorem 3.2.5. p =(p, ) pozitif reel sayilarin sinirlt bir dizisi olsun 6yle ki Vke N igin

p. <1 ve E de bir BK uzay1 olan Y-degerli dizi uzay1 olsun.

Bu durumda sonsuz bir A = (Tk”) matrisi i¢in
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1) Vke Nve Vxe X igin (T;'(x)) € E ve

Ae(é(X,p),E) dir. & A(m—l/pkek(x))ugl

2)3dm, e N vardir O0yle ki supsup

e s
ispat: Ae(¢(X,p),E) olsun. Vxe X ve VkeN icin €' (x)e /(X,p) oldugundan
Ae* (x)e E olur. Boylece (1) elde edildi.

Simdi de (2) sartinin saglandigini gosterelim.

Zeller Teoreminden dolay1r A:/ (X, p)— E siireklidir. Yani

x=(x)e ((X,p), icin ||x||si:>||Ax|| <1 olacak sekilde bir m,e N vardir. (3.10)
m,

0
|d<1  ve keN ile birlikte xe X olsun. Oyleyse m,""e"(x)e ((X,p) ve
[y e (x)| <1/ m, elde ederiz. (3.10) dan dolayr |A(m, " ¢* (x))] <1 elde ederiz ki

A(my et (x))” <1 olmasin1 gerektirir. Boylece (2) elde edilir.

bu da supsup

ko adst
Tersine olarak (1) ve (2) nin saglandigin1 kabul edelim. (2) den dolayi, Vxe X ve

|| <1 ile birlikte

A(m, """ (x))] €1 olacak sekilde bir m, € N vard.

sup
k
= sup|| A (m, """ (x))] < 3.11)
k
x=(x )€ ¢(X,p) olsun. Vke N i¢in (3.11) dan dolay1 sunu elde ederiz.
HAek (x, )H :HA(mol/”k (mo_””kek (x, )))H

1/ py

=m, A(mo_”"k et (x, ))H

1/

x| (3.12)

<m,
(mol/[?k )e ((X,p) oldugundan (mol/"k xk)e ¢ (X,p)cc,(X) olur. Bundan dolay
Vk >k, i¢in

1/ py
my

x| <1 olacak sekilde bir k,e N vardur.
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Vke N i¢in 0< p, <1 oldugundan

1/ py Pk

1/ pi
my

x ] < (my" e )™ = mg |, (3.13)

elde ederiz. Vk >k, i¢cin (3.12) ve (3.13) den dolay1

X ”

> Jaet (x| < D m
k=1 k=1

1/
x|+ > m,

k=ky+1

xk||

ko y
— m Pr
- : : 0
k=1

Pr
x|+ m, Z |,

ko ;
<2 m"
k=1 k=ky+1

< o0

Bundan dolayr »_Ae*(x,) E de mutlak yakinsakuir.

k=1

E Banach uzayi oldugundan ) Ae*(x,) E de yakmsakur. Simdi y=(y,)eE

k=1
D Ae*(x,) nm toplami olsun. E bir K-uzayi oldugundan her bir me N ic¢in p,
k=1

sureklidir.

Vo =Py (y)=lim D p, (Ae* (x,))=lim > 7" (x,).
k=1 k=1

Bu da Ax in meveut ve (Ax) =Y T (x,)=1y, oldufunu gerektirir. Bundan dolay1
k=1
Axe E dir. Bu da ispat1 tamamlar.

p, =1 oldugundan Vk e N i¢in asagidaki sonuglar direk olarak teoremden elde edilir.

Teorem 3.2.6. E bir BK-uzay1 olan Y-degerli bir dizi uzayi olsun ve A= (Tk”) sonsuz

bir matris olsun. Buradan

Vke N,Vxe X igin (7" (x)) € Eve
Ae(((X).E) & "

2) supsupl|lAe* (x)”<oo

kA=t
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Teorem 3.2.7. p=(p,) pozitif sayilarin siurh bir dizisi olsun dyle ki Vke N i¢in

p,<1lve A= (Tk”) sonsuz bir matris olsun. Bu takdirde

1)Vke N igin sup|T] <eo ve
Ae(((X,p).L.(Y)) e "

2T <1 olacak sekilde bir m, € N mevcuttur

2) supm,
n,k

Ispat: Teorem 3.2.5. den dolay1 bu teoremi ispatlamak icin sadece (1) ve (2) sartlarinin

srrastyla (1) ve (2) sartlarina denk oldugunu gosterecegiz.

)Vke N ve Vxe X i¢cinAe* (x)e ¢_(Y) ve

2') sup sup

e

A(m,"7¢* (x))] <1 olacak sekilde bir m, € N meveuttur.

(1) ve (1') sartlar1 diizgiin sinirlilhik prensibinden dolay: denktir.

Eger (2) saglanirsa k,ne N ve xe X igin x| <1 ile birlikte sunu elde ederiz.

my PN | < my T | < mg T <1 ki buda
supsup A(mo’” P gt (x))” =supsupsupm, " |T;"x| <1 boylece (2) elde edilir.
PRl kst n

Simdi de (2') niin saglandigini farz edelim. Oyleyse Vke N ve Vxe X ||x||£1 ile
birlikte

n
1, x

:HA(mO—l/pkek (x))Hgl (3.14)

-1/
supm,
n

olacak sekilde bir m, e N mevcuttur.

(3.14) den her bir n,ke N, m, """

7}{”

<1 boylece (2) elde edilir.

Teorem 3.2.7 de oldugu gibi ayni ispat1 kullanirsak asagidaki teoremi elde ederiz:
Teorem 3.2.8. p =(p,) pozitif reel sayilarin sinirh bir dizisi olsun dyle ki Vke N i¢in
p,<1lve A= (Tk”) sonsuz bir matris olsun. O halde

)Vke N,Vxe X ic¢in 7' (x) >0 (n— o) ve

Ae(U(X,p).e(Y)) & T

2)supm, "% <1 olacak sekilde bir m, € N vardir.
h 0 0
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Teorem 3.2.9. p=(p,) ve q=(gq,) pozitif reel sayilarm sirh dizileri olsun dyle ki
Vke N igin p, <1 ve A= (Tk”) sonsuz bir matris olsun. Bu takdirde

DVk,me N veVxe Xigin m™""T," (x) - 0(n— o)

Ac(((X.p).c)(V.q)) & 2)Vme N supr, ™""m"" ‘Tk” <1 olacak sekilde bir r, € N
n,k

m

Ispat: 3.2.3(ii) ve 3.2.4(ii) onermelerinden dolayr Vme N olmak lizere
Ae(¢(X,p).c,(Y.q)) & Ae (f(X’P)’Co(Y)(mum))

Onerme 3.2.3(iii) den dolay1 Vme N igin
Ae (g(x,p),co (Y)(ml,pk)) o (m' 1) e (0(X.p).c(¥))

Teorem 3.2.8. den dolay1

(m"*1) e(¢(X.p).c,(Y)) (1) ve (2) saglamirsa.

nk

Teorem 3.2.5. in uygulanmasiyla ve Teorem 3.2.7. deki ispatin aynisim1 kullanirsak

asagidaki teoremi elde ederiz.
Teorem 3.2.10. p=(p,) pozitif reel sayilarin smirlt bir dizisi olsun dyle ki Vke N

icin p, <1 ve A= (Tk”) sonsuz bir matris olsun. Bu taktirde

D)Vke Nve Vxe Xigin lim7;" (x) mevcut ve

Ae(4(X,p)c(Y)) e "

—1/p;

kan

2)supm, <1 olacak sekilde bir m, € N vardir.
n,k

Teorem 3.2.5. in uygulanmasiyla ayn1 zamanda asagidaki sonucu elde ederiz.
Teorem 3.2.11. p=(p,) pozitif reel sayilarin smirlt bir dizisi olsun dyle ki Vke N

icin p, <1, s21 ve A= (Tk”) sonsuz bir matris olsun. O halde

DVke N ve Vxe X icin (I (x)) e £ (Y) ve

n=l1

Ae(0(X,p).0,(Y))e

2) supsup imo“ PAT! ()C)HY <lolacak sekilde bir m, € N dir.

PN
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E(Y)=1(, (Y)(k,,) oldugundan onerme 3.2.3(iii) ve teorem 3.2.7. den asagidaki

teoremi elde ederiz.

Teorem 3.2.12. p=(p,) pozitif reel sayilarin sinirh bir dizisi olsun dyle ki Vke N

icin p, <1, r=0 ve A= (Tk”) sonsuz bir matris olsun. O halde

DVke Nve Vxe X igin sup”n_’Tk"H <oove

Ae(¢(X,p).E.(Y)) &
T'|| <1 olacak sekilde bir m, € N vardir.

=y —
2) supm, "n”’
n,k

F(Y)=((Y )( v) oldugundan 3.2.3(iii) 6nermesinin ve teorem 3.2.5. in uygulanmasiyla

asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.2.13. p = p, pozitif reel sayilarm smirh bir dizisi olsun 6yle ki Vke N i¢in

P <1, r20ve A= (Tk”) sonsuz bir matris olsun. O halde

oo

DVke N ve Vxe X igin(n'T;" (x)) e ((Y) ve

n=

<1 olacak sekilde bir m, e N dir.

2)supsup > my""n" | T, x

kst s



4. BOLUM

MADDOX’UN VEKTOR-DEGERLI DiZi UZAYLARININ B-DUALI

Bu boliimde vektor-degerli bir dizi uzaymnin £ duali tanimlanmis ve ¢aligilmigtir. Eger
X- degerli bir dizi uzayi olan E uzay1 AK 6zelligine sahip bir BK uzayi ise bu taktirde E

nin dual uzayi ile - dual uzayinin izometrik olarak izomorfik oldugunu gosterecegiz.
Ayni zamanda Maddox dizi uzaylar1 olan /(X,p).l_(X.p), ¢, (X,p) ve ¢(X.p)
uzaylarmin S-duallerinin karakterizasyonlarmni verecegiz. Once bu boliimde gecen bazi

tanimlar1 ve teoremleri verelim. X :(X,d) ve X :(},E) metrik uzaylar olsun. Bu

taktirde:

Tamm 4.1. Bir 7: X — X doniisiimii uzakliklar1 korursa yani Vx,ye X i¢in

d(Tx,Ty)=d(x,y)

ise T ye bir izometrik doniisiim denir [7]. Burada T (x) ve T(y) swrasiyla x ve y nin

goriintiileridir.

Tanmim 4.2. Eger X ten X ya bir bijective (bire-bir, Orten) bir izometry varsa X uzayi X

uzay1 ile izometriktir denir ve bu durumda X ve X uzaylar1 izometrik uzaylar olarak

adlandirilirlar [7].

Tamm 4.3. X ve X vektor uzaylar1 ayni cisim iizerinde olmak tizere

T:X—->X

olan 7 izomorfizmi vektor uzaymin iki cebirsel islemini koruyan bijective (bire-bir ve

orten) bir doniisiimdiir. Yani Vx, ye X ve «a skalerleri i¢in
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1) T(x+y):T(x)+T(y)
1i) T(Otx)=0/T(x) [7].

Bu taktirde X ile X izometriktir denir ve X ve X uzaylar1 izomorfik vektor uzaylari

olarak adlandirilirlar.

Tanim 4.4. Normlu uzaylar icin izomorfizmler normlar1 koruyan vektdr uzay

izomorfizmleridir.

doniisiimii normu korur. Yani
Vxe X i¢in ||Tx|| =||x||
dir.

Boylece T izometriktir. Bu durumda X ile X izometriktir denir ve X ile X uzaylari

izomorfik normlu uzaylar olarak adlandirilirlar.

Tamm 4.5. (X ,

) bir Banach uzay1 ve p=(p,) pozitif reel sayilarin smirlt bir dizisi
olsun N dogal sayilar kiimesi olmak iizere Vke N icin (x,)e X i¢in x=(x,)
yazaca@iz. Burada kullanacagimiz Maddox’un X-degerli dizi uzaylar1 olan ¢,(X,p),
c(X,p), £.(X,p), ¢(X,p) uzaylarini (Tanim 3.1.1) kisminda tanimlamigtik.

K X in skaler cismi olmak iizere X =K oldugunda yukarida tanimlanan uzaylar

strastyla

¢ (p).c(p).t.(p) ve ((p) olarak yazilirlar. Bu uzaylar Simons ve Maddox
tarafindan tanimlanip iizerlerinde ¢aligildi. /(p) uzay: ilk olarak Nakano tarafindan
tanimland1 ve Nakano dizi uzay1 olarakta bilinir. Grosse-Erdmann ¢, (p),c(p).¢(p)
ve /_(p) uzaylarmm yapilarm inceledi ve Maddax’un skaler-degerli dizi uzaylarmin

[ duallerinin karakterizasyonlarmi verdi. Wu ve Bu vektor-degerli dizi uzay1 olan

14 p[X ] in Kothe dualinin karakterizasyonlarmi verdiler. Burada /¢ p[X ], I<p<oo

olmak iizere su sekilde tanimlanir:
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é,,[x]:{x:(xk):g\f(xk )|" <o herbir fe X’}

Tamm 4.6. X-degerli bir E uzay i¢in, E nin dual ¢ifti olan (X,X") iine gore Kothe

duali su sekilde tanimlanir:

E“=E"

{0 X B A ) <= ()

ve ayni zamanda E nin ¢ duali olarak da adlandirilir.

E nin f duali su sekilde tanimlanir:

E’ :{(fk)c X':ifk (x, ) yakinsaktr V(x, )e E}

k=1

Tanimlara bakacak olursak E® mutlak yakmsak, E” ise yakmsaktrr. Biliyoruz ki
mutlak yakinsak her seri yakinsak oldugundan

E* c EFf

Tamlik icin Maddox’un vektor-degerli dizi uzaylarinin £ duali olarak diisiiniilecek olan

bazi dizi uzaylarinin tanimini verelim.

Tanim 4.7.

My (X, )= =) St 7 <ot e |
k=1

ML (X, p)={x=(): sl <eovine
k=1

zo(x,p)={x=(xk):g||xk

"M <cobaziM € N},pk >1VkeN;

oo

es[X']= {(fk ) X" f, (x)yakinsar Vx X}

k=1

K, X in skaler cismi olmak iizere X = K oldugunda ilk iki uzay sirasiyla M, (p) ve

M_ (p) olarak yazilirlar. Bu iki uzay ilk olarak Grosse-Erdman tarafindan tanimland.
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Simdi vektor-degerli dizi uzaylarinin S-duallerinin genel 6zelliklerini verelim.

Onerme 4.8. X bir Banach uzay1 ve E, E, ve E, X-degerli dizi uzaylar1 olsun. Bu

taktirde;
i) E“CE*f
ii) E,CE, ise Ef cE
iiiy E=E +E, ise E/ =E/ nE’

iv) Eger E normal ise E” = E”

Ispat: i) E“:{(fk)cX’:i‘fk(xk)‘<oo Vx=(x,)e E}
E'B:{(fk)cX':ifk (x, ) yakinsaktir Vx=(x,)e E}

tanimlarindan goriilecegi gibi E” mutlak yakmsak ve E” yakmsaktir. Mutlak yakmsak
olan her seri yakisak oldugundan E“ < E” dur.

ii) (x, )€ E, olsun. E, C E, oldugundan (x, )€ E, dir.

(f,)e Ef olsun. Bu taktirde Y f, (x,) yakmsar. (x, )€ E, oldugundan

k=1
(f,)e E/ dir. Yani E, CE, ise EY cE
iiiy E=E+E, olsun. Ik olarak E’cE’NE? oldugunu gosterelim.
z=(z,)e E=E, +E, oldugundan (z, )=(x,+y,) Oyleki (x, )€ E, ve (y,)€ E, dir.

oo

(f,)e E” olsun. Bu taktirde E” :{(fk)e XY f.(z,) yakinsar V(z, ) e E}

k=1

ise E/ cEf nE!
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Tersine olarak (x,)e E, ve (y, )€ E, olsun. Bu taktirde z=(z,)=(x, +y, )€ E dir.

E’ :{(fk)c X':ifk (x,) yakinsar V(x, )e El}

E? :{(fX)CX':ifk(yk) yakinsar V(y, )€ Ez}

k=1

E=E +E, oldugundan z=(z,)=(x,+y, )€ E dir.

Ska(xk+yk) yakinsar Vz=(z,)e E=(f,)e E”

k=1

o halde E’ NE/ c E” dir. Bu da ispat1 tamamlar.

iv) (i) den E“ C E” oldugunu biliyoruz. O halde E” c E* oldugunu gostermek

yeterlidir.

(f,)e E? ve x=(x,)€ E olsun. O halde )_ f; (x,) yaknsar.
k=1

|| =1 olmak iizere sabit bir (z,) dizisi segelim.
(t.x) =t ka (x,) ‘z‘fk (x, )‘ E normal oldugundan (#,x, )€ E dir. Bu ise
z fi(t.x,) ‘ > f(x) ‘ nin yakmsak olmasi demektir. O halde (f,)e E” dir. Bu ise

E? c E“ drr.

Tanmim 4.9. Eger E bir BK-uzay1 ise E # izerindeki bir normu su formiille tanimlariz:

Burada || || pe 0 E # izerinde bir norm oldugunu gostermek son derece kolaydur.



32

Ileride bir dizi uzaymnm £ duali ile onun siirekli duali arasindaki iliskiyi verecegiz.

Bundan dolay1 asagidaki Lemma’ya ihtiyacimiz vardir.

Lemma 4.10. E,¢(X) i iceren bir FK-uzay: olan X-degerli bir dizi uzay: olsun. Bu

taktirde her bir ke N igin 7,:X - E olan ve T,x=e¢"(x) seklinde tanimlanan

doniisiim siireklidir.

Ispat: V ={ek (x):xe X } olsun. “X normlu uzaymin her sonlu boyutlu alt uzay1 X-de

kapalidir” teoreminden dolayr V' E nin kapali bir alt uzayidir. E bir FK-uzayi
oldugundan E nin kapali alt uzay1 olan V de bir FK-uzayidir. E bir K-uzay1 oldugundan,

koordinat doniisiimii olan p, :V — X siirekli ve bijektiftir. (1-1 ve drten)

Agik doniisiim teoreminden dolay1 p, aciktir. Bu da p.':V — X nin siirekli olmasini

gerektirir. 7, = p;' oldugundan buradan 7, mn siirekli oldugunu elde ederiz.

Teorem 4.11. Eger E uzay1 AK 6zelligine sahip bir BK-uzay1 ise E” ve E’ izometrik

olarak izomorfturlar.

Ispat: Ik olarak x=(x,)e E ve fe E  icin

f(x)= if (¢* (x,)) oldugunu gésterelim 4.1)

x=(x, )€ E ve fe E olsun. E AK 6zelligine sahip oldugundan

x= limZek (x,)
k=1

n—oo

S nin siirekliliginden dolayi her iki tarafin f ini alirsak

n—oo

f(x)zlimkzn_;f(ek (x, ))=gf(ek (xk))

Boylece (4.1) elde edildi.

Her bir ke N i¢in 7, : X — E olan doniisiim Lemma 4.10 daki gibi tanimlansi. Yani

= (x)
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E bir BK-uzayi1 oldugundan Lemma 4.10 dan dolay: 7, siireklidir.

Bundan dolay1 Vke N i¢in foT, € X’

E f \K
fO Tk
Ty
X

Sekil 4.1. Doniisiimiin bileskesi

(4.1) den dolay1 Vx=(x, )€ E i¢in f(x)= i(f oT )(x,) 4.2)

(4.2) den dolay1 Vf € E" igin (f oT,)" € E” du.
Simdi de Vf € E” i¢in ¢: E'— E” doniisiimii su sekilde tanimlayalim:
o(f)=(f°T).,
burada ¢ lineerdir. Gergekten;
D o((af)eT),, =(af) (T, (x))=alf 1) =ap(f)
i) o(f+8)=((f+8)°T,)=(f +¢&)(T;x)
=f(T)+e(T,)
=(feT,)+(g°T,)
=(feT) o +(8°T),,
=o(f)+e(s)

Simdi de @ nin orten oldugunu gosterelim. (f,)e E” olsun. K, X in skaler cismi

olmak iizere Vx =(x, )€ E i¢in
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oo

f:E— K olan doniisimii f(x)=>" f, (x,) (4.3)
k=f

seklinde tanimlayalim.

Vke N icin p, E iizerindeki k. koordinat doniisiimii olsun. Bu taktirde:

F(0)= 2 (fep)(x) =Hm 3 (2 po) ()

f. ve p, sirekli ve lineer olduklarindan fop,  da siirekli ve lineerdir. Buradan

Banach-Steinhaus teoreminden dolay1 f € E ve (4.3) den Vke N ve Vze X icin
(f°T)(2)= £ (T (2)= £ (¢ (2)) = /. (2) oldugundan
foT, = f, dir. Buradan @(f)=(f,) elde ederiz ki bu da ¢ nin 6rten olmas: demektir.

Son olarak ¢ nin lineer izometri oldugunu gosterelim.

fe E igin | £ =sup| £ ((x)

AR

(4.1) den

- snfS (05

AR

=sup|>_(foT,)(x)

o
bt =

—

=|(rm);,

EF

=lo(r).s

Bundan dolay1 ¢ bir izometridir. O halde ¢:E — E” ya olan ¢ doniisiimii E” den

E” ya izometrik olarak izomorfizmdir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.12. Vke N ve p, >1 olmak iizere p=(p,) pozitif reel sayilarin bir dizisi,

Vke N igin LI olacak sekilde g=(g,) pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun.
P 4k

Bu taktirde;
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(X, p) =10,(X".q) dir.

Ispat: Kabul edelim ki (f,)e #,(X’,q) olsun. Bu taktirde baz1t M € N igin

9k M—qk < oo

S5

Buradan her bir x=(x,)e (X, p) i¢in

IACYEO AT

<Dl
k=1

[

x| (MM = 1) oldugundan

NgE

IA

||fk % g ! e +M||Xk

pkj (abSa” +b”’) oldugundan

~
1l

1

Pk

M

LA M+ M|,
k=1

~
|

1

Pk

-3

MM +Mi||xk
k=1

p
k<°o

=Z||fk

k=1

M +Mi||xk
k=1

=5 ‘fk (x, )‘ yakinsaktir
k=

i

O halde (f,)e ¢,(X’,q) igin f, e ¢(X,p)" Cﬁ(X,p)ﬁ oldugundan f, € K(X,p)ﬁdlr.

Buradan ¢, (X’,q)< ¢(X,p)” bulunur.

Simdi de ¢(X,p)’ <¢,(X’,q) oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki (f,)e ¢(X,p)”

olsun. Bu taktirde Vx=(x)e/(X,p) icin ifk (x,) yakmsaktir. Her bir
pam

x=(x)e((X,p) icin |t,|=1 olacak sekilde bir (z,) skaler dizisi secelim. Su halde
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Vke N i¢in f, (thk):‘fk(xk)‘ olur. (t,x,)e ¢(X,p) oldugundan, kabuliimiizden
dolay1 z fi (,x,) yakmsaktr. f, (7,x,) ‘ fi(x,) ‘ oldugundan Z‘ fi(x) ‘ yakinsaktir.

Yani Vxe /(X, p) i¢in
Z‘fk (xk )‘<°°'
k=1

(f,)el,(X".q) oldugunu gostermek istiyoruz. Yani bazi MeN icin

S5

Vme N i¢in

qk

M™% < oo oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki bu dogru olmasin. Yani

m % = oo olsun. (4.3)

214l
k=1
(4.3) den dolay1 Vke N ve Vme N i¢in

DA m = (4.4)

i>k

(4.3) den dolay1 m, =1 olsun. O halde bir k € N vardir. Oyle ki

Z”fk “ > 1

k<ky

(4.18) den dolay1 m, > 27 ile birlikte m, >m, ve k, >k, segebiliriz. Oyle ki

2 Al

ki<k<k,

!
m, " >1

Bu sekilde devam edersek pozitif tamsayilarm (k) ve (m;) dizilerini

1=k, <k <k,<..ve m <m,<.. ile birlikte segebiliriz. Oyle ki m, >2* ve

2 Al

ki <k<k,

m; % >1
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Vie N ve Vke N i¢in, k_ <k <k, ve ||xk || =1 olacak sekilde X te bir x, secelim dyle

ki Vie N igin || £,]| S‘fk (x, )H|xk|| :‘fk (x, )‘ oldugundan;

> ) m >0

k;_y <k<k;
a= 2 |fi(x)" m* olsun. y=(y,) olmak iizere k_, <k <k, ile birlikte Vke N
ki <k<k;

icin

£ (x, )‘qk_l x, olsun

— g
yk_ai mi

1 1 .
—+— =1 olmak iizere p, g, = p, + ¢, oldugunu goz dniine alirsak Vie Nig¢in

P 4

_ Pk
P _ L —d %t
> Il = 3 ot )
ki <k<k; ki <k<k;
— —Pr m_pqu f ( )pk(qk_l) || P (” ||_1) Olduvundan
= a; " .m, & X Xell > Xell = g
ki <k<k;

_ — — 9k
— Z ai P 'mi P 'mi 9k
ki_y <k<k;

_ _ -1 -1 9
(al. om ™ <a;m, ) oldugundan

fx (xk)

fi (%) (4.23)

boylece zu(yk) "< ZE <oo
k=1 i=1

elde ederiz. Bundan dolay1 y=(y,)e ¢(X, p) olur.

Vie N i¢in
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z ‘fk(yk)‘: z

ki <k<k; Ky <k<k;

— -1 —q
-5

ki <k<k;

— -l —q
-5

Ky <k<k;

fx (ai_lmi_qk fe (xk)qk_l xk)

-1

fi (xk)

fe (% )‘

qk

fx (xk)

qk

— 1 —q
i ¥ m

ki <k<k;

fx (xk)

Boylece Z‘fk (¥, )‘ =co bu da (4.3) ile ¢eligir. Bundan dolay1 ( f, )€ ¢,(X’,¢) olur. Bu
k=1
da ispat1 tamamlar.

Asagidaki teorem; Vke N icin p, <1 oldugunda /¢(X,p) nin f dualinin bir

karakterizasyonunu verir. Bunu ispatlamak i¢in asagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma 4.13. p=(p,) pozitif reel sayilarin smnirli bir dizisi olsun. O halde

oo

t.(x,p)=Je. (X))

n=l1

Ispat: xe ¢_(X,p) olsun. O halde Vke N igin ||xk " <n ile birlikte bazi ne N ler

vardir.

Bundan dolay1 Vke N icin ||x [n™” <1. Buradan xe ¢_ (X )(nfupk) dir.

Diger taraftan, eger xe Uﬁw (X )(nfupk)ise bazi ne N ve M >1 olmak iizere n ve M

n=1
ler vardir 6yle ki her bir ke N i¢in ||xk || n """ < M . Buradan her iki tarafin p, . kuvveti

Pk

n'<M”™ elde edilir. Simdi de her iki tarafi ne N ile carparsak

alinirsa ||xk
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PP<nM®

||xk " <nM™ elde edilir. Burada a= sgp p, olmak iizere Vke N i¢in ||xk

buise xe /_(X,p) demektir.

Teorem 4.14. Vke N i¢in p, <1 ile birlikte p=(p,) pozitif reel sayilarin sinirh bir

dizisi olsun. Bu taktirde ¢(X,p)’ =¢_(X’,p) dir.

ispat: Kabul edelim ki (f,)e ¢(X,p)” olsun. Bu taktirde Vx=(x,)e ((X,p) icin

oo

> fi(x,) yaknsakr.

k=1

Simdi de Vx=(x,)e ¢(X, p) icin |t,| =1 olmak iizere skaler bir (r,) dizisi secelim.
Oyle ki Vke N icin f, (thk)=|tk|‘fk (x, )‘ =‘fk(xk )‘ olur.

(t,x,)€ ¢(X, p) oldugundan, kabuliimiizden dolay:

oo

> fi (tx,) yakmnsaktr. f, (7,x,) =‘fk (x, )‘ oldugundan i‘fk (x, )‘ yakimsaktir. Yani
k=1

k=1

Vxe ((X, p) icin i‘fk(xk)‘<oo (4.5)

k=1
Simdi de kabul edelim ki (f,)e/¢_ (X’,p) olsun. Lemma 4.13 ten dolay:
sup| f||m " =. VimeN igin m <m,<.. ve k <k,<.. ile birlikte pozitif
k

tamsayilarin (m,) ve (k,) dizilerini segelim. Oyle ki m, >2' ve H fi H m " >1. Aym

zamanda kaiH =1 olacak sekilde x, € X secelim Oyle ki

1/ py,

RLRS (4.6)

m

fk,. (xk,.)

Kabul edelim ki y=(y,) olmak iizere bazi i ler i¢in eger k=k, oldugunda

y, = m " x,. ve diger durumlarda y, =0 olsun.

1

oo

P :zmi <2%:1 oldugundan (yk)e K(X,p) olur ve

i=1 i

Bu taktirde 3y,
k=1
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g‘fk ()’k )‘ :g

—1/py,
fi \m:

- =1/ py.
~S
i=1

fk,. (xk,.)

=oo (4.6) dan dolay1

Ve bu da (4.5) ile celisir. O halde (f,)e¢_(X’, p)dir. Tersine, kabul edelim ki

(f,)el. (X', p) olsun.

Lemma 4.13 den dolay1 sup, || 1 ||M P < o0 olacak sekilde bir M € N vardir. Bundan

dolay1r Vke N i¢in

| £il]< &b
olacak sekilde bir K >0 vardir.

Kabul edelimki x=(x, )€ ¢(X, p) olsun. Bu taktirde Vk >k, icin

M7

X, || <1
olacak sekilde bir k€ N vardir.
Vke N i¢in p, <1 den dolay1 Vk >k, i¢in

Pk

MV

xk”S(M””k

)pk =M ||xk

Xy

Su halde

LACYEDN A ARSI A IRY

k=ky+1

k oo
SkZ::‘||f"||||x"||+K > M |x] (4.7 den

k=ky+1

Px (4.8) den

< 2]+ &M 3,

k=ky+1

< oo

4.7)

(4.8)
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Buda Y f, (x,) nmn yakinsak olmasi demektir. O halde (f,)e ¢(X, p).
k=1

Teorem 4.15. p=(p,) pozitif reel sayilarin sl bir dizisi olsun. Bu taktirde

0_(x.p) =M_(X",p).
Ispat: (f,)e M_ (X", p) olsun. O halde Vme N igin Y| f;[/m"™ <oo
k=1
Vx=(x)e( (X,p) ve Vke N icin |x | <my™ olacak sekilde bir m,e N vardur.

Bundan dolay1 Z‘fk(xk)‘SZ||fk||||xk||Sznfk”m(l)/”k<c>o, bu da » f.(x) nm
k=1 k=1 k=1 k=1

yakinsamasi demektir. Bundan dolay1 (f,)e ¢_ (X, p)” olur.

Tersine, kabul edelim ki (f,)e ¢_(X,p)” olsun. O halde Vx=(x,)e ¢_(X,p) igin

oo

> fi(x,) yakmsaktr. Simdi burada Vx=(x,)e ¢_(X,p) icin Z‘fk (x, )‘ nin yakin-
k=1

k=1

sakhgmni gosterelim. Bunun icin Vx=(x,)e ¢_(X, p) icin |t,|=1 olacak sekilde skaler

bir (r,) dizisi segelim. Oyle ki f, (t,.x,)=|f, (x,)] VkeN igin (r.x)el_(X,p)

oldugundan kabuliimiizden dolay1 _ f, (#,x,) yakimsaktir. Bu da

k=1

vxe (_(X.p) igin Y |f, (%) <o (4.9)
k=1
olmasi1 demektir.

Eger (f,)e M_ (X', p) ise, bu taktirde bazt M € N i¢in i”fk |M"" = co. Burada
k=1

0=k, <k, <k, <... olacak sekilde pozitif tamsayilarin bir (k,) dizisini segebiliriz. Oyle

ki Vie Nigin

2 flmr>i

ki <k<k;
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ve Vie N icin |x [ =1 olacak sekilde (x, ) X secebiliriz dyle ki

Z ‘fk (xk )‘Ml/pk >

ki <k<k;

y=(y,) olmak iizere y, =M ""x, olsun. Agiktir ki ye /_(X,p) dir.

oo

vieNicin Y|f (0|2 3 |f (x)| M7 >i
k=1 k,

i1 <k<k;
Bundan dolay1 Z‘ fi (v, )‘ =oo. Bu da (4.9) ile gelisir.
k=1

Bu yiizden (f,)e M_ (X', p) dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.16. p=(p,) pozitif reel sayilarin smirli bir dizisi olsun. Bu taktirde

C, (X,p)'/j =M,(X’, p) dir.
Ispat: Kabul edelim ki (f,)e M,(X’,p) olsun. Buradan bazi MeN igin

Y| fi| M7 <o, Diger taraftan x=(x,)ec,(X,p) olsun. Boylece Vk =K, icin
k=1

||xk "™ <1/M olacak sekilde pozitif bir K,e N vardir. Buradan Vk>K, igin

|x.| <M ~"7 elde ederiz.

Boylece

Z‘fk (xk)‘S Z”fk””xk”S Z”fk”M-l/m < oo
K=K, P P

=Ro =Ko =80

elde ederiz ki bu ise i ‘ fi (x, )‘ nin yakinsak olmasi demektir.

k=K,

Mutlak yakinsak her seri yakinsak oldugundan z fi (x,) yakmsaktir. Bu yiizden
k=1

(f.)ec,(X.p)’ olur. Diger taraftan, kabul edelim ki (f,)ec,(X.p)” olsun. Bu

taktirde Vx=(x,)ec,(X,p) igin Y f,(x,) yakmsaktr. Vx=(x)ec,(X,p) icin

k=1
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f|=1 olacak sekilde bir (z,) skaler dizisini secelim. Oyle ki Vke N igin

- (1x,) ‘ fi( xk‘ olur. (t,x,)ec,(X,p) oldugundan kabuliimiizden dolay:

> fi(tx,) min yakinsak oldugunu elde ederiz. f, (f.x,) ‘ fi( xk‘ oldugundan
k=1

WAL Z‘fk (x, )‘ olur ki buradan Vxec,(X,p) igin Z‘fk (x, )‘ mn da
k=1 k=1 k=1
yakimsak oldugunu elde ederiz.

Simdi de kabul edelim ki (f, )& M, (X', p) olsun. (4.10)
Bu taktirde Vme N i¢in znfk ” m VP = oo
k=1

my, k, € N secelim. Oyle ki

2 [ Allm >

k<ky

ve m, >m, ve k, >k, segelim. Oyle ki

2 Afm ™ >2

ky<k<k,
Bu sekilde devam edilirse i€ N olmak iizere

m <m, <..,ve 0=k <k, <... olacak sekilde m, ve k, leri segebiliriz. Oyle ki

2 [ Alm >

kg <k<k;
Vk igin k_, <k <k, ve | x| =1 olacak sekilde (x,)e X secelim. Oyle ki Vie N igin

‘fk (x, )‘ m; >
ks <k<k;

Simdide k,_, <k <k, icin

y=(y,) igin y, =m ""x,_olsun. O halde ye ¢,(X, p) dir. Boylece Vie N igin
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g‘fk(yk)‘zk Z ‘fk (xk)‘mi_l/pk >

i1 <k<k;

bulunur. Bu ise i‘ fi (v, )‘ =oo olmasi demektir. Bu da (4.9) ile celisir. Bu yiizden
=

(f,)e M,(X’,p) dir. Bu da ispat: tamamlar.

Teorem 4.17. p =(p, ) pozitif reel sayilarin smirl bir dizisi olsun. Bu taktirde

c(X.p) =M (X', p)nes[X] diir.

Ispat: E={e(x):xe X} olmak iizere c¢(X,p)=c,(X,p)+E oldugundan ve ayni

zamanda E=FE,+E, ise Ef=E’NE’ yi ve ¢,(X.p)’ =M,(X’.p) teoremini

kullanirsak
C(X,p)ﬁ =c0(X,p)'/j NE*
:MO(X/,p)('\Eﬂ

Tanimdan

oo

E’ :{(fk)c X" f.(x) yakinsaktir Vxe X}:cs[X']

k=1

oldugundan ¢(X, p)’ =M, (X", p)nes[X] elde ederiz. Bu da teoremi ispatlar.
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