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BULANIK SAYI DiZILERININ A -ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Ayse Giil SIMSEK

Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Temmuz 2008
Tez Damismani: Yrd. Dog. Dr. A. Nihal TUNCER

OZET

Bulanik sayilarin sinirli ve yakinsak dizileri ilk olarak Matloka (1986) tarafindan
tanimlandi. Daha sonra bulanik say1 dizileri i¢in istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel
Cauchy dizisi Nuray-Savas (1995) ve A -istatistiksel yakinsak dizi kavramlar1 Savas (2000)
tarafindan tanimlandi. Aytar (2004, 2006) bulanik say1 dizileri icin istatistiksel limit-
yigilma noktalari, istatistiksel simirlilik-monotonluk ve istatistiksel limit infimum-
supremum kavramlarini vermistir. Bu tezde bulanik sayilarin A -istatistiksel yakinsakligi
ve A -istatistiksel limit-yigilma noktalar1 incelenmistir. Klasik teoridekine benzer sekilde,

aralarindaki iligkiyi inceleyen teoremler ifade ve ispat edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik say1, A -istatistiksel yakinsaklik, A -istatistiksel limit

noktasi.
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A- STATISTICAL CONVERGENCE OF SEQUENCES OF FUZZY NUMBERS

Ayse Giil SIMSEK

Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M. Sc. Thesis, July 2008
Thesis Supervisor: Asist. Prof. A. Nihal TUNCER

ABSTRACT

Bounded and convergent sequences of fuzzy numbers have been introduced by Matloka,in
1986. Then, the concepts such as statistical convergence, statistical Cauchy sequence
Nuray-Savas (1995) and A -statistical convergent sequence of fuzzy numbers have been
defined by Savas (2000). Aytar (2004, 2006) developed these definitions: statistical limit-
cluster points, statistical boundedness and monotonousness and statistical limit inferior-
superior. In this thesis, A - statistical convergent and A - statistical limit-cluster points of
fuzzy numbers have been investigated. Like in the classical theory, the theorems examining

their relationship have been stated and proved.

Key Words: Fuzzy numbers, A -statistical convergence, A -statistical limit point.
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KISALTMALAR

IN Dogal sayilar ciimlesi

IR Reel sayilar ciimlesi

| K| K ciimlesinin eleman sayisi

o Yogunluk fonksiyonu

o, A -yogunluk fonksiyonu

C Yakinsak diziler uzay1

S Istatistiksel yakinsak diziler uzayi

L(IR) Bulanik sayilar ciimlesi

L, X dizisinin limit noktalarinin ctimlesi

st—lim X X dizisinin istatistiksel limiti

sA—1lim X X dizisinin A -istatistiksel limiti

AZX X dizisinin A -istatistiksel limit noktalarinin ciimlesi
I} X dizisinin A -istatistiksel yigilma noktalarinin ciimlesi
x=(x,) Reel say1 dizileri

Bulanik sayi dizileri




1.BOLUM
GIRIS
Ik olarak 1951 yilinda Steinhaus [1] tarafindan, Polonya’da yapilan bir konferansta
tanitilan ve yine aym yilda Fast [2] tarafindan gelistirilen “Istatistiksel Yakinsaklik”
kavrami, Toplanabilme Teorisi [3-5], Fourier Serileri [6], Fonksiyonel Analiz [6-8], Sayilar
Teorisi [9] ve son zamanlarda ise, (")1911 Teorisi [10], Optimizasyon Teorisi [11,12] ve
Fonksiyon Dizileri [13] gibi matematigin temel alanlariyla olan iligkisi nedeniyle yaklasik
yarim asirdir bir cok matematikginin ilgilendigi 6nemli bir konu haline gelmistir. Ozellikle
1993 yilinda Fridy [14] tarafindan “istatistiksel limit noktalar1’” kavrami verildikten sonra
1997 yilinda Fridy ve Orhan [15] tarafindan “istatistiksel limit supremum ve limit

infimum” kavramlar verilerek bir ¢esit yeni bir analiz kavrami ortaya konulmustur.

Bulanik sayilarin simirli ve yakinsak dizileri ilk olarak Matloka [16] tarafindan tanitildi.
Nanda [17] bulanik say1 dizileri uzaymin tam metrik uzay oldugunu ispatladi. Daha sonra
Nuray ve Savas [18] bulanik sayilar icin istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy
dizilerini tanimladilar. Nuray [19], Savas [20] ve Kwon [21,22] istatistiksel yakinsaklik
teorisindeki bazi sonuglarin bulanik sayilar icin benzerlerini yaptilar. Aytar [23-25] bulanik
say1 dizileri i¢in istatistiksel limit noktalari, istatistiksel sinirlilik, istatistiksel monotonluk

ve istatistiksel limit supremum, istatistiksel limit infimum kavramlarin1 tanimladi.

Bulanik sayi dizileri i¢in A -istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli A -toplanabilme kavramlari

ise, Mursaleen [26] ve Savas [27] tarafindan tanimlandi.

Bu yiiksek lisans tezinde, bulanik say1 dizileri i¢in A -istatistiksel limit, yigilma noktalari

kavramlar1 verilerek, bir dizinin A -istatistiksel limit noktalarinin ciimlesi, A -istatistiksel



yi1gilma noktalarinin ciimlesi ve adi limit noktalarinin ctimlesi arasindaki iliskiyi inceleyen

teoremler ifade ve ispat edildi.



2. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, ilk olarak konumuzla ilgili olan bazi tanim, teorem ve notasyonlari vererek

ise baslayacagiz.

2.1. Istatistiksel Yakinsaklik

IN dogal sayilar ciimlesini gostermek {izere bir K — IN alt climlesi verilsin ve ayrica

{k <n:ke K} ciimlesi K ile, eleman sayisi da |K | ile gosterilsin.

Tamm 2.1.1. Bir K c IN alt ciimlesi i¢in
1imi|1<|
non

limiti mevcut ise, bu limit degerine K ciimlesinin yogunlugu (veya dogal yogunlugu)

denir ve 8(K) ile gosterilir [28].

e K
Ornek 2.1. 1. K = {1, 2, 3, }= IN olsun. u dizisi,

seklinde ve



S(K) = 1imm —lim2 =1
n—e n n— p

dir.

) K
Ornek 2.1.2. K ={2, 4, 6, ...} olsun. U dizisi,
n

seklinde ve

&

5(K)=limu:1im 2l _1
n—e n n—oo n 2

dir.

Ornek 2.1.3. K ={1,3,5, ...} olsun. u dizisi,

seklinde ve

n+1

L

S(K)= limm: nmL=

n—oo n n—oo n

dir.



Ornek 2.1.4. K = {1, 4,9, .., n°, } olsun. m dizisi,

seklinde ve

d(K)= limm <lim~—=0

n—oo n n—oo n

dir.

Istatistiksel yakinsaklik tanimin1 vermeden 6nce adi yakinsak dizilerin tanimimi hatirlayarak
istatistiksel yakinsaklik fikrinin nereden kaynaklandigin1 gorelim. Adi yakinsaklikta, bir x
reel say1 dizisi L ye yakinsak ise, L nin her bir € komsulugu disinda, dizinin ancak sonlu
sayida elemani kalabilir. $Simdi bu kavrami biraz genellestirmeye calisacagiz. Kabul edelim
ki, L noktasinin her bir £ komsulugu disinda dizinin sonlu sayida degil, sonsuz sayida
eleman1 kalsin. Fakat boyle elemanlarin sayist dizinin tiim elemanlarinin sayisina gore ¢ok
azdir. Yani dizinin hemen hemen tiim elemanlar1 L nin & komsulugu icerisindedir. Bu
durumda x dizisinin L noktasina “hemen hemen” yakinsak oldugu soylenebilir.
[statistiksel yakinsaklik kavrami, bu fikri matematiksel olarak kesin ifade eden
kavramlardan biridir. Burada L noktasinin & komsulugu disinda kalan elemanlarinin
sayisinin “az” olmasi boyle elemanlarin dogal yogunlugunun sifir olmasi ile ifade edilir.
Simdi iki dizinin “hemen hemen” esit olmasimi tanimlayip istatistiksel yakinsaklik

kavramini verecegiz.

Tanim 2.1.2. x=(x,) ve y=(y,) dizileriicin §( {ke IN:x, #y,} )=0 ise, x ve y

dizileri hemen hemen her k ig¢in esittir denir [5].

Tamm 2.1.3. x = (x, ) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her £ >0 icin



5({k : |xk —L|2€})=O
yani

lim | {k<n:lx, ~1]2 £} |=0
nn

olacak sekilde bir L sayisi varsa, bu durumda x dizisi L sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir ve x, — L(stat) veya st—li]{nxk =L seklinde gosterilir [1, 2].

Istatistiksel yakinsaklik tamimindan da anlasilacag iizere, eger x dizisi bir L sayisina
istatistiksel yakinsak ise, bu durumda L sayisinin herhangi bir & >0 komsulugunda
dizinin sonsuz coklukta terimi bulunurken bu komsulugun disinda da, indis ciimlesinin
yogunlugu sifir olmak kosuluyla, yine diziye ait sonsuz c¢oklukta terim bulunabilir. Bu
durum, istatistiksel yakinsakligin bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha genel oldugunu
gostermektedir. Dolayisiyla yakinsak dizilerin uzaymi C ile ve istatistiksel yakinsak diziler
uzaymi da S ile gosterecek olursak, bu durumda C < S oldugu kolayca goriiliir. Ustelik

asagidaki ornek, bu 6nermenin karsitinin her zaman dogru olamayacagim gostermektedir.

Ornek 2.1.5. x = (xk ) dizisinin genel terimi

seklinde tanimlansin. % den kiiciik olacak sekilde herhangi bir £ >0 icin

K={k:[x -0|2e}={1,4,916,.}



alimir. Burada K ciimlesinin yogunlugu 8(K)=0 dir. Dolayisiyla x dizisi L=0 a

istatistiksel yakinsaktir, yani st—lilgn x, =0 dir. Aym1 zamanda bu dizinin & komsulugu

disinda kalan elemanlar1 sonsuz sayida oldugundan yakinsak degildir. O halde istatistiksel
yakinsak her dizinin yakinsak olamayacagi soylenebilir. Diger taraftan yakinsak her dizinin
istatistiksel yakinsak oldugu sonlu sayida elemani bulunan ciimlenin dogal yogunlugu sifir

oldugundan sdylenebilir [5].

2.2. Aralik Sayilari

Biitiin reel sayilarin ciimlesini /R ile gosterelim. Herhangi bir reel sayinin a ve b gibi
iki reel sayr arasinda oldugu bilinir. Buna gore x reel sayisinin a<x<b veya

Xe [a,b] seklinde [a,b] kapal1 sinirli araligina dahil oldugu kabul edilir. a ve b, araligin
sinirlar1 veya bitim noktalar1 olarak adlandirilir. Bir A aralik sayisinin alt st A, iist
simir1 ise A seklinde gosterilir. Bir aralik; kapali, agik, alttan sinirsiz (soldan), iistten
sinirsiz (sagdan) olabilir. IR  reel sayilar ciimlesi de bir araliktir ve (— oo,oo) seklinde

gosterilir.

A aralik sayisi, a < x < b olacak sekildeki x reel sayilarinin ciimlesi olarak tanimlanir.

Yani a,be IR i¢in x€ [a,b] veya

A:[A,Z]z{xzéﬁxﬁz,xe IR}
dir.

Ozel olarak a = b aliirsa A aralik sayisi bir reel sayiya indirgenir ki, bu da a = [a,a] gibi

nokta aralik veya tek nokta ciimlesi olarak adlandirilir. Boylece bir aralik sayisi bir reel

sayinin (tek nokta ciimlesinin) genellestirilmisidir denir.

Herhangi bir A aralik sayis1 i¢in, genislik, biiyiikliik, yansima ve tersi kavramlar1 asagidaki

sekilde tanimlanir.



Genislik (Width) w(A)= W[A,Z] —A-A
Biiyiikliik (Magnitude) 4] =| [A,Z] | = max( |4], ‘Z‘ )
4, 4] 2[4
A
Yansima (Image) A = [A A]_ _ [_Z —A]
Ters (Inverse) : 4 —[A Z]_l _{l l} 0c [A Z] )
=| A, =5 A, ise

Ornek 2.2.1. A= [3,7] aralik sayisi i¢in

seklindedir.

Reel sayilarin araliklari tizerindeki “<”

Genislik : W(A)=w([37] )=7-3=4
Biiyiiklik : |A|=] [3,7] |=max( |3],]7] )=7

Yansima A‘:[3,7]_=[—7,—3]

Ters s AT =[37]" = [1 l}

7’3

siralama bagintisi




“A<Bo A<B ve A<B”

seklinde tanimlanmustir.
2.2.1. Aritmetik islemler

A= lé, ZJ ve B= lﬁ,EJ araliklariicin A= B ve A=B yazilabiliyorsa A aralik sayisi

B aralik sayisina esit denir. A= IA,ZJ ve B= IE,EJ aralik sayilan icin asagidaki
islemler tanimlanabilir.

Toplama: A+ B = [A,Z]+ [Q,E]: [A+§,Z+§]

Cikarma: A-B = lA,ZJ— lﬁ,ﬁ]z lA—E,Z—EJ

Carpma: A -B=AB=|A,A||B.B]

=|min(A-B.A-B,A-B.4-B) max(A-BA-B.A-B.A-B)

Bolme : A:B=A/B= % =[a.a]:[B.B

) A+A =[A Al A-al=|-(a-a)a-4alz0

fakat 0e A+ A~ ve A+ A~ yeni araligin u¢ noktalar1 0 a gore simetriktir.

ii)A-A‘I:[A,Z]-[ }tl fakat le A-A" dir.
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Eger A, A= [a, a] reel sayisina (tek nokta araligina) indirgenirse, bu durumda

yansimasi ve tersi sirastyla A~ ve A~ olmak iizere
A =[-a-d]=-A ve A= F,l} :%

seklindedir. (i) ve (i1) ifadeleri kullanilarak cebirdeki temel sonuglar 6zel bir durum olarak

elde edilir. a+(-a)=0 ve a-a™' =1 dir.

Nokta araliklart 0= [0,0] ve 1= [1,1], strastyla araliklar tizerindeki toplama ve carpma

islemleri icin etkisiz (birim) elemanlardir.

A=A+0=0+A

A= [a, a] tek nokta aralig1 icin dagilma 6zelligi saglanir. Buna gore
A(B+C)=AB+AC
dir.

2.2.2. Araliklar Arasindaki Uzakhk

A= [ A,Z] ve B= [ E,E] aralik sayilarinin aralarindaki uzaklik

d(A,B)=max(|A-B

A-3)) @)

b

seklinde tanimlanir.
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Eger A ve B tek nokta araliklarn ise yani A= [a,a], B= [b,b] ise bu durumda, (2.1)

ifadesi reel sayilar arasindaki uzakliga indirgenir. Gergekten,

d( [a,a],[b,b] ) = max (|a—b a—b|)=|a—b|

(2.1) den d(A,B)=d(B,A),

“d(A,B)=0 < A=B"”

oldugu soylenebilir.

Ornek 2.2.2. A= [3,6] , B= [5,7] aralik sayilari arasindaki uzaklik (2.1) e gore

d(A, B) = max( |3—5

6-7| )=max(2]1)=2

b

dir.

2.3. Bulanik Sayilar

[k olarak bulanik say1 kavramini tanimlayacak daha sonra da bulanik sayilar icin

istatistiksel ve A -istatistiksel yakinsaklik kavramlarini verecegiz.

Tamm 2.3.1. Bulanik say1 X : IR — [0,1] seklinde taniml1 ve agagidaki sartlar1 saglayan

bir fonksiyondur;

i) X normaldir, yani X(z,)=1 olacak sekilde 3z, € IR vardur.
ii) X bulanik konveksdir, yani
Vi, t,€ IR, 0< A <1 icin X (A, +(1-A),) > min{X (¢,), X (z,)} dir.
iii) X st yar siirekli, yani V¢t e [0,1] icin {x: X (x) <t} ciimlesi acik olmal.

iv) X° ={re R: X(r)> 0} ciimlesi kompakt olmali [29].

Bulanik sayilarin ciimlesi L(IR) ile gosterilir.
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Her reel sayr kendi karakteristik fonksiyonu ile gosterilebilir. Ayrica bulamik say1
tanimindan her karakteristik fonksiyonun bir bulanik say1 oldugu soylenebilir. Boylece reel
sayllar ciimlesi bulanik sayilar ciimlesinin bir alt ctimlesidir ve reel sayilar igin
gozlemlenen biitiin 6zellikler bulanik sayilar icin de gecerli olacaktir. Fakat bulanik sayilar
climlesi kismi sirali ve grup yapist olusturmayan bir ciimle oldugundan reel sayilardaki tiim

ozellikler bulanik sayilara aktarilamaz.
Ornek 2.3.1: 3 reel sayisinin karakteristik fonksiyonunun bir bulamk sayr oldugunu

gosterelim.

1, x=3 ise

0, x#3 ise

i) A(x) fonksiyonu normaldir. Ciinkii A(x) fonksiyonunun tanimindan x =3 igin A(x)=1

dir.

ii ) A(x) fonksiyonu fuzzy konvekstir. Ciinkii min{A(x1 ), A()c2 )}=0 olup
A, +(1-2)x,)=0 yada A(dx, +(1-A)x,)=1

olacagindan Vx,,x,€ IR ve 0<A<1 igin,
A(Ax, + (1-2)x,) = min{ A(x,), A(x,)}

dir.

iii ) A(x) fonksiyonu iistten yari siireklidir. Ciinkii V7 € [0,1] icin {x:A(x)<r} ciimlesi
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(—0,3) Y (3,00) acik araliklarinin birlesimine esittir. A¢ik araliklarm birlesimi de acik

oldugundan bu ciimle aciktir.

iv) A" ={xe IR: A(x)>0} kiimesi kompakttir. Ciinkii A" =3 = [3,3] araligi kapal ve

sinirhdir.

O halde 3 reel sayisinin karakteristik fonksiyonunun bir bulanik say1 oldugu goriiliir.

Bulanik sayilar iizerindeki ¢ Hausdorff metrigi de d : L(IR)x L(IR) — IR* Y {0} olmak

uzere

X" -r"

b

}

d(X,Y)= sup maxﬂX“ -Y“

acl0,1] T

seklinde tanimlanir. X * = lz “,?a J, X bulanik sayisinin @ kesmesidir. Burada d ,

L(IR) iizerinde bir metriktir. (L(IR),E) tam metrik uzaydir [30].

Bulanik sayilar i¢in siralama bagintisi
“X<Ye (Vael0]] icin X“<YY ve X“<y® )

seklinde tanimlanir. Bu “ < 7 bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir. Kesin kiigiikliik

bagintist ise

“X<Ye X<Y, dael0]]icin X% <Y ve X“<y”®

seklindedir [31]. Eger X <Y ve Y < X bagmtilarindan her ikisi de saglanmiyor ise, X

ve Y bulanik sayilar karsilagtirilamaz denir ve X %Y seklinde gosterilir.
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Tamm 2.3.2. Eger Ve > 0 i¢in

.1 -
lim=| {k<n:d(X,,X,)2€}|=0
n—e pn
ise, bulanik sayilarmm X = (X k) dizisi X, bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir

denir ve st —lim X, = X ile gosterilir [18].

Tamm 2.3.3. A=(4,) dizisi A4, <A, +1, A4 =1 olacak sekilde pozitif sayilarmn
azalmayan bir dizisi ve X =(X k) dizisi de bulanik sayilarinin bir dizisi olsun.
I, =[n—A +1,n] olmak iizere eger Ve >0 icin

lim/%| fkel,:dX,.Xx,)ze}|=0
ise, bulamk sayilarinin X = (X k) dizisi X, bulanik sayisina A -istatistiksel yakinsaktir
denir ve 5, —lim X, = X, ile gosterilir [32].

Ozel olarak (/ln ) = (n) alinirsa Tanim 2.3.2. elde edilir.

Ornek 2.3.2. Vxe IR icin X =(X k) bulanik say1 dizisini asagidaki gibi tanimlayalim:
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0 , x€ (=00, k =1) U (k +1,+ o)
x—(k-1 xe k-1, k] , k=n’
—x+(k+1 , xe (k, k+1]
X, (=19 : xe(—w,O)U(3‘%’+°°j
X ) xe [0,1] , k#n
f‘1+1 : xe{l,3—l}
i k
k
M (x) bulanik sayis1 da,
0 , x€ (=0,0)Y (3,420)
M(X): X s XG[O,I]
L xeis]
-2

seklinde tamimlansin. Bu durumda X = (X k) dizisi ve M (x) bulanik sayisinim grafigi

asagidaki gibi olur.
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Burada A4, =(1, 2, ...)=(n) almnirsa s, —lim X, = M olur. Aym zamanda

st—=limX, =M dir.

Burada A, =(1,1,...) alimrsa s, —lim X, mevcut degildir. Bu dizinin & komsulugu

disinda sonsuz terim kaldigindan adi yakinsakliktan soz edilemez.

A, = (n) ise, liml| {k<n :E(Xk,XO)Ze} | e bakalim. 82% alalim.
non
1iml| {1.2,3.4,....10,16,25, ... } |=1iml| {14,916, ... }|+1iml| {2.3,5,6,7.8.10, ...} |
"n "n nn
=0+0=0

elde ederiz. Veya
IKN_(12 101010 11
A, 1277710711712 167

K
A = (n) alirsak, limu <lim
n n n

0

Jn+k
n

A = (1, 1, ) alirsak, lim|

K| <lim{yn + k)= <o

dir.



3.BOLUM

A -ISTATISTIKSEL LiMIT VE YIGILMA NOKTALARI

Bu boliimde, bulanik say1 dizileri i¢in A -seyrek (thin) alt dizi, 4 -seyrek olmayan (nonthin)
alt dizi, A -istatistiksel limit noktasi ve A -istatistiksel yigilma noktasi kavramlarindan
yararlanarak, bir dizinin A -istatistiksel limit noktalarinin ciimlesi, A -istatistiksel yigilma
noktalarinin ciimlesi ve adi limit noktalarinin ciimlesi arasindaki iliskiyi inceleyen

teoremler ifade ve ispat edildi.

Tamm 3.1.1. X =(X k) bulanik say1 dizisi verilsin. Eger
.1 . .
hm/1—| {k(j)e I :je IN} |=O

ise, (X » j)) alt dizisine A -seyrek (thin) alt dizi , eger

limsup%| k()e1,: je IN}|>0

n

ise , A-seyrek olmayan (nonthin) alt dizi denir [32].

Kisalik icin, K ={k(j): j€ IN} olmak iizere (X k(j)) alt dizisi (X) « 1le gosterilsin.

Tamm 3.1.2. X = (X k) bulanik say1 dizisinin bir A bulanik sayisina klasik yakinsayan ve

A -seyrek olmayan bir alt dizisi varsa, A bulanik sayisma X = (X k) bulanik say1 dizisinin
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A -istatistiksel limit noktast denir. X dizisinin A -istatistiksel limit noktalarinin ciimlesi

AﬂX ile gosterilsin [32].

Tamm 3.1.3. X =(X k) bulanik say1 dizisi ve eger V& > 0 i¢in
lim%| fke1,:d(x,.B)<e} |0

veya

limsup%| fke1,:d(x,.B)<e}|>0

n

ise, B bulanik sayisina X = (X ' ) bulanik say1 dizisinin A -istatistiksel y1gilma noktas

denir. X dizisinin A -istatistiksel yigilma noktalarinin ctimlesi Tﬁ ile gosterilsin [32].
Teorem 3.1.1. Bir X = (X, ) bulanik say1 dizisi icin A* < T} dir [32].

Ispat : Kabul edelim ki Ae A% olsun. Boylece X dizisinin A bulanik sayisina

yakinsayan, A -seyrek olmayan bir (X k(j)) alt dizisi vardir. Yani
1im/1i| {k(j)e1,:jeIN}|=d>0

dir. Ve >0 icin
fke1,:d(x,,A)<elo{k(j)e 1, d(X,,A)< e}

oldugundan
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fke1,:d(x,, A)<elofk(j)er,: je INNk(j)e T, :d(X, ), A)> €}
yazabiliriz. (X k(j)) dizisi A bulanik sayisina klasik yakinsadigindan V& >0 i¢in
{k(j)e1, :E(Xk(j)’A)Z £}

climlesi sonludur.Boylece

1im/1i| fkel, :d(X, A)<e}|

21im/1i| [k(j)e I :je IN} |—1im/1i| {k(j)e 1,:d(x,,).A)> €}

:lim%| {k(j)e1,:je IN} |

=d>0

dir. O halde
lim%| fkel,:d(x,.A)<e} >0

olurki,buda Ae F)? demektir.

Teorem 3.1.2. L, bir X = (x k) dizisinin klasik limit noktalarinin ciimlesini gostermek

lizere, FQ c L, dir[32].

Ispat : Kabul edelim ki Be I'} olsun. Ve >0 igin



20

timsup—-| {ke 1, :d(X,.B) <&} [>0

n

dir. Ve >0 i¢in X in A-seyrek olmayan (X)K alt dizisini K ={k(j)e I, :E(Xk(j),B)< e}

olacak sekilde tanimlayalim. Bu durumda limsup%| {k} | > (0 dir. Boylece K da

n

sonsuz sayida eleman bulunur ve Be L, dir.

Teoremin tersi her zaman dogru degildir. Bunun i¢in asagidaki 6rnegi verelim.

Ornek 3.1.1. Vxe IR icin X =(X k) bulanik say1 dizisini agsagidaki sekilde tanimlayalim.

Xk (x) =
M,(x), dd
Burada
0 , xe (—00,0)Y(2,00)
Ml(x): X , xe [0,1]
—x+2 xe (1,2]

veE
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0, xe(-23)Y(5)
Mz(x)z x=3 xe[3,4]
-x+5, X€E (4,5]
dir.
A
.-F-“.;"‘"‘.ﬁf el r‘hf
;oI **L"’:h{
ﬁ\ﬁ!l_;;t 4 .‘:’H'Lq-.-:‘:-.- L
] 1 2 3 4 5
Sekil 3.1

Boylece Ve >0 igin L, ={M,,M,} olur, fakat I'} ={M,} dir. Dolayisiyla L, ¢ I'} dur.

Teorem 3.1.3. Bir X = (X ) bulanik say1 dizisi i¢in s, —lim X, = X, ise

Ay =T¢ ={X,} dir [32].

Ispat : Oncelikle A% ={X,} oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki V& >0 icin

d(X 0.Y,) >2¢ olacak sekilde A% ={X,.Y,} olsun. Bu durumda X =(X,) dizisinin
sirasiyla X, ve Y, a yakinsayan (X K j)) ve (X ,(,.)) A -seyrek olmayan alt dizileri vardir.

(Xl(i)), Y, a klasik yakinsadigindan Ve >0 i¢in {li)e IN:E(XZ(i),YO)Z €} sonlu bir

cumledir.
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{iiye 1, :ie INY={i()e 1, :d(x,,).Y,) < e} Y()e 1, :d(X,).Y,)> €}

yazilabilir. Bu da

timsup—-| ()< 1, :ie IN} | =timsup—| {l()e

n n

+1imsup/%| {1i)e

n

demektir. Boylece

limsup%| {ih)er, :E(X,(i),Y0)< e} | >0

n

ve s, —limX, = X, oldugundan Ve >0 igin
1im/1i| fkel,:dX,.Xx,)ze}|=0
dir. Buradan

limsup%| {k e I, :E(Xk,X0)<8}|>0

n

yazabiliriz. Her 0 < 2¢ < E(X O,YO) icin

I, :E(Xz(;)’Yo)< e} |

n

:E(Xl(i)’YO)Z e} |

(3.1)

)er,:d(x,,.Y,)<ell ke, :d(x,.x,))<e}=¢
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dur. Boylece
{i)er,:d(x,,.v,)<elcker, d(x,,x,)> e}

yazilabilir. Bu ise,

limsup/%| {1i)e I, :E(Xl(i),Y0)< e} |Slimsup/%| ke I, :E(Xk,XO)ZE} |

demektir ki, bu (3.1) ile celisir. Yani A = {x 0} dir.

Simdi bazi €>0 lar icin d(X 0.Zy) > 2€ olacak sekilde I'y ={X,,Z,} oldugunu kabul

edelim. Boylece,

limsup%| kel :E(Xk,ZO)< e} | >0 (3.3)

n

yazilabilir. Yani her 0<2¢ < E(X 0,ZO) icin

kel :d(x,.X,)<el kel :d(x,.z,)<e}l=¢
oldugundan

kel :d(x,.Xx,)>etnlkel, d(x,.2,)< e}

Ve
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nmsupﬂi| kel :d(x,.X,)> e} |znmsupﬂi| fker,:d(x,.z,)<e}| (3.4)

n n

buluruz. Béylece (3.3) ifadesinden (3.4) iin sag yan1 sifirdan bityiiktiir ve (3.2) den (3.4)

iin sol yan sifira esittir. Bu ise celigkidir. Dolayisiyla F)? ={x 0} dir.

Teorem 3.1.4. X =(X k) ve Y = (Yk) bulanik say1 dizileri olsun. A - hemen hemen her k

icin X, =7, ise, A% = A}, ve I'} =T} dir [32].

ispat : Oncelikle A% = A% oldugunu gosterelim. li;n/%| kel :x, =1} |= 0 ve

Ae A% olsun. Bu taktirde Ae A% oldugunu gosterelim. Ae A%, oldugundan A’ nmn

tanimindan 3K c IN > 0, (K)#0 ve (X )K, A ya yakinsaktir. Ayrica
1im/1i| fkel,:keK ve X, #Y,}|=0

dir. Gergekten de
kel :keK ve X, 2Y, }={kel, :ke K1 {kel, :X, #Y,}
=K1 {kel, X, #Y cikel, X, #Y,}

yazilabilir. Ustelik

1im/1i| fkel,:keK ve X, #Y,}|=0
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olmasi
1im/1i| fkel,:keK ve X, =Y, }|#0

olmasidir.
K =K\{kel, :keKveX, #Y,JcK

oldugundan &,(K')#0 olacak sekilde IK < K mevcuttur. Boylece (X )Kv, A ya

yakinsaktir diyebiliriz. (X) 0 = (v) « oldugundan Ae A} elde edilir ki, bu da AZX c AL

demektir.

Benzer sekilde A@ c AZX oldugunu gosterebiliriz.
O halde A% = A} dir.

Simdi de ispatimizin ikinci kismia bakalim. Yani I'} =T oldugunu gosterelim.

Be F; olsun. Bu taktirde Be I’} oldugunu gostermeliyiz.

1im/1i| fker,:x,2Y,}|=0

ve
K=tkel, :X, =Y}

olsun. Tanimdan

lim%| fkel,:d(X,.B)<e}|#0
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oldugunu biliyoruz.

li’fn/%| fker,:x,2Y,}|=0
oldugundan &,(K)=1#0 yazabiliriz.

tim-| {ke 1, ke K. d(Y,.B)<e} |0
ise,

.1 -

lim—| ke, :d(v,,B)<e}|=0
dir. Ciinkii

1im/11| {kel :keK,d(y,,B)<e} |<1im/1i| {kel,:d(v,.B)<e}|#0

oldugunu biliyoruz. Bu ise Be I'} demektir. O halde I’} c I’} dur.

Benzer sekilde I}) < I'{ oldugu gosterilebilir.

Sonug olarak I'{ =T} dir.

Teorem 3.1.5. (Sikistirma Teoremi) 3K — IN > J,(K)=1 olsun. Her k € K igin

X, <Y <Z ves,-limX, =s,-limZ, =M ise bu taktirde s, —limY, =M dir [32].

ispat :. Kabul edelimki A={kel :d(X M)>¢e}ve B={ke I :d(Z,,M)=> ¢} olsun.
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Ve >0 icin
{kerl :dy,M)>e}c AYBYK® (3.5)

oldugunu gosterelim.

Kabul edelim ki &, € {k e I, :E(Yk ,M)> g} keyfi bir say1 olsun. Bu durumda k,e K
veya k,e K° dir.

Eger k, € K¢ ise (3.5) saglanir.

k,€ K isebudurumda X, <Y, <Z dur.

E(Y,CO ,M): sup max{ Y_koa —Ma‘ }2 £

a<[0,1]

Ykoa_Ma

9

oldugundan supremum tanimini kullanarak ve her 8 e (0,&) icin 3, € [0,1] E}

maxﬂﬁ% -M*|, Y_ko% -M” }2 )
yazabiliriz. Bunun anlami ise

Yﬁ%_M% >g-0 (3.6)
veya

Y, ' -M"|ze-§ (3.7)
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olmasidir. Genellemeyi bozmadan (3.6) nin dogru oldugunu kabul edelim. ¥, ve M nin

karsilastirabilir olup olmamasina bagh olarak asagidaki durumlar s6z konusu

olabilir,
L] [ “_a a7 % e’ 3 & 2
i)Y, ' <M® ve“y, '<M veyaY, >M"

e % a o % T, % o % . 3, %,,
i)Y, >M"ve“, <M veyaY ~>M

i)igin: Y, “ > X, “ esitsizliginden ve (3.6) dan keyfi & icin ‘X W mM®2e-6

oldugundan, E(X oM )2 € elde edilir. Yani k, € A dir. Boylece (3.5) saglanir.

ii) icin : Benzer diisiince ile k, € A oldugu soylenebilir. Bu da (3.5) in ispatin1

tamamlar.

oldugunu ve (3.5) i beraberce diisiiniirsek

1imsup/1i| {ke1,:d(y, ,M)>¢e}|=6,(AYBYK")=0

n

yazabiliriz. Boylece Y = (Yk) dizisi M bulanik sayisina A -istatistiksel yakinsaktir

denir.

Teorem 3.1.6. 3K c IN 5 8,(K)=1 olsun. Her ke K icin X, <Y, olsun. Eger

s,—limX, =M, ve s; —=limY, =M, mevcutise, M, <M, dir [32].
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Ispat : Oncelikle teoremin kabulleri altinda M, ve M, nin karsilastirilabilir oldugunu

gOsterelim. Kabul edelim ki s, —lim X, =M, ve s, —limY, = M, olsun. Bu taktirde
K ={kel :d(x . M)>e}ve K,={kel, :d(Y,,M,)>e}

olmak iizere V& >0 i¢in

(3.8)
dir.
Diger taraftan

5/1(K1YK2):5/1(K1)+5/1(K2)
=0+0=0

oldugundan &,(K¢ 1 K¢)=1 i elde ederiz.

Kabul edelim ki M, ve M, karsilastirilamaz olsun. Boylece,

) M <M ve M >M)* veya

i) M >M ve M <M "

olacak sekilde ¢, € [0,1] vardir.

Sadece (1) icin ispat yapacagiz. (ii) i¢in de benzer sekilde ispat yapilabilir. Kabul edelim

ki (i) saglansin.g, =M% —-M® | &, =M% —M® ve £ =min{e,,&,} seklinde
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tanimlayalim. £>0 oldugu acgiktir. Vee (0, gj icin (3.8) saglanir.

Boylece, £>0 ve Vke K[ 1 K; icin X <Y ve X* >Y® dir.
5, (ke1 KS)=1

esitliginden
lir{n/%| { kel :X, ve?, karsilasurilamaz } |:1

elde ederiz. Bu ise

lim%| fker,:x, <y, }|=1

kabulii ile ¢elisir. O halde M, ve M, karsilastirilabilirdir.

M, <M, oldugunu gostermek istiyoruz. Kabul edelim ki M, > M, olsun. Bu durumda

Ve >0 olmak iizere 0 < 28<E(M1,M2) icin
kel :dx, ,M)zelofkel, dy,,M,)<e}
ve
Kl{kel, :dx M,)2e}oKl {kel, :dy,,M,)<e}

yazilabilir. Her iki tarafin A -yogunlugunu alirsak,
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S,({k1{ker :dx,,M)2e}})28,({K1{ker, :dy.,M,)<e}}) (3.9)

elde ederiz. Diger taraftan
nmﬂq fkel, d(v,. M,)<e}|=1
ve

5,(K)=1

oldugundan (3.9) un sag tarafi 1 e esittir ve boylece sol tarafi da 1 e esit olur ki, bu da

lim%| fkel,:d(x,.M,)2e}|=1

demektir. Bu ise ¢eliskidir. O halde M, <M, dir.
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