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ÖZET 

 

Bulanık sayıların sınırlı ve yakınsak dizileri ilk olarak Matloka (1986) tarafından 

tanımlandı. Daha sonra bulanık sayı dizileri için istatistiksel yakınsaklık, istatistiksel 

Cauchy dizisi Nuray-Savaş (1995) ve λ -istatistiksel yakınsak dizi kavramları Savaş (2000) 

tarafından tanımlandı. Aytar (2004, 2006) bulanık sayı dizileri için istatistiksel limit-

yığılma noktaları, istatistiksel sınırlılık-monotonluk ve istatistiksel limit infimum-

supremum kavramlarını vermiştir. Bu tezde bulanık sayıların λ -istatistiksel yakınsaklığı  

ve λ -istatistiksel limit-yığılma noktaları incelenmiştir. Klasik teoridekine benzer şekilde, 

aralarındaki ilişkiyi inceleyen teoremler ifade ve ispat edilmiştir. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Bulanık sayı,  λ -istatistiksel yakınsaklık, λ -istatistiksel limit 

noktası. 
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M. Sc. Thesis, July 2008 

Thesis Supervisor: Asist. Prof. A. Nihal TUNCER 

 

 

ABSTRACT 

 

Bounded and convergent sequences of fuzzy numbers have been introduced by Matloka,in 

1986. Then, the concepts such as statistical convergence, statistical Cauchy sequence 

Nuray-Savas (1995) and λ -statistical convergent sequence of fuzzy numbers have been 

defined by Savas (2000). Aytar (2004, 2006) developed these definitions: statistical limit-

cluster points, statistical boundedness and monotonousness and statistical limit inferior-

superior. In this thesis, λ - statistical convergent and λ - statistical limit-cluster points of 

fuzzy numbers have been investigated. Like in the classical theory, the theorems examining 

their relationship have been stated and proved. 

 

 

Key Words: Fuzzy numbers, λ -statistical convergence, λ -statistical limit point. 
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KISALTMALAR  
 
 
 
IN  Doğal sayılar cümlesi 

IR  Reel sayılar cümlesi 

K  K  cümlesinin eleman sayısı 

δ  Yoğunluk fonksiyonu 

λδ  λ -yoğunluk fonksiyonu 

C  Yakınsak diziler uzayı 

S  İstatistiksel yakınsak diziler uzayı 

( )IRL  Bulanık sayılar cümlesi 

XL  X  dizisinin limit noktalarının cümlesi 

Xst lim−  X  dizisinin istatistiksel limiti 

Xs lim−λ  X  dizisinin λ -istatistiksel limiti 

λ
XΛ  X  dizisinin λ -istatistiksel limit noktalarının cümlesi 

λ
XΓ  X  dizisinin λ -istatistiksel yığılma noktalarının cümlesi 

( )kxx =  Reel sayı dizileri 

( )kXX =  Bulanık sayı dizileri 
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1.BÖLÜM 
 

GİRİŞ 
 

İlk olarak 1951 yılında Steinhaus [1] tarafından, Polonya’da yapılan bir konferansta 

tanıtılan ve yine aynı yılda Fast [2] tarafından geliştirilen “İstatistiksel Yakınsaklık” 

kavramı, Toplanabilme Teorisi [3-5], Fourier Serileri [6], Fonksiyonel Analiz [6-8], Sayılar 

Teorisi [9] ve son zamanlarda ise, Ölçü Teorisi [10], Optimizasyon Teorisi [11,12] ve 

Fonksiyon Dizileri [13] gibi matematiğin temel alanlarıyla olan ilişkisi nedeniyle yaklaşık 

yarım asırdır bir çok matematikçinin ilgilendiği önemli bir konu haline gelmiştir. Özellikle 

1993 yılında Fridy [14] tarafından “istatistiksel limit noktaları” kavramı verildikten sonra 

1997 yılında Fridy ve Orhan [15] tarafından “istatistiksel limit supremum ve limit 

infimum” kavramları verilerek bir çeşit yeni bir analiz kavramı ortaya konulmuştur.  

 
Bulanık sayıların sınırlı ve yakınsak dizileri ilk olarak Matloka [16] tarafından tanıtıldı. 

Nanda [17] bulanık sayı dizileri uzayının tam metrik uzay olduğunu ispatladı. Daha sonra 

Nuray ve Savaş [18] bulanık sayılar için istatistiksel yakınsaklık ve istatistiksel Cauchy 

dizilerini tanımladılar. Nuray [19], Savaş [20] ve Kwon [21,22] istatistiksel yakınsaklık 

teorisindeki bazı sonuçların bulanık sayılar için benzerlerini yaptılar. Aytar [23-25] bulanık 

sayı dizileri için istatistiksel limit noktaları, istatistiksel sınırlılık, istatistiksel monotonluk 

ve istatistiksel limit supremum, istatistiksel limit infimum kavramlarını tanımladı.  

 
Bulanık sayı dizileri için λ -istatistiksel yakınsaklık ve kuvvetli λ -toplanabilme kavramları 

ise, Mursaleen [26] ve Savaş [27] tarafından tanımlandı. 

 
Bu yüksek lisans tezinde, bulanık sayı dizileri için λ -istatistiksel limit, yığılma noktaları 

kavramları verilerek, bir dizinin λ -istatistiksel limit noktalarının cümlesi, λ -istatistiksel 
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yığılma noktalarının cümlesi ve adi limit noktalarının cümlesi arasındaki ilişkiyi inceleyen 

teoremler ifade ve ispat edildi. 
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2. BÖLÜM 

 
TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 
Bu bölümde, ilk olarak konumuzla ilgili olan bazı tanım, teorem ve notasyonları vererek 

işe başlayacağız. 

 

2.1. İstatistiksel Yakınsaklık 

 
IN doğal sayılar cümlesini göstermek üzere bir INK ⊂ alt cümlesi verilsin ve ayrıca 

{ }Kknk ∈≤ :  cümlesi K  ile, eleman sayısı da K  ile gösterilsin. 

 

Tanım 2.1.1. Bir INK ⊂ alt cümlesi için 

 

  K
nn

1
lim  

 

limiti mevcut ise, bu limit değerine K cümlesinin yoğunluğu (veya doğal yoğunluğu) 

denir ve ( )Kδ   ile gösterilir [28]. 

 

Örnek 2. 1. 1. { } INK == ...,3,2,1  olsun. 
n

K
  dizisi, 
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şeklinde ve   
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                                     1limlim)( ===
∞→∞→ n

n

n

K
K

nn
δ  

 
 
dir. 
 

Örnek 2. 1. 2. { }...,6,4,2=K  olsun. 
n

K
  dizisi, 
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şeklinde ve  
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2

12
limlim =


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dir. 
 

Örnek  2. 1. 3. { }...,5,3,1=K  olsun. 
n

K
   dizisi, 
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şeklinde ve  
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Örnek  2. 1. 4. { }...,,...,9,4,1 2nK =  olsun. 
n

K
  dizisi, 
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2
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şeklinde  ve  
 

                                ( ) 0limlim =≤=
∞→∞→ n

n

n

K
K

nn
δ  

 
dır. 
 
 
İstatistiksel yakınsaklık tanımını vermeden önce adi yakınsak dizilerin tanımını hatırlayarak 

istatistiksel yakınsaklık fikrinin nereden kaynaklandığını görelim. Adi yakınsaklıkta, bir x  

reel sayı dizisi L  ye yakınsak ise, L  nin her bir ε  komşuluğu dışında, dizinin ancak sonlu 

sayıda elemanı kalabilir. Şimdi bu kavramı biraz genelleştirmeye çalışacağız. Kabul edelim 

ki, L  noktasının her bir ε  komşuluğu dışında dizinin sonlu sayıda değil, sonsuz sayıda 

elemanı kalsın. Fakat böyle elemanların sayısı dizinin tüm elemanlarının sayısına göre çok 

azdır. Yani dizinin hemen hemen tüm elemanları L  nin ε  komşuluğu içerisindedir. Bu 

durumda x  dizisinin L  noktasına “hemen hemen” yakınsak olduğu söylenebilir. 

İstatistiksel yakınsaklık kavramı, bu fikri matematiksel olarak kesin ifade eden 

kavramlardan biridir. Burada L  noktasının ε  komşuluğu dışında kalan elemanlarının 

sayısının “az” olması böyle elemanların doğal yoğunluğunun sıfır olması ile ifade edilir. 

Şimdi iki dizinin “hemen hemen” eşit olmasını tanımlayıp istatistiksel yakınsaklık 

kavramını vereceğiz. 

 

Tanım 2.1.2. ( )kxx =  ve ( )kyy =  dizileri için ( }{ ) 0: =≠∈ kk yxINkδ  ise, x  ve y  

dizileri hemen hemen her k  için eşittir denir [5]. 

 

Tanım 2.1.3. ( )kxx =  reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer her 0>ε  için 
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                     { }( ) 0: =≥− εδ Lxk k  

yani 

                     { } 0:
1

lim =≥−≤ εLxnk
n

k
n

 

 

olacak şekilde bir L  sayısı varsa, bu durumda x  dizisi L  sayısına istatistiksel  

yakınsaktır denir  ve ( )statLxk →    veya  Lxst k
k

=− lim    şeklinde gösterilir [1, 2]. 

 
İstatistiksel yakınsaklık tanımından da anlaşılacağı üzere, eğer x  dizisi bir L  sayısına 

istatistiksel yakınsak ise, bu durumda L  sayısının herhangi bir  0>ε  komşuluğunda 

dizinin sonsuz çoklukta terimi bulunurken bu komşuluğun dışında da, indis cümlesinin 

yoğunluğu sıfır olmak koşuluyla, yine diziye ait sonsuz çoklukta terim bulunabilir. Bu 

durum, istatistiksel yakınsaklığın bilinen anlamdaki yakınsaklıktan daha genel olduğunu 

göstermektedir. Dolayısıyla yakınsak dizilerin uzayını C  ile ve istatistiksel yakınsak diziler 

uzayını da S  ile gösterecek olursak, bu durumda  SC ⊂   olduğu kolayca görülür. Üstelik 

aşağıdaki örnek, bu önermenin karşıtının her zaman doğru olamayacağını göstermektedir. 

 

Örnek 2.1.5. ( )kxx =  dizisinin genel terimi 

 

                    








≠

∈=

=

isemk

INmisemkk

xk

2

2

;0

,;

 

 

şeklinde tanımlansın. 
2

1
 den küçük olacak şekilde herhangi bir 0>ε   için 

                     

{ } }{ .,..16,9,4,10: =≥−= εkxkK  
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alınır. Burada K  cümlesinin yoğunluğu ( ) 0=Kδ   dır. Dolayısıyla x  dizisi 0=L  a 

istatistiksel yakınsaktır,  yani  0lim =− k
k

xst  dır. Aynı zamanda bu dizinin ε  komşuluğu 

dışında kalan elemanları sonsuz sayıda olduğundan yakınsak değildir. O halde istatistiksel 

yakınsak her dizinin yakınsak olamayacağı söylenebilir. Diğer taraftan yakınsak her dizinin 

istatistiksel yakınsak olduğu sonlu sayıda elemanı bulunan cümlenin doğal yoğunluğu sıfır 

olduğundan söylenebilir [5]. 

 

2.2. Aralık Sayıları 

 
Bütün reel sayıların cümlesini IR   ile gösterelim. Herhangi bir reel sayının  a   ve  b   gibi 

iki reel sayı arasında olduğu bilinir. Buna göre x  reel sayısının  bxa ≤≤   veya 

[ ]bax ,∈   şeklinde  [ ]ba,   kapalı sınırlı aralığına dahil olduğu kabul edilir. a  ve b , aralığın 

sınırları veya bitim noktaları olarak adlandırılır. Bir A  aralık sayısının alt sınırı A , üst 

sınırı ise A  şeklinde gösterilir. Bir aralık;  kapalı, açık, alttan sınırsız (soldan), üstten 

sınırsız (sağdan) olabilir. IR   reel sayılar cümlesi de bir aralıktır ve ( )∞∞− ,  şeklinde 

gösterilir.  

 
A  aralık sayısı, bxa ≤≤  olacak şekildeki x  reel sayılarının cümlesi olarak tanımlanır. 

Yani IRba ∈,  için [ ]bax ,∈   veya 

 

       [ ] { }IRxAxAxAAA ∈≤≤== ,:,  

dir. 

 
Özel olarak ba =  alınırsa A  aralık sayısı bir reel sayıya indirgenir ki, bu da [ ]aaa ,=  gibi 

nokta aralık veya tek nokta cümlesi olarak adlandırılır. Böylece bir aralık sayısı bir reel 

sayının (tek nokta cümlesinin) genelleştirilmişidir denir. 

 
Herhangi bir A  aralık sayısı için, genişlik, büyüklük, yansıma ve tersi kavramları aşağıdaki 

şekilde tanımlanır. 
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Örnek 2.2.1. [ ]7,3=A  aralık sayısı için 

 

                       Genişlik      :   ( ) ( [ ] ) 4377,3 =−== WAW  

 

                       Büyüklük    :   [ ] ( ) 77,3max7,3 ===A  

 

                       Yansıma      :   [ ] [ ]3,77,3 −−== −−A  

 

                        Ters            :   [ ] 





==

−−

3

1
,

7

1
7,3

11
A  

 

şeklindedir. 

Reel sayıların aralıkları üzerindeki  “ ≤ ”  sıralama bağıntısı 

 

Genişlik (Width) 

 

: 

 

 ( ) [ ] AAAAWAW −== ,  

 

 

Büyüklük (Magnitude) 

 

: 

 

 [ ] ( )AAAAA ,max, ==  

                        








≤

≥

=
AAA

AAA

,

,

 

 

Yansıma (İmage) 

 

 

: 

  

[ ] [ ]AAAAA −−==
−− ,,  

 

Ters (İnverse) 

 

: 

  

[ ] [ ]AA
AA

AAA ,0,
1

,
1

, 11 ∉







== −−    ise 
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                        “ BAveBABA ≤≤⇔≤  ” 

şeklinde tanımlanmıştır. 

 

2.2.1. Aritmetik İşlemler 

 

[ ]AAA ,=  ve [ ]BBB ,=    aralıkları için BA =   ve  BA =   yazılabiliyorsa A   aralık sayısı 

B  aralık sayısına eşit denir. [ ]AAA ,=    ve [ ]BBB ,=    aralık sayıları için aşağıdaki 

işlemler tanımlanabilir. 

 

                          Toplama :  [ ] [ ] [ ]BABABBAABA ++=+=+ ,,,  

 

                       Çıkarma : [ ] [ ] [ ]BABABBAABA −−=−=− ,,,  

 

            Çarpma :  [ ] [ ]BBAAABBA ,, ⋅==⋅  

     

                               ( ) ( )[ ]BABABABABABABABA ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= ,,,max,,,,min  

            

   Bölme   :  [ ] [ ]BBAA
B

A
BABA ,:,/: ===  

     [ ] [ ]BB
BB

AA ,0,
1

,
1

, ∉







⋅=  

 

          i) [ ] [ ] ( )[ ] 0,,, ≠−−−=−−+=+ − AAAAAAAAAA   

 

fakat  −+∈ AA0   ve −+ AA   yeni aralığın uç noktaları  0   a göre simetriktir. 

 

         ii) [ ] 1
1

,
1

,1 ≠







⋅=⋅ −

AA
AAAA    fakat   11 −⋅∈ AA   dir. 

 



  

 

10 

 

Eğer A , [ ]aaA ,=   reel sayısına (tek nokta aralığına) indirgenirse, bu durumda  

yansıması ve tersi sırasıyla −A  ve 1−A   olmak üzere  

 

[ ] AaaA −=−−=− ,         ve      
Aaa

A
11

,
11 =





=−   

 

şeklindedir. (i) ve (ii)  ifadeleri kullanılarak cebirdeki temel sonuçlar özel bir durum olarak 

elde edilir. ( ) 0=−+ aa  ve 11 =⋅ −
aa  dir. 

  
Nokta aralıkları  [ ]0,00 =   ve  [ ]1,11 = ,  sırasıyla aralıklar üzerindeki toplama ve çarpma 

işlemleri için etkisiz (birim) elemanlardır. 

 

      AAA +=+= 00  

 

          AAA ⋅=⋅= 11  

 

[ ]aaA ,=  tek nokta aralığı için dağılma özelliği sağlanır. Buna göre 

       

( ) ACABCBA +=+  

 

dir. 

 

2.2.2. Aralıklar Arasındaki Uzaklık 

 

[ ]AAA ,=   ve [ ]BBB ,=  aralık sayılarının aralarındaki uzaklık 

 

        ( ) ( )BABABAd −−= ,max,                          ( )1.2  

 

şeklinde tanımlanır. 
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Eğer  A  ve  B tek nokta aralıkları ise yani [ ]aaA ,= , [ ]bbB ,=  ise bu durumda, ( )1.2  

ifadesi reel sayılar arasındaki uzaklığa indirgenir. Gerçekten, 

 

        ( [ ] [ ] ) ( ) babababbaad −=−−= ,max,,,  

 

( )1.2  den ( ) ( )ABdBAd ,, = , 

 

    “ ( ) BABAd =⇔= 0,  ” 

olduğu söylenebilir. 

 

Örnek 2.2.2. [ ] [ ]7,5,6,3 == BA  aralık sayıları arasındaki uzaklık ( )1.2  e göre  

 ( ) ( ) ( ) 21,2max76,53max, ==−−=BAd  

dir. 

 

2.3. Bulanık Sayılar 

 
İlk olarak bulanık sayı kavramını tanımlayacak daha sonra da bulanık sayılar için  

istatistiksel ve λ -istatistiksel yakınsaklık kavramlarını vereceğiz. 

 

Tanım 2.3.1. Bulanık sayı [ ]1,0: →IRX   şeklinde tanımlı ve aşağıdaki şartları sağlayan 

bir fonksiyondur; 

i) X  normaldir, yani ( ) 10 =tX  olacak şekilde IRt ∈∃ 0   vardır. 

ii) X  bulanık konveksdir, yani 

IRtt ∈∀ 21 , , 10 ≤≤ λ  için ( )( ) ( ) ( ){ }2121 ,min1 tXtXttX ≥−+ λλ  dir. 

iii) X  üst yarı sürekli, yani [ ]1,0∈∀t  için ( ){ }txXx <:  cümlesi açık olmalı. 

iv) ( ){ }0:0 >∈= tXRtX  cümlesi kompakt olmalı [29]. 

 
Bulanık sayıların cümlesi ( )IRL  ile gösterilir. 
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Her reel sayı kendi karakteristik fonksiyonu ile gösterilebilir. Ayrıca bulanık sayı 

tanımından her karakteristik fonksiyonun bir bulanık sayı olduğu söylenebilir. Böylece reel 

sayılar cümlesi bulanık sayılar cümlesinin bir alt cümlesidir ve reel sayılar için 

gözlemlenen bütün özellikler bulanık sayılar için de geçerli olacaktır. Fakat bulanık sayılar 

cümlesi kısmi sıralı ve grup yapısı oluşturmayan bir cümle olduğundan reel sayılardaki tüm 

özellikler bulanık sayılara aktarılamaz. 

 

Örnek 2.3.1: 3 reel sayısının karakteristik fonksiyonunun bir bulanık sayı olduğunu 

gösterelim. 

 

                                                      

                                  ( )








≠

=

=

isex

isex

xA

3,0

3,1

                                               

 

 

i ) ( )xA  fonksiyonu normaldir. Çünkü ( )xA  fonksiyonunun tanımından 3=x  için ( ) 1=xA  

  dir. 

 
ii ) ( )xA  fonksiyonu fuzzy konvekstir. Çünkü  ( ) ( ){ } 0,min 21 =xAxA    olup    

      

( )( ) 01 21 =−+ xxA λλ     ya da   ( )( ) 11 21 =−+ xxA λλ      

 

 olacağından   IRxx ∈∀ 21 ,   ve  10 ≤≤ λ   için,    

 

( )( ) ( ) ( ){ }2121 ,min1 xAxAxxA ≥−+ λλ    

 

dir. 

 
iii ) ( )xA  fonksiyonu üstten yarı süreklidir. Çünkü [ ]1,0∈∀t   için  ( ) }:{ txAx <   cümlesi 
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( ) ( )∞∞− ,33, Υ  açık aralıklarının birleşimine eşittir. Açık aralıkların birleşimi de açık 

olduğundan bu cümle açıktır.            

 
iv ) ( ) }0:{0 >∈= xAIRxA  kümesi kompakttır. Çünkü  [ ]3,330 ==A    aralığı kapalı ve 

sınırlıdır. 

 
O halde 3  reel sayısının karakteristik fonksiyonunun bir bulanık sayı olduğu  görülür. 

 

Bulanık sayılar üzerindeki d  Hausdorff metriği de ( ) ( ) { }0: Υ+→× IRIRLIRLd   olmak  

üzere 

 

 

                    ( )
[ ]

{ }αααα

α

YXYXYXd −−=
∈

,maxsup,
1,0

 

 

 

 şeklinde tanımlanır. [ ]ααα XXX ,= , X  bulanık sayısının α  kesmesidir. Burada d ,  

( )IRL  üzerinde bir metriktir.  ( )( )dIRL ,    tam metrik uzaydır [30]. 

 
Bulanık sayılar için sıralama bağıntısı 

 

                    “ ( [ ]1,0∈∀⇔≤ αYX    için  αα
YX ≤   ve  )αα YX ≤   ” 

                       

şeklinde tanımlanır. Bu “ ≤  ”  bağıntısı bir kısmi sıralama bağıntısıdır. Kesin küçüklük 

bağıntısı ise 

 

                      “ [ ]1,0, ∈∃≤⇔< αYXYX  için αα
YX <  ve αα YX <                

         

şeklindedir [31]. Eğer YX ≤  ve XY ≤  bağıntılarından her ikisi de sağlanmıyor ise, X   

ve Y  bulanık sayıları karsılaştırılamaz denir ve X Y   seklinde gösterilir.  
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Tanım 2.3.2. Eğer 0>∀ε  için 

 

                    { ( ) } 0,:
1

lim 0 =≥≤
∞→

εXXdnk
n

k
n

 

 

ise, bulanık sayılarının ( )kXX =  dizisi 0X  bulanık sayısına istatistiksel yakınsaktır  

denir ve 0lim XXst k =−  ile gösterilir [18]. 

 

Tanım 2.3.3. ( )nλλ =  dizisi 11 +≤+ nn λλ , 11 =λ  olacak şekilde pozitif sayıların 

azalmayan bir dizisi ve ( )kXX =  dizisi de bulanık sayılarının bir dizisi olsun. 

[ ]nnI nn ,1+−= λ   olmak üzere  eğer 0>∀ε  için 

 

                     { ( ) } 0,:
1

lim 0 =≥∈
∞→

ε
λ

XXdIk kn

n
n

 

 

ise, bulanık sayılarının ( )kXX =  dizisi 0X  bulanık sayısına λ -istatistiksel yakınsaktır 

denir ve 0lim XXs k =−λ  ile gösterilir [32]. 

Özel olarak ( ) ( )nn =λ  alınırsa Tanım 2.3.2. elde edilir.  

Örnek 2.3.2. IRx ∈∀  için ( )kXX =   bulanık sayı dizisini aşağıdaki gibi tanımlayalım: 
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          ( )

























≠























−∈+

−

−

∈









∞+−∪−∞∈

=













+∈++−

−∈−−

∞++∪−−∞∈

=

2

2

,

1
3,1,1

2
1

1

]1,0[,

,
1

3)0,(,0

,

]1,(,)1(

],1[,)1(

),1()1,(,0

nk

k
x

k

x

xx

k
x

nk

kkxkx

kkxkx

kkx

xX k  

 

( )xM  bulanık sayısı da, 

 

                        ( )

( ) ( )

[ ]

[ ]













∈+
−

−

∈

+∞∞−∈

=

3,1,1
2

1

1,0,

,30,,0

x
x

xx

x

xM

Υ

 

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda ( )kXX =  dizisi ve ( )xM  bulanık sayısının grafiği 

aşağıdaki gibi olur. 
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Burada ( ) ( )nn == ...,2,1λ   alınırsa MXs k =− limλ olur. Aynı zamanda 

MXst k =− lim  dir. 

 
Burada ( )...,1,1=nλ   alınırsa kXs lim−λ   mevcut değildir. Bu dizinin ε  komşuluğu 

dışında sonsuz terim kaldığından adi yakınsaklıktan söz edilemez. 

 

( )nn =λ  ise,   { ( ) }ε≥≤ 0,:
1

lim XXdnk
n

k
n

  e bakalım. 
10

1
=ε  alalım. 

}{ }{ }{ ...,01,8,7,6,5,3,2
1

lim...,16,9,4,1
1

lim...,25,16,10,....,4,3,2,1
1

lim
nnn nnn

+=

                         000 =+=  

 

elde ederiz. Veya 

 









=










....,

16

11
,...,

12

10
,

11

10
,

10

10
,...,

2

2
,

1

1

n

K

λ
 

 

( )nn =λ  alırsak,                       0limlim =
+

≤
n

kn

n

K

nn
 

 

( )...,1,1=nλ  alırsak,                   ( ) ∞=+≤ knK
nn

limlim  

 

dır. 
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3.BÖLÜM  

 

λ -İSTATİSTİKSEL LİMİT VE YIĞILMA NOKTALARI 

 
Bu bölümde, bulanık sayı dizileri için λ -seyrek (thin) alt dizi, λ -seyrek olmayan (nonthin) 

alt dizi, λ -istatistiksel limit noktası ve λ -istatistiksel yığılma noktası kavramlarından 

yararlanarak, bir dizinin λ -istatistiksel limit noktalarının cümlesi, λ -istatistiksel yığılma 

noktalarının cümlesi ve adi limit noktalarının cümlesi arasındaki ilişkiyi inceleyen 

teoremler ifade ve ispat edildi. 

 

Tanım 3.1.1. ( )kXX =  bulanık sayı dizisi verilsin. Eğer  

 

( ){ } 0:
1

lim =∈∈ INjIjk n

n
n λ

      

 

ise, ( ))( jkX  alt dizisine λ -seyrek (thin) alt dizi , eğer 

 

  ( ){ } 0:
1

suplim >∈∈ INjIjk n

nn λ
 

 

ise , λ -seyrek olmayan (nonthin) alt dizi denir [32]. 

Kısalık için, { }INjjkK ∈= :)(  olmak üzere ( )( )
jkX  alt dizisi ( )

K
X  ile gösterilsin. 

  

Tanım 3.1.2. ( )kXX =  bulanık sayı dizisinin bir A  bulanık sayısına klasik yakınsayan ve 

λ -seyrek olmayan bir alt dizisi varsa, A  bulanık sayısına ( )kXX =  bulanık sayı dizisinin 
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λ -istatistiksel limit noktası denir. X  dizisinin λ -istatistiksel limit noktalarının cümlesi 

λ
XΛ  ile gösterilsin [32]. 

 

Tanım 3.1.3. ( )kXX =  bulanık sayı dizisi ve eğer 0>∀ε  için 

 

                    { ( ) } 0,:
1

lim ≠<∈ ε
λ

BXdIk kn

n
n

  

 

veya  

 

        { ( ) } 0,:
1

suplim ><∈ ε
λ

BXdIk kn

nn

 

 

ise, B  bulanık sayısına ( )kXX =  bulanık sayı dizisinin λ -istatistiksel yığılma noktası  

denir. X  dizisinin λ -istatistiksel yığılma noktalarının cümlesi λ
XΓ  ile gösterilsin [32]. 

 

Teorem 3.1.1. Bir ( )kXX =  bulanık sayı dizisi için λλ
XX Γ⊆Λ  dır [32]. 

 

İspat : Kabul edelim ki λ
XA Λ∈  olsun. Böylece X  dizisinin A  bulanık sayısına  

yakınsayan, λ -seyrek olmayan bir ( )( )
jkX  alt dizisi vardır. Yani 

 

          ( ){ } 0:
1

lim >=∈∈ dINjIjk n

n
n λ

  

 

dır. 0>∀ε  için 

 

          { ( ) } ( ){ ( )( ) }εε <∈⊇<∈ AXdIjkAXdIk jknkn ,:,:  

 

olduğundan 
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           { ( ) } ( ){ }INjIjkAXdIk nkn ∈∈⊇<∈ :,: ε \ ( ){ ( )( ) }ε≥∈ AXdIjk jkn ,:  

 

yazabiliriz. ( )( )
jkX  dizisi A  bulanık sayısına klasik yakınsadığından 0>∀ε  için 

 

                      ( ){ ( )( ) }ε≥∈ AXdIjk jkn ,:  

 

cümlesi sonludur.Böylece    

                                             

                     { ( ) }ε
λ

<∈ AXdIk kn

n
n

,:
1

lim  

               

( ){ } ( ){ ( )( ) }ε
λλ

≥∈−∈∈≥ AXdIjkINjIjk jkn

n
n

n

n
n

,:
1

lim:
1

lim  

               ( ){ }INjIjk n

n
n

∈∈= :
1

lim
λ

 

                          0>= d  

 

dır. O halde  

 

              { ( ) } 0,:
1

lim ><∈ ε
λ

AXdIk kn

n
n

   

 

olur ki, bu da λ
XA Γ∈  demektir. 

  

Teorem 3.1.2. XL  bir ( )kXX =  dizisinin klasik limit noktalarının cümlesini göstermek  

üzere,  XX L⊆Γλ  dir [32]. 

 

İspat : Kabul edelim ki λ
XB Γ∈  olsun. 0>∀ε  için 
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            { ( ) } 0,:
1

suplim ><∈ ε
λ

BXdIk kn

nn

 

 

dır. 0>∀ε  için X  in λ -seyrek olmayan ( )
K

X  alt dizisini ( ){ ( )( ) }ε<∈= BXdIjkK jkn ,:  

olacak şekilde tanımlayalım. Bu durumda { } 0
1

suplim >K
nn λ

 dır. Böylece K  da 

sonsuz sayıda eleman bulunur ve XLB ∈  dir.  

 
Teoremin tersi her zaman doğru değildir. Bunun için aşağıdaki örneği verelim. 

 

Örnek 3.1.1. IRx ∈∀  için ( )kXX =  bulanık sayı dizisini aşağıdaki şekilde tanımlayalım. 

                

( )
( )

( )





 ==

=

..,

...,3,2,1,,

2

3
1

ddxM

nnkxM

xX k    

 

 

Burada 

 

                                   ( )

( ) ( )

[ ]

( ]













∈+−

∈

∞∞−∈

=

2,1,2

1,0,

,20,,0

1

xx

xx

x

xM

Υ

 

 

ve                                   



  

 

21 

 

                              ( )

( ) ( )

[ ]

( ]













∈+−

∈−

∞∞−∈

=

5,4,5

4,3,3

,53,,0

2

xx

xx

x

xM

Υ

 

 

dır.      

 

 

 

Böylece 0>∀ε  için { }21 , MMLX =  olur, fakat { }2MX =Γλ  dir. Dolayısıyla λ
XXL Γ⊄  dır. 

 

Teorem 3.1.3. Bir ( )kXX =  bulanık sayı dizisi için 0lim XXs k =−λ  ise 

{ }0XXX =Γ=Λ λλ  dır [32]. 

 

İspat : Öncelikle { }0XX =Λλ  olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki 0>∀ε  için 

ε2),( 00 >YXd  olacak şekilde { }00 ,YXX =Λλ  olsun. Bu durumda ( )kXX =  dizisinin 

sırasıyla 0X  ve 0Y  a yakınsayan ( )( )
jkX  ve ( )( )

ilX  λ -seyrek olmayan alt dizileri vardır. 

( )( ),ilX  0Y  a klasik yakınsadığından 0>∀ε  için ( ){ ( )( ) }ε≥∈ 0,: YXdINil il  sonlu bir 

cümledir. 

Şekil 3.1 
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        { }INiIil n ∈∈ :)( = ( ){ ( )( ) }ε<∈ 0,: YXdIil iln
( ){ ( )( ) }ε≥∈ 0,: YXdIil ilnΥ  

  

yazılabilir. Bu da 

 

           ( ){ } ( ){ ( )( ) }ε
λλ

<∈=∈∈ 0,:
1

suplim:
1

suplim YXdIilINiIil iln

nn
n

nn

 

            

                                                             ( ){ ( )( ) }ε
λ

≥∈+ 0,:
1

suplim YXdIil iln

nn

 

 

demektir. Böylece  

 

           ( ){ ( )( ) } 0,:
1

suplim 0 ><∈ ε
λ

YXdIil iln

nn

                                             ( )1.3  

 

ve 0lim XXs k =−λ  olduğundan 0>∀ε  için 

 

           { ( ) } 0,:
1

lim 0 =≥∈ ε
λ

XXdIk kn

n
n

                                  ( )2.3

     

dir. Buradan  

 

                        { ( ) } 0,:
1

suplim 0 ><∈ ε
λ

XXdIk kn

nn

  

 

yazabiliriz. Her  ( )00 ,20 YXd<< ε   için  

 

                        ( ){ ( )( ) } { ( ) } φεε =<∈<∈ 00 ,:,: XXdIkYXdIil kniln Ι  

 



  

 

23 

 

dur. Böylece 

 

              ( ){ ( )( ) } { ( ) }εε ≥∈⊆<∈ 00 ,:,: XXdIkYXdIil kniln  

 

yazılabilir. Bu ise,  

 

         ( ){ ( )( ) } { ( ) }ε
λ

ε
λ

≥∈≤<∈ 00 ,:
1

suplim,:
1

suplim XXdIkYXdIil kn

nn
iln

nn

 

 

demektir ki, bu ( )1.3  ile çelişir. Yani { }0XX =Λλ  dır. 

 

Şimdi bazı 0>ε  lar için ε2),( 00 >ZXd  olacak şekilde { }00 , ZXX =Γλ  olduğunu kabul 

edelim. Böylece, 

 

 

             { ( ) } 0,:
1

suplim 0 ><∈ ε
λ

ZXdIk kn

nn

                                                 ( )3.3     

 

 

yazılabilir. Yani her  ( )00 ,20 ZXd<< ε   için 

 

              { ( ) } { ( ) } φεε =<∈<∈ 00 ,:,: ZXdIkXXdIk knkn Ι  

  

olduğundan  

 

    { ( ) } { ( ) }εε <∈⊇≥∈ 00 ,:,: ZXdIkXXdIk knkn  

 

 ve 
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            { ( ) } { ( ) }ε
λ

ε
λ

<∈≥≥∈ 00 ,:
1

suplim,:
1

suplim ZXdIkXXdIk kn

nn
kn

nn

   ( )4.3  

 

buluruz. Böylece ( )3.3  ifadesinden ( )4.3  ün sağ yanı sıfırdan büyüktür ve ( )2.3  den ( )4.3   

ün sol yanı sıfıra eşittir. Bu ise çelişkidir. Dolayısıyla { }0XX =Γλ  dır. 

 

Teorem 3.1.4. ( )kXX =  ve ( )kYY =  bulanık sayı dizileri olsun. λ - hemen hemen her k 

için kk YX =  ise, λλ
YX Λ=Λ  ve λλ

YX Γ=Γ  dir [32]. 

 

 İspat : Öncelikle λλ
YX Λ=Λ  olduğunu gösterelim. { } 0:

1
lim ==∈ kkn

n
n

YXIk
λ

 ve 

λ
XA Λ∈  olsun. Bu taktirde λ

YA Λ∈  olduğunu gösterelim. λ
XA Λ∈  olduğundan λ

XΛ  nın 

tanımından ( ) 0≠∋⊆∃ KINK λδ  ve ( )
K

X , A  ya yakınsaktır. Ayrıca  

 

   

  { KkIk n

n
n

∈∈ :
1

lim
λ

 ve  } 0=≠ kk YX  

 

 

dır. Gerçekten de 

 

  { KkIk n ∈∈ :  ve  } { } { }kknnkk YXIkKkIkYX ≠∈∈∈=≠ :: Ι  

 

                 = { } { }kknkkn YXIkYXIkK ≠∈⊂≠∈ ::Ι  

 

yazılabilir. Üstelik  

 

                       { KkIk n

n
n

∈∈ :
1

lim
λ

 ve  } 0=≠ kk YX   
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olması  

 

                       { KkIk n

n
n

∈∈ :
1

lim
λ

 ve  } 0≠= kk YX  

 

olmasıdır. 

 

                      KK =' \{ KkIk n ∈∈ : ve } KYX kk ⊂≠   

 

olduğundan 0)( ' ≠Kλδ  olacak şekilde KK ⊂∃ '  mevcuttur. Böylece ( ) '
K

X , A  ya 

yakınsaktır diyebiliriz. ( ) ( ) ''
KK

YX =  olduğundan λ
YA Λ∈  elde edilir ki, bu da λλ

YX Λ⊂Λ  

demektir. 

 

Benzer şekilde λλ
XY Λ⊂Λ  olduğunu gösterebiliriz.  

 

O halde λλ
YX Λ=Λ  dır. 

 

Şimdi de ispatımızın ikinci kısmına bakalım. Yani λλ
YX Γ=Γ  olduğunu gösterelim. 

λ
XB Γ∈  olsun. Bu taktirde λ

YB Γ∈  olduğunu göstermeliyiz. 

 

                       { } 0:
1

lim =≠∈ kkn

n
n

YXIk
λ

  

ve  

 

                      { }kkn YXIkK =∈= :  

 

 olsun. Tanımdan  

 

            { ( ) } 0,:
1

lim ≠<∈ ε
λ

BXdIk kn

n
n
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olduğunu biliyoruz. 

 

                     { } 0:
1

lim =≠∈ kkn

n
n

YXIk
λ

 

 

olduğundan ( ) 01 ≠=Kλδ  yazabiliriz. 

 

           { ( ) } 0,,:
1

lim ≠<∈∈ ε
λ

BYdKkIk kn

n
n

 

 

ise, 

 

          ( ){ } 0,:
1

lim ≠<∈ ε
λ

BYdIk kn

n
n

 

 

dır. Çünkü 

 

          { ( ) } { ( ) } 0,:
1

lim,,:
1

lim ≠<∈<<∈∈ ε
λ

ε
λ

BYdIkBYdKkIk kn

n
n

kn

n
n

 

 

olduğunu biliyoruz. Bu ise λ
YB Γ∈  demektir. O halde λλ

YX Γ⊂Γ  dır. 

Benzer şekilde λλ
XY Γ⊂Γ  olduğu gösterilebilir. 

 

Sonuç olarak λλ
YX Γ=Γ  dır. 

 

Teorem 3.1.5. (Sıkıştırma Teoremi)  ( ) 1=∋⊆∃ KINK λδ  olsun. Her Kk ∈  için  

kkk ZYX ≤≤  ve MZsXs kk =−=− limlim λλ  ise bu taktirde MYs k =− limλ  dir [32]. 

 

İspat :. Kabul edelim ki { ( ) }ε≥∈= MXdIkA kn ,:  ve { ( ) }ε≥∈= MZdIkB kn ,:  olsun. 
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0>∀ε  için 

 

                       { ( ) } c

kn KBAMYdIk ΥΥ⊆≥∈ ε,:              (3.5) 

 

olduğunu gösterelim. 

 

Kabul edelim ki  { ( ) }ε≥∈∈ MYdIkk kn ,:0  keyfi bir sayı olsun. Bu durumda Kk ∈0   

veya  c
Kk ∈0  dir. 

Eğer c
Kk ∈0  ise (3.5) sağlanır. 

 
Kk ∈0  ise bu durumda 

000 kkk ZYX ≤≤  dır. 

 

                       ( )
[ ]

{ } ε
αααα

α

≥−−=
∈

MYMYMYd kkk 000
,maxsup,

1,0

 

 

olduğundan supremum tanımını kullanarak ve her ( )εδ ,0∈  için [ ] ∋∈∃ 1,00α  

 

                               { } δε
αααα

−≥−−
00

0

00

0
,max MYMY kk   

 

yazabiliriz. Bunun anlamı ise 

 

                               δε
αα

−≥− 00

0
MYk                                                                      (3.6) 

 

veya 

 

                               δε
αα

−≥−
00

0
MYk                (3.7) 
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olmasıdır. Genellemeyi bozmadan (3.6) nın doğru olduğunu kabul edelim. 
0kY  ve M  nin 

karşılaştırabilir olup olmamasına bağlı olarak aşağıdaki durumlar söz konusu  

olabilir,  

 

 i) 00

0

αα
MYk <  ve “

00

0

αα
MYk <  veya 

00

0

αα
MYk > ” 

 ii) 0
0

0

αα

MYk >  ve “
00

0

αα
MYk <  veya 

00 αα
MY

ok > ” 

 

i) için : 0

0

0

0

αα

kk XY ≥  eşitsizliğinden ve (3.6) dan keyfi δ  için δε
αα

−≥− 00

0
MX k  

olduğundan,  ( ) ε≥MXd k ,
0

 elde edilir. Yani Ak ∈0  dır. Böylece (3.5) sağlanır. 

 
ii) için : Benzer düşünce ile Ak ∈0  olduğu söylenebilir. Bu da (3.5) in ispatını  

tamamlar. 

 

              ( ) ( ) ( ) 0=== c
KBA λλλ δδδ  

 

olduğunu ve (3.5) i beraberce düşünürsek 

 

                        { ( ) } ( ) 0,:
1

suplim ==≥∈ c

kn

nn

KBAMYdIk ΥΥλδε
λ

 

 

yazabiliriz. Böylece ( )kYY =  dizisi M  bulanık sayısına λ -istatistiksel yakınsaktır  

denir. 

         

Teorem 3.1.6. ( ) 1=∋⊆∃ KINK λδ  olsun. Her Kk ∈  için kk YX ≤  olsun. Eğer 

1lim MXs k =−λ  ve 2lim MYs k =−λ  mevcut ise, 21 MM ≤  dir [32].   
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İspat : Öncelikle teoremin kabulleri altında 1M  ve 2M  nin karşılaştırılabilir olduğunu 

gösterelim. Kabul edelim ki 1lim MXs k =−λ  ve 2lim MYs k =−λ  olsun. Bu taktirde 

 

  { ( ) }ε≥∈= 11 ,: MXdIkK kn  ve { ( ) }ε≥∈= 22 ,: MYdIkK kn  

 

olmak üzere 0>∀ε  için 

 

  

( ) ( )

( ) ( ) 







==

==

1

0

21

21

cc
KK

KK

λλ

λλ

δδ

δδ

                          (3.8) 

 

dir. 

Diğer taraftan  

  

                        ( ) ( ) ( )2121 KKKK λλλ δδδ +=Υ  

             000 =+=  

 

olduğundan ( ) 121 =cc
KK Ιλδ  i elde ederiz. 

 
Kabul edelim ki 1M  ve 2M  karşılaştırılamaz olsun. Böylece, 

 

 i) 00

21
αα

MM <  ve 00

21
αα

MM >  veya  

 ii) 00

21
αα

MM >  ve 00

21
αα

MM <   

 
olacak şekilde [ ]1,00 ∈α  vardır. 

 
Sadece (i)  için ispat yapacağız. (ii) için de benzer şekilde ispat yapılabilir. Kabul edelim 

ki (i) sağlansın. 00

121
ααε MM −= , 00

212
ααε MM −=  ve { }21 ,min εεε =  şeklinde  
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tanımlayalım. 0>ε  olduğu açıktır. 









∈∀

2
,0
ε

ε  için (3.8) sağlanır. 

Böylece, 0>ε  ve cc KKk 21 Ι∈∀   için 00 αα
kk YX <  ve 00 αα

kk YX >  dır. 

 

     ( ) 121 =cc
KK Ιλδ  

 

eşitliğinden 

 

                          { kkn

n
n

YveXIk :
1

lim ∈
λ

 karşılaştırılamaz } 1=   

 

elde ederiz. Bu ise 

 

                         { } 1:
1

lim =≤∈ kkn

n
n

YXIk
λ

  

 

kabulü ile çelişir. O halde 1M  ve 2M  karşılaştırılabilirdir. 

     

21 MM ≤  olduğunu göstermek istiyoruz. Kabul edelim ki 21 MM >  olsun. Bu durumda 

0>∀ε  olmak üzere ),(20 21 MMd<< ε  için 

 

              { ( ) } { ( ) }εε <∈⊇≥∈ 21 ,:,: MYdIkMXdIk knkn  

 

ve 

 

              { ( ) } { ( ) }εε <∈⊇≥∈ 21 ,:,: MYdIkKMXdIkK knkn ΙΙ  

 

yazılabilir. Her iki tarafın λ -yoğunluğunu alırsak, 
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( {{ ( ) } } ) ( { { ( ) } } )εδεδ λλ <∈≥≥∈ 21 ,:,: MYdIkKMXdIkK knkn ΙΙ                 (3.9) 

 

elde ederiz. Diğer taraftan  

 

               { ( ) } 1,:
1

lim 2 =<∈ ε
λ

MYdIk kn

n
n

 

  

ve 

 

      ( ) 1=Kλδ  

 

olduğundan (3.9) un sağ tarafı 1 e eşittir ve böylece sol tarafı da 1 e eşit olur ki, bu da 

 

               { ( ) } 1,:
1

lim 1 =≥∈ ε
λ

MXdIk kn

n
n

  

 

demektir. Bu ise çelişkidir. O halde 21 MM ≤  dir. 
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