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ONSOZ
Lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemleri igeren matematiksel modeller, fizik,
mihendislik ve uygulamali bilimlerde genis bir yer tutar. Bu konuda yapilan niimerik

caligmalar Ozellikle bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle biiyiik bir hiz kazanmistir ve

denklemlerin niimerik ¢ozlimlerini elde etmek i¢in bir ¢ok yontem gelistirilmistir.

Bu calismada, bazi birinci ve ikinci mertebe lineer ve lineer olmayan denklemler igin
nimerik ¢6ziim metodu olan Homotopi pertiirbasyon metodu incelendi. Homotopi
pertiirbasyon metodu ilk olarak 1999 yilinda Ji-Huan He tarafindan bulunmus olup, bu metot

tizerine birgok ¢alisma devam etmektedir .

Bu calismanin hazirlanmasinda yardimlarii esirgemeyen degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Nuran

Giizel, Aras.Gor. Muhammet Kurulay ve Aras.Gor. Adem Cevikel’ e tesekkiir ediyorum.
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OZET

Miihendislik ve fen bilimlerinde ortaya ¢ikan diferensiyel denklem problemlerini ¢6zmek igin
bir ¢cok mevcut metot bulunmaktadir. Bu ¢alismamizda da diferansiyel denklemler igin yeni
gelismekte olan Homotopi pertiirbasyon metodu sunuldu. Ilk olarak metodun temel esaslar
gosterildi ve ardindan metotla ilgili bazi lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler icin
Homotopi pertiirbasyon metodunun nasil uygulandigi orneklerle gosterildi. Bu 6rneklerden

bazilar1 i¢in elde edilen sonuglarin kesin ¢oziimlerle arasindaki fark incelendi.

Anahtar Kelimeler: Homotopi pertiirbasyon metodu, lineer denklemler, lineer olmayan

denklemler, pertiirbasyon
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ABSTRACT

There are so many available method for solution of differential equation. In this thesis, a
method was presented to solve for some differential equation arising in science and
engineering. Firstly the fundemental of method was showed and then Homotopy Perturbation
Method was applied for linear and nonlinear equation. Finally, for every differential equations

were solved illustrations which were compared between real and approach solution.

Keywords: Homotopy Perturbation method, linear and nonlinear equations, Perturbation



GIRIS
Lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler igin, analitik ve yaklagik ¢6ziim
yontemlerinde en yaygin olarak kullanilan ¢6ziim yontemleri Homotopi Pertiirbasyon,

Varyasyon lterasyon, Ayrisim ve Diferansiyel Déniisiim ydntemleridir. Bu niimerik

yontemlerden biri olan Homotopi pertiirbasyon metodunun yapisi incelenmistir.

Homotopi Pertiirbasyon Yontemi ilk olarak Ji-Huan He tarafindan ileri siiriildii. (Ji-Huan He,
1999) Bu yontemi  pertiirbasyon metodu ile birlestirerek nonlineer problemler igin
denklemleri ¢6zmiistiir.( Ji-Huan He, 2000) Daha sonraki yillarda homotopi analiz metodu ile

homotopi pertiirbasyon metodu arasindaki farklar incelemistir.( Ji-Huan He, 2004)

Son zamanlarda Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile kesirli tiirevli kismi diferensiyel
denklemleri i¢in nonlineer baslangic deger problemlerini(Odibat, Momani, 2007), Biazar ve
Ghazvini, (2008) ise Hiperbolik denklemler i¢in Homotopy Pertiirbasyon metodunun
uygulanisint gostermistir. Ayrica bu zaman siiresince Homotopy Pertlirbasyon Metodunun
cesitli denklemlere uygulanma bigimi gosteren makaleler yaymlanmistir. 2007 yilinda Odibat,

homotopi metoduna yeni bakis agis1 getirerek Yenilenmis Homotopy metodunu gelistirmistir.

Bu c¢alismada, bazi birinci ve ikinci mertebe lineer ve lineer olmayan denklemler igin
niimerik ¢6ziim metodu olan Homotopi pertiirbasyon metodu incelendi. Homotopi
pertiirbasyon metodunun denklemlere nasil uygulandigi 6rneklerle gosterildi. Elde edilen

sonuglarla kesin sonuglar karsilastirildi.



TEMEL BILGILER

Tanim 1: Genel olarak

F (% Y(X), Y (%) einen ¥ (x))=0

seklinde olan diferansiyel denklem, bilinmeyen y(x) fonksiyonu ve bu fonksiyonun

tiirevlerine gore lineer ise, lineer diferansiyel denklem adini alir. Lineer diferansiyel denklem

genel olarak

L(Y)=y"+p(X)y" "+ +p, (X)y="f(x)

bigiminde gosterilir. Eger denklem, lineer degilse o zaman da lineer olmayan diferansiyel
denklem denir. Yukaridaki ifadede yer alan L semboliine n’inci mertebeden lineer

diferansiyel operator denir.

Tanim 2:

Ikinci mertebe bir diferansiyel denklem
F(ty,y,y"¢)=0 0< X< Xy,
€ <<l Kiigiikk parametre  olmak iizere ¢6ziim

Y(X)= Yo (X)+ &Y, (X)+%Y, (X)+ &%y, (X)+ ...

seklinde olsun. Bu ifadede yeralan Yy, (t), y,(t), y,(t) .. terimlerini bulmak i¢in yukaridaki

ifadedeki ilk birkag terim
Yyar (1) = Yo (1) + &y, (1) +£7Y, (1)

seklinde olup, bunun birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri kullanilarak ¢6ziim aranir. Bu

metot, pertiirbasyon metot olarak adlandirilir.
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1. HOMOTOPI PERTURBASYON METODUNUN TEMEL YAPISI

Nonlinear bir diferansiyel denklem;
A(u)-f(r)=0 reQ (1.1)

Sinir kosullar1

B[u,a—ujzo rel (1.2)
on

olsun. Burada A  genel bir diferansiyel operatorii, B sinir operatori, f(r) bilinen bir

analitik fonksiyon ,I" ise Q tanim kiimesinin siniridir.

A operatorii, lineer (L) ve nonlinear (N ) olmak {izere iki pargaya boliindiigiinde

(1.1) ifadesi
L(u)+N(u)-f(r)=0 (1.3)
seklinde yazilir.

Metodun temeli olan homotopi yapisi, (1.3) ifadesi iizerinde asagidaki sekilde gosterilir;
V(r,p):Qx[0,1]] >R olmak iizere

u(v, p)=(1-p)[ L(v)—L(up) ]+ p[ A(v)-f(r)]=0 pe[0l], reQ (141)
yada A(u)=L(u)+N(u) ifadesini (1.4.1) denkleminde yerine yazilirsa

p(v, p)=L(v)—L(uy)+ pL(uy)+ p[N(v)-f(r)]=0 pe[0l], reQ (142)
(1.4.1) ve (1.4.2) ifadelerinde yer alan p €[0,1] olmak iizere p ye gdmme parametresi

(embedding parameter) denir.

U,, denkleminin (1.1) in Dbaglangic degeri oldugu i¢in smir sartim saglar.

(1.4) de, p yerine sirasiyla 0 ve 1 konursa;

4(19) = L(v) ~L (1) =0 (15)



4(v,p)= A(v)~ f (r)=0 (L6)
elde edilir. p nin 0 dan baglayarak birime dogru degisim siireci, ayni zamanda V (r, p) nin

de u,(r) den u(r) ye olan degisim siirecini gostermektedir. Topolojide buna deformasyon

denmektedir. L(v)—L(u,), A(v)— f(r) ciftine de homotopik denmektedir.

Bu c¢alismada gomme parametresi olan p vyi, kiiciik parametre (small parameter) olarak

kullanacagiz. Denklem (1.4) iin ¢oziimii, p nin Kuvveti

V=V, + PV, + PV, + PV (1.7)
seklinde olsun.

p=1 i¢in (1.7) denklemi (1.1) denkleminin yaklasik ¢6ziimii

U=limv=v,+V, +V, +Vg.o.o.... (1.8)
p—1

olarak bulunur.

Pertiirbasyon metodu ve homotopi metodunun birlesmis haline homotopi pertiirbasyon metod

denir.

1.1 KUCUK PARAMETRE SECiMi

Pertiirbasyon metotlar, miihendislik problemlerinin nonlinear analizinde Kkarsilasilan
problemlerin ¢6ziimiine, c¢ok yonlii faydalar saglamaktadir ve siirekli olarak gelisime agik
olmasina ve daha kompleks problemlere uygulanmasina, kendine has ozellikler sayesinde,

olanak saglamaktadir.

1) Hemen hemen biitiin pertiirbasyon metotlarin temeli, varsayimdan yani bir
denklemin igerisinde kiigiik bir parametrenin varligin1 kabul gosterir. Buna da

adindan anlasilacagi gibi kiigiik parametre varsayimi denir.

2) Ogzellikle nonlinear denklemlerde, kiiciik parametrelerin nasil bir sekilde

bilinebilecegi ve gosterilebilecegi onemlidir.
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3) Dolayisiyla ideal sonuglara ulasmak i¢in, uygun kiigiik bir parametrenin se¢imi
biiylik 6nem arzetmektedir. Aksi takdirde, uygun olmayan bir parametre se¢imi
¢ok ciddi farkli sonuglar ortaya ¢ikarmaktadir. Her ne kadar uygun parametre
secilmis olsa bile gecgerli pertiirbasyon metotlar1 tarafindan sadece ve sadece

parametrenin kiigiik degerleri i¢in yaklagim ¢6ziimii aranmaktadir.

Bazi alternatif, asimptotik yaklasimlar vardir. Ornegin non-pertiirbasyon metot, Varyasyonel
iterasyon metot , o -metot, Yapay parametreli pertiirbasyon metot gibi. Son yillardaki
calismalar ortaya ¢ikardi ki, niimerik tekniklerin gii¢lii bir sekilde pertiirbasyon metoduna da
uygulanabilir. Bu gelismekte olan teknikler, kaynaklar kismindan ref[4-8] de

gosterilmektedir. Bu referanslarda ¢esitli metodolojiler bulmak miimkiindiir.

2. TANIMLAYICI ORNEKLER

Asagidaki 6rneklerde parametre secimlerinin modellenmesi ve tanimlanmasi agisindan birkag
yontemle ayni denklem incelenecektir. Denklem

x> +x-1=0 (2.1)
seklinde olsun. Bu denklemin kokii Newton metodu ile hesaplandiginda,

x =0.75487767....

elde edilmektedir. Denklemde kiigiik parametre acgik bir sekilde olmadigindan dolayi, &

parametresi keyfi segilir. O halde, & parametresine bagh olarak, birka¢ metotla, denklemde

olusan farkliliklar ve sonuglar incelensin.

21. o6-METOT

0 -metodunun temel yapisi, yapay parametre 6 nin nonlinear terimin agiliminin iginde

yer almasidir.

X" +x-1=0 (2.1.1)
Coziim, bir kuvvet serisi seklinde ve ¢ bagl olmak tizere,

X =C,+0OC, +35°C, +5°C, +.....

seklinde olsun.

Bu serinin katsayilari, ilk birkag terim i¢in hesaplandiginda
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C,=05 ¢ =0.17328 c,=-0.08664 c,=0.05139
c, =-0.03377 ¢, =0.02377 ¢, =-0.01758

elde edilir.

0 =4 icin bu seri, hizli bir sekilde 1raksar. lk 6 terimin toplami ise —54.3224 dir.*

2.2. ZAYIF ESLEME YAKLASIMI

(2.1) denklemi parametreye bagli olarak

exX’+x-1=0 (2.2.1)
ve ¢Oziim ise

X=Xy +EX +E Xy +EXqun. (2.2.2)
seklinde olsun. Coziim ilk birka¢ adim i¢in hesaplandiginda,

X =1L X=-1 X=5

Bu serinin yakinsaklik yarigapt R=0,08192 dir. £ =1 i¢in (2.2.2) serisi hizl

bir sekilde iraksamaktadir. *

2.3.  GUCLU ESLEME YAKLASIMI

Denklem (2.1)
X°+ex—1=0 (2.3.1)
seklinde ve ¢Oziim ise ¢ bagl olmak {izere (2.2.2) deki kuvvet serisi seklinde olsun.

(2.2.2) ifadesini (2.3.1) de yerine kondugunda, yine birkag terim i¢in degerler

1

X, =1, =-1, X,=——
0 Xl 2 25
seklinde hesaplanir. Bu serinin oldukga yavas yakinsadigi goriilmektedir.

(2.1) denklemine homotopi pertiirbasyon metodu uygulandiginda ise elde edilen sonuglar,
Xy =C, =0.7, X, =C,+¢, =0.79235 X, =C, +C, +C, =0.75999

Tam ¢6ziim ile yaklasik ¢oziim arasindaki fark %6 dur.

* J.H. He, (2002), A note on delta-perturbation expansion method, Applied Mathematics and Mechanics 23 (6),
634-638.
* 1. Andrianov, L. Manevitch, (2003) Asymptotology: Ideas, Methods, and Applications, Kluwer Academic

Publishers.
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Acikea goriilmektedir ki, parametreye bagl olarak elde edilen sonuglar igerisinde en saglikli
sonu¢ homotopi pertiirbasyon metodu ile elde edilmektedir. Diger yontemlerden elde edilen
sonuglar, parametrelerin denklemlere uygulanis bigiminin, dogru sonuglar elde etmek icin

cok onemli oldugu gostermektedir.

3. HIPERBOLIK KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN HOMOTOPI
PERTURBASYON METODU

Ikinci mertebe lineer kismi diferansiyel denklemi

2 2 2
aal;+bau+cal;+d:0 (3.1)
OX oxoy oy
2 2 2
seklindedir. Burada 0 l: ,a l:ve ou nin tiirevleri olmamak sartiyla, a,b,c ve d X,y,ué—u ve
OX” oy®  oxoy oX

Z—U nin bir fonksiyonu olabilir. (3.1) denkleminde, b®-4ac>0 ise (3.1) denklemine
y

hiperbolik denklem denir. Hiperbolik bir denklemin niimerik ¢6ziimi i¢in homotopi

pertiirbasyon metodunun uygulanis1 gosterilsin.

Baslangi¢ kosulllari

) yada (3.2)

)
( y) (33)

seklinde verilsin. Denklem (3.1) ¢Oziimil i¢in, baslangic kosulu ve Homotopi Pertiirbasyon

Metot (HPM) ye gdre Homotopi yapisi

o’u o ao’u bou ou d)_
(- p)(ay oy° j+p[Eax2+Eaxay+ay2+E]‘o (34)

yada




_—— 3.5
cox® coxoy oy° ¢ (35)
seklinde kurulsun.

Baslangic  yaklasimi  u, = f(x)+g(x)y  olsun.  Denklem(3.1)i¢in  yaklagik

¢Ozumu
V=V, + pv, + PV, + pv,...... (3.6)

olur. (3.6) denklemi (3.3 denklemin de yerine koyuldugunda ve p nin derecesine gore

karsilastirildiginda
V=U=U,+ puy, + p°U, + p°U; +......

V' =U'=U, + pu; + pPul + piul +.....

" 2.1 3,1

V' =u"=ug+ pu/+ puy + pruy +.....

oy: oy’

V. ao’v, bov, d o ou(x,0)
t l-_~- 0 0 ___~ 0 ,0)=0 =0 3.7
P oy? cox’* coxdy ¢ oyl % (x,0) OX (37)
, 0N ad’, b o ou’(x,0)
0 280V, DIV ,(%,0)=0 -0

tf( ad’v, b oy d)
Y (AR A WL P 3.8
" -([}[[ ? cowos c) oY (38)
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elde edilir. Dolayisiyla p =1 degeri yerine konursa
U=V, +V, +V, + V...

bulunur. Benzer sekilde (3.3) ifadesi i¢in disiiniildiglinde ve ayni islemlere devam

edildiginde p nin kuvvetleri i¢in ifadeler

ov oy, cov b ov o, d
o "\ agy aoxy o a

o. 0%, 2%,

oot
2 2 2 2 a O’
oo QN 30N b d o g o MOY)_, (3.9)
OX Coy° coxoy C  oX OX
2 2 2 0 2 O,
pz 5"22__Ea_‘21_9ﬂ 2(O,Y):0 u (2y):O
OX C 0y~ C oxoy OX
seklinde olur. Sonug itibariyle
t¢( ad’, bodv, d
w=[[-25%-2 2% L oco
<3\ C oy’ coyoe ¢
(3.10)

elde edilir. p=1i¢in (3.1) denkleminin yaklasik ¢oziimii

v=Ilimu=v,+v,+v, seklindedir.*
p—1

* J. Biazar, H. Ghazvini, (2008), Homotopy perturbation method for solving hyperbolic partial differential
equations, Computers and Mathematics with Applications 56, 453-458
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3.1. Ornek1:

Hiperbolik denklem

ou o4 282u

>+ - >+1=0
OX~ oOxoy oy
ve baslangi¢ kosullar1
ou(x,0
u(x,0)=x (x.0) =X
oy

seklinde verilsin.

U=U,+ pu, + p°U, + p°u, +...... Denklem (3.5) e gore

o oy

P2 2oy 2 oy

2 2 2 2 2
U 6%__{18u 10 1 a%j (3.11)

dir. Baslangi¢ kosullar1 goz oniine alinarak baslangi¢ yaklasimi u, (X, y) =X+ Xy olsun. (3.6)
denklemi (3.11) denkleminde yerine konursa,

U=U, + pu, + p°U, + p°U; +......

U =u, + pu; + p°ul + pul +.....

" ” ” 2.1 3,1
u =u,+ pu,+p-u,+ pu;+

(Uo)yy + p(Ul)yy +p? (UZ)yy +p (u3)yy F oo —(uo)yy =



(UO )xx =0 (uo)xy =1 (UO )yy =0
o%u ou 1
ayzlzl Elzy ulzzyz

1 1

elde edilir.
3.2.  Ornek2:
Denklem ;

2 2
a—lj+(1—2x) ou +(X* —x-
OX OXoy
Baslangi¢ kosullar

au(0,y)
u(o,y)= =1

( y) y OX

seklinde verilsin.
Bu kez, homotopi;

ou o, ou

U 9 _pl1-2
oxt X p[( X)c’ixay

u(x,y)=u, (X, y)+u,(xy)

u(x,y)=x+xy+%y2

2)%:0

-(xX* -x-2)

11

o%u

ayZ

ou,
OX?

|

(3.12)

(3.13)
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seklinde kurulsun. Bu kosullar altinda baslangi¢c yaklasimi uO(X, y) =X+Y seklinde olsun.

(3.6) denklemini (3.7) ifadesinde yerine konuldugunda,
U=U,+ pu, + p°U, + p°u, +......

U =u, + pu; + p°ul + pul +.....

u” =ug+ puy+ p°uy + piu+.....

(Up), +P(uy)  +Pp*(u,), +P°(Ug)  +eooreeen —(u,), =

o (2x-1)((w), + P(w), +P*(1,), P (1), o)

_(XZ _X_Z)((uo)yy + p(ul)yy + p2 (uz)w + p3 (u3)yy R TTTTT )—(Uo)yy ]

0

p’: U (X, y)=Xx+Y

p: (U1)Xx:(zx_l)(uo)xy_<X2_X_2)(uo)yy_(uo)xx

U (X, y)=Xx+Y
u (x,y)=0 k=1

elde edilir.

Sonug olarak,
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= dir.

4. KLEIN GORDON DENKLEMLER ICIN HOMOTOPI PERTURBASYON
METODU

Klein-Gordon denklemleri, matematiksel fizikte 6nemli yeri olan denklemlerden biridir.

Nonlinear Klein-Gordon denklemi genel olarak asagidaki sekilde ifade edilir.

o> ox?

+f(u) t>0 (4.1)
Baslangic kosulu
u(x,0)=g,(x)

U, (x,0)=9,(x)

Seklinde ifade edilir. Burada f (u) nonlineer fonksiyonu,

f(u)=2aiu‘

kuvvet seri agilimina sahip bir analitik fonksiyondur.

Klein- Gordon denklemleri i¢in genel homotopi

0

0 o i
2=PA(x) e+ 2Py pefod) (42)

ot?
seklinde kurulsun.
Homotopi parametresi p, sifirdan 1 e dogru siirekli degismektedir. Dolayisiyla

p=0 durumunda, denklem (4.2), lineer bir denklem

o

i
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olur ve p=1i¢in (4.1) denklemi elde edilir. Temel varsayim olan (4.2) denkleminin

¢oziimii, p nin kuvvet serisi
U=u, + pu, + p°u, + p°u,...

seklinde olsun. (1.6) denklemi, (1.4) denkleminde yerine konursa p nin kuvvetlerine
karsilik gelen ifade

U=u,+ pu, + p°u, + p°u, +...

U’ =u, + pu; + p°ul + pu +...

" ” ” 2.1 3,1
u” =ug + pu;+ p-uy + puy+...

o°u
p0: atzo =, uO(X,O):gl(X), (UO)t(X'O)Zgz(X)
A o,
p': e =q(x) v +aU, u,(x,0)=0, (u,),(x,0)=0
,. 0, o’u, )
p: e =q(x)y+a1ul+a2uo u,(x,0)=0 (uz)t(x,O):O
.. 04, o’u, .
p: e =q(x) = +a,u, +2a,u.u, +a,u, U, (x,0)=0 (us)t(x,O)zo
.. 0, o’u,

P = =q(x) & +aiu3+a2(Zuoul+u12)+3a3u02u1+a4u04 u,(x,0)=0 (u,),(x,0)=0

2 2
> aatuzs =0 (X) 66):'24 +au, +a, (2Uou3 +2U,U, ) +ay <3u02u2 + 3u12u0) AU, Uy + gy’

Us(x,0)=0 (us),(x0)=0

seklinde olusur.
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p=1i¢in (4.3) denklemi (4.1) 1n ¢0zliimiinil saglamaktadir. *

4.1. Ornek:3

Nonlineer bir Sine-Gordon denklemi;

o _ai+b5|n(ﬁu) t>0 (4.4)
a? ox?

Baslangig kosullariyla

u(x,0)=g,(x)  u(x0)=g,(x) (4.5)

verilsin. Burada a ve b sabitler olmak tizere (4.4) denklemi homotopiye gore diizenlenirse,

o i /IU 2i+1
sin(Au) Z 2|(+1))

i=0

elde edilir. Bu denklem (4.4) denkleminde yerine konursa lineer bir denklem

[ 2i+1
@: pa@+b§: p2i+1 (_1)I (/IU) "
ot? o 3 (2i+1)!

elde edilir. Buradan,

2 3
U=U,+ pu, + p°U, + p°U, +...
U =u, + pu; + p°ul + puy +...

u” =ug + puy+ p’uy+ puy’+...

(Up), +P(uy), +P*(u), +P°(uy), +...= pa((uo)XX +p(u) +p(u,) +P°(us), )

+b[pﬂu p (;tu-) +p° (/w)s— J

5!

*Zaid M. Odibata, Shaher Momani, (2007), A reliable treatment of homotopy perturbation method for Klein—
Gordon equations, Physics Letters A 365, 351-357
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po: (uo)u =0 uo(X’o):gl(X) ( ) (X O) gZ( )

p': (w), =a(up), +bAu, 1 (x,0)=0  (u),(x0)=0

pPr (w),=a(yu), +bAu,  u(x,0)=0  (u,),(x,0)=0

p*: (u;), =a(u,)  +bAu —b3—13u U;(x,0)=0  (uy),(x,0)=0

Sonug olarak, (4.4) denkleminin ilk birkag bilesenin alinmasiyla

U, (X,O) = gl(x)+ g, (X)t
o 050)={20; () 020,y (a9 () D20 (0

4
U, (x1)=(a%0. (x) + 2ab2g, (x) +b4%g, (x))

t t°
$+(azgz4 (x)+2abag," (x)+b%A%g, (X ))

51
t6

6!

t7

71

% 2! 0% (x)g, 3! 9.9, 12 9 20 3!

u3(x,t)=(a3gl(6)(x)+3a2b/1g1(4)(x)+3ab2/1291 (x)+b2%g, (x ))

+ asgz“’)(x)+3a2b/”tgl(4)(x)+3ab2/lzg2 (x)+b%2%g, (x ))

hesaplanir. Buradan yaklagik ¢6ziim denklemi;

u(x,t)=g,(x)+9,(x)t

bA’® t?
+(agl +bj’gl )_?gl ()JE
bA® t®
+[agz +bﬂ*gz )__91 )( )g2(X)J§
t4
+(a2g1 X)+2abAg,” (x )+b2/1291(x)—b/13g1(x)gzz(x))ﬁ
t5
Jr(azg2 X)+2abag," (x)-bA’g,’(x ))5'
6
+('0, (x)+3a%g," (x)+30%2%0," (x) +b2°g, (x ))g,
7
+(asg2 x)+3a%1g,"" (x)+3ab?2%g," (x)+b*2%g, (x ))t7|

dir.
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5. LINEER VE LINEER OLMAYAN DENKLEMLER ICIN YENILENMIS
HOMOTOPIi PERTURBASYON METOT

Homotopi  Pertiirbasyon Metodunun  yenilenmis formunda, f(r) fonksiyonu
f(r)="f,(r)+f(r)+.. (5.1)
seklinde kisimlara ayrilir.

Ik varsayim  f (r)= f,(r)+ f,(r) seklinde ve dolayisiyla homotopi

V(r,p):Qx[01]—>R

4(v,p) == P)[LEW)~L (6) ]+ PLLEY)+ N (W)~ ()] = £, (1) 52)
yada

p(V, p) =L (V)= L(up)+ pL(Up)+ p[ N (v)—f,(r)]= o (r) (5.3)
dir.

Burada u,Vve u, bilesenleri i¢in kiigiik degisiklikler olusturan varsayimlar 6nerilmelidir.

Yani, sifirinct bilesen u,” a fy(r)a, f(r) yede, u, bileseni karsilik gelecek sekilde
f (r)olusturulmaktadir. Eger f,(r)=f(r) ve f;=0 olursa, standart HPM ye indirgendigi

agtkca goriilmektedir. Ancak bu metodun basarisi, f, ve f,  fonksiyonlarmm uygun

secimine baglidir.

Ikinci varsayim ise, f (r)=>_f (r) seklindedir. Bu kez homotopi

V(r,p):Qx[01]—>R

(9, 9) = (- P)[L(Y) L (1) PLLY) N ()] = 301, (1) (54)
yada

(v, ) = L(¥) =L (u)+ PL(4;)+ PN (v) = 3P, (1) (55)

n=0
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seklinde kurulur.

Eger f(r) iki terimden meydana geliyorsa, o halde homotopii (5.2) ve(5.3) denklemlerine

indirgenir. Bu durumda f, terimi u, ile, f, de u, bileseniyle 6zdeslesir. Daha sonra
islemlere devam edilerek u,,Us,....¢o6ziimleri bulunur. Bu 6neriler u,,u,,U,,Us,.... ¢oziimlerini

hesaplamakta kolayliklar saglar ve dolayisiyla seri ¢oziimiiniin yakinsama hizinin, hizli bir

sekilde oldugu gozlemlenebilir.*

51. Ornek 4:

Nonlineer diferansiyel denklem

0+ 20 P = 641 (5.6)
t

Baslangi¢ kosullar

u(0)=0

u’'(0)=0

seklinde verilsin.

Simdi standart HPM kullanarak, Homotopi;
u”+gu’+ p[u3—t6—6]=0 (5.7)
t

olusturulur. Buradan U =U,+ pu, + p°U, + p°u, +... ¢oziimii (5.7) denkleminde yerine
konur ve p nin kuvvetleri birbirine esitlenirse

U=U,+ pu, + p°U, + p°u, +......

U =u, + pu; + p°ul + pul +.....

' 4 4 2.1 3,
u” =ug + pu;/+ puy + piuy +.....

*Zaid M. Odibat, (2007), A new modification of the homotopy perturbation method for linear and nonlinear

operators, Applied Mathematics and Computation 189 , 746—753
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2,1 3,1

2
ug + puy+ puy + pul+..... +?(u5+ pu; + p2uj, + puj +.....)— pt* —6p+

2
2 3 2 3
Ug + PU;+ p7uy+ pouy'+..... +?[u{,+pu{+pu;+pu;+ ..... }L

P 3up’u, p+(3ugt,” +3u,°u,) p?
+ (3u,’u, +u,® +6u,u,u,) p°
+(3u,”u, +3u,u?, +3u,’u, +6u,u,u,) p*

+ (3uy”Us +3u,u,” +3U,°U, + BUU,U, +6UGU,U,) P° +..... =0

ug + pu+ puy + piu+....+

3u,°u, p® +3u,u,? p° +3u,’u, p*

+3u,°u, p* +u,*p* +6uyu,u, p*

+3u,°u, p° +3u,u®, p° +3u,’u, p° + 6uyu,u, p°

+3U,°Ug p° +3u,u,” p°® +3u,%u, p° + 6uyu,u, p° + 6UU,UL p° + ...

6U,U,U, p° =0

2
p': ul"+?u1'+u03+t6—6:0
2. " 2 ' 3 2 _O
pe: U, +?u2 +3u,°U, =
3. " 2 ’ 3 2 3 2 _O
P U +?u3 +3U,U,” +3U,°U, =
4., no 2 2 3
p*: u, +?u4 +3U,°U; +U,” +6u,u,u, =0
5. " 2 4 2 2
P> U +?u5 +3u,U,” +U,°u, +6u,u,u, =0
°: "2'3232326 6 =0
pP°: U +?u6 +3U, U5 +3u,u,” +3u,°U, + 6u,u,U, + 6u,u,U, =



bulunur.

Baslangic  kosullar1  g6zoniine

denklemlerini bulmak i¢in;
p*:igin

14

2
u, +?ul' =—U,> +t°+6

uI:p u”:p!

p'+%p:t6+6
2
"+—p=0

pesP

£+EZO

p t

Inp+2Int=Inc

C
p=t—2
. c't®—2ct

¢ 2c 2(c 6

———+—| 5 |=t"+6

2t t(tzj

¢’ =t° +6t? =

t7

u'=p=—+2t =

P 9

20

aldiginda

U, =0 dir. Buna gore

Up, Uy, Us, Uy, Ug



p* rigin

14

2
u, +?U4

- _3u02u3 —u

21

—3u,’u,

Uy (t) =

: !

U;(0)=0 u, (0)=0

13—6U0u1u2
3
tt . 2 £,
) 4 4 ( -
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9 27
e L3 g, 3 ~t*+ t -
9 1572 21.72 27.72

7 25
u, =— i 8 w8 St + t -
9 1572 21.72 27.72

t° 3 . 3 . t°
== ==+ t + ATt —————
72 14.15.72 20.21.72 26.27.72
p° :icin
U (t)=0
p° :igin
Us(t)=0

seklinde, denklemin ¢6ziimleri elde edilir. Dolayisiyla
U=U, + pu, + p°U, + p°U; +......
p=1 degerii¢in

U=U,+U, +U, +U; +......

u=t? dir.

(5.6) problemi simdi MHPM kullanilarak hesaplanirsa
u"+zu'+ p[u3 —te} =6
t
U=u,+ pu, + p°u, + p’u, +

u'=up + pu; + p°u; + p’ul +

u,(0)=0 u, (0)=0

(59)
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" " ” 2.1 3,1
u” =ug + pu;+ p-uy+ puy+.....

hesaplanir. Hesaplanan bu tiirevler (5.8) denkleminde yerine konursa

2
Uy + puy+ puy + pul+.... +?(u5 + pu; + p°ul + piul +....)— pt® —6p+

U =p U=0p
p'+2p=6
t
p'+gp—0 , _c't?—2ct
t t’
£+g:0 C—2—2—§+g(£2)=6
p t 2 £ tlt
Inp+2Int=Inc ¢’ = 6t?
C
P=5 c=2t3
u=p=2t
U (t)=t?
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u, +—u, =0

u,(t)=0

p®: u, +=u; =-3uu’—uyu,
u, +=u, =0

U, (t)=0

bulunur. Sonug olarak
2 3
U=U,+ pu, + PU, + P°Us +......

p=1icin

u (t)=0 k=1 u(t)=t* du.

52. Ornek5:

Simdi de, Yenilenmis HPM vyi lineer bir integral denkleme

u, :1+sinh(t)—cosh(t)+j'u(x)dx

0

uygulansin. (5.9) denkleminde bulunan, sinh (t) ve cosh (t) nin agilimlari

sinh (t)—cosh (t) == —>—— =—¢"

1+sinh(t)—cosh(t)=1-e" = i py
n=1 -
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dir. Burdan homotopi;

)n+1t

u(t)= j x) dx +Z (5.10)

olarak kurulur.

U=U,+ pU, + p°U, + p°U, +......ifadesini ~ (5.10) denkleminde yerine koyup ve p nin

kuvvetlerine gore agilirsa,

U (t)+ pu, (t)+ p°u, (t)+ puy (t) +.....=

pj Ug (X) dx+p? Iu )dx+p ju )dx+p ju X)dX +...

0

t? t® t* t°
+pt—p2§+p3§ p4 p5—— ......
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elde edilir. Coziim ise

3 t5
U(t):t+§+a+...

seklindedir. Kapali formda ise U (t) =sinht dir.

53. Ornek 6:

Bu kez de nonlineer kismi diferansiyel denklemi
u, —U,, +Uu®=—xcost+x* cos’t
Baslangi¢ kosulu

u(x,0)=x u(x0)=0

verilsin. Yenilenmis HPM uygulandiginda, (5.11) denklemi

Uy + P[—Uxx +u®—x? COSZt] =—Xxcost

seklinde diizenlenir.u =u, + pu, + p°u, + p°u, +

ve p nin kuvvetlerine gore siralanirsa

(uO )tt + p(ul)tt + p2 (uZ )tt + p3 (UB )tt EIRE + pl:_(uo )xx

(5.12)

(5.12)

ifadesi (5.12) denkleminde yerine konur
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U” +2PUgy + P* (20U, + Uy )+ p° (20U, + 2005 ) + p* (2ug, +U,” +2uu; )+ p* (24U, +U,” + 2u,u, )
p° (2u,Us + 2u,u, + 2u,u, ) — X* cos t] = —x cost

p° rigin

(up), =—xcost

(), =—xsint

Up(x,t)=xcost  uy(x0)=x (u,),(x0)=0

p*:igin

(u), —(ug), +Uy” =x*cos’t

(u,), +x*cos®t =x* cos’ t

u (xt)=0

p’ rigin

U, (x,t)=0

Sonug olarak (5.11) denkleminin HPM igin ilk birkag bilesenin ¢oziimii
u=u, = xcost

u =0 k21

dir.Bu denklemin kesin ¢oziimii ise U (X,t) = xcost dir.
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6. SONUC

Niimerik metotlardan biri olan Homotopi perturbasyon metodu, diferansiyel denklemlerin
nimerik ¢Oziimleri igin etkili bir metottur. Metot, farkli denklem ve problemlere

uygulanmaktadir.

Oncelikle metodun temelinde yer alan parametrelerin birka¢ degisik sekilde kullanildiginda
ne kadar farkli sonuglar ortaya ¢iktigi incelendi ve bu farkliliklar icerisinde, en tutarli
sonuglar ise Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile elde edildi. Daha sonra 6zel bazi denklemler
icin HPM nin uygulanis bigimlerindeki farkliliklar gosterildi ve 6rneklerde de bu metodun ne
kadar saglikli sonuglar verdigi ve hatta bulunan sonuglarin bazen kesin ¢oziimlerle ayni

oldugu goriildii.
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