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1. GIRIS

Kiitle transferi, 1s1 transferi, elektrik devresi, popiilasyonun artisi, av-avci
problemleri, kimyasal reaksiyonlar, astronomik nesnelerin hareketi gibi bircok
problemin matematiksel modeli diferensiyel denklemlerle ifade edilir. Bu nedenle
diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinii hesaplamak Onemlidir. Bazi denklemleri
analitik olarak ¢6zmek miimkiin degildir. Mimkiin olsa bile, analitik ¢&ziime
ulagmak icin bircok On arastirma yapmak gerekebilir. Bu nedenle, analitik ¢6ziim
yerine denklemlerin niimerik ¢oziimleri hesaplanir. Giiniimiiz teknolojisinde, hemen
hemen her alanda oldugu gibi, diferensiyel denklemlerin ¢éztimleri igin de bilgisayar

kullanilmaktadir.

Bilgisayarla hesaplamalarda, kullanicidan kullaniciya degisik oncelikler s6z
konusu olsa da, istenilen yakinlikta ¢dziim hesaplamak her zaman 6nemli olmustur.
Bazen hizda 6nemli olabilmektedir. Genelde, kabul edilebilir bir hata seviyesi ve kisa
hesaplama siiresi birlikte niimerik hesaplamay1 etkin kilar. Coziimiin istenilen
yakinlikta ve hizli hesaplanmasini etkileyen faktorlerden birisi adim genisligidir.
Hesaplamalarda, kiigiik adim genisliklerinin seg¢ilmesi niimerik ¢oziimiin analitik
¢Oziime daha yakin olmasini saglar. Fakat, kiiclik adim genislikleri hem ¢oziimiin
hesaplama siiresini hem de hesaplama hatalarini artirir. Dolayisiyla; adim genislikleri

problemin yapisina ve kullanilan niimerik metoda gore secilmelidir.

1.1. Literatiir Ozeti

x'=f(t,x), x(t)=x,, tgy<t<T (1.1)

Cauchy problemini ele alalim. Bir¢ok uygulamada f'(¢,x) fonksiyonu agik (explicit)
olarak verilmez. f(¢,x) agik olarak ifade edilse bile, Cauchy problemini analitik

olarak ¢6zmek miimkiin olmayabilir. Bu nedenle niimerik integrasyona baslamadan

once;



1. Problemin gercekten bir ¢éziimiiniin olup olmadigi,

2. Eger bir ¢6ziimii varsa, bu ¢6ziimiin tek mi yoksa sonsuz ¢oklukta mi1 oldugu
sorular1 akla gelir. Problemin ¢6zlimiiniin ne oldugunu bilmeden, sadece ¢éziimiin
bir tek sekilde var oldugunu garanti eden teoremler bu sorulara cevap verir. Picard
teoremi, (1.1) Cauchy probleminin varlik ve teklik teoremidir (Rao 1979, Brock ve
Malliaris 1989, Estep 2002).

(1.1) Cauchy probleminin ¢oziimiiniin varlik ve tekligi ile ilgili kavramlardan
birisi de Lipschitz sartidir (Rao 1979, Miranker 1981, Brock ve Malliaris 1989,
Shampine ve ark. 1996). Lipschitz sarti, bilim ve miihendislikte, matematik analizde
ve matematik modellemede siklikla kullanilir (Estep 2002). Sistemler i¢in de

Lipschitz sart1 tanimlanmustir (Gear 1971, Rao 1979, Shampine ve ark. 1996).
(1.1) Cauchy probleminin niimerik metotla hesaplanmasindan kaynaklanan
lokal hatasi; [z, ,,7,) araliginda z(¢,,) = y,  baslangi¢ sartin1 saglayan z'= f(z,z)
probleminin ¢éziimii z(¢) olmak iizere
|LE; |=] y,—2(t,)]
seklinde tanimlanir (Shampine ve ark. 1996, Loan 2000, Aydin ve ark. 2001). Sabit

adim genislikli Euler metodu icin lokal hata analizi incelenmistir (Loan 2000, Aydin

ve ark. 2001).

(1.1) Cauchy probleminin ¢oziimiiniin var ve tek oldugu bilinen bir bolge

lizerinde, problemin niimerik integrasyonu i¢in {i¢ farkli adim genisligi stratejisi;
1. Lokal hata iterasyonun her bir adiminda verilen o, hata seviyesinden

kiiciik kalacak sekilde Euler metodu igin,

1
h<(— 22 (i=1,2,...n)
max | f"(7)|

ety 4]

seklinde (Celik Kizilkan 2004);

2. D={(t,x): |t—t,|<a,|x—x,]<b} bolgesi lizerinde ¢oziimii var ve tek

olmak iizere Picard teoremi ard arda uygulanarak,
h, =min{a,b/ M}

seklinde (Celik Kizilkan 2004);



3. (1.1) Cauchy probleminin D bolgesi lizerinde ¢oziimiiniin varlig
bilinmiyorsa

e y,; i-inci adimda elde edilen niimerik ¢oziim,

o z(t); z(t,,) = y,, sartin1 saglayan z' = f(¢,z) probleminin ¢dzlimii,
e b ,;|z—y,, | hatasimn iist siniri,

* by, =min{b, ,,b_},

e D, ={t2):|t-t Ealz=y, |[Sby,},

e M, ; D, bolgesilizerinde f(z,z) nin st siniri
olmak iizere,
h, =min{a,b,, ,/M,}
seklinde verilmistir (Celik Kizilkan 2004, Celik Kizilkan ve Aydin 2006).

Celik Kizilkan (2004), Celik Kizilkan ve Aydin (2006)’ da verilen degisken
adim genisligi stratejileri kullanilarak hem degisken adim genisliklerini hem de

Cauchy probleminin yaklasik ¢6ziimii hesap eden algoritmalar da verilmistir.

2. mertebeden Runge- Kutta metodu igin,

max |(f, +2f fu+ [ S+ [ S+ L)@ <M,

Telti—],ti]

olmak iizere, || LE, |[< &, olacak sekilde adim genisligi stratejisi

h, <

126,
1,2,.
i, (1 » 1)

seklinde verilmistir (Celik Kizilkan ve Aydin 2005).

Lokal hata diferensiyel denklemin kararliginin bir 6l¢iisiidiir. Lokal hata hizli
bir sekilde artiyorsa, problem kotli sarthdir (ill- conditioned) ya da kararsizdir
(Shampine ve ark. 1996). Bu nedenle, diferensiyel denklemlerin niimerik
integrasyonunda adim genisligi se¢imi ile ilgili caligmalarda genellikle lokal hata

dikkate alinmistir.

Diferensiyel denklemlerin niimerik c¢oziimlerinde kullanilan metotlarda,
genellikle her bir adimda olusan hata, kullanicinin belirledigi bir hata seviyesinden
kiigiik kalacak sekilde adim genisligi segilir. Ciinkii hatanin tahmin ve kontrol
edilmesi, niimerik ¢oziimlerin giivenirligini saglar. Global hata, problem ¢6ziilmeden

tahmin edilebilse de kontrol edilmesi miimkiin olmadigindan adim genisliginin



se¢ciminde global hatanin dikkate alinmasi pratik degildir. Bunu yerine, genellikle

lokal hatanin tahmini ile adim genisligi secilmesi tercih edilir (Shampine 2005).

Y'(0)=2gy'(0) +(g" +w)y(t) = f(t, y(®))

seklindeki ikinci mertebeden diferensiyel denklemler i¢in sabit adim genislikli
Chebyshev metodu, degisken adim genislikli olarak yeniden diizenlenmis ve adim
genisligi lokal kesme hatasinin bir fonksiyonu seklinde elde edilmistir (Ramos ve

Aguiar 2007).

k- adim Stérmer- Cowell metodu;
V'=1(xp), () =y, V' (x) =y

Cauchy probleminin niimerik integrasyonunda siklikla kullanilan metotlardan biridir.
k- adim Stérmer- Cowell metodunun degisken adim genislikli versiyonu elde edilmis

ve adim genisligi lokal hataya bagli olarak verilmistir (Ramos ve Aguiar 2005).

Adim genisligi ile ilgili lokal hata dikkate alinmadan elde edilen stratejiler de
vardir. (1.1) Cauchy problemi i¢in s- adim Runge- Kutta metodu ve Runge- Kutta-
Nystrom metodu kullanilarak Picard iterasyonu uygulanmis ve optimal adim

genisligi i¢in bir formiilasyon verilmistir (Holsapple ve ark. 2007).
dy
= , telt,,T
A [#,,T]

problemi i¢in yeni bir degisken adim genislikli metot elde edilmis ve elde edilen yeni
metot i¢in bir kararlilik fonksiyonu tanimlanmistir. Adim genisligi se¢imi, kararlilik
fonksiyonundan elde edilen bir parametreye bagh olarak elde edilmistir (Butcher ve

Podhaisky 2006).

(1.1) Cauchy probleminin niimerik integrasyonunda degisken adim genislikli
lineer ¢ok adim metotlarinin yakinsaklik mertebesinin korunmasi i¢in her bir adimda
metodun katsayilarinin yeniden hesaplanmasi gerekir. Metodun katsayilari, adim
genigliklerinin oranlarinin fonksiyonlari seklindedir. Bu nedenle, adim genisliklerinin
secimi tek sekilde olmayacagindan adim genisliginin degisimi yerine adim yogunluk
fonksiyonunun degisimi dikkate alinir ve her bir adimda adim genisligi bu adim

yogunluk fonksiyonu yardimiyla verilmistir (Arévalo ve ark. 2007).



(1.1) Cauchy probleminin niimerik integrasyonunda Euler metodu i¢in 7 -
. .. . . " 27
kullanicinin belirleyecegi hata seviyesi, & =1Enlbr]1] y'(x)|>0 ve H= /? olmak

tizere adim genisligi;

hi ~ né:
| y"(x) |

seklinde verilmistir (Shampine ve ark. 1996).
y=(,) € RY, teQ f(t,y)= (f))e R”Y olmak iizere

y'=/ty), ya)=c
diferensiyel denklem sisteminin niimerik integrasyonu i¢in Euler metodu ve 2.
mertebeden Runge- kutta metodu verilmistir. 2. mertebeden Runge- Kutta metodu
icin TOL — kullanicinin belirledigi hata seviyesi, o - relatif hata olmak {izere adim

genisligi, ilk adimda adim genisligi
E (a
| 4 |y (a)|

:Z—dyj
ZJ W(a)’

ve daha sonraki adimlarda,

= h.min{l.5, ﬂ}

e ceger 6 <TOLise h,,, 125

TOL

e 0>TOLise h,, =hmax{0.1, | —}
1.26

next

seklinde verilmistir (Dahlquist ve Bjorck 2008).

Literatiirde, Cauchy problemlerinin niimerik integrasyonunda kullanilan
Euler metodu, Runge- Kutta gibi iyi bilinen niimerik metotlara kolaylikla ulasilabilir
(Gear 1971, Hairer ve Wanner 1991, Golub ve Ortega 1992, Shampine ve ark. 1996
V.S, ).

Ayrica; ikinci mertebeden baslangi¢c deger probleminin niimerik integrasyonu
icin dogrulugu diisiik mertebeli metotlardan daha fazla olan sekizinci mertebeden
Runge- Kutta Nystrom metodu elde edilmistir (Garcia ve ark. 2004).

Ae R, FeR " - polinom fonksiyon ve xeR olmak iizere; lineer

olmayan



V'(x) = Ay(x) + F(y(x))
sisteminin yaklagik ¢6ziimii i¢in lineer otonom sistemlerin ¢éziimiine dayanan bir
iterasyon metodu elde edilmistir. Elde edilen bu metotda sabit adim genislikleri

kullanilmaktadir (Lara 2007) .

1.2. Problemin Tanitimi

Diferensiyel denklem sistemlerinin niimerik integrasyonunda hesaplamalarin
yaklagimint etkileyen en Onemli kavramlardan birisi adim genisligidir.
Hesaplamalarda; sabit adim genisligi kullanmak pratik degildir (Sekil 1.1). Eger,
adim genisligi biiyiik secilirse hesaplanan ¢o6ziim, denklemin tam ¢oziimiinden
uzaklagabilir. Kiiciik adim genislikleri secilirse de hesaplamalarin siiresi artmaya
baslar. Ayrica; kiicik adim genislikleri secilmesi daha fazla aritmetik islem
gerektirdiginden, hesaplama hatalar1 da artar. Adim genisligi, ele alinan denklem
sisteminin tam ¢oziimiiniin degisiminin hizli oldugu bolgelerde kiigiik, degisiminin

yavas oldugu bolgelerde ise daha biiyiik se¢ilmelidir (Sekil 1.2).

v

Sekil 1.1



v

Sekil 1.2

Bu cahismada; A=(a;)e R™ ve @peC"([t,,T]xR" ) olmak iizere
X't)=4X@®) ve X'(t)=AX@)+e@(t,X) seklindeki diferensiyel denklem
sistemlerinin [¢, , 7] araliginda niimerik ¢oziimleri i¢in adim genisligi stratejileri

elde edilmistir.

1.3. Tezin Yapis1

Tez 4 boliimden olusmaktadir.

1. boliimde; problemin tanitimi, literatiir 6zeti ve tezin yapist ile ilgili bilgi
verilmigtir.

2. boltimde; birinci mertebeden Cauchy problemi i¢in Celik Kizilkan (2004)

i “Baslangic Deger Problemlerinin Niimerik Integrasyonunda Adim Genisligi

Tespiti” isimli tez ¢aligmasinda verilen bilgiler 6zetlenmistir.



3. boliimde; diferensiyel denklem sistemleri i¢in Lipschitz sarti, Lipschitz

sabiti, lokal hata, hata analizi gibi temel kavramlar ele alimmustir. 4=(a;) e R N

olmak iizere X(¢,)=X, € R baslangi¢ vektorii ile verilen X'(f) = AX(¢) lineer
denklem sistemlerinin niimerik integrasyonunda adim genisliginin se¢imi i¢in dort
farkli strateji verilmistir. Verilen stratejilere gore secilen adim genislikleri ile
problemin niimerik ¢6ziimiinii hesaplayan dort algoritma verilerek bu adim genisgligi
stratejileri ve algoritmalar 6rneklendirilmistir. Verilen strateji ve algoritmalar, her bir
adimda elde edilen adim genisliklerinin biiylikliigli ve olusan lokal hatalar ile adim

sayist acisindan karsilagtirilmistir.

Daha sonra; A4=(a,)eR™" ve ¢@eC"([t,,T]xR" ) olmak iizere
X'(t)= AX(t)+ ¢(t,X) seklindeki diferensiyel denklem sistemlerinin hata analizi
incelenmistir. Yapilan hata analizinden yararlanarak bu sekildeki problemlerin
niimerik ¢oziimii i¢in i¢ adim genigligi stratejisi ve bu stratejilere uygun sekilde
adim genislikleri ile niimerik ¢6ziim hesaplayan algoritmalar verilmistir. Verilen

strateji ve algoritmalar orneklendirilmistir.



2. BiRiINCi MERTEBEDEN CAUCHY PROBLEMI iCIN ADIM GENISLiGi
STRATEJISI

Bu bolimde; D={(t,x): |t —¢t,|<T,|x—x,|< b } bolgesi lizerinde

x'= f(t,x), x(t,)) = x, (2.1

birinci mertebeden Cauchy problemi i¢in Celik Kizilkan (2004) in “Baslangi¢ Deger
Problemlerinin Niimerik Integrasyonunda Adim Genisligi Tespiti” isimli tez

calismasinda verilen bilgiler 6zetlenmistir.

2.1. Lipschitz Sarti, Lipschitz Sabiti

Lipschitz sarti Cauchy problemlerinin ¢oziimlerinin varligi ve tekligi ile ilgili

bir kavramdir. (¢,x,), (¢,x,)e D={(tx): |t —¢,|<T, |x—x,|<b} olmak lizere

| f(t,x) - f(t,x,)|< L]x-x, |

olacak sekilde bir L > 0 sabiti varsa f (¢,x) fonksiyonu R* deki D bblgesi

tizerinde x degiskenine gore Lipschitz sartint saglar denir. Burada L’ ye de Lipschitz
sabiti denir. Eger f (¢,x) fonksiyonu D kiimesi lizerinde siirekli ve bu bdlgede
Lipschitz sartin1 saglarsa bu bolgede (2.1) Cauchy probleminin bir tek x(f) ¢6zimii
vardir (Gear 1971, Rao 1979, Miranker 1981, Brock ve Malliaris 1989, Shampine
ve ark. 1996, Aydin ve ark. 2001, Estep 2002).

2.2. Lokal Hata

(2.1) Cauchy probleminin niimerik metotla hesaplanmasindan kaynaklanan

lokal hatast; [¢, ,,¢,) aralifinda

i-1°
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z'=f(t,2),2(t;4) = yiy (2.2)
probleminin ¢éziimii z(¢) olmak iizere
|LE, |5 y,—z(t,)|

seklinde tanimlanir (Shampine ve ark. 1996, Loan 2000, Aydin ve ark. 2001).
2.3. Euler Metodu ve Hata Analizi

(2.1) Cauchy problemi i¢in ¢ €[t,—T,t,+1] ve h=t,—t,_, olmak lizere
Euler metodu,

Yin =Yith,f ,i=0,1,...,n

seklinde tanimlanir (Gear 1971, Hairer ve Wanner 1991, Golub ve Ortega 1992,
Shampine ve ark. 1996).

[¢,,,t;) arahiginda (2.2) probleminin ¢oziimii olan z(#) fonksiyonu i¢in

ikinci mertebeden Taylor agilimi yazilirsa Euler metodu igin;

1 2
LE; = ——Z"()h.
5 ()h,

seklindedir. Lokal hatanin tist siniri;

h?
|LE)| < Ttrr;% |z"() ], T €[t,,,t,)

seklinde elde edilir.
2.4. Adim Genisligi Secimi ve Pratik Adim Genisligi

(2.1) problemi i¢in verilen hata analizi tabanli adim genisligi stratejisi O,

hata seviyesinde, Euler metodu kullanilarak
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1
% ) L (i=1,2,...,n) (2.3)
max |2'(7))
Telt 0t

seklinde verilmektedir (Celik Kizilkan 2004).

k", kullanicinin belirledigi istenildigi kadar kiiciik bir parametre olmak iizere
h>h" ise h, adim genisligi kabul edilir ve isleme devam edilir, 4, <#" oldugu
zaman /&, = 0 olarak kabul edilir ve islem sona erer. Burada 4. pratik adim genisligi

ve h" pratik adim genisligi parametresidir (Celik Kizilkan 2004).

h" pratik adim genisligi parametresi kullanici tarafindan belirlenmezse,
kullanilan bilgisayarin formatina uygun pozitif en kiiciik bilgisayar sayis1 olarak

secilir. Ancak bu durumda adim genislikleri ¢ok kii¢iik bulunabileceginden ¢6ziim

beklenmedik bir sekilde hareket edebilir. Dolayisiyla 4", kullanici tarafindan

problemin yapisina uygun olarak secilmelidir.

2.5. Adim Genisligi Kontrolii (K)

A

k; adim sayisi, 4, ; ele alinan adim genisligi se¢iminde hesaplanan adim

genisligi ve h", pratik adim genisligi parametresi olmak iizere adim genisligi

kontrolii asagidaki sekilde verilir (Celik Kizilkan 2004).

1.1. i;k >hise h, = ﬁk alinir.

1.2. h, <h'ise h, =0 alimr ve islem sona erer.

k-1 n A k-1
2. Zhi +h, >T 1se h, = T—Zhi alinir.

i=1 i=1
2.1. h, > h" ise h, =h, alnir.

2.2. h, <hise h,=0 alinir ve islem sona erer.
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2.6. Hata Analizi Tabanh Adim Genisligi Icin Algoritma

D={(tx): [t—t,|<T, |x—x,|<b} bolgesi ilizerinde verilen (2.1) Cauchy
problemi i¢in adim genisligi ve yaklasik ¢Oziimiinii hesap eden algoritma Euler

- 1 o .
metodu i¢in; max |EZ”(T) |< M, olmak iizere asagida verilmistir (Celik Kizilkan,
t <r<t; !

2004).

0. Adim (Giris Elemanlari): T, b,i" ve &, sayilar girilir.

k. Adim: M sayisi hesaplanir.
7

26,

k.1. ﬁk<( )2 olacak sekilde };k sayist hesaplanir.

73
k.2. K- kontrolii yapilir
k3.t =t +hve y,=y,, +h f(t._,y,,) hesaplanir.
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3. DIFERENSIYEL DENKLEM SiSTEMLERI iCiN ADIM GENiSLiGi
STRATEJILERI

Adim genisligi stratejilerine gegmeden once 2. bolimde (2.1) Cauchy

problemi i¢in verilen temel kavramlari, sistemler i¢in de tanitalim.
X(0)=(x,;(0), Xo=(x;0); x;0 =x,(t),
F,X)=(f)); [, =71,&x,x,500xy)
ve FeC"([t,,T]x R"), X(1), X,, b=(b;)eR" olmak iizere
D={tX):telt,, T],Ix, —x;,[£b,}
bolgesi lizerinde
X')=Ft,X), X(t,)=X, (3.1)

Cauchy problemini ele alalim. ( m , ¢aligilan niimerik metoda gore degisebilir.)

Herhangi (z,X,) ,(¢t,X,) € D igin,
HF(t,Xl)—F(t,Xz)HSLHXI _Xz ”

olacak sekilde bir L sayisi varsa, F(¢, X(¢)) vektor fonksiyonu Lipschitz sartini
saglar denir, Lsayisina da Lipschitz sabiti denir. Eger F(¢,X) fonksiyonu D

bolgesi lizerinde siirekli ve bu bolgede Lipschitz sartini saglarsa bu bolgede (3.1)
Cauchy probleminin bir tek X (¢) ¢oziimii vardir (Gear 1971, Rao 1979, Shampine

ve ark. 1996).

ZO)=(z,(t) z,(t) - z,(@®) vektor fonksiyonu (3.1) Cauchy
probleminin [¢, ,¢,) araligindaki ¢oziimi ve Y, :(y,.1 Vg yiN)T i. adimda

1 l

niimerik metotla elde edilen ¢6zliim vektorii olmak {izere

Z!(t) = F(taZ) b Z(ti—l) = Yi—l
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Cauchy problemini olusturalim. [ ¢, ,,¢,) araligindaki lokal hata vektorii,

1

Y —z,(8) LE,

Yin —Z,(2,) _ LE,

LE, =Y, - Z(t,)= (3.2)

Yiv —2Zy () LE,

seklinde tanimhidir. || LE, || degerine de [¢, ,,¢;) araligindaki lokal hata denir.

i-1°

Biitiin nlimerik metotlar i¢in hata analizi yapilabilmekle beraber bu ¢alismada

basitlik i¢in Euler metodunu kullanacagiz. (3.1) sistemi i¢in Euler metodu;
Y, :(yil Yio v yiN)T , F :(fl Sy fN)T’
fi=1x,x,,x,) (=12, .., N)

ve h,,, =t,, —t, olmak iizere

=Y +h

i+l i i+l T

seklinde tanimlanir (Loan 2000).

Diferensiyel denklem sistemlerinin niimerik integrasyonunda adim genisligi
eger cok bilyiik segilirse nlimerik ¢Oziim, tam ¢éziimden uzakta hareket edebilir.
Bilimsel hesaplamalar bilgisayarlarda yapildigindan adim genisligi, kayan nokta
aritmetiginin etkileri gozlenebilecek sekilde kiigiik secilmesi durumunda da yine
niimerik ¢6ziim beklenildigi gibi hareket etmeyebilir. Dolayisi ile adim genigliginin
seciminde kayan noktali sayilarla ¢alisilacagi dikkate alinmalidir. Kayan noktali
sayilar ve kayan nokta aritmetiginin hesaplamalara etkisini asagida kisaca izah

edelim.
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3.1. Kayan Noktal Sayilar ve Hesaplamalarda Kayan Nokta Aritmetiginin
Etkisi

Gilinlimiizde bilimsel hesaplamalar dogal olarak bilgisayar kullanilarak

yapilmaktadir. Bilgisayarlar, rasyonel sayilarin sonlu bir alt kiimesi olan

F=F(y,p_,p+,k)={0}u {Z|Z:i’ypm“{(z)}

kiimesi {izerinde hesap yapmaktadir. Burada p_€Z", p+eZ’ olmak iizere p_<p <p-,

pel ve

my(z)=%+m—;+...+%; mieZ, 0<m<y-1, j=1,2, ...,k (m#0)

seklinde tanimhidir. F kiimesine bilgisayar sayilart kiimesi veya Format kiimesi
denilmektedir. F kiimesinin elemanlarina kayan noktali sayilar ya da bilgisayar
sayulart denir (Shampine 1996, Akin ve Bulgak 1998, Aydin ve ark. 2003,
Cibikdiken 2008).

€, say1st formatin en biiylik elemani olmak iizere bir ze[—¢€., €] reel sayisi
F kiimesine, z nin en yakin oldugu kayan noktali sayrya doniiserek yerlesmektedir. z
sayist formatin elemani degilse, bu sayiya formatta karsilik gelen say1 [z]. ile
gosterilir.

Bilgisayarda yapilan hesaplamalarda, kayan nokta aritmetiginin 6zelliklerine
bagli olarak islemler gergeklestirilmektedir. F kiimesinden de anlasilacagi gibi reel
sayilarin, bu sonlu kiimelerle ifade edilmesi sirasinda dogal olarak hatalar karsimiza
cikmaktadir.

Mesela; fix) = x* — 0.56x + 0.076284 <0 esitsizliginin ¢ézliim kiimesinin
(0.234,0.326) aralig1 oldugu aciktir. F(10, -2 , 2, 2) format kiimesinde ise bu aralik
(0.23,0.33) seklinde bulunmaktadir.

[£(0.23)], =0 ve zeF, ze(0.23,0.33) ise [f(2)], <0

olurken

zeR, z€(0.23,0.234) U (0.326,0.33) ise f(z)>0
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olmaktadir. Ornegin; x = 0.329 i¢in, £{0.329) = 0.000285 >0 oldugu asagidaki

sekilde goriilmektedir.

~----10.326

N
m
B
—0—0.23
I
I
—0—0.33

N

Mm

pe

+
—O—-----10.234
_O_

+

Ayrica kararlilik teorisinde de kayan nokta aritmetiginin karar vermede etkili

oldugu bilinmektedir. Yani kayan nokta aritmetigine gore yapilan hesaplamalar

sonucu verilen sistem, gercekte kararli iken kararsiz olarak degerlendirilebilmektedir.

Bu konuda detayli bilgi Cibikdiken (2008) tarafindan verilmistir.

3.2. F (t, X)=AX Durumunda Adim Genisligi Stratejileri ve Algoritmalar:

Bu kisimda; (2.1) Cauchy problemi
x'=f(t,x), x(t,) = x,
i¢in (2.3) esitsizligi ile verilen

1
200__y: (i=1,2,...m)

h<

max |z"(7)]
Telt;.t;)

adim genisligi stratejisi, 4 =(a;) €R e , X =(x,)eR" olmak iizere
X'(1) = AX(0), X(t) = X,

Cauchy problemi i¢in genellestirilecektir.

(3.3)

Simdi, (3.3) Cauchy probleminin lokal hatasinin iist smiri ile ilgili olan

asagidaki teoremi verelim.
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Teorem 3.1. (3.3) Cauchy probleminin lokal hatasi i¢in
1
I LE, [I< Eh,-z IAIPNZ@ )N, 7 €ltit,) (3.4)

esitsizligi dogrudur. Burada 7, ; degerinde; i, 7,; sayisimn bulundugu araligi ve j

i,j

ise Z(t) vektoriiniin ;. bilesenini gostermektedir.

Ispat. Celik Kizilkan (2004)’ te yapilan lokal hata analizini (3.3) Cauchy problemine
uygulayalim. (3.2) nin LE, bileseni i¢in

LE, =y, —z(t)
[ 1 "
= Vi T hif(i—l)l (2@ )+z@ )@ -t )+ 521 (T, 1, )2)

1 "
=V T hz’f(i—l)l - (y(i—l)l + hz‘f(i—l)l +521 (Til)hiz

LE, :_%Z{'(Til)h[z » Ty €[2,,1)

bulunur. Benzer sekilde diger bilesenler i¢in de islem yapilirsa;

g

1 " . .
LE, = _Ehfzi(%), =12, , j=12,..,N, , €[1,,,1,)

olur. [7,_,,t,) araligindaki lokal hata vektorii

1

LE, 21:(%,1)
LE, = Lf:” :—%hf Z (fuz) =—%hi22"(ri’j),rl.,je[tl.l,ti) (3.5)
LE,y zy (7))
seklinde elde edilir.

(3.5) den norm alinirsa,

1 1 1
||L1’5,»||=5h,»2||1‘122(Ti,,»)||$5h,-2IIAZ||||Z(T,-,,~)||S§hfIIAII2 1Zz ), 7, €ltist)
olup

1
|| LEi HSEhiZ ” A ||2 H Z(Ti,j) H: Tij e[ti—l’ti)

elde edilir. [
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Simdi (2.3) adim genisligi stratejisinin (3.3) Cauchy problemi igin
genellestirilmesi olan stratejiyi ve bu stratejiye uygun adim genislikleri ile niimerik

¢Oziim hesaplayan algoritmay1 verelim.

3.2.1. Strateji ve Algoritma

(3.4) esitsizliginden, (3.3) lineer Cauchy probleminin niimerik integrasyonu

i¢in i. adimda

max( sup |z,(z; ;)[)< S,

I<j<N
J 15T <t

olmak {izere adim genisligi

1 25 1L
h <— (2212 3.6
: IIAII(/J’H) 4

seklinde hesaplanir. Teoride; (3.6) esitsizliginden hesaplanan adim genisligi ile
niimerik ¢6ziim yapildiginda her bir adimda olusan lokal hata, ¢,- hata

seviyesinden kii¢iik olur. Strateji 3.2.1 1 anlatan sema asagida verilmistir.

b= gﬁ%{bﬂ' | Yy 1}

_ 1
141l Pl (20
141" Bi

Sekil 3.1. i. adimda adim genisliginin Strateji 3.2.1 e gore hesaplanmasi
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Burada;

sup |Zj(Ti,j)|Sbj+|Zj(ti—l)|7 Tij elt,,t,)

LSt <t

oldugundan S, sayisi pratikte,
p. = maxib,+ |z, (1) |} = maxtb, + |y, |

seklinde hesaplanacaktir.

(3.3) Cauchy probleminde N=1 olmasi durumunda asagidaki sonug elde

edilir.

Sonu¢ 3.1. N=1 i¢in (3.6) esitsizligi, birinci mertebeden lineer ve homojen olmayan
Cauchy problemlerinin niimerik integrasyonunda adim genisligi se¢imi i¢in verilen

(2.3) esitsizligine doniisiir.

Ispat. N=1 i¢in (3.3) Cauchy problemi F(t,X)=AX =ax= f(¢t,x) scklinde

olmaktadir. z'=az ve max |z"(7,)|< M, oldugundan

t; 1 <T;<t;

max |z'(r)|< sup |Z'(7))[= sup |a’z(r)]

L ST 1 <1<t t <7<ty

=a’ sup |z(r)|<a’B =M,

1 ST <t;

elde edilir. Buradaki M

., sayist (2.3) deki ile aymdir. Ayrica [[4[=a| ve
sup [z,(z, ;)= sup |z(7)|= l’nillX( sup |z,(z,;)))< B, oldugu aciktir. Bu

157 <t L <7<t ST < <t

sonug (3.6) esitsizliginde yazilirsa,

5_, 20, 525,
5., ‘(aZﬁH) _(M,,)

!
2

=L
a

bulunur. Bu ise N=1 i¢in (3.6) esitsizliginin (2.3) esitsizligine denk oldugunu

gosterir. [
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(3.3) Cauchy probleminin niimerik integrasyonu i¢in (3.6) daki sekilde adim
genisligi hesaplayan ve bu adim genislikleri ile nlimerik ¢6ziim hesaplayan algoritma

asagidaki sekildedir.

0. Adim (Giris Elemanlan): ¢, 7, b, h’, 1, Xo, A elemanlar1 girilir.

1. Adim: || 4 ||say1s1 hesaplanir.

1
2. Adim: S, zlma)]é{bﬁ | Yy, 1} ve A SL(ﬁ)2 olacak sekilde 4, sayilar
<j<

141l By

hesaplanur.

3. Adim: K- kontrolii yapilir.

4. Adim: ¢, =¢,, +h, veY =(I+h,A)Y,_, hesaplanir ve 2. adima gidilir.

Algoritma 3.2.1. (3.6) daki sekilde adim genislikleri ile niimerik ¢dziim hesaplayan algoritma

Not 3.1. Algoritma 3.2.1 de hesaplama islemini durduran adim K- kontroliiniin
yapildig1 adimdir. Bu boliimde verilen diger algoritmalarda da hesaplama islemini K-
kontrol adimi durdurmaktadir. Eger; K- kontrol algoritmasi, adim 1.2. veya 2.2. ile
algoritmalar1 sonlandiriyorsa ele alinan Cauchy problemi kétii sarthidir. Bu durumda,
algoritmalar bolgeyi tamamlamadan sona erer ve cevap olarak dnceki adimlarda elde

edilen sonuglar verilir.

Ornek 3.1. D={(t,X):t<[0,5],] x; —x, |5} bolgesi tzerinde

el o
= : = (3.7)
X, -1 05)\x,) \x,(0) 1

Cauchy probleminin ¢dziimii 2 =10"" ve &, =10"" igin Algoritma 3.2.1 ile
hesaplandiginda elde edilen adim genislikleri ve olusan lokal hatalar, bazi adimlar
icin Tablo 3.1. de verilmistir.

Tablo 3.1. de, Strateji 3.2.1 den her bir adimda lokal hata &, hata

seviyesinden kiiciik kalacak sekilde adim genislikleri elde edildigi goriilmektedir.
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Tablo 3.1. Algoritma 3.2.1 ile elde edilen A, ve || LE, || degerleri

i h, ILE,|

1

0.1250161491 | 0.0131475365170381359
0.123733735 | 0.0147710530313330414
0.1223512160 | 0.0165216090215389994
0.1208680538 | 0.0183966633296897484

Bl W N -

89 | 0.02134452474 | 0.0584853406008727690
90 | 0.02110750595 | 0.0584275874221723835
91 | 0.017261420 | 0.0398595718171673164

Algoritma 3.2.1 ile her bir adimda elde edilen adim genislikleri ve olusan

lokal hatalar Grafik 3.1. deki gibidir. Grafik 3.1. de A, adim genislikleri h[i] ile ve

||LE.|| lokal hata degerleri ||LE[1]]| ile gosterilmistir.

[ o n@ o JLEL]]

0,12-
0,11+
0,10-
0,09+
0,08+
0,07-
0,06
0,05+
0,04-
0,03-

0,024

Grafik 3.1. Algoritma 3.2.1 ile her bir adimda elde edilen 4, ve || LE, || degerleri
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Hesaplama isleminin son adiminda #,, :fzgl =T —t,, seklinde hesaplandifi

Grafik 3.1. de goriilmektedir.
Ornek 3.2. D={(t,X):1€[0,0.1],| x, —x,, [<5} bolgesi iizerinde

) (o)L
= ; = (3.8)
x5 -2 100\ x, x,(0) 1

Cauchy problemi verilsin. Problemin ¢éziimii, 5, =10~ hata seviyesinde 4 =10""

icin Algoritma 3.2.1 ile hesaplandiginda elde edilen adim genislikleri ve olusan lokal

hatalar Tablo 3.2 de verilmistir.

Tablo 3.2. Algoritma 3.2.1 ile elde edilen 4, ve || LE, || degerleri

i h, | LE, |

1

1 0.1689948036¢-2 0.0144747589314876864
2 0.1679839727e-2 0.0166805391180804634
3 0.1669556348e-2 0.0192073945533529321

189 | 0.1104889178e-3 0.0999993561275817762
190 | 0.1098854727¢-3 0.100000847583688338
191 | 0.109288554e-3 0.100002304549898030

563 | 0.3609754421e-4 0.100041229473378804
564 0.332976e-5 0.853375008237391205e-3

Tablo 3.2. den goriildiigii gibi problemin lokal hatasi istenilen hata seviyesine
cok yakin olugsmaktadir. Hesaplamalarda ortaya c¢ikan yuvarlama hatalarinin
birikmesiyle 190. adimdan itibaren lokal hatalar istenilen hata seviyesinden daha

biiylik gerceklesmistir. Son adimda ise adim genisligi A, =7 —t,;; oldugundan

dogal olarak || LE, ||< 5, dir.
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Uyan 3.1. Her bir adimda lokal hata ¢, sayisindan kiigiik kalacak sekilde adim
genislikleri (3.6) esitsizliginden hesaplandiginda, problemin lokal hatas1 ¢, sayisina

cok yakin olabilir. Ancak pratikte; bilgisayarda kayan noktali sayilarin
kullanimindan kaynaklanan hatalar olustugundan, Ornek 3.2 de goriildiigii gibi,

hesaplamalarda baz1 adimlarda || LE, ||> o, gergeklesebilir.

Bu anlamda; kayan nokta aritmetiginin sebep oldugu etkileri azaltmak i¢in
lokal hatanin (3.4) iist sinir1 yerine, (3.4) ten daha biiyiik olan bir iist sinir yardimiyla

adim genisligi hesaplayan asagidaki stratejiyi verelim.
3.2.2. Strateji ve Algoritma

Adim genisligi stratejisini vermeden Once, lokal hatanin st st ile ilgili

olarak asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.2. (3.3) Cauchy probleminin lokal hatasi ig¢in a = max la,| ve
<i,j<

max( sup |z,(7,;))< B, olmak iizere

I<j<N
J 1457 <t

I LE, I< G @B NN (3.9)
esitsizligi dogrudur.
Ispat. (3.3) probleminin lokal hatasi igin (3.4) iist smr1 verilmisti. Her
A=(a;)e RY ve Z =(z;,)eR M igin
| AIIKN max |a, | , || Z|<Nmax|z, |
1<i,j<N I<jSN -

esitsizlikleri gegerli oldugundan
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o= lr<nax|a |, max( sup [ z,(7, ;)< B,
i,jSN SN < <y

alinirsa;
1 ey
| LE, || (Eazﬂi—l) Nshiz

elde edilir. Burada, max |z, |< B, oldugu agiktir. [
<j< :

Lokal hatanin (3.9) esitsizligi goz oniine alindiginda; (3.3) lineer Cauchy

probleminin niimerik integrasyonu i¢in i. adimda;

e 9, kullanicinin belirledigi hata seviyesi,

° a—max|a | max( sup |Z T)H)D<S B
1<i, jEN = 1 <7<t

olmak iizere || LE, ||< 8, olacak sekilde adim genisligi,

1 25L2

0!\/_ :Bz 1

h < (3.10)

olacak sekilde hesaplanir. Sekil 3.2. de Strateji 3.2.2 anlatilmistir.

ﬂt 1 _Izlil%{b +|y(z -1)j |}
@ = max |a, — ; 1 oy
1<i,j<N hi <
a4\/N5 ﬂi—l

Sekil 3.2. i. adimda adim genisliginin Strateji 3.2.2 ye gore hesaplanmasi
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Uyar 3.2. Lokal hatanin (3.10) ile verilen iist sinir1, (3.6) ile verilen iist sinirindan
daha biiyiik oldugundan, (3.10) esitsizliginden elde edilen adim genisliklerinin (3.6)
esitsizliginden elde edilen adim genisliklerinden daha kiigiik olacagi aciktir. Dogal
olarak daha kiicliik adim genislikleri ile yapilan hesaplamalarda olusan lokal hata
daha kiiciik olur.

Strateji 3.2.2 ye uygun adim genisliklerini kullanarak (3.3) Cauchy

probleminin niimerik ¢6ziimiinii hesaplayan algoritma agagida verilmistir.

Algoritma 3.2.2. (3.10) daki sekilde adim genislikleri ile niimerik ¢6zlim hesaplayan algoritma

Ornek 3.3. D={(t,X):t<[0,0.1],| x ; — X, I35} bolgesi tzerinde (3.8) ile verilen

xi) (25 0 )\x x(0)) (2
xy) (=2 100)\x,) \x,00) 1

Cauchy probleminin niimerik ¢oziimii i¢in Algoritma 3.2.2 kullanildiginda elde

edilen adim genislikleri ve olusan lokal hata degerleri Tablo 3.3. ve Grafik 3.2. de
goriilmektedir. Pratik adim genisli§i parametresi 4 =10"" ve hata seviyesi

S, =107" alinmustur.
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Tablo 3.3. Algoritma 3.2.2 ile elde edilen 4, ve || LE, || degerleri

h ILE; |

i

0.7106871836e-3 | 0.247725475422605522¢-2
0.7088901783e-3 | 0.263719975798181513e-2
0.7070797425e-3 | 0.280709854568808245¢-2
0.7052560422¢-3 | 0.298751831692567124e-2

Bl W N -

1455 | 0.1389815716e-4 | 0.0176804473977404536
1456 0.103563e-4 0.982982567864236317¢-2

[ o n@ o JLEL]]
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Grafik 3.2. Algoritma 3.2.2 ile her bir adimda elde edilen 4, ve || LE, || degerleri

Ornek 3.2. ve Ornek 3.3. deki veriler aynidir. Tablo 3.2., Tablo 3.3. ve Grafik
3.2. incelendiginde Algoritma 3.2.1 e gore, Algoritma 3.2.2 deki adim genisliklerinin
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sayisinin arttigi dolayistyla her bir adimda olusan lokal hatanin §, =10~" sayisindan
kiigiik gergeklestigi goriiliir.

Simdi Algoritma 3.2.1 ve Algoritma 3.2.2 nin etkinliklerini asagidaki 6rnek

tizerinde inceleyelim.

Ornek 3.4. D={(t,X):t€[0,10],|x, —x,, [<5} bolgesi iizerinde

bt 0.5 -2\ x x,(0) 1
= , = (3.11)
X, 2 0 N\x, x,(0) -1
probleminin ¢dziimii 4° =10"" ve hata seviyesi &, =107 igin Algoritma 3.2.1 ve

Algoritma 3.2.2 ile hesaplandiginda elde edilen adim genislikleri Tablo 3.4.a. da ve
olusan lokal hatalar Tablo 3.4.b de 6zetlenmistir.

Tablo 3.4.a. Algoritma 3.2.1 ve Algoritma 3.2.2 ile elde edilen adim genislikleri

Algoritma 3.2.1 Algoritma 3.2.2

h, h.

1 1

0.8058662244e-1
0.7926680913e-1
0.7813720983e¢-1
0.7720342995 e-1

0.3838149463¢-1
0.3807822332e-1
0.3779661276e-1
0.3753688838e-1

B W N -
B W N -

205 | 0.2726122033e-1 | 205 | 0.2617666791e-1
206 0.17133122e-1 206 | 0.2651910537e-1

385 | 0.1571817100e-1
386 | 0.14096837e-1




Tablo 3.4.b. Algoritma 3.2.1 ve Algoritma 3.2.2 ile elde edilen || LE, || degerleri

Algoritma 3.2.1 Algoritma 3.2.2

ILE, | i ILE, |

0.185802303853953334e-1 0.420902438666672773e-2

0.184649418641384296e-1 0.417803168203028860e-2

0.185398275824510302e-1 0.415731512774776200e-2

Bl W N -

Bl W N -

0.188071394118039490e-1 0.414707116645184060e-2

205

0.698194734019560032e-1 205 0.140837424683594118e-1

206

0.279023834806222982e-1 206 0.145089522051757014e-1

385 0.148043600018341900e-1

386 0.120012728307709385e-1

28

Tablo 3.4.a. ve Tablo 3.4.b. de verilen degerlerin grafikleri asagidaki

sekildedir.

Algoritma 32.1 ile Algoritma 322 ile
elde edilen hli] elde edilen hi]
0,02 42 = =
:
fe,
0,07 15—
1
0,06 . '%&‘-f. e
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Grafik 3.3.a. Algoritma 3.2.1 ve Algoritma 3.2.2 den elde edilen adim geniglikleri

50 100 150 200 250 300 350
i
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Grafik 3.3.a. dan Algoritma 3.2.1 yardimiyla hesaplanan adim genisliklerinin

Algoritma 3.2.2 yardimiyla hesaplanan adim genisliklerinden daha biiyiik oldugu;

bunun sonucu olarak da Grafik 3.3.b. den Algoritma 3.2.2 de olusan lokal hatanin

Algoritma 3.2.1 de olusan lokal hatadan daha kii¢lik oldugu goriilmektedir.

Algorima32.1ile _  Algoritma322ile
elde edilen |[LE[]||  elde edilen |[LEf])|

0,09 -
0,08 )
0,07 ]
0,06 -
0,05 )
0,04 I
0,03 -
0,02 -

0,01 +

--------

a0 100 150 200 250 300 350
i

Grafik 3.3.b. Algoritma 3.2.1 ve Algoritma 3.2.2 de olusan lokal hatalar

(3.10) esitsizligindeki gibi adim genisligi secildiginde olusan lokal hatanin

istenilen hata seviyesinin ¢ok altinda kaldig1 Ornek 3.4. ten rahatlikla goriilmektedir.
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3.2.3. Strateji ve Algoritma

Bu kisimda, lokal hatanin o, sayisina daha yakin ger¢eklesmesinin istenmesi

durumunda Strateji 3.2.2 den elde edilen asagidaki modifiye adim genigligi stratejisi

ve bu stratejiye uygun olarak niimerik ¢6zim hesap eden algoritma verilecektir.

i- inci adimda };l. , (3.10) esitsizliginde onerilen adim genisgligi ve y>1 olacak

sekilde bir reel say1 olmak tizere
h =y b k=23,..p

adim genisligi dizisini olusturalim.

k AhF
, =e 'Y

1

Y= +h Y, , Z
olmak iizere || LE||=|| Y — Z|| hatalarin1 hesaplayalim. Burada p sayist,
ILE M |I<5, , |[LE! >4,
sarti1 saglayan bir dogal sayidir ve || LE!||<&, oldugu agiktir. Bdylece, i. adimda

e ¢, kullanicinin belirledigi hata seviyesi,

* o= max | a; B 1122)1\%( sup | Z; (T[,_;‘) N<B.,

1<i, j<N
o] 15T <t

olmak iizere adim genisligi;

A~ A 285 1L
b=y <t (%)2 (.12)
i—1

A

seklinde hesaplanir. Burada y sayisi giivenlik ¢arpanidir (safety factor).  >2 olmasi
durumu, hesaplama islemlerinde ¢ok pratik olmadigindan; biz bu ¢alismada y €R

sayisini 1<y <2 olacak sekilde kullanacagiz.

Strateji 3.2.3 i anlatan sema asagida verilmistir.
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Sekil 3.3. i. adimda adim genisliginin Strateji 3.2.3 e gore hesaplanmasi
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(3.3) Cauchy probleminin niimerik integrasyonu i¢in her bir adimda (3.12)
deki sekilde adim genisligi, bu adim genisliklerini kullanarak niimerik ¢oziimleri ve

olusan lokal hatalar1 hesaplayan Algoritma 3.2.3 ii asagida verelim.

Algoritma 3.2.3. (3.12) deki sekilde adim genislikleri ile niimerik ¢6ziim hesaplayan algoritma

Ornek 3.5. D={(t,X):1€[0,10],| x, —x,;, [< 5} bolgesi iizerinde

B G N W

Cauchy probleminin ¢dziimiinin 2" =107 ve &, =107" igin Algoritma 3.2.1 ve
Algoritma 3.2.2 ile hesaplanmasi durumunda elde edilen adim genislikleri ve lokal

hatalar Ornek 3.4. de verilmisti. Aym problem i¢in y=1.2 alinarak Algoritma 3.2.3
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ile elde edilen adim genislikleri ve olusan lokal hatalarin baz1 adimlar1 Tablo 3.5. de

ve Grafik 3.4. de goriilmektedir.

Tablo 3.5. Algoritma 3.2.3 ile elde edilen 4, ve || LE, || degerleri (y =1.2)

i h, ILE,|
1 0.1650334016 0.780906450710349420e-1
2 0.1596360449 0.797996964932324304e-1
3 0.1557193302 0.844532729650658288e-1
4 0.1534190859 0.919635474074751018e-1
192 | 0.2426248719e-1 | 0.718666525611627444¢e-1
193 0.7099897¢-2 0.620405331381500193¢-2
| = mi o |LEG]|]
o
0,16-o
IR
0,14
1=
0124 &8
[u]
i o
0104 e o
» ] o o9 o -3 [y
Jo W2® . o 0% .

_nﬁ o] L Og " gf’:. E‘i .'::%
o TRV ANV A

0,06 - %

| T
0,04 % o

0,02

Grafik 3.4. Algoritma 3.2.3 ile elde edilen A, ve || LE, || degerleri (=1.2)
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Ayni problemin ¢oziimii; Algoritma 3.2.1 ile 206 adimda, Algoritma 3.2.2 ile
386 adimda ve Algoritma 3.2.3 ile ise 193 adimda hesaplanmuistir.

Strateji 3.2.3 te, (3.10) esitsizligi ile elde edilen adim genislikleri lokal hata
ile kontrol edilerek, istenilen hata seviyesinde dnceki stratejilerde elde edilen adim

genisliklerinden daha biiyiik adim genislikleri hesaplanabilmektedir.

3.2.4. Strateji ve Algoritma

Bu kisimda; Strateji 3.2.2 ve Strateji 3.2.3 U kullanarak Strateji 3.2.4 1
verecegiz. Strateji 3.2.4 ile Strateji 3.2.3 deki adim genisliklerinden daha biiyiik
adim genisligi hesaplanmaktadir. Ayrica lokal hata istenilen hata seviyesine daha
yakin olugmaktadir. Niimerik integrasyonun i. adiminda Strateji 3.2.4 e gore adim

genisligi asagidaki sekilde segilir.
> L. ASAMA

ﬁl. ; Strateji 3.2.2 de onerilen (3.10) esitsizliginden hesaplanir.

> II. ASAMA
y>1 olacak sekilde bir reel say1 olsun. Strateji 3.2.3 de yapildigi gibi,
h =y h | k=23,..p
adim genisligi dizisini ele alalim. p sayisi,
|LE|[<S, ve ||LET|> 6,

sartimi saglayan bir dogal sayl, Y* =(I+h'A)Y_ , Z¥=e™Y_ olmak iizere

1

| LE"||=|| Y — ZF || hatalarim1 hesaplayalim.



35

> III. ASAMA
h = 71)_2}2 adim genisligi ile hesaplama yapildiginda || LE?™||<5, ve
h =y _li}i adim genisligi ile hesaplama yapildiginda | LE/ |>¢, olduguna gore,
(7", y?) araligindaki bir ¢ reel sayisi igin cl;l. adim genisligi ile hesaplama

yapildiginda olusan lokal hata 6, seviyesine daha yakin gergeklesir. Boyle bir ¢ reel

sayisini bulabilmek ig¢in,

| :
=yt e () L2

katsay1 dizisini ve
R = e by, j=1,2,.. .0
adim genisliklerini olusturalim. 7 sayisi,
|LEP"||>8, ve ||LE!"||<3,
sartin1 saglayan bir dogal sayisi olmak iizere
Y = (LB AL 2 = e LB I -2

degerlerini hesaplayalim.

> IV.ASAMA
Boylece i. adimda || LE”"||<06, olmasim saglayan adim genisligi;
e 0, kullanicinin belirledigi hata seviyesi

e a=ma|a;l, lrpjggg( sup |z,(7,))<f,

I<i,j<N = t; 1 <T;<t;

olmak iizere;

L 2 g1
aiA/N? ﬂi—l .

A ] : A
: . 0 p-l o -2 Lj=1
hl.=eprhi, e’ —]/p ,epj_a(}/p +e?’ ),hiﬁ

ile verilir. Sekil 3.4. Strateji 3.2.4 Ui gdsteren semadir.
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Sekil 3.4. i inci adimda adim genisliginin Strateji 3.2.4 e gore hesaplanmasi
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Uyan 3.3. Strateji 3.2.4 ten hesaplanacak adim genislikleri ile ele alinan Cauchy
probleminin niimerik integrasyonunda adim sayis1 azalmakla birlikte, adim
genisliginin kontrolii i¢in yapilan islem sayis1 artacagindan ¢oziimiin hesaplama
stiresi de artar. Problemin ¢oziimiinde hangi durum daha avantajli ise (problemin

yapisina gore) o strateji tercih edilmelidir.

Her bir adimda (3.13) deki sekilde adim genisligi hesap eden ve bu adim
genisliklerini kullanarak (3.3) Cauchy problemi i¢in niimerik ¢6ziim ile olusan lokal

hatalar1 hesaplayan Algoritma 3.2.4 {i verelim.

Algoritma 3.2.4. (3.13) deki sekilde adim genislikleri ile niimerik ¢6ziim hesaplayan algoritma
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Ornek 3.6. Ornek 3.4. ve Ornek 3.5. de verilen

x| (05 -2Yx x(0)) (1
) L2 0y ) x0) -1
Cauchy problemini ayni verilerle ele alalim. Yani;

D={(t,X):te[0,10],|x, —x, <5}, h" =107 , &,=10" ve y=1.2 olsun.

Problemin niimerik ¢6ziimii i¢cin Algoritma 3.2.4 kullanildiginda elde edilen adim
geniglikleri ve olusan lokal hatalarin bazi adimlar1 Tablo 3.6. da ve Grafik 3.5. de

verilmistir.

Tablo 3.6. Algoritma 3.2.4 ile elde edilen A, ve || LE, || degerleri (y =1.2)

[ h, ILE;|

l

0.1815367417 | 0.945212279352336400e-1
0.1750374597 | 0.974368109258717391e-1
0.1627245036 | 0.951661420000421837e-1

Bl W N -

0.1566951816 | 0.996991714287730896¢-1

184 | 0.2633035147e-1 | 0.885998860658100962¢-1
185 | 0.11706133¢-1 0.176706060296323956¢-1

Tablo 3.4.a.- 3.4.b.- 3.5.- 3.6. ve Grafik 3.3.a- 33b- 34.- 3.5.
incelendiginde; nlimerik integrasyon isleminde lokal hatanin istenilen hata seviyesine
yakin olacak sekilde gerceklesmesi i¢in en biiyiikk adim genisliklerinin Algoritma

3.2.4 ile elde edildigi goriilmektedir.
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Grafik 3.5. Algoritma 3.2.4 ile elde edilen A, ve || LE,|| degerleri (¥ =1.2)

3.2.5. Stratejilerin m inci Mertebeden Cauchy Problemlerine Uygulanmasi

[t,,T] arahgmda x(¢,) ,x'(¢,) ,..., x""(¢,) baslangig sartlaryla verilen

x" —a,  x" "~ -ax'-a,x=0,a eR(E=0,1,...,m-1) (3.14)
Cauchy problemini ele alalm. x=x, , x'=x, , ..., x” " =x_ alnirsa (3.14)
Cauchy problemi,
x| o 1 - 0 X x; (%) X1o
| {0 0 - 0 X x,(t0) | | X2
X, Ay @ = Ay )\ Xy x,, (o) Xmo

seklinde yazilabilir. Bu Cauchy problemi, C matrisi (3.14) denkleminin Companion

matrisi olmak tizere kisaca,



seklinde yazilabilir. Bu takdirde (3.3) Cauchy problemi i¢in verilen adim genisligi
stratejilerinin ve algoritmalarin timii (3.14) m. mertebeden Cauchy problemi i¢in de

rahatlikla kullanilabilir.

X'=CX , X(t,) =X,

Ornek 3.7. D ={(t,x):t €[0,5],] x — x, |< 5} bélgesi iizerinde

x"=x"+2x=0, x(0)=1, x'(0)=2

0 1 1
X'(t) = (_ ) JX(t) , X(0)= (2]

Cauchy problemi,

seklinde yazilabilir. (3.16) probleminin ¢O6ziimiinii mesela, Algortima 3.2.2 ile

hesaplayalim. 2" =107 ve &, =107" olsun. Elde edilen adim genislikleri ve lokal

hata degerleri Tablo 3.7. ve Grafik 3.6. da verilmistir.

Tablo 3.7. Algoritma 3.2.2 ile elde edilen A, ve || LE, || degerleri

h,

1

ILE, ||

0.3553435919e-1

0.255520075611192014e-2

0.3553435919e-1

0.264643518554205822¢-2

0.3554718578e-1

0.273944928167041153¢-2

Al W N -

0.3557334725e-1

0.283423858472207566¢-2

188

0.1745794177e-1

0.873206199579816372¢-2

189

0.3211990e-2

0.298731866088589842¢-3
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[ o n@ o JLEL]]

Grafik 3.6. Algoritma 3.2.2 ile elde edilen 4, ve || LE,|| degerleri

3.2.6. Degerlendirme

3.2. kisimda (3.3) Cauchy probleminin niimerik integrasyonunda adim
genigliginin se¢imi i¢in problemin lokal hatasi istenilen hata seviyesinden kiigiik
olacak sekilde dort strateji ve bu stratejilere uygun olarak elde edilen adim
genislikleri ile niimerik ¢oziim hesap eden dort algoritma verilmistir. Bu

algoritmalarin 6zelliklerini asagidaki tabloda 6zetleyelim.
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ALGORITMA 3.2.1

Birinci mertebeden Cauchy problemleri i¢in Celik Kizilkan (2004) 1n
verdigi hata analizi tabanli adim genisligi stratejisinin (3.3) lineer
sistemine genellestirilmesidir.

Her bir adimda lokal hata istenilen hata seviyesinden kiiciik kalacak
sekilde adim genislikleri hesaplanmaktadir.

Baz1 problemlerde, kayan nokta aritmetiginden kaynaklanan hesaplama
hatalar1 nedeniyle, lokal hata istenilen hata seviyesini gecebilmektedir.
Kullanicinin hata seviyesini esnek biraktigi durumlarda, Algoritma 3.2.1

tercih edilebilir.

ALGORITMA 3.2.2

Algoritma 3.2.1 den elde edilmistir.
Her bir adimda lokal hata, istenilen hata seviyesinden cok kiiciik
gerceklesmektedir.

Hesaplama isleminde adim sayisi, Algoritma 3.2.1 deki adim sayisindan

daha fazladir.

ALGORITMA 3.2.3

Algoritma 3.2.2 den elde edilmistir.

Her bir adimda lokal hata, istenilen hata seviyesinden kiigiik kalacak
sekilde adim genislikleri hesaplanmaktadir.

Her bir adimda lokal hata, istenilen hata seviyesine yakin
gergceklesmektedir.

Hesaplama isleminde adim sayisi, Algoritma 3.2.1 ve 3.2.2 deki adim

sayisindan daha azdir.

ALGORITMA 3.2.4

Algoritma 3.2.2 ve 3.2.3 den elde edilmistir.

Her bir adimda lokal hata, istenilen hata seviyesinden kiiciik kalacak
sekilde adim genislikleri hesaplanmaktadir.

Her bir adimda lokal hata, istenilen hata seviyesine daha yakin
gerceklesmektedir.

Hesaplama isleminde adim sayisi, Algoritma 3.2.1, 3.2.2 ve 3.2.3 deki

adim sayilarindan daha azdir.
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Bu kisimda Ornek 3.4. — 3.6. da ele alinan

x) (05 —2)x x(0)) (1
) L2 0y ) x0)) -1
Cauchy problemi i¢in elde edilen sonuglar1 Tablo 3.7. de gosterelim. Tablo 3.7. de

kullanilan ~ semboller 4 =min{h}, h=max{h} ve A=max{d,~|LE, ||}

seklindedir. Elde edilen adim genislikleri ve olusan lokal hatalar sirasiyla Grafik 3.6.
ve Grafik 3.7. de gosterilmistir. CPU, Maple 12 yazilimi ve Intel Core Duo T2400
@ 1.83GHz islemci hizinda hesaplanmuistir.

Tablo 3.7. Ornek 3.4. — 3.6. dan elde edilen sonuclar

Algoritma 3.2.1 | Algoritma 3.2.2 | Algoritma 3.2.3 | Algoritma 3.2.4
i 206 386 193 185
h 0.02726122033 | 0.01571817100 | 0.02426248719 | 0.02633035147
h 0.08058662244 | 0.03838149463 | 0.1650334016 0.1815367417
A 0.08153505814 | 0.09585292883 | 0.02938907637 | 0.01586486817
CPU 1.07 s 237s 6.34s 11.96's

32.m (m=1,2,3,4), algoritma numarast olmak iizere Algoritma 3.2.m

ile elde edilen adim sayisin1 /™ | elde edilen en biiyiik adim genisligini 7" ve islem

zamam CPU™ ile gosterelim. Tablo 3.7. de,

iken,

Ve

cpu < cpu? < cpu® < cpu®

—@ _ —m
h <h

< Z(3)< h

— @4

@0 s @

oldugu goriilmektedir. Bu durum algoritmalarin yapisina uygundur. Buna gore;

kullanicinin 6nceliklerine gore her bir algoritma tercih edilebilir.
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Grafik 3.6. Ornek 3.4. — 3.6. da elde edilen A[i] degerleri

50 100 150 200 250 300 350
i

Grafik 3.7. Ornek 3.4. — 3.6. da olusan || LE[i] || degerleri
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Ayrica; Strateji 3.2.1 de ||4|| normu kullanilmakta oldugundan kullanilan
normlara gore ve normlar arasindaki esitsizlikler kullanilarak da adim genislikleri
elde edilebilir. Bu durumda dogal olarak farkli normlar icin farkli sayida adim
geniglikleri elde edilebilir. Biz bu c¢alismada normlar arasindaki farkliliklardan
kaynaklanan durumlar ayri strateji veya ayri algoritma olarak degerlendirmeyecegiz.

Mevcut strateji ve algoritmalar farkli normlar i¢in de kolaylikla uygulanabilir.

3.2.7. Ek 1: Algoritmalar I¢in Yazilan Prosediirler

Prosediirler Maple 12 programinda yazilmistir. Algoritmalarda kullanilan

baz1 sembollerin prosediirlerdeki karsilig1 asagida verilmistir.

o, ¢ dl

h hstar

B 2 clK]

y :  phlk]

tk—l + hk . hSum

Matrisin dim

boyutu !

14| : a(Algoritma 3.2.1 de)

max {| a; |} : a(Algoritma 3.2.2,3.2.3. ve 3.2.4 te)

I<i, j<N
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sssls:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b::Vector,dl,t0,T, hstar)

global a,c,phh, k,hSum,Y,t,Z,LE;

local subl, sub2, v1, v2;

subl:=proc()

c[k-1]:=max(b+abs(Y[k-1]));

phlk]:=evalf((1/a)*sqrt(2*dl/ c[k-1]));
hSum:=evalf(t[k-1]+ph[k]);

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=ph[k]; else h[k]:=0;
end if:

elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if:
t[k]:=t[k-1]+h[k];
Y[k]:=Y[k-1]+h[k]*MatrixVectorMultiply(A,Y[k-1]);
Z[k]:=MatrixVectorMultiply (MatrixExponential(A*h[k]),Y[k-1]);
LE[k]:=VectorNorm(VectorAdd(Y[k],-Z[k]),Euclidean);
vl:={seq([n,h[n]] n=1.k)};

v2:={seq([n,LE[n]] n=1..k)}; print(kt[k]h[k],LE[k]);

if t[k]=T or h[k]=0 then sub2(); else k:=k+1; subl(); end if:

end proc:

sub2:=proc() multiple(plot,[v1],[v2]); end proc:

Y[0]:=X0; Z[0]:=X0; t[0]:=t0; a:=Norm(A,Euclidean);k:=1; subl();
end proc:

Prosediir 3.1. Algoritma 3.2.1 igin prosediir

sssls:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b::Vector,dl,t0,T,hstar)

global a,c,ph,h,dim,k,hSum,Y,t,Z,LE;

local subl, sub2, v1, v2;

subl:=proc()

c[k-1]:=max(b+abs(Y[k-1]));
phlk]:=evalf((1/(a*dim”(5/4)))*sqrt(2*dl/ c[k-1]));
hSum:=evalf(t[k-1]+ph[k]);

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=ph[k]; else h[k]:=0;
end if:

elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if:
t[k]:=t[k-1]+h[k];

Y[k]:=Y[k-1]+h[k]*MatrixVectorMultiply (A,Y[k-1]);
Z[k]:=MatrixVectorMultiply(MatrixExponential(A*h[k]),Y[k-1]);
LE[k]:=VectorNorm(VectorAdd(Y[k],-Z[k]),Euclidean);
vl:={seq([n,h[n]] n=1..k)}; v2:={seq([n,LE[n]],n=1..k)};
print(k,t[k],h[k],LE[K]);

if t[k]=T or h[k]=0 then sub2(); else k:=k+1; subl1(); end if:

end proc:

sub2:=proc() multiple(plot,[v1],[v2]); end proc:
dim:=RowDimension(A); Y[0]:=X0; Z[0]:=XO0; t[0]:=t0; a:=max(abs(A));
k:=1; subl();

end proc:

Prosediir 3.2. Algoritma 3.2.2 i¢in prosediir
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sssls:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b::Vector,dl,t0,T,gamma, hstar)
global a,c,ph,h,h1,h2,dim,khSum,Y,Y1,t,Z,71,LE,LEL;

local subl, sub2, sub3, sub4, sub5,v1, v2, v3, v4;

subl:=proc()

c[k-1]:=max(b+abs(Y[k-1]));

phlk]:=evalf((1/ (a*dim”(5/4)))*sqrt(2*dl/c[k-1])); hl[k]:=ph[k]; sub2();
end proc:

sub2:=proc()

Y1[k]:=Y[k-1]+h1[k]*MatrixVectorMultiply (A, Y[k-1]);
Z1[k]:=MatrixVectorMultiply(MatrixExponential (A*h1[k]),Y[k-1]);
LE1[k]:=VectorNorm(VectorAdd(Y1[k],-Z1[k]),Euclidean);

if LE1[k]<dl then i:=i+1; h1[k]:=((gamma)”(i-1))*ph[k]; sub2();

else h2[k]:=((gamma)”(i-2))*ph[k]; sub3(); end if:

end proc:

sub3:=proc() hSum:=evalf(t[k-1]+h2[k]);

if (hSum<=T) then

if (h2[k]>hstar) then h[k]:=h2[k]; sub4(); else h[k]:=0; sub5(); end if:
elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; sub4(); else h[k]:=0; sub5(); end if:
end proc:

sub4:=proc()

tlk]:=t[k-1]+h[k]; Y[k]:=Y[k-1]+h[k]*MatrixVectorMultiply(A,Y[k-1]);
Z[k]:=MatrixVectorMultiply(MatrixExponential(A*h[k]),Y[k-1]);
LE[k]:=VectorNorm(VectorAdd(Y[k],-Z[k]),Euclidean);

if t[k]=T then sub5(); end if:

vl:={seq([n,h[n]],n=1..k)}; v2:={seq([n,LE[n]] n=1..k)};
print(k,t[k],h[k],LE[k]); k:=k+1;i:=1; subl();

end proc:

subb:=proc() multiple(plot,[v1],[v2]); end proc:
dim:=RowDimension(A); Y[0]:=X0; Z[0]:=XO0; t[0]:=t0; a:=max(abs(A));
k:=1; i:=1; sub1();

end proc:

Prosediir 3.3. Algoritma 3.2.3 i¢in prosediir
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sssls:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b::Vector,dl,t0,T,hstar,gamma)
global a,c,ph,h,h1,h2,dim khSum,Y,Y1,Y2,t,7,71,72,LE,LE1,LE2 i e;
local subl, sub2, sub3, sub4,sub5,sub6, v1, v2, v3, v4;

subl:=proc() c[k-1]:=max(b+abs(Y[k-1]));

phlk]:=evalf((1/ (a*dim”(5/4)))*sqrt(2*dl/ c[k-1]));

h1[k]:=ph[k]; sub2(); end proc:

sub2:=proc() Y1[k]:=Y[k-1]+h1[k]*MatrixVectorMultiply(A,Y[k-1]);
Z1[k]:=MatrixVectorMultiply(MatrixExponential (A*h1[k]),Y[k-1]);
LE1[k]:=VectorNorm(VectorAdd(Y1[k],-Z1[k]),Euclidean);

if LE1[k]<dl then i:=i+1; h1[k]:=(gamma)”(i-1)*ph[k]; sub2();

else sub3(); end if:

end proc:

sub3:=proc()

e[0]:=(gamma)”(i-1); e[j]:=((gamma)”(i-2)+e[j-1])/2; h2[k]:=e[j]*ph[k];
Y2[k]:=Y[k-1]+h2[k]*MatrixVectorMultiply (A, Y[k-1]);
Z2[k]:=MatrixVectorMultiply(MatrixExponential(A*h2[k]),Y[k-1]);
LE2[k]:=VectorNorm(VectorAdd(Y2[k],-Z2[k]),Euclidean);

if LE2[k]>0.1 then j:=j+1; sub3(); else h[k]:=h2[k]; sub4(); end if:
end proc:

sub4:=proc() hSum:=evalf(t[k-1]+h2[k]);

if (hSum<=T) then if (h2[k]>hstar) then h[k]:=h2[k]; sub5();

else h[k]:=0; sub6();end if: end if:

if h\Sum>T then if (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; sub5();

else h[k]:=0; sub6(); end if: end if:

end proc:

sub5:=proc() t[k]:=t[k-1]+h[k];
Y[k]:=Y[k-1]+h[k][*MatrixVectorMultiply(A,Y[k-1]);
Z[k]:=MatrixVectorMultiply (MatrixExponential(A*h[k]),Y[k-1]);
LE[k]:=VectorNorm(VectorAdd(Y[k],-Z[k]),Euclidean);

if t[k]=T then sub6(); end if:

v1l:={seq([n,h[n]],n=1..k)}; v2:={seq([n,LE[n]],n=1..k)}; print(k,t[k]h[k],LE[K]);

k:=k+1;i:=1;j:=1; subl(); end proc:

sub6:=proc() multiple(plot,[v1],[v2]); end proc:
dim:=RowDimension(A); Y[0]:=X0; Z[0]:=XO0; t[0]:=t0; a:=max(abs(A));
k:=1; i:=1; j:=1;5ubl();

end proc:

Prosediir 3.4. Algoritma 3.2.4 i¢in prosediir
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33. F(t, X)=AX+ ¢(t, X) Durumunda Adim Genisligi Stratejileri ve

Algoritmalar

A=(a;)eR™, X eR" ve peC"([t,,T]x R")olmak iizere
X'()=4XO)+o,X), X(1,)=X, (3.17)

Cauchy problemini

D={(tX):telt,,T],|x; —x; |<b;}

bolgesi lizerinde ele alalim. Bu kisimda; (3.3) lineer Cauchy problemi igin 3.2.
kisimda verilen stratejilerden yola ¢ikarak (3.17) Cauchy problemi icin adim
genigligi stratejileri elde edecegiz.

(3.17) Cauchy probleminin lokal hatasi ile ilgili olarak asagidaki teoremi

verelim.

Teorem 3.3. (3.17) probleminin lokal hatasi igin;
1 :
I LE; [|< Ehf{ll AP N Z@ DI+ AN ez, ZE D T+ L'z, ZE DI (3.18)

esitsizligi dogrudur. Burada 7, ; degerinde; i, 7,; sayisimn bulundugu araligi ve j

i,j

ise Z(¢) vektoriiniin j. bilesenini gostermektedir.

Ispat. (3.17) Cauchy problemine lokal hata analizi uygulanirsa,

LE,=Y,~Z(1,)

1 14
=Y +h[AY,  + o 1-Z@ ) - h[AZ@, ) +e(t, Z(1,)] - Ehlgz (T,‘,_/)
1 " 1 "
=Y +h[AY_ +¢ ]1-Y - h[AY  + ¢i—l]_5hizz (Ti,_/) = _Ehizz (Ti,_/)

1 :
:_EhiZ[AZZ(Ti,j)+A¢(Ti,j7Z(Ti,j))+§0 (Ti,jaZ(Ti,j))]

1 '
LEi:_Ehiz[Azz(Ti,j)+A¢(T',jﬂz(ri,j))+¢ (Ti,j9Z(Ti,j))]JTi,_j € [tifbti) (3.19)

l
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elde edilir. Lokal hatanin iist sinirin1 bulmak i¢in (3.19) dan norm alinirsa;

1 '
I LE; IIZEh,-2 | 4°Z(z, )+ Ap(r, . Z(z, )+ ¢'(7, . Z(r, D |l 7, €l8051,)

1 :
= Eh,-z{ll AZ(@ )+ e, Zz, N+ @'z, . Z(z ) I}

1 :
IILEfIISEhf{II AP NZ@ DI+ AN ez, ZE@E D+ ' Z(E, ) 1

esitsizligi elde edilir. []
3.3.1. Strateji ve Algoritma

Teorik olarak; lokal hata &,- hata seviyesinden kiigiik olacak sekilde

nlimerik integrasyonun i. adiminda adim genisligi;

max( sup [z;(z;;)[)< By, max( sup |@,(z;;.2(7; ) ) <7

I<j<N <j<
J ST <t 1,451, ;<t;

0,
maX( sup | 7;(71‘,]' :Z(Ti,j )) | ) < é/i—l

ISJEN <o, i<,

olmak iizere (3.18) esitsizliginden,

26, 1/2
1A Bt 1Al Yoo+

h, <( (3.20)

ile hesaplanir.

Sonug 3.2. (3.17) Cauchy probleminde ¢(#,X)=0 olmas:t durumunda y, , =¢, ;=0
oldugundan (3.20) esitsizligi ile verilen adim genisligi stratejisinin (3.6) esitsizligine

dontistiigl agiktir.

Sekil 3.5. de Strateji 3.3.1 verilmistir.
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!

Sekil 3.5. i. adimda adim genisliginin Strateji 3.3.1 e gore hesaplanmasi

(3.20) esitsizligine uygun adim genislikleri ile niimerik ¢6ziim hesaplayan

algoritmay1 verelim.

Algoritma 3.3.1. (3.20) deki adim genislikleri ile niimerik ¢dzlim hesaplayan algoritma
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Ornek 3.8. D={(t,x,):t €[0,1], | x, — x,,|<5} bolgesi iizerinde

Xf _ 1 0 X, + txlz ’ Xy (0) _ 1 (3 21)
X, 0 2)x, 0 x,(0) 1
Cauchy probleminin niimerik ¢dziimii #° =107 , §, =10"" alarak Algoritma 3.3.1

yardimiyla hesaplandiginda elde edilen adim genislikleri ile olusan lokal hatalar

Tablo 3.8. de ve Grafik 3.8. de goriilmektedir.

Tablo 3.8. Algoritma 3.3.1 ile elde edilen A, ve || LE, || degerleri

i h, | LE, |

1

0.2016194596e-1 | 0.407470943905615878e-1
0.1997175123e-1 | 0.395539052221946102¢-1
0.1977882650e-1 | 0.384095493282268636¢-1
0.1958332270e-1 | 0.373109372557251101e-1

Al W N -

76 | 0.7452259853e-2 | 0.753009559807405263¢-2
77 | 0.7358505219¢-2 | 0.740710603606112815e-2
78 | 0.23086070e-2 | 0.229389393527329672¢-2

Tablo 3.8. ve Grafik 3.8. de (3.20) deki sekilde adim genisligi ile niimerik
¢Oziim hesaplandiginda olusan lokal hatanin istenen hata seviyesinden kiigiik kaldigi

goriilmektedir.

Uyan 3.4. 3.2.1. kisminda; kayan noktali sayilarin kullaniminin, lokal hatasi
gergekte O, hata seviyesine ¢ok yakin olusan problemlerde ||LE, |>06, olacak
sekilde gerceklesmesine neden olabildigi belirtilmisti. (3.17) Cauchy probleminin
niimerik integrasyonu i¢in (3.20) esitsizliginden adim genislikleri sec¢ildiginde de

benzer durum karsimiza ¢ikmaktadir.
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[ - Wi = LE]]

0,040

0,035

0,030 -

0,025

0,020

0,015

0,010 -

0,005

Grafik 3.8. Algoritma 3.3.1 ile elde edilen 4, ve || LE, ||

Simdi asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 3.9. 7" =10"7,5, =107 degerleri ile D={(¢,x,):t €[0, 0.05], | x, — x,,| <5}

bolgesi lizerinde

X, 100 0 ) x 0 x,(0) 1
= + , | = (3.22)
X, 25 100 \ x, 2cost —3x; x,(0) 1
Cauchy probleminin niimerik ¢dziimii Algoritma 3.3.1 yardimiyla hesaplandiginda
elde edilen adim genislikleri ve olusan lokal hatalar Tablo 3.9. da 6zetlenmistir.
(3.22) Cauchy problemi i¢in (3.20) deki adim genislikleri kullanilarak ¢6ziim

hesaplandiginda 45. adimdan itibaren olusan lokal hatanin §, =10 hata seviyesini

gecmeye basladigr Tablo 3.9. da goriilmektedir. Son adimda ise adim genisligi
hgo =T —tgs oldugundan ||LE | <0, dir.
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Tablo 3.9. Algoritma 3.3.1 ile elde edilen A, ve || LE, || degerleri

i h, ILE,|

1

1 | 0.1084446335e-2 | 0.1048588864¢-1
2 | 0.1063240699¢-2 | 0.1112144855¢e-1
3 | 0.1040893214e-2 | 0.1169841882e-1

44 | 0.2735741110e-3 | 0. 9900823672e-1
45 | 0.2661246677e-3 0.1020425554

648 | 0.1113722222¢-4 0.2014700172
649 0.719034e-5 0.8423000715e-1

Kayan nokta aritmetiginin sebep oldugu etkilerden tamamen kurtulmak
miimkiin olmasa da; lineer denklem sistemlerinin niimerik integrasyonu i¢in adim
genisligi secerken lokal hatanin iist sinirin1 yeterince biiyliterek bu etkilerden
kacinmistik. (3.17) Cauchy probleminin niimerik ¢6ziimii i¢in de benzer sekilde yeni
bir strateji verebiliriz. Lokal hatanin (3.18) iist sinirindan daha biiyiik olan bir iist
sinir yardimiyla adim genislikleri hesaplanirsa; olusan lokal hatalar daha kiiciik

olacagindan, istenilen hata seviyesini gegmez.
3.3.2. Strateji ve Algoritma

Lokal hatanin iist siniri ile ilgili olan asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.4. (3.17) sisteminin lokal hatasi i¢in

a=max |a; |, max( sup |z,(r)])< /., max( sup |¢;(z,2(z,)) <7,

I<i,j<N <t <t; o ST <ty

do,
max( sup |—2 (7, z(z;))]) <0

ISGEN 1 <oier, dt

olmak tizere
1
| LE, || < ?/ﬁ RIN*a*B_ + Nay,_, +¢.] (3.23)

esitsizligi dogrudur.
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Ispat. (3.18) esitsizliginde

a=max [a,; |, max( sup [z,(z)])< /., max( sup [@;(z.2(z;)) ) <7

I<i,j<N <N 4 << SISN 4 <<

do.
max( sup | dtj (7, z(z,))]) <&,

IS/SN <o«

alinirsa,
| A|< Na, | Z|ISVNB., Il @l<VNy,.,, IIC;—?IIS IN¢,
olur. Buna gore;
| LE, || < %\/ﬁ RAIN*a’*B_ +Nay,_, +¢.,]

elde edilir. [

Buna gore; (3.17) Cauchy probleminin niimerik integrasyonunun i. adiminda

lokal hata 6, - hata seviyesinden kii¢iik olacak sekilde adim genisligi;

e a=max|aq,| , max( sup [z,(z, )D<B s
1<,/<N [ <T <t

o max(sup |g,(,2(5) )<y, . max(sup | f" R E

I<j<N o <T,<t SISN 4 <r,<t

olmak tlizere

20,
N’a* B +Nay,  +¢,,

h < N7V ( )2 (3.24)

esitsizliginden hesaplanir.

Uyan1 3.5. (3.2.4) esitsizligindeki adim genislikleri (3.20) esitsizligindeki adim
genisliklerinden daha kii¢iik oldugundan; ayn1 bolgede Algoritma 3.3.2 ile hesaplama
yapildiginda adim sayisi, Algoritma 3.3.1 deki adim sayisindan daha fazladir.
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i. adimda adim genisliginin Strateji 3.3.2 ye gore hesaplanmasi asagidaki

semada gosterilmistir.

az&%/'a"fl

max( sup |z,(z; ))< S,

=N s,

max( sup |, (7, ;,2(7; ;) [) < 7:y

1<j<N
g 1157 <t

do.
max( sup | i

SNy <, dt

(Ti,j’Z(Ti,j)) | ) = é,i—l

25L 1/2
N’a? B+Nay,_  +¢,,

h <NV

Sekil 3.6. i. adimda adim genisliginin Strateji 3.3.2 ye gore hesaplanmasi

(3.24) esitsizligine uygun adim geniglikleri ile nlimerik ¢6ziim hesaplayan

algoritmay1 verelim.
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Algoritma 3.3.2. (3.24) deki adim genislikleri ile niimerik ¢dzlim hesaplayan algoritma

Ornek 3.10. D={(t,x,):t[0 , 0.05], |x, —x,,|<5} bolgesi iizerinde (3.22) ile

0\ x
+ 2
100 A\ x, 2cost —3x;

0 J ('xl (0)

x,(0)

Cauchy probleminin niimerik ¢dziimiinii 4* =107 ve &, =107" alarak Algoritma

3.3.2 yardimiyla yeniden hesaplayalim. Elde edilen adim genislikleri ile olusan lokal
hatalar Tablo 3.10. ve Grafik 3.9. da goriilmektedir.

Tablo 3.10. Algoritma 3.3.2 ile elde edilen A, ve || LE,|| degerleri

hi

I LE; |

0.6026096827¢-3

0.3186671007e-2

0.5968708670e-3

0.3309187798e-2

0.5909294394e-3

0.3428175150e-2

i
1
2
3
4

0.5847906204¢e-3

0.3542497276e-2

1151

0.6173581407e-5

0.7007000505e-1

1152

0.6167964996¢-5

0.7008000505¢-1

1153

0.612070e-5

0.6922000499¢-1
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[ o h] o [LEL]]
0,07 1

0,06+
0,054
0,04+
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200 400 &00 200 1000

i

Grafik 3.9. Algoritma 3.3.2 ile elde edilen 4, ve || LE, || degerleri

Tablo 3.9. , Tablo 3.10 ve Grafik 3.9. incelendiginde; (3.22) Cauchy
probleminin niimerik ¢6ziimiinde olusan lokal hatanin istenilen hata seviyesini;
(3.20) esitsizliginden elde edilen adim genislikleri kullanildiginda gegerken (3.24)
esitsizliginden elde edilen adim genislikleri kullanildiginda  gegmedigi

goriilmektedir.

Not 3.2. Eger, (3.17) Cauchy probleminin niimerik ¢oziimiinde lokal hatanin ¢, hata
seviyesine daha yakin gergeklesmesi istenirse, kisim 3.2. de verilen Strateji 3.2.3 ve
Strateji 3.2.4 e benzer olarak adim genisligi stratejileri verilebilir. Bu ¢alismada, 3.2.

kisimdaki Strateji 3.2.3 ve 3.2.4 e benzer olan stratejiler verilmeyecektir.

Simdi, (3.3) lineer Cauchy problemi igin verilen Strateji 3.2.2 den

yararlanarak (3.17) Cauchy problemi icin yeni bir adim genisligi stratejisi verelim.
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3.3.3. Strateji ve Algoritma

Kisim 3.2.2. de (3.3) ile verilen
X'(t)=A4X(@), X(t)) = X,

lineer Cauchy probleminin niimerik integrasyonu i¢in, ¢, kullanicinin belirledigi

hata seviyesi ve 1rnax( sup |z,(z,;)]) < B, olmak tizere, adim genisliginin
<j<N ’

i Srw <t;

1 26,

A5

esitsizliginden secilmesi Onerilmisti. Eger;

hy <

1 26,5
(ﬁi_l :

h,
N

adim geniglikleri ile (3.17) Cauchy probleminin niimerik ¢6ziimii hesaplanirsa

integrasyonun 7 inci adiminda lokal hata i¢in,
1 -
| LE, | < VN BN+ Ny, +6,1=46,

olacak sekilde bir & reel sayis1 vardir. Buradan;

1 h
8= (=N ININ'G B+ Nay +,.1)

Ve

oldugundan adim genisligi

almursa, (3.17) Cauchy probleminin ¢6ziimii 6, hata seviyesinde hesaplanmis olur.
O halde, (3.17) Cauchy probleminin niimerik integrasyonunun i. adiminda lokal

hata o, - hata seviyesinden kiiciik olacak sekilde adim genisligi;
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= . (z. )= p.
* a=mafq;| , pl}agg(supIZ, @ )D<B >

o max( sup [@;(7;;,2(7; N <7y

1<j<N
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do,
° max( sup IW(TM,Z(T,-,;))DSQA >

1<j<N
J 1457, ;<t;

1 ~
& = g\/ﬁ hiz[NZQZﬂi-l +Nay, ,+¢,,]

L

olmak tizere

seklinde hesaplanir.

Strateji 3.3.3 iin semasi asagida verilmistir.
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Sekil 3.7 i. adimda adim genisliginin Strateji 3.3.3 e gore hesaplanmasi
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(3.17) Cauchy probleminin niimerik ¢oziimiini (3.25) esitligindeki adim

genislikleri ile hesaplayan algoritmay1 verelim.

Algoritma 3.3.3. (3.25) daki adim genislikleri ile niimerik ¢6ziim hesaplayan algoritma

Not 3.3. Algoritma 3.3.3 te hesaplanan y, , ve ¢, sayilari, Algoritma 3.3.2 de
hesaplanan y, , ve ¢, , sayilarma ya esittir ya da bu sayilardan daha kii¢iiktiir. Bu

sayilarin esit olmast durumunda Algoritma 3.3.2 de hesaplanan adim genislikleri ile
Algoritma 3.3.3 de hesaplanan adim genislikleri esittir. Kiigiik olmas1 durumunda ise
Algoritma 3.3.3 ten elde edilen adim genislikleri daha biiylik olur. Dolayisiyla

hesaplama islemi daha az adimda tamamlanur.
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Ornek 3.11. D={(t,X):t [0,1],| x, —x,, [< 5} bSlgesi iizerinde
x| _(-1 1Y x, . tx;) (x(0) _(1
X, 0 2)\x, 0 ) (x,(0) 1

probleminin ¢dziimii 4~ =10"" ve hata seviyesi 5, =107 i¢cin Algoritma 3.3.2 ve

(3.26)

Algoritma 3.3.3 ile hesaplandiginda elde edilen adim genislikleri Tablo 3.11.a. da ve
olusan lokal hatalar Tablo 3.11.b de 6zetlenmistir. Ayrica, Tablo 3.11.a. ve Tablo
3.11.b. de verilen degerlerin grafikleri Grafik 3.10.a ve Grafik 3.10.b. de verilmistir.

Tablo 3.11.a. Algoritma 3.3.2 ve Algoritma 3.3.3 ile elde edilen adim genislikleri

Tablo 3.11.b. Algoritma 3.3.2 ve Algoritma 3.3.3 ile elde edilen || LE| || degerleri

Algoritma 3.3.2 Algoritma 3.3.3
i h, i h,
1 | 0.1834986417e-1 | 1 | 0.3144182114e-1
2 | 0.1825099242¢-1 | 2 | 0.3028033082e-1
3 | 0.1815016296e-1 | 3 | 0.2922982207e-1
4 | 0.1804739919¢-1 | 4 | 0.2827079649¢-1

58 | 0.1116133861e-1

58 | 0.9676055086e-1

59 | 0.1103262530e-1

59 | 0.86677998e-2

71 | 0.9593767015e-2

72 | 0.39269291e-2

Algoritma 3.3.2

Algoritma 3.3.3

ILE, |

i ILE, |

0.854145975463057933¢-3

0.882367478862261914e-3

0.911950139731815117e-3

0.253434857681399595¢e-2
0.252988998091363896¢-2
0.253757504469621920e-2

Bl W N -
Bl W N -

0.942975142824566929¢-3 0.255583033530652674e-2

0.971581200149233132e-2
0.813582921141354533¢-2

58 0.726753766053366002¢-2 58
59 0.746855669929858118e-2 59

71 0.992722626996024940e-2
72 0.172257226914432869¢-2




Algoritma 332 ile Algoritma 333 ile
elde edilen hli] elde edilen hli]
0,030 =
0,025 4
0,020 - "]
i T,
] .
0,015 e
- .*. i
J e =
: .I...... =y
0010 - "
0,005 -
k, T T T T T T T T T T T T T T .
10 20 30 40 50 il 70

Grafik 3.10.a. Algoritma 3.3.2 ve Algoritma 3.3.3 den elde edilen adim genislikleri

Algortima 332 ile
elde edilen |[LE[]||

Algoritma 333 ile
elde edilen |[LE[]||

0,009

0,002

0,007

0,00a

0,005

0,004

0,003

0,002

0,001

Grafik 3.10.b. Algoritma 3.3.2 ve Algoritma 3.3.3 de olusan lokal hatalar

64
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Tablo 3.11.a., Tablo 3.11.b., Grafik 3.10.a. ve Grafik 3.10.b. de Algoritma

3.3.3 e gore yapilan hesaplamada iterasyon sayisinin daha az oldugu goriilmektedir.

3.3.4. Degerlendirme

3.3. kisimda, (3.17) Cauchy probleminin niimerik integrasyonunda adim
genisligi secimi i¢in, ¢ Strateji ve bu stratejilere uygun hesaplama yapan

algoritmalar verilmistir. Asagidaki tablo, verilen algoritmalar1 6zetlemektedir.

_ e (3.3) lineer sistemi i¢in verilen Algoritma 3.2.1 in (3.17) Cauchy
2: problemine genellestirilmesidir.

§ e Baz1 problemlerde, kayan nokta aritmetiginden kaynaklanan
E hesaplama hatalar1 nedeniyle, lokal hata istenilen hata seviyesini
8 gecebilmektedir. Kullanicinin  hata  seviyesini  esnek  biraktigi
j durumlarda Algoritma 3.3.1 kullanilabilir.

(\! e Algoritma 3.3.1 den elde edilmistir.

o e Her bir adimda lokal hata, istenilen hata seviyesinden kiiciik
<§C gergeklesmektedir.

% e Hesaplama isleminde adim sayisi, Algoritma 3.3.1 deki adim
8 sayisindan daha fazladir.

<

- e (3.3) lineer sistemi i¢in verilen adim genisligi stratejisi dikkate
2 alinarak elde edilmistir.

§ e Her bir adimda lokal hata, istenilen hata seviyesinden kiiciik
E gerceklesmektedir.

8 e Hesaplama isleminde adim sayisi, Algoritma 3.3.2 deki adim
j sayisindan daha az ya da esit sayidadir.
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3.3.5. Ek 2: Ornekler Icin Yazilan Prosediirler

Prosediirler Maple 12 programinda yazilmistir. Algoritmalarda kullanilan

bazi sembollerin prosediirlerdeki karsilig1 asagida verilmistir.

o, ¢ dl

h hstar

By : c[K]

Vi ¢ gamalk]

Sh :  zeta [K]

&, ¢ xi[K]

h, :  phlk]

h, phh[K]

t, +h :  hSum

I14]| : a(Prosediir 3.5. ve 3.6. da)

max {| a; |} : a(Prosediir 3.7.-3.8. ve 3.9. da)

I<i,j<N

AX +o(t,X)  :  FIK]
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sssls:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b::Vector,dl,t0,T,hstar)

global a, ¢, gama, zeta, ph, h, F, sbt, k, hSum, Y, t, Z, LE;

local subl, sub2, v1, v2;

subl:=proc() c[k-1]:=max(b+abs(Y[k-1])); gama[k-1]:=T*(c[k-1])"2;
zeta[k-1]:=((c[k-1])"2)*(1-2*T+2*(T"2)*c[k-1]);

phik]:=evalf(sqrt(2*dl/ ((a”2)*c[k-1]+a*gama[k-1]+zeta[k-1])));
hSum:=evalf(t[k-1]+ph[k]);

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=ph[k]; else h[k]:=0; end if:

elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if:

tlk]:=t[k-1]+h[k]; F[k-1]:=Vector([-Y[k-1][1]+t[k-1]*(Y[k-1][1])"2, 2*Y[k-1][2]]);
Y[k]:=Vector([Y[k-1][1]+h[k]*F[k-1][1], Y[k-1][2]+h[Kk]*F[k-1][2]]);
sbt[k]:=Vector([((1/Y[k-1][1])+t[k-1]-1)*exp(t[k-1]), Y[k-1][2]*exp(-2*t[k-1])]);
Z[k]:=Vector([1/ (1-t[k]+sbt[k][1]*exp(-t[Kk])), sbt[Kk][2]*exp(2*t[Kk])]);
LE[k]:=VectorNorm(VectorAdd(Y[k],-Z[k]),Euclidean);

vl:={seq([n,h[n]] n=1.k)}; v2:={seq([n,LE[n]],n=1..k)}; print(kh[k],LE[K]);
if t[k]=T or h[k]=0 then sub2(); else k:=k+1; sub1(); end if: end proc:
sub2:=proc() multiple(plot,[v1],[v2]); end proc

Y[0]:=X0; Z[0]:=XO0; t[0]:=t0; a:=Norm(A,Euclidean); k:=1; sub1();

end proc:

Prosediir 3.5 Ornek 3.8. i¢in prosediir
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sssls:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b::Vector,dl,t0,T,hstar)

global a, c1,c2,c,gama, zeta, ph, h, F1,F2, F,sbtl,sbt2, k, hSum, Y1,Y2,Y, t, Z1,72,Z, LE;

local subl, sub2, v1, v2;

subl:=proc() c1[k-1]:=5+abs(Y1[k-1]); c2[k-1]:=5+abs(Y2[k-1]); c[k-1]:=max(c1[k-1],c2[k-1]);

gamal[k-1]:=2*cos(t[k-1])+3*(c1[k-1]"3); zeta[k-1]:=2+90*(c1[k-1]"3);

phlk]:=evalf(sqrt((2*dl)/ ((a"2)*c[k-1]+a*gama[k-1]+zeta[k-1]))); hSum:=evalf(t[k-1]+ph[k]);

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=phl[k]; else h[k]:=0; end if:

elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if:

t[k]:=t[k-1]+h[k];

F1[k-1]:=100*Y1[k-1]; F2[k-1]:=25*Y1[k-1]+100*Y2[k-1]+2*cos(t[k-1])-3*(Y1[k-1]"3);

F[k-1]:=Vector([F1[k-1],F2[k-1]]);

Y1[k]:=Y1[k-1]+h[k]*F1[k-1]; Y2[k]:=Y2[k-1]+h[k]*F2[k-1]; Y[k]:=Vector([Y1[k],Y2[k]]);

sbt1[k]:=Y1[k-1]*exp(-100*t[k-1]);

sbt2[k]:=(Y2[k-1]-25*t[k-1]*Y1[k-1]+(200/10001)*cos(t[k-1])-
(2/10001)*sin(t[k-1])+(3/200)*(Y1[k-1]"3))*exp(-100*t[k-1]);

Z1[Kk]:=sbt1[k]*exp(100*t[k]);

Z2[k]:=sbt2[k]*exp(100*t[k])+25*t[k]*Z1[k]-(200/10001)*cos(t[k])+

(2/10001)*sin(t[k])-(3/200)*(Z1[k]"3);

Z[k]:=Vector([Z1]k],Z2[K]]); LE[k]:=evalf(VectorNorm(VectorAdd(Y[k],-Z[k]),Euclidean));

vl:={seq([n/h[n]],n=1..k)}; v2:={seq([n,LE[n]] n=1..k)}; print(kh[k],LE[k]);

if t[k]=T or h[k]=0 then sub2(); else k:=k+1; subl(); end if:

end proc:

sub2:=proc() multiple(plot,[v2]); end proc:

Y[0]:=X0;Y1[0]:=1; Y2[0]:=1;, Z1[0]:=1,;Z2[0]:=1; t[0]:=t0; a:=Norm(A,Euclidean); k:=1; subl();

end proc:

Prosediir 3.6. Ornek 3.9. icin prosediir
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sssls:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b::Vector,dl,t0,T,hstar,N)

global a, c1,c2,c,gama, zeta, ph, h, F1,F2, F,sbtl,sbt2, k, hSum, Y1,Y2,Y, t, Z1,72,Z, LE;

local subl, sub2, v1, v2;

subl:=proc()

c1[k-1]:=b[1]+abs(Y1[k-1]); c2[k-1]:=b[2]+abs(Y2[k-1]); c[k-1]:=max(c1[k-1],c2[k-1]);

gama[k-1]:=2*cos(t[k-1])+3*(c1[k-1]"3); zeta[k-1]:=2+90*(c1[k-1]"3);

phlk]:=evalf(N"(-1/4)*(sqrt((2*dl)/ (N*2)*(a”2)*c[k-1]+N*a*gamal[k-1]+zeta[k-1]))));

hSum:=evalf(t[k-1]+ph[k]);

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=phl[k]; else h[k]:=0; end if:

elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if:

t[k]:=t[k-1]+h[k];

F1[k-1]:=100*Y1[k-1]; F2[k-1]:=25*Y1[k-1]+100*Y2[k-1]+2*cos(t[k-1])-3*(Y1[k-1]"3);

F[k-1]:=Vector([F1[k-1],F2[k-1]]);

Y1[k]:=Y1[k-1]+h[k]*F1[k-1]; Y2[k]:=Y2[k-1]+h[k]*F2[k-1]; Y[k]:=Vector([Y1[k],Y2[K]]);

sbt1[k]:=Y1[k-1]*exp(-100*t[k-1]);

sbt2[k]:=(Y2[k-1]-25*t[k-1]*Y1[k-1]+(200/10001)*cos(t[k-1])-
(2/10001)*sin(t[k-1])+(3/200)*(Y1[k-1]"3))*exp(-100*t[k-1]);

Z1[k]:=sbt1[k]*exp(100*t[k]);

Z2[k]:=sbt2[k]*exp(100*t[k])+25*t[k]*Z1[k]-(200/10001)*cos(t[k])+

(2/10001)*sin(t[k])-(3/200)*(Z1[k]"3);

Z[k]:=Vector([Z1[k],Z2[K]]);

LE[k]:=evalf(VectorNorm(VectorAdd(Y[k],-Z[k]),Euclidean));

vl:={seq([n,h[n]],n=1..k)}; v2:={seq([n,LE[n]] n=1.k)}; print(kh[k],LE[K]);

if t[k]=T or h[k]=0 then sub2(); else k:=k+1; subl(); end if:

end proc:

sub2:=proc() multiple(plot,[v2]); end proc:

Y[0]:=X0;Y1[0]:=1; Y2[0]:=1; Z1[0]:=1,Z2[0]:=1; t[0]:=t0; a:=max(abs(A)); k:=1; subl();

end proc:

Prosediir 3.7. Ornek 3.10 i¢in prosediir
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sssls:=proc(A::Matrix,b::Vector,dl,t0,T hstar)

global a,c,c1,c2,gama, zeta, ph, h, F1,F2, k, hSum, Y1,Y2,Y, t, Z1,72,7Z, LE,sbt1,sbt2;
local subl, sub2, v1, v2;

subl:=proc()

c1[k-1]:=5+abs(Y1[k-1]); c2[k-1]:=5+abs(Y2[k-1]); c[k-1]:=max(c1[k-1],c2[k-1]);
gama[k-1]:=T*(c2[k-1]"2); zeta[k-1]:=(c2[k-1]"2)*(1+4*T);
phlk]:=evalf((2"(-1/4))*(sqrt((2*dl)/ (4*(a”2)*c[k-1]+2*a*gama[k-1]+zeta[k-1]))));
hSum:=evalf(t[k-1]+ph[k]);

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=ph[k]; else h[k]:=0; end if:

elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if:

t[k]:=t[k-1]+h[k];

F1[k-1]:=-Y1[k-1]+Y2[k-1]+t[k-1]*(Y2[k-1])"2; F2[k-1]:=2*Y2[k-1];
Y1[k]:=Y1[k-1]+h[k]*F1[k-1]; Y2[k]:=Y2[k-1]+h[k]*F2[k-1];
Y[k]:=Vector([Y1[k],Y2[K]]);

sbt2[k]:=Y2[k-1]*exp(-2*t[k-1]);
sbtl[k]:=(Y1[k-1]-((1/5)*t[k-1]-(1/25))*(Y2[k-1]"2)-(1/3)*Y2[k-1])*exp(t[k-1]);
Z2[k]:=sbt2[k]*exp(2*t[k]);
Z1[k]:=((1/5)*t[k]-(1/25))*(Z2[k]2)+(1/3)*Z2[k]+sbtl[k]*exp(-t[k]);
Z[k]:=Vector([Z1[k],Z2[K]]);
LE[k]:=VectorNorm(VectorAdd(Y[k],-Z[k]),Euclidean);
v1l:={seq([n,h[n]],n=1..k)}; v2:={seq([n,LE[n]],n=1..k)}; print(k,h[k],LE[K]);

if t[k]=T or h[k]=0 then sub2(); else k:=k+1; subl(); end if:

end proc:

sub2:=proc() multiple(plot, [v2]); end proc:

Y1[0]:=1; Y2[0]:=1;, Z1[0]:=1,;Z2[0]:=1; t[0]:=t0; a:=max(abs(A)); k:=1; subl();

end proc:

Prosediir 3.8. Ornek 3.11 i¢in Algoritma 3.3.2 ile yazilan prosediir
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sssls:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b::Vector,dl,t0,T,hstar)

global a,c,c1,c2,ph,phh,xi,gama, zeta,h,k,hSum,Y1,Y2,Y,F1,F2,t,721,72,7Z,LE,sbtl,sbt2;

local subl, sub2, v1, v2;

subl:=proc()

c1[k-1]:=5+abs(Y1[k-1]); c2[k-1]:=5+abs(Y2[k-1]); c[k-1]:=max(c1[k-1],c2[k-1]);

phhlk]:=evalf((1/ (a*(2™(5/4))))*sqrt(2*dl/ c[k-1]));

gama[k-1]:=(t[k-1]+phh[k])*(c2[k-1]"2); zeta[k-1]:=(c2[k-1]"2)*(1+4*(t[k-1]+phh[k]));

xi[k]:=(0.5*sqrt(2)*(phh[k]*2)*(4*(a"2)*c[k-1]+2*a*gama[k-1]+zeta[k-1])) /dL;

phlk]:=evalf(phh[k]/sqrt(xi[k])); hSum:=evalf(t[k-1]+ph[k]);

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=phl[k]; else h[k]:=0; end if:

elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if:

t[k]:=t[k-1]+h[k];

F1[k-1]:=-Y1[k-1]+Y2[k-1]+t[k-1]*(Y2[k-1])"2; F2[k-1]:=2*Y2[k-1];

Y1[k]:=Y1[k-1]+h[k]*F1[k-1];Y2[k]:=Y2[k-1]+h[k]*F2[k-1]; Y[k]:=Vector([Y1[k],Y2[K]]);

sbt2[k]:=Y2[k-1]*exp(-2*t[k-1]);

sbtl[k]:=(Y1[k-1]-((1/5)*t[k-1]-(1/25))*(Y2[k-1]"2)-(1/3)*Y2[k-1])*exp(t[k-1]);

Z2[k]:=sbt2[k]*exp(2*t[k]); Z1[k]:=((1/5)*t[k]-
(1/25))*(Z2[k]"2)+(1/3)*Z2[k]+sbt1[k]*exp(-t[k]);

Z[k]:=Vector([Z1[k],Z2[K]]); LE[k]:=VectorNorm(VectorAdd(Y[k],-Z[k]),Euclidean);

vl:={seq([n/h[n]],n=1..k)}; v2:={seq([n,LE[n]] n=1..k)}; print(k,t[k]h[k],LE[k]);

if t[k]=T or h[k]=0 then sub2(); else k:=k+1; subl(); end if:

end proc:

sub2:=proc() multiple(plot,[v2]); end proc:

Y[0]:=X0;Y1[0]:=1; Y2[0]:=1; Z1[0]:=1,Z2[0]:=1; t[0]:=t0;a:=max(abs(A)); k:=1; sub1();

end proc:

Prosediir 3.9. Ornek 3.11 i¢in Algoritma 3.3.3 ile yazilan prosediir
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