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ÖZET 

 

Bu tez çalışması iki ana amaca ulaşmıştır. Bunlardan biri, zayıf kompakt 

operatörlerin bir alt sınıfı olan L-zayıf kompakt ve M-zayıf kompakt 

operatörlerin kompaktlık özellikleri ile ilgili sonuçlar vermektir. Diğeri ise L-

zayıf kompakt ve M-zayıf kompakt operatörlerinin özdeş olmayan kapalı 

değişmez alt uzaya sahip olduğu bazı durumları araştırmaktır. Ayrıca elde 

edilen bu sonuçlar yardımıyla bazı pozitif operatörlerin de özdeş olmayan 

kapalı değişmez alt uzaya sahip olduğu gösterilmiştir. 
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Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte 
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~
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ℒ b (E,F)       E uzayından F uzayına tanımlı sıra sınırlı operatörler uzayı  

ℒ n (E,F)      E uzayından F uzayına tanımlı sıra sürekli operatörler uzayı 
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1. GİRİŞ  

 

Fonksiyonel analizde tam çözüme kavuşmayan ünlü problemlerden biri “ değişmez 

alt uzay problemidir ”. Değişmez Alt Uzay Problemi “Banach uzayı üzerinde tanımlı 

sınırlı operatör özdeş olmayan kapalı değişmez bir alt uzaya sahip midir? ” şeklinde 

ifade edilir. Şimdiye kadar operatörler veya Banach uzayları üzerine birtakım 

kısıtlayıcı şartlar getirilerek problemin bazı kısmi çözümleri yapılmıştır. Örneğin, bir 

özdeğere sahip olan operatörler ve ayrılabilir olmayan Banach uzayları üzerinde 

tanımlı tüm operatörler için kapalı değişmez alt uzayların her zaman bulunabileceği 

daha önceden bilinmektedir. Aronszajn, Smith ve Lomonosov sonsuz boyutlu gerçel 

veya kompleks Banach uzayları üzerinde tanımlı kompakt operatörlerin kapalı özdeş 

olmayan değişmez alt uzaya sahip olduklarını göstermiştir [Aronszajn, Smith 1954 ; 

Lomonosov, 1973]. Daha sonra ise V.I. Lomonosov bu sonucu kompakt 

operatörlerle değişmeli olan tüm operatörler için genişletmiştir [Lomonosov, 1973]. 

Bir Banach uzayı üzerinde tanımlanan tüm operatörlerin değişmez alt uzaya her 

zaman sahip olamayacağını önce P.Enflo, daha sonrada C.J. Read örneklerle 

göstermişlerdir [Enflo, 1987 ve  Read, 1985].  

 

Çalışmamızda ele aldığımız L-zayıf kompakt ve M-zayıf kompakt operatörler ilk 

defa P. Meyer-Nieberg tarafından tanımlanmış ve bazı özellikleri verilmiştir [Meyer, 

1974]. Daha sonraları Dodds-Fremlin L-zayıf ve M-zayıf kompakt operatörlerin 

birbirleriyle çakıştığı veya kompakt operatörlerle çakıştığı durumları göstermiştir 

[Dodds, 1979]. A.W. Wickstead ve Z.L. Chen bu operatörlerin modüllerinin var 

olduğu durumları ve bu operatörler yardımıyla Shur özelliğine sahip Banach 

uzaylarının karakterizasyonu ile ilgili sonuçlar elde etmiştir [Chen, 1999].  

 

Bu çalışmamızdaki hedefimiz zayıf kompakt operatörlerin bir alt sınıfı olan L-zayıf 

kompakt ve M-zayıf kompakt operatörlerin özdeş olmayan kapalı değişmez alt 

uzaylara sahip olduğu durumları incelemektir. 

 

İkinci bölüm Banach örgüleri, L-zayıf ve M-zayıf kompakt operatörler ve değişmez 

alt uzay problemi ile ilgili şimdiye kadar bilinen genel tanım ve önermelerden 
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oluşmaktadır.  

 

Üçüncü bölümde, bir kompakt operatör ile değişmeli olan bütün operatörlerin özdeş 

olmayan kapalı değişmez bir alt uzaya sahip olduğu bilindiği için, L-zayıf ve M-zayıf 

kompakt operatörlerinin veya bileşkelerinin kompakt olabildiği durumlar ile ilgili 

sonuçlar verildi. Ayrıca bu sonuçlar yardımıyla dual uzayı sıra sürekli norma sahip 

bir Banach örgüsünden AL-uzayına tanımlı pozitif operatörlerin kompakt olduğu 

sonucu elde edilmiştir.  

 

Dördüncü bölüm L-zayıf kompakt ve M-zayıf kompakt operatörler için özdeş 

olmayan kapalı değişmez bir alt uzayın bulunabileceği bazı durumlar ile ilgili 

sonuçları içerir. Ayrıca bazı koşullarda elde edilen ortak değişmez alt ideal 

yardımıyla L-zayıf kompakt ve M-zayıf kompakt operatörlerin üzerinde tanımlandığı 

Banach örgüsü üzerinde tanımlı regüler operatörlerin de özdeş olmayan kapalı 

değişmez alt ideallere sahip olduğu gösterildi.  

 

Beşinci bölümde ise çalışmalarımızda elde edilen sonuçların bir özetine ve konu ile 

ilgili önerilere yer verilmiştir. 
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2.  TEMEL KAVRAMLAR VE ÖNERMELER  

 

Bu bölümde çalışma boyunca kullanılacak temel tanımlar ve bazı önermeler 

verilmiştir.  

 

2.1. Pozitif Operatörlerin Sıralı Yapısı 

 

2.1. Tanım 

 

E gerçel vektör uzayı üzerinde “ ≤ ” bir sıralama bağıntısı olsun. Her x, y E∈  olmak 

üzere,   

 

a)  Her z∈E için x y≤   ⇒   x z y z+ ≤ +  

b)  Her 0 ≤ α∈IR için x y≤  ⇒  x yα ≤ α  

 

koşulları sağlanıyorsa, E uzayına  sıralı vektör uzayı  denir. 

 

E sıralı vektör uzayının x ≥ 0 özelliğini sağlayan x elemanına  pozitiftir  denir ve E ’ 

nin tüm pozitif elemanlarının kümesi E+  ile gösterilir. 

 

X ve Y gerçel vektör uzayları olmak üzere T : X Y→  lineer dönüşümüne operatör 

denir. X uzayından Y uzayı içine tanımlı tüm operatörlerin kümesi ℒ(X,Y) ile 

gösterilir.   Her x X+∈  için Tx Y+∈  sağlanıyorsa T : X Y→  operatörüne  pozitif 

operatör  denir ve Tx 0≥  ( veya 0 T≤ ) ile gösterilir. T : X Y→  operatörü pozitif 

ise, x y≤  olacak biçimdeki her x, y X∈  için Tx Ty≤  sağlanır.  

 

2.2. Tanım  

 

E sıralı vektör uzayı olmak üzere her x, y E∈  için { }x y : sup  x,y E∨ = ∈  ve 

{ }x y : inf  x,y E∧ = ∈  ise E uzayına  Riesz uzayı  denir. E Riesz uzayı ve G ⊂ E alt 
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vektör uzayı olmak üzere x, y G∈  iken x y G∨ ∈  ise G ’ye  Riesz alt uzayı  denir. 

Riesz uzaylarının tipik örneği bir X kümesi üzerinde tanımlı gerçel değerli 

fonksiyonların oluşturduğu gerçel vektör uzayıdır. Bu uzayı E ile gösterirsek her bir 

f ,g E∈  ve x X∈  için, 

           

{ }h (x) : maks f(x),g(x)=      ve     { }t  (x): min f(x),g(x)=  

 

şeklinde tanımlı fonksiyonlar f ve g elemanlarının sırasıyla supremumu ve 

infumumudur ve E uzayına aittirler. Buna göre E gerçel vektör uzayı noktasal 

sıralamaya göre bir Riesz uzayı olur ( f g≥   ⇔   ( ) ( )f x g x ,  x X≥ ∀ ∈  ). 

 

2.1. Örnek     

 

Aşağıdaki fonksiyon uzayları noktasal sıralamaya göre, yani “ f g≥  ⇔ ( ) ( )f x g x≥ , 

x X∀ ∈ ” ,  birer Riesz uzaylarıdır. 

  

a) XR ,  X üzerindeki gerçel değerli fonksiyonların uzayı. 

b) C(X),  X topolojik uzayı üzerindeki gerçel değerli sürekli fonksiyonların uzayı. 

c) bC (X) , X topolojik uzayı üzerindeki sınırlı gerçel değerli sürekli fonksiyonların 

uzayı. 

d) pL (μ)  (0<p<∞), (X, , )Σ μ  ölçüm uzayı olmak üzere, gerçel değerli μ -ölçülebilir 

ve p

X

f  dμ<∞∫  koşulunu sağlayan fonksiyonların uzayı. 

e) L (μ)∞ , (X,Σ,μ)  ölçüm uzayı olmak üzere, gerçel değerli μ -ölçülebilir ve 

hemen hemen her yerde sınırlı fonksiyonların uzayı.     

 

Aşağıdaki dizi uzayları ise “( ) ( )n n n nx y     n  için  x y`≤ ⇔ ∀ ∈ ≤ ” kon 

sıralamasına göre birer Riesz uzaylarıdır. 
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f) (X)∞A , X kümesi üzerindeki tüm sınırlı dizilerin uzayı. 

g) pA  ( 1 ≤ p < ∞ ), n
1

x p

n

∞

=

< ∞∑  şartını sağlayan gerçel dizilerin uzayı. 

 

2.3. Tanım 

 

E bir Riesz uzayı olmak üzere, her x E∈  için x : x 0= ∨+  elemanına x ’in  pozitif 

kısmı,  x : x 0=− ∨−  elemanına  x ’in  negatif kısmı  ve x : x ( x)= ∨ −  elemanına      

x ’in  modülü  denir.  

 

2.1. Teorem  

 

E bir Riesz uzayı olmak üzere, her x, y E∈  için aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

 

a) x x x= −+ −  

b)  x x x= ++ −  

c)   x x 0∧ =+ −  

d) ( )x x y x y= − + ∧+  

[Aliprantis, 1985, Teorem 1.3]. 

 

2.4. Tanım 

 

E bir Riesz uzayı olmak üzere, her x, y E∈  için x y 0∧ =  ise x ve y elemanları 

birbirine  diktir  denir ve x  y⊥  ile gösterilir. E uzayının bir alt kümesi A ise, 

{ }dA : x E  :  x y  ,  y A= ∈ ⊥ ∀ ∈  kümesine A ’nın  dik tümleyeni  denir. Bu tanıma 

göre ikişerli olarak birbirine dik elemanlardan oluşan diziye  dik dizi  denir ( n m≠  

iken n mx   x⊥  ise ( )nx E⊂ dik dizidir ). 
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2.5. Tanım 

 

E Riesz uzayında, I indeks kümesi için ( )αx  bir ağ olsun. Her , Iα β∈  için α γx x≤  

ve β γx x≤  koşullarını sağlayan bir Iγ∈  varsa ( )αx  ağı  yukarı yönlendirilmiştir  

denir ve ( )αx ↑  şeklinde gösterilir. ( )αx ↑  ve { }αsup x x=  ise ( )αx x↑  ile gösterilir. 

Benzer şekilde her , Iα β∈  için α γx x≥  ve β γx x≥  koşullarını sağlayan bir Iγ∈  

varsa ( )αx  ağı  aşağı yönlendirilmiştir  denir ve ( )αx ↓  şeklinde gösterilir. ( )αx ↓  ve 

{ }αinf x x=  ise ( )αx x↓  ile gösterilir. 

 

2.6. Tanım 

 

E bir Riesz uzayı ve boştan farklı bir alt kümesi A olsun. y A∈  olmak üzere x y≤  

iken x A∈  oluyorsa A kümesine  katı ( solid )  denir. A kümesini kapsayan en küçük 

katı kümeye A kümesinin katı zarfı denir. A kümesinin katı zarfı 

( ) { }sol A x E : y A  için  x y= ∈ ∃ ∈ ≤  olur.  

 

2.7. Tanım  

 

E Riesz uzayının katı alt vektör uzaylarına  ideal  adı verilir. E Riesz uzayının boştan 

farklı bir A alt kümesini kapsayan en küçük ideale  A kümesinin doğurduğu ideal 

denir. A kümesinin doğurduğu ideal, 

 

              
n

1 2 n 1 2 n k k
k 1

 y E : λ ,λ ,...,λ  ve x ,x ,... ,x A  için  y λ . x\+
=

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪∈ ∃ ∈ ∃ ∈ ≤⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑                

 

olur. Bir x E∈  elemanının ürettiği ideale  esas ideal  denir ve x E∈  elemanının 

ürettiği esas ideal { }xI  y E : λ   ,   y λ. x  += ∈ ∃ ∈ ≤\  olur. 
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2.8. Tanım 

 

E bir Riesz uzayı olmak üzere, x y ≤  koşulunu sağlayan x, y E∈  elemanları ile 

tanımlanan { }[x, y] : z E  :  x z y = ∈ ≤ ≤  kümesine sıralı aralık denir. E uzayının bir 

A alt kümesi bir sıralı aralık tarafından kapsanıyorsa, A kümesine  sıra sınırlı küme  

denir. 

 

2.9. Tanım 

 

E Riesz uzayının her sıra sınırlı kümesinin E içinde bir supremumu ve infimumu 

varsa E uzayına Dedekind tam uzay  denir. Benzer olarak, sıra sınırlı sayılabilir her 

kümenin E içinde bir supremumu ve infimumu varsa E uzayına  σ -Dedekind tam 

uzay  denir. 

 

2.10. Tanım 

 

E ve F Riesz uzayları olmak üzere, T : E F→ operatörü E uzayının her sıra sınırlı 

kümesini F uzayının sıra sınırlı kümelerine resmediyorsa, T operatörüne  sıra sınırlı 

operatör denir. E uzayından F uzayı içine tüm sıra sınırlı operatörlerin kümesi 

ℒ b (E,F) ile gösterilir.  

 

T,S∈ℒ ( )b E, F  için “ T ≤ S :⇔ S T 0− ≥ ” sıralamasına göre ℒ ( )b E, F  sıralı vektör 

uzayıdır. Fakat  ℒ ( )b E, F  her zaman Riesz uzayı olmak zorunda değildir. Eğer F 

Banach örgüsü Dedekind tam ise ℒ ( )b E, F  Dedekind tam Riesz uzayıdır [Aliprantis, 

1985, Teorem 1.13]. Ayrıca her pozitif operatör sıra sınırlı operatördür. 

 

Eğer F \=  ise E Riesz uzayı üzerinde tanımlı gerçel değerli sıra sınırlı 

operatörlerin ℒ ( )b E,\  uzayına E Riesz uzayının  sıra duali  denir ve E∼  şeklinde 

gösterilir. E Riesz uzayının ( )αx 0↓  olacak biçimdeki her ( )αx  ağı için, 
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{ }αinf Tx 0=  koşulunu sağlayan T ∈ℒ ( )b E, F  operatörüne sıra sürekli operatör 

denir. E uzayından F uzayı içine tüm sıra sınırlı operatörlerin kümesi ℒ ( )n E, F  ile 

gösterilir. Eğer F \=  ise E üzerinde tanımlı gerçel değerli bütün sıra sürekli 

operatörlerin  ℒ ( )n E, F  uzayı nE∼  şeklinde gösterilir.  

 

2.11. Tanım 

 

E ve F Riesz uzayları olsun. T ∈ℒ( )E, F  operatörü R,S : E F→  pozitif operatörler 

olmak üzere, T R S= −  şeklinde yazılabiliyorsa, T operatörüne  regüler operatör  

denir. E uzayından F uzayına tanımlı tüm regüler operatörler sınıfı ℒ ( )r E, F  şeklinde 

gösterilir ve  ℒ ( )r E,F ⊆ ℒ ( )b E, F ⊆ ℒ( )E, F   kapsamaları sağlanır.   

 

2.2. Banach Örgüleri  

 

2.12. Tanım 

 

E Riesz uzayı olmak üzere, x y  ≤ olacak biçimdeki her x, y E∈  için x y≤   

sağlanıyorsa, E üzerinde tanımlanan  .  normuna  örgü normu  denir. E üzerinde 

tanımlanan norm örgü normu ise ( )E,  .   uzayına  normlu Riesz uzayı  denir. Eğer, 

E normlu Riesz uzayı bu örgü normuna göre tam ise, E uzayına  Banach örgüsü  

denir.  

 

E normlu Riesz uzayı üzerinde tanımlı gerçel değerli sürekli operatörlerin vektör 

uzayı E′  ile gösterilir ve E′ , E∼  içinde idealdir. Eğer, E bir Banach örgüsü ise 

E E′=∼  sağlanır [Aliprantis, 1985, Sonuç 12.5]. 
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2.13. Tanım 

 

E bir Banach örgüsü olmak üzere, x y 0∧ =  olacak biçimdeki her x, y E+∈  için 

{ }x y maks x  , y∨ =  sağlanıyorsa, E üzerinde tanımlı norma M-norm; E 

uzayına da  AM-uzay  denir. 

 

E Banach örgüsü olmak üzere, x y 0∧ =  olacak biçimdeki her x, y E+∈  için  

x y x y+ = +  sağlanıyorsa, E üzerinde tanımlı norma  L-norm;  E uzayına da  

AL-uzay  denir. 

 

Örnek olarak, 0c ,c  ve  A∞  dizi uzayları AM-uzayları, 1A  ve [ ]1L 0,1  uzayları AL-

uzaylarıdır. 

 

2.2. Teorem 

 

E  Banach örgüsünün AM-uzay (AL-uzay) olması için gerekli ve yeterli koşul E′  

dual uzayının AL-uzay (AM-uzay) olmasıdır [Aliprantis, 1985, Teorem 12.22].  

 

2.14. Tanım 

 

Bir Riesz uzayı üzerinde  .  örgü normu tanımlansın. αx 0↓  olacak şekildeki her 

{ }αx  ağı için αx 0↓  sağlanıyorsa,  .  normuna  sıra sürekli norm  denir. Bu 

koşulu sağlayan normlu Riesz uzayına da sıra sürekli norma sahip normlu Riesz uzay 

denir. 

 

Örnek olarak 1 p≤ <∞  olmak üzere, ( )pL μ  fonksiyon uzayları sıra sürekli norma 

sahip Banach örgüleridir. C[0,1], ( )L μ∞  ve ∞A  uzayları ise sıra sürekli norma sahip 

olmayan Banach örgüleridir. 
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2.3. Teorem 

 

E bir Banach örgüsü olmak üzere, aşağıdaki önermeler denktir: 

   

a) E uzayı sıra sürekli norma sahiptir. 

b) n0 x x≤ ≤  koşulunu sağlayan ( )nx  monoton dizisi norm Cauchy dizisidir. 

c) E uzayı Dedekind tamdır ve nx 0↓  koşulunu sağlayan her ( )nx  dizisi için, 

nn
lim x 0
→∞

=  sağlanır. 

d) Sıra sınırlı her dik dizi sıfıra norm yakınsaktır. 

e) E uzayı E′′  içinde bir idealdir. 

f) E uzayının her sıra aralığı zayıf kompakttır. 

 

Ayrıca E sıra sürekli norma sahip Riesz uzayı ise, E uzayının norm tamlaması da sıra 

sürekli norma sahiptir [Aliprantis, 1985, Teorem 12.9, Teorem 12.10, Teorem 

12.12]. 

 

2.15. Tanım 

 

( )X, τ  topolojik vektör uzayının bir alt kümesi A olsun. Sıfırın her bir V komşuluğu 

için, A Φ V⊆ +  olacak biçimde Φ A⊆  sonlu alt kümesi bulunabiliyorsa, A 

kümesine  τ− total sınırlı küme  denir. 

 

2.4. Teorem 

 

( )X, τ  topolojik vektör uzayının bir alt kümesi A için, aşağıdakiler denktir. 

 

a)  A, τ− total sınırlı kümedir. 

b)  Sıfırın her bir V komşuluğu için, A Φ V⊆ +  olacak biçimde bir Φ X⊆  sonlu alt    

kümesi vardır. 

c)  Sıfırın her bir V komşuluğu için, A Φ V V⊆ + +  olacak biçimde bir Φ X⊆  
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sonlu alt kümesi vardır. 

d)  Sıfırın her bir V komşuluğu için, A B V⊆ +  olacak biçimde bir B X⊆  τ− total 

sınırlı alt kümesi vardır [Aliprantis, 1985, Teorem 9.1]. 

 

2.16. Tanım 

 

X ve Y normlu vektör uzayları ve T : X Y→  bir operatör olsun. Eğer ( )XT U  

kümesi norm kompakt küme ise, T operatörüne  kompakt operatör  denir. Veya denk 

olarak, her ( )n Xx U⊂  dizisi için ( )nTx  dizisi Y içinde norm yakınsak bir alt diziye 

sahipse, T operatörüne kompakttır denir. Eğer Y bir Banach uzayı ise, T 

operatörünün kompakt olması için gerekli ve yeterli koşul ( )XT U  kümesinin norm 

total sınırlı olmasıdır. 

 

2.17. Tanım 

 

X ve Y Banach uzayları ve T : X Y→  bir operatör olsun. Eğer ( )XT U  kümesi zayıf 

kompakt küme ise, T operatörüne  zayıf kompakt operatör  denir. Diğer bir değişle, 

her ( )n Xx U⊂  dizisi için ( )nTx  dizisi Y içinde zayıf yakınsak bir alt diziye sahipse, 

T operatörüne zayıf kompakttır denir.  

 

Her kompakt operatörün zayıf kompakt operatör olacağı açıktır ve her zayıf kompakt 

operatör süreklidir. Ayrıca, zayıf kompakt operatörlerin eşlek operatörleri de zayıf 

kompakttır. Benzer şekilde kompakt operatörlerin eşlek operatörleri de kompakttır    

[Aliprantis, 1985, Teorem 16.2].  

 

2.3.  L-zayıf kompakt ve M-zayıf kompakt operatörler  

 

Bu kesimde zayıf kompakt operatörlerin bir alt sınıfı olan M-zayıf kompakt ve        

L-zayıf kompakt operatörlerin tanımları ve bazı özellikleri verilmiştir. M-zayıf 
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kompakt ve L-zayıf kompakt operatörler ilk defa P. Meyer-Nieberg tarafından 

tanımlanmıştır [Meyer, 1974].  

 

2.18. Tanım 

 

E bir Banach örgüsü olmak üzere; 

            

( )a
nE := {x E :  Her x [ 0, x  ]   monoton dizisi∈ ⊆  norm yakınsak } 

 

şeklinde tanımlanan küme, E içinde sıra sürekli norma sahip kapalı maksimal 

idealdir [Meyer, 1991, Teorem 2.4.10].  

 

Eğer E sıra sürekli norma sahip ise aE E=  sağlanır. Örneğin, [ ]( ) [ ]a

p pL 0,1 L 0,1=   

( )1 p<≤ ∞ . Sıra sürekli norma sahip olmayan uzaylarda ise, aE E≠  olur. Örnek 

olarak, μ  ölçü uzayı bir atom içermiyorsa ( ) { }aL ( )∞ μ = θ  veya ( )a
0c∞ =A  olur. 

 

2.19. Tanım 

 

E Banach örgüsünün boştan farklı bir alt kümesi A olsun. Her ( )nx sol A⊂  dik 

dizisi için nlim  x 0=  sağlanıyorsa, A kümesine  L-zayıf kompakt küme  denir. 

 

E Banach örgüsü olmak üzere, x E∈  için { }x  kümesinin L-zayıf kompakt olması 

için gerekli ve yeterli koşul ax E∈  olmasıdır. Dolayısıyla, E uzayının her L-zayıf 

kompakt kümesi aE  ideali tarafından kapsanır. Ayrıca, aE  idealinin her relatif 

kompakt alt kümesi L-zayıf kompakttır [Meyer, 1991, Sayfa 212]. 

 

2.1. Önerme 

 

E Banach örgüsünün her L-zayıf kompakt kümesi relatif zayıf kompakttır [Meyer, 



 13

1991, Önerme 3.6.5]. 

 

Aşağıda verilen L-zayıf kompakt ve M-zayıf kompakt operatörler ilk defa P.Meyer-

Nieberg tarafından tanımlanmıştır [Meyer, 1974].   

 

2.20. Tanım 

 

E  Banach örgüsü , X  Banach uzayı ve T : E X→  bir sürekli operatör olsun. Her bir 

n(x )⊂ E norm sınırlı dik dizisi için, nlim Tx 0=  koşulunu sağlayan T operatörüne         

M-zayıf kompakt operatör  denir. 

 

2.21. Tanım 

 

E  Banach örgüsü, X  Banach uzayı ve T : X E→  bir sürekli operatör olsun. T 

operatörü X uzayının norm sınırlı kümelerini E uzayının L-zayıf kompakt 

kümelerine resmediyorsa, T operatörüne  L-zayıf kompakt operatör  denir. 

 

E  Banach örgüsü ve  X  Banach uzayı olmak üzere, E uzayından X uzayı içine 

tanımlanan bütün M-zayıf kompakt operatörlerin kümesi, L(E,X) uzayının kapalı alt 

vektör uzayıdır. Benzer şekilde X uzayından E uzayı içine tanımlanan bütün L-zayıf 

kompakt operatörlerin kümesi, L(X,E) uzayının kapalı alt vektör uzayıdır    

[Aliprantis, 1985, Teorem 18.14]. 

 

Aşağıdaki iki teoremde L-zayıf kompakt ve M-zayıf kompakt operatörlerin oldukça 

sık kullanılan özellikleri verilmiştir. 

 

2.5. Teorem 

 

E  Banach örgüsü , X  Banach uzayı olsun. T : E X→  operatörü M-zayıf kompakt 

ise; her bir ε 0>  sayısına karşılık, her Ex U∈  için ( )T x u
+

− < ε  olacak biçimde 
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en az bir +u E∈  vardır. Dolayısıyla, ( )x x y x y+= − + ∧  eşitliği ile 

( ) [ ]E XT U T u, u εU⊆ − +  sağlanır [Aliprantis, 1985, Teorem 18.9 ve Teorem 18.10]. 

 

2.6. Teorem 

 

E Banach örgüsü, X Banach uzayı olsun. T : X E→  operatörü L-zayıf kompakt ise; 

her bir ε 0>  sayısına karşılık, her Xx U∈  için ( )  Tx u  
+

− < ε  olacak biçimde 

en az bir +u E∈  vardır. Dolayısıyla, ( )x x y x y+= − + ∧  eşitliği ile 

( ) [ ]X ET U u, u εU⊆ − +  sağlanır [Aliprantis, 1985, Teorem 18.9 ve Teorem 18.10].  

 

E Banach örgüsü olmak üzere, bir T : E E→   L-zayıf kompakt operatörü ile E 

uzayının kapalı birim yuvarı EU  arasında var olan, elde ettiğimiz kayda değer bir 

ilişkiyi aşağıda verelim. 

 

2.7. Teorem 

 

E sıra sürekli norma sahip Banach örgüsü ve T : E E→  operatörü L-zayıf kompakt 

operatör olsun. { }EU x E :   x 1= ∈ ≤  kapalı yuvarı için ( )E ET U U≠  sağlanır.  

 

Kanıt: 

 

Kabul edelim ki ( )E ET U U=  olsun. E sıra sürekli norma sahip olduğundan 

n nE E E′ ′= =∼  olur [Meyer, 1991, Teorem 2.4.2].  Her bir n∈`  için nf 1=  olacak 

biçimde ( )n nf E E′ ′⊂ =  dik dizisi alalım. O halde 0 0ε >  reel sayısı için bir 

( )n Ex U +⊂  dik dizisi vardır ve her n∈`  için ( )n n 0f x 1≥ − ε  olur [Meyer, 1991 

Alıştırma 2.3.1]. Diğer taraftan, ( )E ET U U=  olduğundan 0 0ε >  ve her bir n∈`  
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için, ( )n n 0x T z− < ε  olacak biçimde en az bir n Ez U +∈  elemanı bulunur. O halde 

her n∈`  için, 

 

( ) ( ) ( ) ( )0 n n n n n n n n n n n1 f x f x Tz Tz f x Tz f Tz− ε ≤ = − + = − +  

                                                           ( ) ( )n n n n nf x Tz T f z′= − +  

 

olur. Dolayısıyla,  

 

0 n n n n n 0 n1 f . x Tz T f . z T f′ ′− ε ≤ − + ≤ ε +  

 

ise her n∈`  için,  

 

                                                        0 n1 2 T f′− ε ≤                        ……..(1) 

 

olur. Diğer taraftan, T : E E→  operatörü L-zayıf kompakt olduğundan T : E E′ ′ ′→   

operatörü M-zayıf kompakttır. Dolayısıyla, ( )n Ef U⊂  dik dizisi için nn
lim  T f 0
→∞

′ =  

olmalıdır. Bu ise (1) eşitsizliğine çelişkidir. O halde kabulümüz yanlış, yani 

( )E ET U U≠   olmalıdır. 

 

2.1. Sonuç 

 

E sıra sürekli norma sahip Banach örgüsü ve T : E E→  operatörü L-zayıf kompakt 

operatör olsun. O halde, her Ex U∈  için 0Tx w− ≥ ε  olacak biçimde en az bir 

0 0ε >  ve en az bir Ew U∈  elemanı vardır. Üstelik, T 1≤  ise her bir n∈`  ve  her 

Ex U∈  için n
0T x w− ≥ ε  sağlanır. 
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Kanıt:  

 

Hipotezler altında Teorem 2.7 gereği ( )E ET U U≠  olduğundan, 0Tx w− ≥ ε  olacak 

biçimde en az bir 0 0ε >  ve en az bir Ew U∈  elemanı vardır. Ayrıca, T sınırlı 

operatörü için ( )E ET U T U⊆  sağlandığından T 1≤  ise her bir n∈`  için 

( )n
E ET U U⊆  olur. O halde, her bir n∈`  ve her Ex U∈  için n

0T x w− ≥ ε  

sağlanır. 

  

2.2. Önerme 

 

E, F Banach örgüleri ve S,T : E F→  pozitif operatörleri için 0 ≤ S ≤ T sağlansın. 

Eğer T operatörü M-zayıf kompakt ise S operatörü de M-zayıf kompakttır  

[Aliprantis, 1985, Örnek 11.2]. 

 

2.3. Önerme 

 

E , F Banach örgüleri ve S,T : E F→  pozitif operatörleri için 0 ≤ S ≤ T sağlansın. 

Eğer T operatörü L-zayıf kompakt operatör ise S operatörü de L-zayıf kompakttır 

[Aliprantis, 1985, Örnek 11.2].  

 

2.4. Önerme 

 

E  Banach örgüsü, X Banach uzayı olsun. Eğer E uzayı sıra sürekli norma sahip ise, 

her T : X E→  kompakt operatörü L-zayıf kompakttır [Meyer, 1991, Sayfa 212]. 

 

2.8. Teorem 

 

L-zayıf kompakt ve M-zayıf kompakt operatörler zayıf kompakt operatörlerdir 

[Meyer, 1974]. 
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Ancak her zayıf kompakt operatör L-zayıf kompakt veya M-zayıf kompakt operatör 

olmak zorunda değildir. Örnek olarak 2 2I : →A A  özdeşlik operatörü zayıf kompakt 

olmasına karşın L-zayıf kompakt veya M-zayıf kompakt değildir. Tanım veya 

görüntü uzaylarının özelliklerine göre zayıf kompakt operatörler ile L-zayıf kompakt 

veya M-zayıf kompakt operatörlerin çakıştıkları durumlar vardır. 

 

2.9. Teorem 

 

E bir AM-uzayı, X Banach uzayı ve T : E X→  bir sürekli operatör olsun. T 

operatörünün zayıf kompakt operatör olması için gerekli ve yeterli koşul M-zayıf 

kompakt olmasıdır [Aliprantis, 1985, Teorem 18.11]. 

 

2.10. Teorem 

 

E bir AL-uzayı, X Banach uzayı ve T : X E→  bir sürekli operatör olsun. T 

operatörünün zayıf kompakt operatör olması için gerekli ve yeterli koşul L-zayıf 

kompakt olmasıdır [Aliprantis, 1985, Teorem 18.11]. 

 

Aşağıdaki teorem L-zayıf kompakt ve M-zayıf kompakt operatörlerin eşlek 

operatörlerinin de birbirlerini verdiğini göstermektedir. 

 

2.11. Teorem 

 

E bir Banach örgüsü ve X bir Banach uzayı olmak üzere aşağıdaki önermeler 

sağlanır. 

 

a) T : E X→  operatörünün M-zayıf kompakt olması için gerekli ve yeterli koşul   

    T : X E′ ′ ′→  operatörünün L-zayıf kompakt olmasıdır. 

 

b) T : X E→  operatörünün L-zayıf kompakt olması için gerekli ve yeterli koşul   

    T : E X′ ′ ′→  operatörünün M-zayıf kompakt olmasıdır [Meyer, 1991,              
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Önerme 3.6.11]. 

 

2.5. Önerme 

 

E Banach örgüsü üzerinde tanımlı regüler M-zayıf kompakt veya L-zayıf kompakt 

operatörler kümesi, regüler operatörler sınıfı içinde çift taraflı idealdir [Meyer, 1991, 

Önerme 3.6.16]. 

  

L-zayıf kompakt operatörlerin M-zayıf kompakt veya M-zayıf kompakt operatörlerin 

L-zayıf kompakt olma zorunluluğu yoktur. Fakat F sıra sürekli norma sahip ise, her  

T : E F→  regüler M-zayıf kompakt operatör L-zayıf kompakt; E′  sıra sürekli norma 

sahip ise, her T : E F→  regüler L-zayıf kompakt operatör M-zayıf kompakttır [Chen, 

1999, Teorem 4.1 ve Teorem 4.2]. Ayrıca, Dodds-Fremlin tanımlandıkları uzayların 

özelliklerine göre L-zayıf kompakt operatörler ile M-zayıf kompakt operatörlerin 

çakışabildiklerini göstermiştir [Dodds, 1979]. 

  

2.12. Teorem 

 

E ve F Banach örgüleri olsun. E′  dual uzayı ve F sıra sürekli norma sahip olmak 

üzere, T : E F→  sıra sınırlı operatörü için aşağıdaki önermeler denktir: 

 

a) T operatörü L-zayıf kompakttır 

b) T operatörü M- zayıf kompakttır 

c) T′  operatörü L- zayıf kompakttır 

d) T′  operatörü M- zayıf kompakttır  

e) n(x ) E+⊂  ve n(x ) F+′ ′⊂  norm sınırlı dik dizileri için n nlim  x (Tx ) 0′ =  [Dodds,  

1979, Teorem 5.2].  

   

Verilen bu sonuçta operatörlerin regüler olması gerekli bir şarttır. Yukarıdaki teorem 

regüler olmayan operatörler için sağlanmayabilir. 
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2.6. Önerme 

 

E bir Banach örgüsü olmak üzere, T : E E→   pozitif operatörü L-zayıf kompakt ve 

her bir +x E∈  için T[0,x] norm-total sınırlı olacak şekilde tanımlansın. Bu durumda 

0 S T≤ ≤  koşulunu sağlayan her bir S : E E→  pozitif operatörü için aşağıdaki 

önermeler sağlanır: 

 

a) Her bir +x E∈  için S[0,x]  norm-total sınırlıdır. 

b) 2S  operatörü kompakttır [Aliprantis, 1985, Örnek 18.12]. 

 

2.7. Önerme 

 

E Banach örgüsü olmak üzere, T : E E→  pozitif operatörü M-zayıf kompakt ve her 

bir +x E∈  için T[0,x] norm-total sınırlı olacak şekilde tanımlansın. Bu durumda 

0 S T≤ ≤  koşulunu sağlayan her bir S : E E→  pozitif operatörü için 2S  kompakt bir 

operatör olur [Aliprantis, 1985, Örnek 18.13]. 

 

2.4. Yarı Kompakt ve Dunford-Pettis Operatörleri 

 

Yarı kompakt operatörler ilk defa A.C. Zaanen tarafından tanımlanmıştır [Zaanen, 

1983].  

 

2.22. Tanım 

 

E Banach örgüsünün boştan farklı bir alt kümesi A olsun. Her bir 0ε >  sayısına 

karşılık EA [ x, x]  U⊆ − + ε  olacak şekilde bir x E+∈  elemanı varsa, A kümesine  

yaklaşık sıra sınırlı küme  denir. 

 

2.23. Tanım 

 

E Banach örgüsü, X Banach uzayı ve T : X E→  sürekli bir operatör olsun. ( )XT U  
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kümesi E içinde yaklaşık sıra sınırlı bir küme ise, T operatörüne  yarı kompakt 

operatör  denir. 

 

Aşağıdaki iki teorem kompakt, L-zayıf kompakt ve M-zayıf kompakt operatörler ile 

yarı kompakt operatörler arasındaki ilişkiyi gösterir. 

 

2.13. Teorem 

 

E Banach örgüsü, X Banach uzayı olmak üzere, T : X E→  operatörü kompakt veya    

L-zayıf kompakt ise yarı kompakttır [Aliprantis, 1985, Teorem 18.19]. 

 

2.14. Teorem 

 

E, F Banach örgüleri ve T : E F→  pozitif operatör olsun. T operatörü M-zayıf 

kompakt ise yarı kompakttır [Aliprantis, 1985, Teorem 18.20]. 

 

Ancak bir yarı kompakt operatör zayıf kompakt, dolayısıyla M-zayıf kompakt veya 

L-zayıf kompakt operatör olmak zorunda değildir. Örneğin ∞∞ →Ι AA:  özdeşlik 

operatörü yarı kompakt olmasına rağmen zayıf kompakt operatör değildir. Tersine 

2 2I : →A A  özdeşlik operatörü zayıf kompakt operatör olmasına karşın, yarı kompakt 

operatör değildir. Fakat, E sıra sürekli norma sahip Banach örgüsü ise T : X E→  

operatörünün yarı kompakt olması için gerekli ve yeterli koşul L-zayıf kompakt 

olmasıdır [Meyer, 1991, Teorem 3.6.2]. 

 

İlk olarak N. Dunford ve P. J. Pettis, ( )1L μ  uzayı üzerinde tanımlı bir zayıf kompakt 

operatörün, zayıf yakınsak dizileri norm yakınsak dizilere resmettiğini ispatlamıştır 

[Dunford, 1940]. A. Grothendieck ise Banach uzayları arasında tanımlı bu özelliği 

sağlayan operatörleri Dunford-Pettis operatörü olarak adlandırmıştır [Grothendieck, 

1953].  
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2.24. Tanım 

 

X, Y Banach uzayları ve T : X Y→  bir operatör olsun. Eğer ( )
n

X,Xx 0
′σ

⎯⎯⎯⎯→  olacak 

biçimdeki her ( )nx X⊆  dizisi için ( )nn
lim T x 0
→∞

=  ise, T operatörüne Dunford-

Pettis operatörü  denir. 

 

2.25. Tanım 

 

Her bir Y  Banach uzayı için, her T : X Y→  zayıf kompakt operatörü bir Dunford-

Pettis operatörü ise X  Banach uzayına  Dunford-Pettis özelliğini sağlıyor  denir. 

 

Örnek olarak her AM-uzay ve AL-uzay Dunford-Pettis özelliği sağlar [Meyer, 1991, 

Önerme 3.7.9]. 

 

2.15. Teorem 

 

E ve F Banach örgüleri olmak üzere aşağıdaki önermelerden biri sağlanırsa, her  

T : E F→   yarı kompakt operatörü kompakttır. 

 

a)  F sıra sürekli norma sahip diskret uzaydır. 

b) E′  dual uzayı sıra sürekli norma sahip ve diskret, F uzayı sıra sürekli norma 

sahiptir. 

c) E, E′ , F uzayları sıra sürekli norma sahip ve E uzayı Dunford-Pettis özelliğine 

sahiptir [Aqzzouz, 2006, Teorem 2.6]. 

 

2.16. Teorem 

 

E ve F Banach örgüleri olmak üzere aşağıdaki önermeler birbirine denktir: 

 

a) 0 S T≤ ≤  koşulunu sağlayan S,T : E F→  pozitif operatörleri için T Dunford-

Pettis operatörü ise S operatörü kompakttır. 
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b)  Aşağıdaki önermelerden biri sağlanır. 

i)   E′  dual uzayı diskret ve sıra sürekli norma sahiptir. 

ii)  E′  dual uzayı ve F sıra sürekli norma sahiptir. 

iii)  F  sonlu boyutludur [Aqzzouz, 2006, Teorem 2.12]. 

 

2.17. Teorem 

 

E bir Banach örgüsü olmak üzere, aşağıdaki önermeler birbirine denktir: 

 

a) E′  dual uzayı sıra sürekli norma sahiptir. 

b) X Banach uzayı olmak üzere, her T : E X→  Dunford-Pettis operatörü M-zayıf 

kompakttır. 

c) X Banach uzayı olmak üzere, her T : E X→  kompakt operatör M-zayıf 

kompakttır. 

d) F bir AL-uzay olmak üzere, her T : E F→  pozitif operatör M-zayıf kompakttır       

[Sanchez, 1992, Teorem 3]. 

 

2.5. Değişmez Alt Uzay Problemi 

 

2.26. Tanım  

 

X  Banach uzayı ve T : E E→  bir operatör olsun. { }V 0≠  ve V X≠  olmak üzere, 

( )T V V⊆  koşullarını sağlayan V X⊆  alt uzayına özdeş olmayan  T-değişmez alt 

uzay  denir.  

 

Değişmez alt uzay problemi “Bir Banach uzayı üzerinde tanımlı sınırlı bir operatör 

özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahip midir?” şeklinde ifade edilir. 

 

Bir Banach uzayı üzerinde tanımlı her operatör için aşikar olan değişmez alt uzaylar 

bulunabilir. Örneğin, X Banach uzayı ve T : X X→  operatörü için, 

( ){ }ÇekT x X : T x 0= ∈ =  ve ( ) ( ){ }R T T x : x X= ∈  şeklinde tanımlı alt uzaylar T 
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operatörü ve T ile değişmeli her operatör için değişmez alt uzaylardır. Benzer 

şekilde, T operatörü bir öz değere sahip ise bu öz değer ile üretilen bir boyutlu kapalı 

alt uzayda T-değişmez alt uzaydır. 

 

2.27. Tanım 

 

X Banach uzayı üzerinde tanımlı özdeşlik operatörü I olmak üzere, T I= λ  olacak 

biçimde bir \λ∈  varsa T operatörüne  skalar operatör  denir.  

 

T bir skalar operatör ise boyutu birden büyük X  Banach uzayının sıfırdan farklı her 

bir elemanı tarafından üretilen alt uzay, özdeş olmayan kapalı T-değişmez alt 

uzaydır.  

 

2.28. Tanım 

 

X bir Banach uzayı ve sıfırdan farklı bir elemanı x X∈  olsun. 

{ }2 3V sp x,  Tx,  T x,  T x,...=  şeklinde tanımlı alt uzaya, x elemanının T altındaki 

yörünge uzayı  denir.  

 

Bu şekilde tanımlanan V yörünge uzayının T-değişmez alt uzay olduğu açıktır. 

Ayrıca T sürekli bir operatör olduğundan ( )T V V⊆  sağlanır ve X Banach uzayı 

ayrılabilir uzay değilse, V X≠  olduğundan V  özdeş olmayan T-değişmez kapalı alt 

uzaydır. O halde, ayrılabilir olmayan bir Banach uzayı üzerinde tanımlı her sınırlı 

operatör özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahiptir. Dolayısıyla, değişmez alt 

uzay problemini ayrılabilir uzaylar üzerinde tanımlı sınırlı, skalar olmayan 

operatörler için araştırmak yeterlidir.  

 

Diğer taraftan, bir Banach örgüsü üzerinde tanımlı sınırlı operatör için değişmez alt 

idealde bulunabilir. E banach örgüsü ve T : E E→  pozitif operatör olsun. x E+∈  
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elemanı için nn n

n 0
u 2 T T x

∞
−−

=

=∑  pozitif elemanını tanımlayalım. u ile üretilen sıra 

ideal uI  ise, uy I∈  için \∃λ∈  vardır ve y u≤ λ  sağlanır. Diğer taraftan, 

 

n n 1n n 1 n 1 n 1

n 0 n 0
Ty T y Tu 2 T T x 2 T 2 T T x 2 T  u

∞ ∞
− − −− + − − +

= =

≤ ≤ λ = λ = λ ≤ λ∑ ∑  

 

olduğundan uI  sıra ideali T-değişmez idealdir. 

 

Değişmez alt uzayların varlığı ile ilgili olumlu sonuçlar bazı uzaylar veya operatör 

sınıfları için elde edilmiştir. Sonsuz boyutlu Hilbert uzayı üzerinde tanımlı her bir 

kompakt operatörün özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahip olduğunu J. Von 

Neumann göstermiştir. Bu sonuç N. Aronszajn ve K. T. Smith tarafından aşağıdaki 

şekilde genelleştirilmiştir. 

 

2.18. Teorem 

 

Bir Banach uzayı üzerinde tanımlı her kompakt operatör, özdeş olmayan kapalı 

değişmez alt uzaya sahiptir [Aronszajn, 1954]. 

 

Kompakt operatörler için verilen yukarıdaki sonucu, V.I. Lomonosov bir kompakt 

operatör ile değişmeli operatörler sınıfına genişletmiştir. 

 

2.19. Teorem 

 

E sonsuz boyutlu gerçel veya kompleks Banach uzayı ve  T : E E→  sınırlı operatör 

olsun. T operatörü bir kompakt operatör ile değişmeli ise, T özdeş olmayan kapalı 

değişmez alt uzaya sahiptir [Lomonosov, 1973]. 

 

A.R. Bernstein ve A. Robinson ise kompakt operatörler sınıfından daha geniş olan 

polinomsal kompakt operatörler için özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzayların 
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varlığını göstermiştir. 

 

2.20. Teorem 

 

E sonsuz boyutlu real veya kompleks Banach uzayı ve  T : E E→  sınırlı operatör 

olsun. ( )p T  kompakt operatör olacak biçimde bir p polinomu varsa T operatörü 

özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahiptir [Bernstein, 1966]. 
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3. L-ZAYIF ve M-ZAYIF KOMPAKT OPERATÖRLERİNİN  

    KOMPAKTLIK ÖZELLİKLERİ 

 

Bu bölümde L-zayıf ve M-zayıf kompakt operatörlerin veya bu operatörlerin 

bileşkelerinin kompakt olabileceği bazı durumları vereceğiz. L-zayıf kompakt 

operatörler her zaman kompakt olmak zorunda değildir. E  Banach örgüsü üzerinde 

tanımlı bir T operatörünün k defa kendi kendisiyle bileşkesi kısaca kT  ile 

gösterilecektir ( k 2,  k≥ ∈` ).  

 

3.1. Örnek 

 

μ  atomsuz ölçü olmak üzere, sonsuz boyutlu Banach örgüsü ( )1L μ  üzerinde tanımlı 

L-zayıf kompakt olan, fakat kompakt olmayan bir operatör vardır. ( )i0 A< μ < ∞  

koşulunu sağlayan ikişerli birbirinden ayrık ölçülebilir 1 2A ,A ,...  kümeleri 

bulunabilir. i
i 1

A A
∞

=

=∪  olsun.  ( )1L μ  sonsuz boyutlu ve Schur özelliğine sahip 

değildir. Dolayısıyla en az bir ( ) ( )1
nf L⊂ μ  dizisi vardır ve w

nf 0 ,⎯⎯→  fakat 

nn
lim f 0
→∞

≠ . ( )1f L∈ μ  ise,  

 

i i

n n

i 1 i 1A A A

f  dt f  dt f  dt f
= =

≤ ≤ ≤∑ ∑∫ ∫ ∫                   ……..(*) 

 

olur. 

 

( ) ( )

( )
n

1 1

n
n 1 A

S : L L

          f   S f f  dt  . f
∞

=

μ → μ

⎛ ⎞
→ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫
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şeklinde S operatörünü tanımlayalım. ( )nf  dizisinin zayıf sınırlılığı, norm sınırlılığını 

gerektirir. O halde (*) eşitsizliğinden dolayı ( )S f  serisi yakınsak, dolayısıyla S iyi 

tanımlıdır. Her n∈`  için 
( ) ( )1nn A L

n

1g U
A μ

= χ ∈
μ

 olur. O halde n∀ ∈`  için 

n nSg f=  olduğundan ( ) ( )( )1n L
f S U

μ
⊂  olur. n n n

n 1 n=1

f  : 1
∞ ∞

=

⎧ ⎫λ λ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ ∑  kümesinin relatif 

zayıf kompakt olduğunu biliyoruz [Abramovich, 1993, Sonuç10.16]. Ayrıca,    

 

                                      ( )( )1 n n nL
n 1 n=1

S U f  : 1
∞ ∞

μ
=

⎧ ⎫⊂ λ λ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ ∑  

 

olduğundan ( )( )1L
S U

μ
 relatif zayıf kompakt, dolayısıyla S zayıf kompakt 

operatördür. ( )1L μ  AL-uzayı olmasından dolayı ise S operatörü L-zayıf kompakttır 

[Aliprantis, 1985, Teorem 18.11]. Kabul edelim ki S kompakt olsun. O halde her 

( ) ( )( )1n L
h S U

μ
⊂  dizisinin norm yakınsak ( )knh  altdizisi vardır.  

 

k k

 . w
n nh h    h h    h=0⎯⎯→ ⇒ ⎯⎯→ ⇒ .    ……..(*) 

  

nn
lim f 0
→∞

≠  olduğundan,  En az bir 0 0ε >  sayısına karşılık, her n∈`  için nk n>  

vardır ve  
nk 0f ≥ ε . O halde 

n

 . 
kg 0⎯⎯→  olacak şekilde ( ) ( )n nk kg f⊂  alt dizisi 

vardır. Bu ise (*) durumuna çelişkidir. Böylece S kompakt operatör değildir. 

 

Sıra sürekli norma sahip Banach örgüleri üzerinde tanımlı L-zayıf kompakt 

operatörlerin bileşkesinin kompaktlığı için şu sonucu verebiliriz. 

 

3.1. Teorem 

 

E Banach örgüsü ve T : E E→  pozitif L-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer E sıra 
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sürekli norma sahipse 2T  kompakttır. 

 

Kanıt: 

 

T : E E→  pozitif L-zayıf kompakt operatör ise her bir n +∈`  için en az bir 

n0 u E+< ∈  vardır ve her Ex U∈  için ( ) 1
nTx u n

+ −− <  sağlanır. Denk olarak 

( )n nTx Tx u Tx u
+

= ∧ + −  eşitliği yardımıyla ( ) [ ] 1
E n ET U 0,u n .U+ −⊆ +  olur. 

    

nn
n 1 n

1y u E
2 . u

∞
+

=

= ∈∑  elemanını tanımlayalım. y ile üretilen esas ideal, 

 

{ }{ }yI z E : 0     z y+= ∈ ∃λ∈ − ∋ ≤ λ\  

 

olur. Her bir yz I∈  için { }z inf 0 :  z y
∞
= λ > ≤ λ  şeklinde tanımlı y. : I

∞
→ \  

fonksiyonu bir norm fonksiyonudur. Bu norm ile ( )yI , .
∞

 bir AM-uzay olur ve 

( )yI , .
∞

 uzayının kapalı birim yuvarı ise [ ]y, y−  aralığıdır [Aliprantis, 1985, 

Teorem 12.20].  

 

T : E E→  pozitif L-zayıf kompakt operatörünün ( )yI , .
∞

 uzayına kısıtlaması olan 

y
y

T : I E
I

→  operatörü de pozitif L-zayıf kompakt operatördür. Diğer taraftan yI  bir 

AM-uzay olduğundan Dunford-Pettis özelliğini sağlar ve y
y

T : I E
I

→  aynı 

zamanda bir Dunford-Pettis operatörü olur [Aliprantis, 1985, Teorem19.4 ve 

Teorem19.6]. yI ′  bir AL-uzaydır ve sıra sürekli norma sahiptir. O halde hipotezden 

E sıra sürekli norma sahip olduğundan y
y

T : I E
I

→  operatörü kompakttır [Aqzzouz,  

2006b, Teorem 2.12].  
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nn
n 1 n

1y u
2 u

∞

=

=∑  ise her bir n +∈`  için 1n
n n0 2 u u y−−< ≤  olur. Dolayısıyla 

n
n n2 uα =  ise, her bir n +∈`  için n nu y≤ α  olur. Bundan dolayı, 

 

( ) [ ] 1
E n ET U 0,u n U+ −⊆ +  

( ) [ ] ( )2 1
E n ET U T 0,u n T U+ −⊆ +  

( ) [ ]2 1
E n ET U T 0, y n T U+ −⊆ α +  

( ) [ ]2 1
E n E

y

T U T 0, y n T U
I

+ −⊆ α +  

 

bulunur. 
y

T
I

 kompakt operatör olduğundan [ ]
y

T 0, y E
I

⊂  norm total sınırlı 

kümedir. O halde { }1
En T U−  sıfırın komşuluklar tabanı olduğundan ( )E

2T U+  norm 

total sınırlıdır [Aliprantis, 1985, Teorem 9.1 ve Teorem 9.2]. E bir Banach uzayı 

olduğundan 2T  operatörü kompakttır.  

 

E ve F Banach örgüleri olsun. Eğer F diskret ve sıra sürekli norma sahip ise her bir 

T : E F→  pozitif yarı kompakt operatörün kompakt olduğu bilinmektedir [Aqzzouz, 

2006a, Teorem 2.6]. Yarı kompakt operatörlerin bir alt kümesi olan pozitif M-zayıf 

kompakt operatörler için aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

 

3.2. Teorem 

 

E ve F Banach örgüleri ve T : E F→  pozitif M-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer F 

sıra sürekli norma sahip ise T operatörü kompakttır. 

 

Kanıt:  

 

T : E F→  pozitif M-zayıf kompakt operatör ise, her bir n +∈`  için en az bir 
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n0 u E+< ∈  vardır ve her Ex U∈  için ( ) 1
nT x u n

+ −− <  sağlanır. Denk olarak 

( )n nx x u x u
+

= ∧ + −  eşitliği yardımıyla ( ) [ ] 1
E n FT U T 0,u n U+ −⊆ +  olur 

[Aliprantis, 1985, Teorem 18.10].     

 

Teorem 3.1 ’in ispatında gösterildiği üzere nn
n 1 n

1y u E
2 u

∞
+

=

= ∈∑  elemanı ile 

tanımlanan ( )yI , .
∞

 bir AM-uzay olur. T : E F→  pozitif M-zayıf kompakt 

operatörünün ( )yI , .
∞

 uzayına kısıtlaması olan y
y

T : I F
I

→  operatörü de pozitif M-

zayıf kompakt operatör, dolayısıyla zayıf kompakt operatördür. yI  bir AM-uzay 

olduğundan Dunford-Pettis özelliğini sağlar    [Aliprantis, 1985, Teorem 19.4 ve 

Teorem 19.6]. O halde, y
y

T : I F
I

→  operatörü aynı zamanda bir Dunford-Pettis 

operatörüdür. Diğer taraftan, yI ′  bir AL-uzay olacağından sıra sürekli norma sahiptir. 

Hipotezden F Banach örgüsü de sıra sürekli norma sahip olduğundan y
y

T : I F
I

→  

operatörü kompakttır  [Aqzzouz, 2006b, Teorem 2.12].  

 

nn
n 1 n

1y u
2 u

∞

=

=∑  ise her bir n +∈`  için 1n
n n2 u u y−− ≤  olur. Dolayısıyla 

n
n n2 uα =  ise her bir n +∈`  için n nu y≤ α  çıkar. 

 

( ) [ ] 1
E n FT U T 0,u n U+ −⊆ +    ⇒     ( ) [ ] 1

E n FT U T 0, y n U+ −⊆ α +  

                                                   ⇒      ( ) [ ] 1
E n F

y

T U T 0, y n U
I

+ −⊆ α +  

 

bulunur. 
y

T
I

 kompakt operatör olduğundan [ ]
y

T 0, y F
I

⊂  norm total sınırlı 

kümedir. O halde { }1
Fn U−  F uzayında sıfırın komşuluklar tabanı olduğundan 
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( )ET U+  norm total sınırlıdır [Aliprantis, 1985, Teorem 9.1 ve Teorem 9.2]. E bir 

Banach uzayı olduğundan T  operatörü kompakttır.  

 

E bir Banach örgüsü ve T : E E→  sınırlı operatör olsun. Eğer ( )p T : E E→  

operatörü kompakt operatör olacak şekilde bir p polinomu varsa T operatörüne  

polinomsal kompakt operatör  denir. O halde L-zayıf ve M-zayıf kompakt 

operatörlerin polinomsal kompaktlığı hakkında aşağıdaki sonucu verelim. 

 

3.1. Sonuç: 

 

E veya E′  sıra sürekli norma sahip ise T : E E→   L-zayıf kompakt ( M-zayıf 

kompakt ) operatörü polinomsal kompakttır. 

 

Bu teoremler yardımıyla dual ilişkileri de aşağıdaki şekilde verilebilir. 

 

3.2. Sonuç 

 

E, F Banach örgüleri ve T : E F→  pozitif L-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer E′  

dual uzayı sıra sürekli norma sahip ise T operatörü kompakttır. 

 

Kanıt:  

 

T : E F→  operatörü L-zayıf kompakt ise T : F E′ ′ ′→  eşlek operatörü M-zayıf 

kompakttır. Hipotezden E′  sıra sürekli norma sahip ise Teorem 3.2 gereği  T′  

kompakttır. Dolayısıyla T operatörü kompakttır [Aliprantis, 1985, Teorem 16.2]. 

 

3.3. Sonuç 

 

E Banach örgüsü ve T : E E→  pozitif M-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer E′  

dual uzayı sıra sürekli norma sahip ise 2T  operatörü kompakttır. 
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Kanıt:  

 

T : E E→  operatörü M-zayıf kompakt ise T : E E′ ′ ′→  eşlek operatörü L-zayıf 

kompakttır. Hipotezden E′  sıra sürekli norma sahip ise Teorem 3.1 gereği  ( )2T′  

kompakttır. Dolayısıyla 2T  operatörü kompakttır [Aliprantis, 1985, Teorem 16.2]. 

 

Fakat Sonuç 3.3 ’nin tersi her zaman doğru değildir. Yani her T : E E→  pozitif M 

zayıf kompakt operatör için 2T  kompakt ise E′  sıra sürekli norma sahip olmayabilir. 

Örneğin 1A  uzayı üzerinde tanımlı her 1 1T : →A A  pozitif M-zayıf kompakt operatör 

için 1 1
2T : →A A  kompakttır [Chen, 1999, Sonuç 2.7]. Fakat 1 ∞

′ =A A  sıra sürekli 

norma sahip değildir.  

 

3.4. Sonuç 

 

E ve F Banach örgüleri olsun. E′  dual uzayı sıra sürekli norma sahip ve F bir AL-

uzay ise E uzayından F içine tanımlı her pozitif operatör kompakttır.  

 

Kanıt:  

 

E′  sıra sürekli norma sahip Banach örgüsü ve F bir AL-uzay ise her pozitif operatör 

M-zayıf kompakttır [Sanchez, 1992, Teorem 3]. Ayrıca F AL-uzay olmasından 

dolayı sıra sürekli norma sahiptir. O halde Teorem 3.2 gereği E uzayından F içine 

tanımlı her pozitif operatör kompakttır. 

 

E Banach örgüsü olsun. Eğer 0 x E< ∈  ile üretilen sıra ideal ve alt uzay birbirine eşit 

ise 0 x E< ∈  elemanına  diskret eleman  denir. E Banach örgüsü birbirine dik diskret 

elemanlardan oluşan bir sıra bazına sahip ise E ’ye  diskret uzay  adı verilir. 0c,  c  ve 

1 p≤ ≤ ∞  için p  A dizi uzayları diskret uzaylara örnektir. p1 p  için L  ≤ ≤ ∞ fonksiyon 

uzayları ise diskret değildir.  
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E  Banach örgüsü ve  0 y E< ∈  ile üretilen esas ideal yI  olsun. Teorem 3.1 ve 

Teorem 3.2 ’nin ispatında olduğu gibi .
∞

 normu ile  ( )yI , .
∞

 bir AM-uzay olur. 

 

3.1. Önerme 

 

E bir Banach örgüsü ve T : E E→  bir M-zayıf kompakt operatör olsun. 0 y E< ∈  ile 

üretilen esas ideal yI  ’nin norm duali ( )yI ′  diskret ise ( )y

y

T : I , . E
I ∞

→  operatörü 

kompakttır. 

 

Kanıt:  

 

Kabul edelim ki  ( )yI ′  diskret olsun. T operatörünün yI  uzayına kısıtlaması olan 

( )y

y

T : I , . E
I ∞

→  operatörü de M-zayıf kompakttır. Dolayısıyla eşlek operatör 

( ) ( )y

y

T : E I , .
I ∞

′ ′′→   L-zayıf kompakttır. Böylece ( ) ( )E

y

W sol T U
I

′
⎡ ⎤′= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 kümesi 

bir L-zayıf kompakt küme olur. O halde W kümesinin her bir dik dizisi sıfıra 

.
∞
′ − yakınsak ve ( )yI ′  bir diskret uzay olduğundan W,  ( )yI , .

∞
′  uzayının relatif 

kompakt bir alt kümesidir [Aliprantis, 1978, Teorem 21.15]. Buradan 

( ) ( )E

y

T U W
I

′
⎡ ⎤′ ⊂⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ise ( )
y

T
I

′  eşlek operatörünün kompakt olduğunu görürüz. 

Dolayısıyla ( )y

y

T : I , . E
I ∞

→  operatörü kompakttır [Aliprantis, 1985, Teorem 

16.2]. 

 

Bu önerme yardımıyla aşağıdaki iki teoremi verebiliriz. 
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3.3. Teorem 

 

E Banach örgüsü ve T : E E→  pozitif M-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer her bir 

x E,  x 0∈ >  için, x ile üretilen idealin duali xI ′  diskret ise T  kompakttır. 

 

Kanıt:  

 

T : E E→  pozitif M-zayıf kompakt operatör ise her bir n +∈`  için en az bir nu E+∈  

vardır ve her Ex U∈  için ( ) 1
nT x u n

+ −− <  sağlanır. Denk olarak 

( )n nx x u x u
+

= ∧ + −  eşitliği yardımıyla ( ) [ ] 1
E n ET U T 0,u n U+ −⊆ +  olur.  

Teorem 3.1 ’in ispatında gösterildiği üzere nn
n 1 n

1y u E
2 u

∞
+

=

= ∈∑  elemanı ile 

tanımlanan ( )yI , .
∞

 bir AM-uzay olur. T : E E→  pozitif M-zayıf kompakt 

operatörünün yI  ’ye kısıtlaması olan y
y

T : I E
I

→  operatörü de pozitif M-zayıf 

kompakt operatördür. yI ′  diskret uzay olduğundan Önerme 3.1 gereği y
y

T : I E
I

→  

kompakt operatördür. nn
n 1 n

1y u
2 u

∞

=

=∑  ise  her bir n +∈`  için 1n
n n2 u u y−− ≤  

olur. Dolayısıyla n
n n2 uα =  ise her bir n +∈`  için n nu y≤ α  çıkar. 

 

( ) [ ] [ ]1 1
E n E n ET U T 0,u n U T 0, y n U+ − −⊆ + ⊆ α +  

 

olur. Dolayısıyla, 

 

( ) [ ] [ ]1 1
E n E n E

y

T U T 0, y n U T 0, y n U
I

+ − −⊆ α + = α +  
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elde edilir. 
y

T
I

 kompakt operatör olduğundan [ ]
y

T 0, y E
I

⊂  norm total sınırlı 

kümedir. O halde { }1
En U−  sıfırın komşuluklar tabanı olduğundan ( )ET U+  norm total 

sınırlıdır [Aliprantis, 1985, Teorem 9.1 ve Teorem 9.2]. Dolayısıyla E Banach uzayı 

olduğundan T  kompakt operatördür.  

 

3.4. Teorem 

 

E Banach örgüsü ve T : E E→  pozitif L-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer her bir 

x E,  x 0∈ >  için, x ile üretilen idealin duali xI ′  diskret uzay ise 2T  kompakttır. 

 

Kanıt:  

 

T : E E→  pozitif L-zayıf kompakt operatör ise her bir n +∈`  için en az bir  

n0 u E+< ∈  vardır ve her Ex U∈  için ( ) 1
nTx u n

+ −− <  sağlanır. Denk olarak 

( )n nTx Tx u Tx u
+

= ∧ + −  eşitliği yardımıyla 

 

( ) [ ] 1
E n ET U 0,u n U+ −⊆ +        ……(*) 

 

olur.  

 

Teorem 3.1 ’in ispatında gösterildiği üzere nn
n 1 n

1y u E
2 u

∞
+

=

= ∈∑  elemanı ile 

tanımlanan ( )yI , .
∞

 bir AM-uzay olur. T : E E→  pozitif L-zayıf kompakt 

operatörünün yI  uzayına kısıtlaması y
y

T : I E
I

→  pozitif L-zayıf kompakt 

operatördür. Her bir L-zayıf kompakt operatör zayıf kompakt ve yI  bir AM-uzay 

olduğundan y
y

T : I E
I

→  operatörü aynı zamanda bir M-zayıf kompakt operatördür 



 36

[Aliprantis, 1985, Teorem 18.11]. O halde Önerme 3.1 gereği y
y

T : I E
I

→  kompakt 

operatördür. Bir önceki teoremde olduğu gibi n
n n2 uα =  ise her bir n +∈`  için 

n nu y≤ α  sağlanır. O halde (*)  yardımıyla 

 

( ) [ ] [ ]2 1 1
E n E n ET U T 0, u n T U T 0, y n T U+ − −⊆ + ⊆ α +  

 

dolayısıyla,  

 

( ) [ ] [ ]2 1 1
E n E n E

y

T U T 0, y n T U T 0, y n T U
I

+ − −⊆ α + = α +  

 

bulunur. 
y

T
I

 kompakt operatör olduğundan [ ]
y

T 0, y E
I

⊂  norm total sınırlı 

kümedir. O halde { }1
En T U−  ailesi sıfırın bir komşuluklar tabanı olduğundan 

( )2
ET U+  norm total sınırlıdır [Aliprantis, 1985, Teorem 9.1 ve Teorem 9.2]. E 

Banach uzayı olduğundan da 2T  kompakt operatördür. 

 

3.1. Tanım 

 

E bir Banach örgüsü, X bir Banach uzayı ve T : E X→  bir operatör olsun. Her bir 

x E+∈  için [ ]T x, x−  relatif kompakt bir küme ise T operatörüne  AM-kompakt 

operatör  denir. 

 

3.2. Tanım 

 

X,Y Banach uzayları ve T : E X→  bir operatör olsun. Her bir 

( ) ( )X,X
n nx X,  x 0′σ⊂ ⎯⎯⎯→  için nTx 0→  ise T operatörüne  Dunford-Pettis 

operatörü  denir. 
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Bir E Banach örgüsü ve S,T : E E→  pozitif operatörleri için 0 S T≤ ≤  sağlansın. 

Eğer T operatörü AM-kompakt ve L-zayıf kompakt ( veya M-zayıf kompakt ) ise 2S  

operatörünün kompakt olduğu bilinmektedir [Aliprantis, 1985, Örnek 18.12]. Eğer E 

sıra sürekli norma sahip Banach örgüleri üzerinde tanımlanan T : E E→  bir 

Dunford-Pettis operatörü ise AM-kompakt olacaktır [Meyer, 1991, Önerme 3.7.11]. 

Fakat E sıra sürekli değilse bu gerektirme her zaman doğru değildir. Örneğin, 

( ) ( )p
,pJ : L 0,1 L 0,1∞

∞ → , ( )1 p≤ < ∞  doğal gömme operatörü bir Dunford-Pettis 

operatörü olmasına karşın, AM-kompakt operatör değildir. Şimdi bir Dunford-Pettis 

operatörü ile sınırlandırılmış pozitif L-zayıf kompakt veya M-zayıf kompakt 

operatörler için aşağıdaki teoremleri verelim. 

 

3.5. Teorem 

 

E bir Banach örgüsü ve T : E E→  bir pozitif M-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer 

0 T S≤ ≤  olacak biçimde bir S : E E→  Dunford-Pettis operatörü varsa 3T  operatörü 

kompakttır. 

 

Kanıt:  

 

S: E E→  bir Dunford-Pettis operatörü ve 0 T S≤ ≤  sağlandığından 2T : E E→  

operatörü de bir Dunford-Pettis operatörü olacaktır [Kalton 1985; Aliprantis, 1985, 

Sonuç 19.15]. T operatörü M-zayıf kompakt ise zayıf kompakttır. Ayrıca, her sıra 

sınırlı aralık bir norm sınırlı küme olduğundan, her bir x E+∈  için [ ]T 0, x  relatif 

zayıf kompakttır. Yani T operatörü sıra zayıf kompakttır. Diğer taraftan 2T  Dunford-

Pettis operatörü relatif zayıf kompakt kümeleri norm total sınırlı kümelere 

dönüştürdüğünden [ ]( ) [ ]2 3T T 0, x T 0, x=  norm total sınırlı bir küme olur 

[Aliprantis, 1985, Teorem 19.3]. Yani 3T  operatörü AM-kompakttır. Ayrıca T 

operatörü M-zayıf kompakt olduğundan 3T  operatörü de M-zayıf kompakttır. 

Dolayısıyla 3T  hem AM-kompakt hem de M-zayıf kompakt olduğundan kompakt bir 

operatördür [Meyer, 1991, Önerme 3.7.4].  
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3.6. Teorem 

 

E Banach örgüsü ve T : E E→  pozitif L-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer 

0 T S≤ ≤  olacak biçimde bir S : E E→  Dunford-Pettis operatörü varsa 4T  

kompakttır.  

 

Kanıt:  

 

S: E E→  bir Dunford-Pettis operatörü ve 0 T S≤ ≤  sağlandığından 2T : E E→  

operatörü de bir Dunford-Pettis operatörüdür [Kalton, 1985; Aliprantis, 1985, Sonuç 

19.15]. T operatörü L-zayıf kompakt olduğundan zayıf kompakttır, dolayısıyla sıra 

zayıf kompakttır. Yani her bir x E+∈  için [ ]T 0, x  relatif zayıf kompakttır. 2T  

Dunford-Pettis operatörü relatif zayıf kompakt kümeleri norm total sınırlı kümelere 

dönüştürdüğünden [ ]( ) [ ]2 3T T 0, x T 0, x=  norm total sınırlı bir küme olur 

[Aliprantis, 1985, Teorem 19.3]. T operatörü L-zayıf kompakt olduğundan her bir 

0ε >  için en az bir 0 x E+
ε< ∈  vardır ve ( ) [ ]E ET U 0, x U+

ε⊆ + ε  sağlanır. O halde,  

 

( ) ( )( ) [ ]E E E
34 3 3T U T T U T 0, x T U+ +

ε= ⊆ + ε  

 

olur. { }E
3T Uε  sıfırın bir komşuluklar tabanı olduğundan ( )E

4T U+  norm total 

sınırlıdır. Yani 4T  operatörü kompakttır. 

 

3.7. Teorem 

 

E ve F  Banach örgüleri olsun. E uzayından F içine tanımlı her pozitif Dunford-Pettis 

operatörü L-zayıf kompakt ise aşağıdakilerden biri sağlanır. 

 

a)  E′  dual uzayı sıra sürekli norma sahip diskret uzaydır. 

b)  E′  ve F sıra sürekli norma sahiptir. 
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c)  F sonlu boyutludur. 

 

Kanıt:  

 

S,T : E F→  sınırlı operatörler için 0 S T≤ ≤  sağlansın ve T operatörü bir Dunford-

Pettis operatörü olsun. O halde hipotezden T operatörü aynı zamanda        L-zayıf 

kompakttır. Her L-zayıf kompakt operatör yarı kompakt olduğundan, E′  sıra sürekli 

norma sahiptir [Aqzzouz, 2008, Sonuç 2.4]. O halde S operatörü de L-zayıf 

kompakttır ve E′  sıra sürekli norma sahip olduğundan, Sonuç 3.2 gereği S operatörü 

kompakttır. O halde koşullardan biri sağlanır [Aqzzouz, 2006b, Teorem 2.12]. 
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4. L-ZAYIF ve M-ZAYIF KOMPAKT OPERATÖRLER İÇİN DEĞİŞMEZ  

    ALT UZAY PROBLEMİ 

 

Bilindiği üzere gerçel veya kompleks Banach uzayları üzerinde tanımlı bir kompakt 

operatör ile değişmeli her sınırlı operatör özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya 

sahiptir [Aronszajn, Smith 1954 ;  Lomonosov, 1973 ; Abramovich, 2002, Teorem 

10.15]. Bu bölümde L-zayıf kompakt ve M-zayıf kompakt operatörlerin üzerinde 

tanımlandıkları Banach örgülerine göre, özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaylara 

sahip olduğu bazı durumları vereceğiz.  

 

4.1. Teorem 

 

E Banach örgüsü ve T : E E→  pozitif L-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer E veya 

E′  dual uzayı sıra sürekli norma sahipse T operatörü ile değişmeli her sınırlı operatör 

özdeş olmayan kapalı değişmez bir alt uzaya sahiptir. 

 

Kanıt:  

 

S : E E→  sınırlı operatörü için ST TS=  eşitliği sağlansın. E sıra sürekli norma 

sahip ise 2T  operatörü Teorem 3.1 gereği kompakttır. Diğer taraftan 2 2ST T S=  

sağlandığından S operatörü özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahiptir 

[Aronszajn, Smith 1954 ;  Lomonosov, 1973 ;Abramovich, 2002, Teorem 10.15]. 

Eğer E′  sıra sürekli norma sahipse, Sonuç 3.2 gereği T operatörü kompakttır. 

Dolayısıyla S operatörü özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahiptir 

[Aronszajn, Smith 1954 ;  Lomonosov, 1973 ;Abramovich, 2002, Teorem 10.15]. 

 

4.2. Teorem 

 

E Banach örgüsü ve T : E E→  pozitif M-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer E veya 

E′  sıra sürekli norma sahipse T operatörü ile değişmeli her sınırlı operatör özdeş 

olmayan kapalı değişmez bir alt uzaya sahiptir. 
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Kanıt:  

 

S : E E→  sınırlı operatörü için ST TS=  eşitliği sağlansın. E′  sıra sürekli norma 

sahip ise 2T  operatörü Sonuç 3.3 gereği kompakttır. Diğer taraftan 2 2ST T S=  

sağlandığından S operatörü özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahiptir 

[Aronszajn, Smith 1954 ;  Lomonosov, 1973 ;Abramovich, 2002, Teorem 10.15]. 

Eğer E sıra sürekli norma sahipse Teorem 3.2 gereği T operatörü kompakttır ve 

özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahiptir [Aronszajn, Smith 1954 ;  

Lomonosov, 1973 ;Abramovich, 2002, Teorem 10.15]. 

 

4.3. Teorem 

  

E sıra sürekli norma sahip olmayan Banach örgüsü ve T : E E→  skalar olmayan      

L-zayıf kompakt operatör olsun. T operatörü özdeş olmayan kapalı değişmez alt 

ideale sahiptir. 

 

Kanıt:  

 

E Banach örgüsü sıra sürekli norma sahip olmasın. Dolayısıyla 

( ) ( ){ }a
n nE := x E : x [ 0, x  ] ,  x   monoton dizisi norm yakınsak∈ ⊆  şeklinde tanımlı 

kapalı ideal için aE E≠  olur. ax E∈  olsun. x 1≤  kabul edebiliriz. T operatörü L-

zayıf kompakt ve aE , L-zayıf kompakt kümeleri içerdiğinden ( ) a
ET U E⊂  olur. O 

halde ( ) aT x E∈ , dolayısıyla ( )a aT E E⊆  olur. Yani aE , T-değişmezdir. 

 

İddia ediyoruz ki { }aE ≠ θ . Eğer { }aE = θ  ise ( ) { }a
ET U E⊆ = θ , dolayısıyla her 

x E∈  için ( )T x = θ  olacağından T 0=  olur. Bu ise T operatörünün skalar 

olmamasına çelişkidir. O halde aE  özdeş olmayan kapalı T-değişmez idealdir. 
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4.1. Tanım 

 

E Banach örgüsü ve T : E E→  sınırlı operatör olsun . Eğer ( )p T : E E→   L-zayıf 

kompakt operatör olacak şekilde bir p polinomu varsa T operatörüne  polinomsal    

L-zayıf kompakt operatör  denir.  

 

Her bir L-zayıf kompakt operatörün polinomsal L-zayıf kompakt olduğu açıktır. 

Ancak tersi her zaman doğru değildir. 

 

4.1. Örnek  

 

            [ ] [ ]1 1T : L 0,1 L 0,1→        ,      ( )
10                 if      0 x 2

Tf x : 1 1f x     if     x 1
2 2

⎧ ≤ ≤
⎪

= ⎨ ⎛ ⎞− < ≤⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩

  

 

şeklinde tanımlanan operatör zayıf kompakt değildir. Dolayısıyla L-zayıf kompakt 

değildir. Fakat 2T 0=  sağlanır. Yani T  polinomsal L-zayıf kompakttır.  

 

Aşağıda verilen teoremin ispatı, Abramovich, Aliprantis, 2002, Sonuç 10.17 ispatına 

benzer biçimde yapılmıştır. 

 

4.4. Teorem 

 

E sıra sürekli norma sahip olmayan Banach örgüsü olsun. Eğer T : E E→  sınırlı 

operatörü polinomsal L-zayıf kompakt operatör ise, T özdeş olmayan kapalı 

değişmez alt uzaya sahiptir.  

 

Kanıt:  

 

Eğer T : E E→  polinomsal L-zayıf kompakt operatör ise i n1 i n,  a   ve  a 0≤ ≤ ∈ ≠\  
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olmak üzere en az bir ( ) n
0 1 np x a a x ... a x= + + +  polinomu vardır ve ( )p T : E E→  

operatörü L-zayıf kompakttır. Diğer taraftan T : E E→  sınırlı operatör olacağından 

her bir k∈`  için ( ) ( )k kp T T T p T=  operatörü de L-zayıf kompakttır ve 

( )( )k a aT p T E E⊆  sağlanır. 

 

Eğer  ( )p T = θ  ise n
0 1 na I a T ... a T+ + + = θ  olacağından i

i
n

a1 i n,  b =
a
−

≤ ≤  olmak 

üzere n n 1
0 1 n 1T b I b T ... b T −

−= + + +  olur. x E∈  ve x ≠ θ  olsun. Bu durumda, 

{ }n 1V sp x,Tx,...,T x−=  alt uzayı için { } ( )V  ,  V E  ve  T V V≠ θ ≠ ⊆  özellikleri 

sağlanır.  

 

Kabul edelim ki ( )
a

p T
E

≠ θ  olsun. O halde en az bir a
0x E∈  için ( )( )0p T x ≠ θ  

olur. Yani her bir k∈`  için ( ) ( )k a
0T p T x E∈ .      ….(1) 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }2 k
0 0 0 0V Sp p T x ,Tp T x ,T p T x ,...,T p T x ,...=  

 

kümesi için (1) gereği aV E⊆  sağlanır. E sıra sürekli norma sahip olmadığından 

aE E≠ , dolayısıyla V E≠ . Aynı zamanda { }V ≠ θ  ve ( )T V V⊆  sağlanır. 

 

O halde sıra sürekli norma sahip olmayan Banach örgüsü üzerinde tanımlı her 

polinomsal L-zayıf kompakt operatör özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya 

sahiptir. Sıra sürekli norma sahip olmayan Banach örgüleri üzerinde tanımlı L-zayıf 

kompakt operatörlerin ortak bir değişmez ideale sahip olmalarından dolayı, sıra 

sürkli norma sahip olmayan Banach örgüleri üzerinde tanımlı regüler operatörler için 

aşağıdaki teoremi verebiliriz. 
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4.5. Teorem 

 

E sıra sürekli norma sahip olmayan bir Banach örgüsü, { }aE 0≠  ve T : E E→  

skalar olmayan bir regüler operatör olsun. Eğer en az bir n +∈`  için nT : E E→  

operatörü L-zayıf kompakt ve en az bir a
0 0x E ,  x 0∈ >  için n

0T x 0≠  ise E üzerinde 

tanımlı her regüler operatör özdeş olmayan kapalı değişmez alt ideale sahiptir. 

 

Kanıt:  

 

En az bir n +∈`  için nT : E E→  L-zayıf kompakt operatör ve S: E E→  regüler 

operatör olsun. L-zayıf kompakt operatörler ( )rL E  içinde çift taraflı idealdir 

[Meyer, 1991, Önerme 3.6.16]. O halde her bir m +∈`  için m nS T : E E→  operatörü 

L-zayıf kompakt operatördür.  Diğer taraftan aE  kapalı ideali her L-zayıf kompakt 

operatör için değişmez kalacağından en az bir a
0 0x E ,  x 0∈ >  ve her bir m +∈`  için 

( )m n a
0S T x E∈  olur. O halde { }n n 2 n n n

0 0 0 0T x ,ST x ,S T x ,...,S T x ,...  kümesi ile 

üretilen kapalı ideal W ise ( )S W W⊆  sağlanır. Her bir m +∈`  için 

( )m n a
0S T x E∈  olduğundan aW E⊆  ’dır ve E sıra sürekli norma sahip değil ise 

aE E≠  olacağından W E≠  çıkar. Diğer taraftan n
0T x W∈  ise { }W ≠ θ  olur. Yani 

W özdeş olmayan kapalı S-değişmez alt idealdir. 

 

O halde Teorem 4.5 yardımıyla bir Banach örgüsü üzerinde tanımlı her regüler 

operatörün özdeş olmayan kapalı değişmez alt ideale sahip olduğu bir örneği 

aşağıdaki şekilde verelim. 

 

4.2. Örnek 

 

[ ]( )2c L 0,1  uzayı sıra sürekli norma sahip değildir [Abramovich, 1992]. Ancak 

[ ]( )2
0c L 0,1  uzayı sıra sürekli norma sahip olduğundan,  
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[ ]( ){ } [ ]( ) [ ]( )a2 2 2
0 0c L 0,1 c L 0,1 c L 0,1= ⊂  

 

sağlanır. Dolayısıyla [ ]( ){ } { }
a2c L 0,1 ≠ θ  olur. Diğer taraftan [ ]( )2E c L 0,1=  

Banach örgüsü üzerinde [ ] [ ]( )2 2S : L 0,1  c L 0,1→  L-zayıf kompakt operatör 

tanımlanabilir [Chen, 1999, Teorem 2.2]. Ayrıca, 

                                 

                              [ ]( ) [ ] ( )( )2 2
n 1n 1

: c L 0,1 L 0,1   ,   f f∞

=
Π → Π =  

 

şeklinde tanımlı operatör sınırlı olduğundan, T S= ΠD  operatörü L-zayıf kompakttır 

[Meyer, 1991, Önerme 3.6.16]. O halde [ ]( )2c L 0,1  üzerinde tanımlı her bir regüler 

operatör özdeş olmayan kapalı bir alt ideale sahiptir. 

 

4.2. Tanım 

 

E bir Banach örgüsü ve  A E′⊆  için  

 

( ){ }A x E : x A  için  x x 1′ ′= ∈ ∀ ∈ ≤D  

 

şeklinde tanımlı konveks, dengeli ve ( )E, E′σ -kapalı olan E  ’nin alt kümesine A 

kümesinin ön poları adı verilir. Eğer A E′⊆  bir alt ideal ise ön polar da idealdir ve 

 

( ){ }A x E : x A  için  x x 0′ ′= ∈ ∀ ∈ =D  

 

 olur. 

 

4.6. Teorem 

 

E Banach örgüsü olmak üzere, E′  dual uzayı sıra sürekli norma sahip değil ve 
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T : E E→  skalar olmayan pozitif M-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer,  

 

( ) ( ){ }a
nE f E : f 0, f  monoton dizisi norm yakınsak′ = ∈ ∀ ⊂ ⎡ ⎤⎣ ⎦  

 

norm kapalı ideali için ( ) ( ) ( ){ } { }a aE x E : f E   için  f x 0 0′ ′= ∈ ∀ ∈ = ≠D  ise E 

üzerinde tanımlı her S : E E→  birebir pozitif operatör özdeş olmayan kapalı 

değişmez ideale sahiptir. 

 

Kanıt:  

 

E′  sıra sürekli norma sahip değilse ( )aE E′ ≠  olur. ( )aE′  tüm L-zayıf kompakt 

kümeleri kapsadığından ( ) ( )a
ET U E′′ ′⊆  olur. Dolayısıyla ( ) ( )aT E E′ ′ ′⊆  olur. 

( )aE′  ideal olduğundan da 

 

( ) ( ) ( ){ }a aE x E : f E   için  f x 0′ ′= ∈ ∀ ∈ =D  

 

 kümesi E içinde bir idealdir [Aliprantis, 1985, Teorem 11.13].  

 

( )ax E′∈ D  olsun. Her bir E0 f U ′≤ ∈  için ( )aT f E′ ′∈  sağlandığından 

( ) ( )f Tx T f x 0′= =  olur. Yani her ( )ax E′∈ D  için Tx 0=  olur. O halde ( )aED ′ , T 

operatörü için değişmez idealdir. 

 

Eğer ( )aE E′ =D  ise ( ) ( )( ) { }a aE E E 0′ ′⊆ = =
DD D  kapsamasından ( ) { }aE 0′ =  olur. 

Fakat ( ) ( )a
ET U E′′ ′⊆  olduğundan T 0′ = , dolayısıyla T 0=  olur. O halde 

( )aE E′ ′≠ . Hipotezimiz gereği ( ) { }aE 0′ ≠D  olduğundan ( )aE′D  ideali özdeş 
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olmayan kapalı T-değişmezdir. Aslında ( )aE′D , E üzerinde tanımlı her M-zayıf 

kompakt operatör için ortak değişmez ideal olur. 

 

Hipotezimiz gereği ez az bir ( )a
0x E′∈ , 0x 0≠  elemanı vardır. S : E E→  birebir 

operatör olduğundan her bir k ∈ `  için k
0S x 0≠  olur. W, { }2

0 0 0x ,Sx ,S x ,...  kümesi 

ile üretilen ideal ise W  ’de idealdir ve S-değişmezdir. Yani ( )S W W⊆  olur. Diğer 

taraftan her bir k ∈ `  için kTS : E E→  operatörü M-zayıf kompakttır [Meyer, 1991, 

Önerme 3.6.16]. O halde her bir k ∈ `  için k
0TS x 0=  olur. T 0′ ≠  ise en az bir  

( )f E +′∈  vardır ve T f 0′ ≠  ‘dır. Her bir k ∈ `  için 

( ) ( ) ( )k k
0 0T f S x f TS x f 0 0′ = = =  ise T f′  pozitif doğrusal fonksiyoneli W  

üzerinde sıfırdır. Yani W E≠  olur. Dolayısıyla W  özdeş olmayan kapalı               

S-değişmez idealdir. 

 

4.1. Sonuç 

 

E Banach örgüsü olmak üzere, E′  sıra sürekli norma sahip değil ve T : E E→  skalar 

olmayan pozitif M-zayıf kompakt operatör olsun. ( )a
nE E′ ⊆ ∼  ve  ( )aE′ , nE∼  içinde 

sıra yoğun değilse E üzerinde tanımlı her pozitif operatör özdeş olmayan kapalı 

değişmez ideale sahiptir.  

 

Kanıt:  

 

( )a
nE E′ ⊆ ∼  ve  ( )aE′  sıra yoğun ideal değilse ( ) { }aE 0′ ≠D  olur [Zaanen, 1983, 

Sonuç 105.12]. O halde Teorem 4.5 ’in hipotezleri sağlanır. 

 

4.2. Sonuç 

 

E sıra sürekli norma sahip Banach örgüsü, E′  sıra sürekli norma sahip değil ve 
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T : E E→  skalar olmayan pozitif M-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer ( )aE′ , E′  

içinde sıra yoğun ideal değilse E üzerinde tanımlı her sınırlı operatör özdeş olmayan 

kapalı değişmez alt ideale sahiptir. 

 

Kanıt:  

 

E sıra sürekli norma sahip ise  nE E′ = ∼  olur. Yani Sonuç 4.1 ’in hipotezleri sağlanır. 

 

Örnek olarak [ ]1 0E L 0,1 c= ⊕  Banach örgüsü sıra sürekli norma sahiptir. Diğer 

taraftan [ ] 1E L 0,1∞′ = ⊕ A  ve ( )a
1E′ = A  olur. ( )aE′ , E′  içinde sıra yoğun değildir 

[Wnuk, W., 1984]. Yukarıdaki teorem ve sonuçlar Read operatörü için bir çelişki 

yaratmaz. Çünkü ( )a

1 0c′ =A  ideali ( )1 ∞
′ =A A  içinde sıra yoğundur [Zaanen, 1983, 

Sayfa 433]. 

 

4.7. Teorem 

 

E Banach örgüsü ve T : E E→  skalar olmayan, regüler M-zayıf kompakt operatör 

olsun. μ  atomsuz ölçü olmak üzere ( )1L μ  uzayına örgü izomorfik olacak şekilde E ’ 

nin kapalı bir alt örgüsü bulunabiliyorsa her S : E E→  sınırlı regüler operatör özdeş 

olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahiptir. 

 

Kanıt:  

 

Kabul edelim ki μ  atomsuz ölçü olmak üzere ( )1W L≅ μ  olacak şekilde W E⊂  

kapalı alt örgüsü bulunsun. T : E E→  pozitif M-zayıf kompakt operatör ise W alt 

uzayına kısıtlanmış ( )1W
T : W L E≅ μ →  operatörü de M-zayıf kompakttır. 

( ) ( )( )aaW L∞′ ≅ μ  tüm L-zayıf kompakt kümeleri kapsadığından   
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( ) ( ) ( )( ) { }aa
EW

T U W L∞
′

′ ′⊆ = μ = θ  

 

olur [Zaanen, 1983, Sayfa 318]. O halde 
W

T ′ = θ , dolayısıyla T operatörü W 

üzerinde 0 operatörü olur. Yani ( )T W W⊆  ’dır. 

 

S : E E→  sınırlı regüler operatör olsun. Her bir k=1,2,… için kTS : E E→  operatörü 

de M-zayıf kompakt operatördür [Meyer, 1991, Önerme 3.6.16]. Dolayısıyla benzer 

işlemlerle her bir x W∈  için ( )kTS x 0=  olduğu görülür. T 0′ ≠  ise en az bir 

f E+′∈ , f 0≠  elemanı için T f 0′ ≠  olur. 0x W∈ , 0x 0≠  elemanı için 

( ) ( ) ( )k k
0 0T f S x f TS x f 0 0′ = = =  olur. O halde { }2

0 0 0x ,Sx ,S x ,...  kümesi ile 

üretilen alt ideal V ise ( )S V V⊆  sağlanır. Ayrıca her y V∈  için ( )T f y 0′ =  olur. 

Yani V E≠  ‘dir. Diğer taraftan 0x W∈ , 0x 0≠  ise { }V 0≠  ‘dır. Dolayısıyla V  

özdeş olmayan kapalı S-değişmez alt idealdir.   

 

4.7. Teorem ’de ki hipotezlere sahip olan Banach örgülerine örnek olarak diskret 

olmayan AL-uzaylarını verebiliriz.  

 

4.8. Teorem 

 

E Banach örgüsü ve T : E E→  pozitif, skalar olmayan, birebir, L-zayıf kompakt 

operatör olsun. μ  atomsuz ölçü olmak üzere ( )1L μ  uzayına örgü izomorfik olacak 

şekilde E′  dual uzayının kapalı bir alt örgüsü bulunabiliyorsa her S: E E→  pozitif 

birebir operatör özdeş olmayan kapalı değişmez alt ideale sahiptir.  

 

Kanıt:  

 

Kabul edelim ki μ  atomsuz ölçüsü için ( )1W L′ ≅ μ  olacak şekilde W E′ ′⊂  kapalı 
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alt örgüsü bulunsun. T : E E→  operatörü L-zayıf kompakt ise T : E E′ ′ ′→  operatörü 

M-zayıf kompakttır ve W′  alt uzayına kısıtlanmış ( )1W
T : W L E

′
′ ′ ′≅ μ →  operatörü 

de M-zayıf kompakttır. ( )( ) ( )( )
a

a
W L∞

′′ ≅ μ  tüm L-zayıf kompakt kümeleri 

kapsadığından ve ( )
W

T ′′   L-zayıf kompakt olduğundan 

 

                              ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) { }
a a

EW
T U W L∞

′′
′ ′′ ′⊆ = μ = θ  

 

olur. O halde ( )
W

T
′

′′ = θ , dolayısıyla T′  operatörü W′  üzerinde 0 operatörü olur.  

  

( )0 0f W ,f 0+′∈ ≠  ise en az bir 0 0x E , x 0+∈ ≠  için ( )0 0f x 0≠  ‘dır. T ve S 

operatörleri birebir olduğundan her bir k `∈  için k
0S Tx 0≠  olur. V ile 

{ }0 0 0
2Tx ,STx ,S Tx ,...  kümesi ile üretilen ideali tanımlayalım. Diğer taraftan her bir 

k `∈  için kS T : E E→  operatörü L-zayıf kompakttır [Meyer, 1991, Önerme 

3.6.16]. O halde benzer işlemlerle ( )0 0f W ,f 0+′∈ ≠  her bir k `∈  için ( )k
0S T f 0=  

olur. Dolayısıyla ( )kk
0 0 0 0 0S Tx , f x ,T S f x ,0 0′ ′= = =  olur. Yani her y V∈  için 

( )0f y 0=  olacağından V E≠  sağlanır. Dolayısıyla V özdeş olmayan kapalı            

S-değişmez idealdir. 

 

4.3. Örnek 

 

0E / c∞= A  bölüm uzayı σ -sıra sürekli norma sahiptir. Diğer taraftan  Banach uzayı 

olarak 1 E⊂A  olmasına rağmen, β`  Stone-Cech kompaktlaştırması olmak üzere E 

uzayı ( )C β  ` `  Banach örgüsüne sıra izometrik olduğundan, 1A  uzayına örgü 

izomorf bir alt uzay içermez  [Wojtowicz, 2001]. Dolayısıyla E′ , 0c  ’a örgü izomorf 
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hiçbir alt uzay içermez [Meyer, 1991, Teorem 2.4.14]. Banach uzayı olarak 1 E⊂A  

olmasından E′  Radon-Nikodym özelliğine sahip değildir [Diestel, 1977]. 

Dolayısıyla [ ]1L 0,1  uzayına örgü izomorfik olacak şekilde E′  dual uzayının kapalı 

bir alt örgüsü vardır. 

 

4.9. Teorem 

 

E bir Banach örgüsü ve T : E E→  pozitif M-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer 

0 T S≤ ≤  olacak biçimde bir S : E E→  Dunford-Pettis operatörü varsa T operatörü 

ile değişmeli her sınırlı operatör özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahiptir. 

 

Kanıt:  

 

R : E E→  sınırlı operatörü RT TR=  koşulunu sağlasın. S: E E→  bir Dunford-

Pettis operatörü ve 0 T S≤ ≤  ise Teorem 3.5 gereği 3T  kompakttır. Diğer taraftan 
3 3RT T R=  sağlandığından R operatörü özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya 

sahiptir [Aronszajn, Smith 1954;  Lomonosov, 1973; Abramovich, 2002, Teorem 

10.15]. Genel olarak her bir n +∈`  için nT : E E→  operatörleri ortak, özdeş 

olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahiptir.  

 

4.10. Teorem 

 

E Banach örgüsü ve T : E E→  pozitif L-zayıf kompakt operatör olsun. Eğer 

0 T S≤ ≤  olacak biçimde bir S : E E→  Dunford-Pettis operatörü varsa T operatörü 

ile değişmeli her sınırlı operatör özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahiptir. 

 

Kanıt:  

 

R : E E→  sınırlı operatörü RT TR=  koşulunu sağlasın. S: E E→  bir Dunford-

Pettis operatörü ve 0 T S≤ ≤  ise Teorem 3.6 gereği 4T  kompakttır. Diğer taraftan 
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4 4RT T R=  sağlandığından R operatörü özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya 

sahiptir [Aronszajn, Smith 1954;  Lomonosov, 1973; Abramovich, 2002, Teorem 

10.15]. Genel olarak her bir n +∈`  için nT : E E→  operatörleri ortak, özdeş 

olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahiptir.    
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada, L-zayıf kompakt ve M-zayıf kompakt operatörlerin bazı durumlarda 

özdeş olmayan kapalı değişmez alt uzaya sahip olduğu gösterilmiştir. İlk önce bu 

operatör sınıflarının kompakt olduğu durumlar göz önüne alınmıştır. AM-uzay veya 

AL-uzaylar arasında tanımlı L-zayıf ve M-zayıf kompakt operatörlerin kompaktlığı 

bilinmektedir [Chen, 1999]. Ayrıca L-zayıf ve M-zayıf kompakt operatörler yarı 

kompakt operatörlerin bir alt sınıfıdır ve yarı kompakt operatörlerin kompakt olduğu 

bazı durumlar da bilinmektedir [Aqzzouz, 2006a]. Bilinen durumlardan farklı olarak 

verdiğimiz sonuçlarda, L-zayıf veya M-zayıf kompakt operatörlerin kompakt olması 

için üzerinde tanımlandığı Banach örgülerinin veya onların dual uzaylarının sıra 

sürekli norma sahip olmasının yeterli olduğu gösterilmiştir. Ayrıca, bu sonuçlar 

yardımıyla dual uzayı sıra sürekli norma sahip Banach örgüsünden bir AL-uzayına 

tanımlı tüm pozitif operatörlerin kompakt olduğu sonucuna varılmıştır. Böylece 

kendisi veya dual uzayı sıra sürekli norma sahip bir Banach uzayı üzerinde tanımlı 

M-zayıf kompakt veya L-zayıf kompakt operatörlerinin özdeş olmayan kapalı 

değişmez alt uzaya sahip olduğu gözlenmiştir. Diğer taraftan, sıra sürekli norma 

sahip olmayan Banach örgüleri üzerinde tanımlı L-zayıf kompakt operatörler özdeş 

olmayan kapalı değişmez alt ideale sahiptir ve bunun sonucu olarak, sıra sürekli 

norma sahip olmayan Banach örgüsü üzerinde skalar olmayan bir L-zayıf kompakt 

operatör tanımlı ise bu Banach örgüsü üzerinde tanımlı her regüler operatör de özdeş 

olmayan kapalı değişmez alt ideale sahiptir. Bunun yanında, dual uzayı sıra sürekli 

norma sahip olmayan Banach örgüleri üzerinde tanımlı M-zayıf kompakt 

operatörlerin bazı koşullar altında özdeş olmayan kapalı değişmez alt ideale sahip 

olduğu görüldü. Bu koşullar dışında M-zayıf kompakt operatörlerin özdeş olmayan 

kapalı değişmez alt ideale sahip olup olmadığı henüz açık problem olarak 

durmaktadır.   
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