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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

xVy x ve y elemanlarinin supremumu

XAy x ve y elemanlarinin infimumu

|x| x elemaninin modiilii

X x elemaninin pozitif kismi

X x elemaninin negatif kismi

X, 'x Yukar: yonlendirilmis ve supremumu x olan x, ag1

X, | X Asag1 yonlendirilmis ve infumumu x olan x, ag1

sol A A kiimesinin solid zarfi

U, E uzaymin kapali birim yuvari

o(E,E') E uzay1 iizerindeki zayif topoloji

X, ——X Zay1f topolojiye gore x elemanina yakinsayan x, agi

E’ E uzayinin pozitif kismi

E° E uzaymin sira duali

E; E uzayinin sira siirekli duali

E’ E uzayinin stirekli duali

E E uzaymin cebirsel duali

L(E,F) E uzayindan F uzayina tanimli dogrusal operatdrler uzay1
L(E,F) E uzayindan F uzayina tanimli stirekli operatorler uzay1
£, (E,F) E uzaymdan F uzayina tanimli sira sinirlt operatorler uzayi

£ (E,F) E uzayindan F uzayina tanimli sira siirekli operatorler uzay1



Simgeler

£, (EF)

EDF

Kisaltmalar

AM-uzay
AL-uzay

Aciklamalar

E uzayindan F uzayina tanimh regiiler operatorler uzayi

E ve F Riesz uzaylarinin direkt toplami

Aciklamalar

Soyut maksimum normlu uzay

Soyut Lebesque uzay

X



1. GIRIS

Fonksiyonel analizde tam ¢6ziime kavugmayan iinlii problemlerden biri *“ degismez
alt uzay problemidir ”. Degismez Alt Uzay Problemi “Banach uzayi lizerinde tanimli
sinirlt operator 6zdes olmayan kapali degismez bir alt uzaya sahip midir? ” seklinde
ifade edilir. Simdiye kadar operatorler veya Banach uzaylar iizerine birtakim
kisitlayici sartlar getirilerek problemin bazi kismi ¢oziimleri yapilmistir. Ornegin, bir
O0zdegere sahip olan operatorler ve ayrilabilir olmayan Banach uzaylar iizerinde
taniml1 tiim operatorler i¢in kapali degismez alt uzaylarin her zaman bulunabilecegi
daha onceden bilinmektedir. Aronszajn, Smith ve Lomonosov sonsuz boyutlu gergel
veya kompleks Banach uzaylar lizerinde tanimli kompakt operatorlerin kapali 6zdes
olmayan degismez alt uzaya sahip olduklarin1 géstermistir [Aronszajn, Smith 1954 ;
Lomonosov, 1973]. Daha sonra ise V.I. Lomonosov bu sonucu kompakt
operatorlerle degismeli olan tiim operatorler icin genisletmistir [Lomonosov, 1973].
Bir Banach uzay: iizerinde tanimlanan tiim operatorlerin degismez alt uzaya her
zaman sahip olamayacagini 6nce P.Enflo, daha sonrada C.J. Read Orneklerle

gostermislerdir [Enflo, 1987 ve Read, 1985].

Calismamizda ele aldigimiz L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorler ilk
defa P. Meyer-Nieberg tarafindan tanimlanmis ve bazi 6zellikleri verilmistir [Meyer,
1974]. Daha sonralari Dodds-Fremlin L-zayif ve M-zayif kompakt operatdrlerin
birbirleriyle cakistigi veya kompakt operatorlerle cakistigi durumlar1 gostermistir
[Dodds, 1979]. A.W. Wickstead ve Z.L. Chen bu operatdrlerin modiillerinin var
oldugu durumlar1 ve bu operatdrler yardimiyla Shur o6zelligine sahip Banach

uzaylarinin karakterizasyonu ile ilgili sonuglar elde etmistir [Chen, 1999].

Bu calismamizdaki hedefimiz zayif kompakt operatorlerin bir alt sinifi olan L-zayif
kompakt ve M-zayif kompakt operatorlerin 6zdes olmayan kapali de§ismez alt

uzaylara sahip oldugu durumlar1 incelemektir.

Ikinci boliim Banach &rgiileri, L-zay1f ve M-zayif kompakt operatdrler ve degismez

alt uzay problemi ile ilgili simdiye kadar bilinen genel tanim ve Onermelerden



olusmaktadir.

Ugiincii béliimde, bir kompakt operatér ile degismeli olan biitiin operatorlerin 6zdes
olmayan kapal1 degismez bir alt uzaya sahip oldugu bilindigi icin, L-zayif ve M-zay1f
kompakt operatorlerinin veya bileskelerinin kompakt olabildigi durumlar ile ilgili
sonuclar verildi. Ayrica bu sonuglar yardimiyla dual uzayi sira siirekli norma sahip
bir Banach oOrgilisiinden AL-uzayma tanimli pozitif operatorlerin kompakt oldugu

sonucu elde edilmistir.

Doérdiincii bolim L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorler icin Ozdes
olmayan kapali degismez bir alt uzayin bulunabilecegi bazi durumlar ile ilgili
sonuclar1 igerir. Ayrica bazi kosullarda elde edilen ortak degismez alt ideal
yardimiyla L-zay1f kompakt ve M-zayif kompakt operatorlerin {izerinde tanimlandigi
Banach orgiisii iizerinde tanimli regiiler operatdrlerin de 6zdes olmayan kapali

degismez alt ideallere sahip oldugu gosterildi.

Besinci boliimde ise ¢alismalarimizda elde edilen sonuglarin bir 6zetine ve konu ile

ilgili dnerilere yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ONERMELER

Bu boliimde calisma boyunca kullanilacak temel tanimlar ve bazi Onermeler

verilmigtir.
2.1. Pozitif Operatorlerin Siral Yapisi
2.1. Tanim

E gercel vektor uzayi lizerinde “ < ” bir siralama bagintisi olsun. Her x,y € E olmak

lizere,

a) HerzeEigcin x<y = x+z<y+z

b) Her0<aelRigin x<y = oax<ay

kosullar1 saglaniyorsa, E uzayma sirali vektor uzayr denir.

E siral1 vektdr uzaymin x > 0 6zelligini saglayan x elemanina pozitiftir denir ve E ’

nin tiim pozitif elemanlarinin kiimesi E* ile gosterilir.

X ve Y gercel vektor uzaylar1 olmak lizere T: X — Y lineer donlisiimiine operator
denir. X uzayindan Y uzayi igine tamimli tiim operatorlerin kiimesi L(X,Y) ile

gosterilir.  Her x e X™ igin Tx € Y saglaniyorsa T:X — Y operatoriine pozitif
operator denir ve Tx >0 (veya 0<T) ile gosterilir. T:X —Y operatorii pozitif

ise, x <y olacak bigimdeki her x,y € X i¢in Tx < Ty saglanir.

2.2. Tanim

E sirali vektor uzayr olmak iizere her x,y€E i¢in xVy:=sup {x,y}€E ve

X Ay :=inf {x,y} €E ise E uzaymna Riesz uzay: denir. E Riesz uzay1 ve G — E alt



vektor uzay1 olmak tizere x,y € G iken x Vy € G ise G ’ye Riesz alt uzayr denir.

Riesz uzaylarmin tipik Ornegi bir X kiimesi iizerinde tanimli gergel degerli
fonksiyonlarin olusturdugu gergel vektor uzayidir. Bu uzay1 E ile gosterirsek her bir

f,gcE ve x € X igin,

h (x):= maks {f(x),g(x)} ve t(X):=min {f(x),g(x)}

seklinde tanimli fonksiyonlar f ve g elemanlarmin sirastyla supremumu ve

infumumudur ve E uzayma aittirler. Buna gore E gergel vektor uzayr noktasal

siralamaya gore bir Riesz uzayiolur (f > g < f(x)>g(x), VxeX).

2.1. Ornek

Asagidaki fonksiyon uzaylar1 noktasal siralamaya gore, yani “f > g < f (x) >g (x) ,

Vx € X, birer Riesz uzaylaridir.

a) RX, Xiizerindeki gercel degerli fonksiyonlarm uzay1.

b) C(X), X topolojik uzay1 tizerindeki gercel degerli siirekli fonksiyonlarin uzay.

c) C,(X), X topolojik uzay: tizerindeki sinirl gercel degerli stirekli fonksiyonlarin
uzay1.

d) L (p) (0<p<w0), (X,Z,p) 6lgiim uzay1 olmak tzere, gergel degerli p-olgilebilir

ve f |f |p du < oo kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzayi.
X

e) L _(n, (X,Z,n) oOl¢lim uzayr olmak iizere, gergel degerli p-olgiilebilir ve

hemen hemen her yerde sinirli fonksiyonlarin uzayi.

Asagidaki  dizi uzaylarnn ise “(x,)<(y,) < VneNigin x, <y,” kon

siralamasina gore birer Riesz uzaylaridir.



f) ¢_(X), Xkiimesi tizerindeki tiim sinirh dizilerin uzayi.

" <o sartini saglayan gergel dizilerin uzay1.

Xn

g {, (1<p<w), Y
n=l1

2.3. Tanmim

E bir Riesz uzay1 olmak iizere, her x €E i¢in x* :=xV 0 elemanma x ’in pozitif

kismi, X~ =-—xVO0 elemanina x ’in negatif kismi ve |X|::x\/(—x) elemanina

X ’in modiilti denir.
2.1. Teorem

E bir Riesz uzay1 olmak iizere, her x,y € E icin asagidaki esitlikler saglanir.

a) x=x"—x"

b) |x| =x"+x"

c) x"Ax =0

d) X:(X—y)+ +XAYy
[Aliprantis, 1985, Teorem 1.3].

2.4. Tanim

E bir Riesz uzay1 olmak iizere, her x,y € E i¢in |x|/\|y| =0 ise x ve y elemanlar1
birbirine diktir denir ve x L y ile gosterilir. E uzaymin bir alt kiimesi A ise,
AY={x€E : x Ly, Vye A} kiimesine A ’nin dik tiimleyeni denir. Bu tanima

gore ikiserli olarak birbirine dik elemanlardan olusan diziye dik dizi denir ( n = m

iken x, L x, ise (x,)C E dik dizidir ).



2.5. Tamim

E Riesz uzayinda, I indeks kiimesi i¢in (xa) bir ag olsun. Her o,f el igin x, <x,
ve X, <X, kosullarini saglayan bir yel varsa (Xu> ag1 yukar: yonlendirilmistir
denir ve (Xa)T seklinde gosterilir. (XQ)T ve sup {xa} =X ise (XQ) Tx ile gosterilir.
Benzer sekilde her a,Bel i¢in x, >x, ve x; >x, kosullarimt saglayan bir y el

varsa (x,) ag1 asagi yonlendirilmigtir denir ve (x,)| seklinde gosterilir. (x,)| ve

o

inf {x,} =x ise (x,) | x ile gosterilir.
2.6. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve bostan farkl bir alt kiimesi A olsun. y € A olmak iizere |x| < |y|

iken x € A oluyorsa A kiimesine kat: ('solid ) denir. A kiimesini kapsayan en kii¢iik

kati kiimeye A kiimesinin ka#ti zarfi denir. A kiimesinin kat1 zarfi

sol(A):{XEE:EIyEA icin |X|§|y|} olur.

2.7. Tanim
E Riesz uzayimin kat1 alt vektor uzaylarina ideal adi verilir. E Riesz uzayimin bostan

farkli bir A alt kiimesini kapsayan en kiiciik ideale A kiimesinin dogurdugu ideal

denir. A kiimesinin dogurdugu ideal,
{ yEE: A, 0k, €RT ve 3K, X, X, €A igin |y|< Zkk.|xk|}
k=1

olur. Bir x € E elemaninin irettigi ideale esas ideal denir ve x € E elemaninin

tirettigi esas ideal I :{ yeE: I eR" |y| < X.|X| } olur.



2.8. Tamim

E bir Riesz uzay1 olmak lizere, x <y kosulunu saglayan x,y € E elemanlar: ile
tanimlanan [x,y]:= {z €E : x<z<y } kiimesine sirali aralik denir. E uzaymin bir

A alt kiimesi bir sirali aralik tarafindan kapsaniyorsa, A kiimesine sira suirlt kiime

denir.
2.9. Tanim

E Riesz uzaymin her sira siirli kiimesinin E i¢inde bir supremumu ve infimumu
varsa E uzayina Dedekind tam uzay denir. Benzer olarak, sira sinirl sayilabilir her
kiimenin E i¢inde bir supremumu ve infimumu varsa E uzayma o -Dedekind tam

uzay denir.
2.10. Tanim

E ve F Riesz uzaylar1 olmak iizere, T:E — Foperatorii E uzaymnin her sira siirl
kiimesini F uzayinin sira sinirh kiimelerine resmediyorsa, T operatoriine sira sinirl

operator denir. E uzayindan F uzayi icine tiim sira siirli operatorlerin kiimesi

L, (E,F) ile gosterilir.

T,.SeL (EF)igin “T<S:< S—T > 0" siralamasina gore £, (E,F) siral vektor
uzayidir. Fakat £ (E,F) her zaman Riesz uzay1 olmak zorunda degildir. Eger F

Banach 6rgiisii Dedekind tam ise &£ (E,F) Dedekind tam Riesz uzayidir [Aliprantis,

1985, Teorem 1.13]. Ayrica her pozitif operator sira sinirl operatordiir.

Eger F=R ise E Riesz uzay1 ilizerinde tanimli gergel degerli sira sinirh

operatorlerin cfb (E,]R) uzayina E Riesz uzaymin sira duali denir ve E™ seklinde

gosterilir. E Riesz uzaymin (x,)]0 olacak bigimdeki her (x,) agi igin,



inf {|Txa|}:O kosulunu saglayan Te;ﬁb(E,F) operatoriine sira siirekli operator

denir. E uzayindan F uzayi i¢ine tiim sira sinirli operatorlerin kiimesi cfn (E,F) ile

gosterilir. Eger F=R ise E ilizerinde tanimli gercel degerli biitiin sira siirekli

operatorlerin £ (E,F) uzay1 E_ seklinde gosterilir.

2.11. Tanim

E ve F Riesz uzaylari olsun. T € £(E,F) operatorii R,S:E — F porzitif operatérler

olmak tizere, T=R —S seklinde yazilabiliyorsa, T operatoriine regiiler operator

denir. E uzaymndan F uzayina taniml tiim regiiler operatorler sinifi £ r(E, F) seklinde

gosterilir ve £ (E,F)c L, (E,F)c £(E,F) kapsamalari saglanur.

2.2. Banach Orgiileri

2.12. Tanim

E Riesz uzay1 olmak {izere, x| §|y| olacak bi¢gimdeki her x,y € E i¢in ||x||§||y||

saglantyorsa, E iizerinde tanimlanan || . || normuna orgii normu denir. E lizerinde

tanimlanan norm 6rgii normu ise ( E,|| . || ) uzayina normlu Riesz uzayr denir. Eger,

E normlu Riesz uzay1 bu orgii normuna gore tam ise, E uzaymna Banach orgiisii

denir.

E normlu Riesz uzayi iizerinde tanimli gercel degerli siirekli operatorlerin vektor
uzay1 E’ ile gosterilir ve E’, E™ i¢inde idealdir. Eger, E bir Banach orgiisii ise

E~ = E’ saglanir [Aliprantis, 1985, Sonug 12.5].



2.13. Tanim

E bir Banach o6rgiisii olmak iizere, x Ay =0 olacak bi¢imdeki her x,y € E" i¢gin

||x\/y||:maks {”X , y||} saglaniyorsa, E lizerinde tanimli norma M-norm; E

uzayma da AM-uzay denir.

E Banach orgiisii olmak iizere, x Ay =0 olacak bicimdeki her x,y€E" icin
||x+y|| = ||x||+||y|| saglaniyorsa, E lizerinde tanimli norma L-norm; E uzayma da

AL-uzay denir.

Ornek olarak, c,,c ve ¢ dizi uzaylari AM-uzaylari, ¢, ve L,[0,1] uzaylari AL-

uzaylandir.
2.2. Teorem

E Banach orgiisiiniin AM-uzay (AL-uzay) olmasi igin gerekli ve yeterli kosul E’

dual uzaymin AL-uzay (AM-uzay) olmasidir [Aliprantis, 1985, Teorem 12.22].

2.14. Tanim

Bir Riesz uzayi lizerinde || : || orgii normu tanimlansim. x, | 0 olacak sekildeki her

{xa} ag1 i¢in ||X(,,||l0 saglaniyorsa,

|| normuna sira strekli norm denir. Bu

kosulu saglayan normlu Riesz uzayina da sira siirekli norma sahip normlu Riesz uzay

denir.

Ornek olarak 1<p<oo olmak iizere, L (u) fonksiyon uzaylar1 sira siirekli norma

sahip Banach orgiileridir. C[0,1], L™ ( u) ve ¢__ uzaylar ise sira siirekli norma sahip

olmayan Banach orgiileridir.
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2.3. Teorem
E bir Banach o6rgiisii olmak iizere, asagidaki dnermeler denktir:

a) E uzayi sira siirekli norma sahiptir.

b) 0<x, <x kosulunu saglayan (xn) monoton dizisi norm Cauchy dizisidir.

¢) E uzayr Dedekind tamdir ve x, | 0 kosulunu saglayan her (xn) dizisi i¢in,

lim

n—oo

X, | =0 saglanir.

d) Sira siurlt her dik dizi sifira norm yakinsaktir.
e) Euzay1 E” icinde bir idealdir.

f) E uzaymin her sira aralig1 zayif kompakttir.

Ayrica E sira siirekli norma sahip Riesz uzayi ise, E uzayinin norm tamlamasi da sira
siirekli norma sahiptir [Aliprantis, 1985, Teorem 12.9, Teorem 12.10, Teorem

12.12].

2.15. Tanim

(X, r) topolojik vektdr uzayinin bir alt kiimesi A olsun. Sifirin her bir V komsulugu

iciny, AC®+V olacak bigimde ® C A sonlu alt kiimesi bulunabiliyorsa, A

kimesine 1 — total sinirli kiime denir.
2.4. Teorem

(X, t) topolojik vektdr uzayinin bir alt kiimesi A i¢in, asagidakiler denktir.

a) A, t— total sinirh kiimedir.
b) Sifirin her bir V komsulugu i¢in, A C ® + V olacak bigimde bir ® C X sonlu alt
kiimesi vardir.

¢) Sifirin her bir V komsulugu i¢cin, AC®+V+V olacak bicimde bir ® CX
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sonlu alt kiimesi vardir.
d) Sifirin her bir V komsulugu i¢in, A C B+ V olacak bigimde bir BC X 1 — total

sinirl alt kiimesi vardir [Aliprantis, 1985, Teorem 9.1].

2.16. Tanim

X ve Y normlu vektoér uzaylart ve T:X —Y bir operatdor olsun. Eger m
kiimesi norm kompakt kiime ise, T operatoriine kompakt operatér denir. Veya denk
olarak, her (x,)C Uy dizisi i¢in (Tx,) dizisi Y i¢inde norm yakinsak bir alt diziye
sahipse, T operatoriine kompakttir denir. Eger Y bir Banach uzayr ise, T
operatdriiniin kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul T(UX) kiimesinin norm

total sinirli olmasidir.

2.17. Tanim

X ve Y Banach uzaylar1 ve T: X — Y bir operator olsun. Eger T (UX) kiimesi zay1f
kompakt kiime ise, T operatoriine zayif kompakt operator denir. Diger bir degisle,
her (x,) C Uy dizisi i¢in (Tx, ) dizisi Y i¢inde zayif yakinsak bir alt diziye sahipse,

T operatoriine zayif kompakttir denir.

Her kompakt operatoriin zayif kompakt operator olacagi aciktir ve her zayif kompakt
operator siireklidir. Ayrica, zayif kompakt operatorlerin eslek operatorleri de zayif
kompakttir. Benzer sekilde kompakt operatorlerin eslek operatorleri de kompakttir

[Aliprantis, 1985, Teorem 16.2].
2.3. L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorler

Bu kesimde zayif kompakt operatorlerin bir alt sinifi olan M-zayif kompakt ve

L-zayif kompakt operatorlerin tanimlar1 ve bazi Ozellikleri verilmigtir. M-zayif



12

kompakt ve L-zayif kompakt operatorler ilk defa P. Meyer-Nieberg tarafindan
tanimlanmistir [Meyer, 1974].

2.18. Tanim

E bir Banach orgiisii olmak tizere;

E*:={x€E: Her (x,)C[0,

x|] monoton dizisi norm yakinsak }

seklinde tanimlanan kiime, E iginde sira siirekli norma sahip kapali maksimal

idealdir [Meyer, 1991, Teorem 2.4.10].

Eger E sira siirekli norma sahip ise E* = E saglamr. Ornegin, (Lp [ 0,1])a =L, [0,1]
(1£p<oo). Sira siirekli norma sahip olmayan uzaylarda ise, E* #E olur. Ornek

olarak, p 6l¢ii uzayi bir atom igermiyorsa (L, (1)) ={0} veya (£, ) =c, olur.
2.19. Tanim

E Banach orgiisiiniin bostan farkli bir alt kiimesi A olsun. Her (x,)csol A dik

dizisi i¢in lim ||x

n

=0 saglaniyorsa, A kiimesine L-zayif kompakt kiime denir.

E Banach orgiisii olmak iizere, x € E i¢in {x} kiimesinin L-zayif kompakt olmas1

icin gerekli ve yeterli kosul x € E* olmasidir. Dolayisiyla, E uzayinin her L-zayif

kompakt kiimesi E® ideali tarafindan kapsanir. Ayrica, E* idealinin her relatif
kompakt alt kiimesi L-zay1f kompakttir [Meyer, 1991, Sayfa 212].

2.1. Onerme

E Banach orgiisiiniin her L-zayif kompakt kiimesi relatif zayif kompakttir [Meyer,
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1991, Onerme 3.6.5].

Asagida verilen L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorler ilk defa P.Meyer-
Nieberg tarafindan tanimlanmistir [Meyer, 1974].

2.20. Tanim

E Banach orgiisii , X Banach uzay1 ve T:E — X bir siirekli operator olsun. Her bir

(x,)< E norm sinirh dik dizisi i¢in, lim”Txn” =0 kosulunu saglayan T operatoriine

M-zayif kompakt operator denir.
2.21. Tanim

E Banach orgiisii, X Banach uzay1 ve T:X — E bir siirekli operator olsun. T
operatdric X wuzaymin norm smirli kiimelerini E uzaymin L-zayif kompakt

kiimelerine resmediyorsa, T operatoriine L-zayif kompakt operator denir.

E Banach orgiisii ve X Banach uzay1 olmak iizere, E uzayindan X uzay1 igine
tanimlanan biitlin M-zayif kompakt operatdrlerin kiimesi, L(E,X) uzayinin kapali alt
vektor uzayidir. Benzer sekilde X uzaymdan E uzayi i¢ine tanimlanan biitiin L-zay1f
kompakt operatorlerin  kiimesi, L(X,E) uzaymin kapali alt vektdor uzayidir

[Aliprantis, 1985, Teorem 18.14].

Asagidaki iki teoremde L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorlerin oldukca

sik kullanilan 6zellikleri verilmistir.
2.5. Teorem

E Banach orgiisii , X Banach uzay1 olsun. T:E — X operatorii M-zay1f kompakt

ise; her bir € >0 sayisina karsilik, her x e U, icin HT(|X| —u)+H < ¢ olacak bi¢cimde
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en az bir ueE" vardir. Dolayisiyla, x= (X — y)+ +xAy esitligi ile

T(Ug)C T[~u,u]+eUy saglanir [Aliprantis, 1985, Teorem 18.9 ve Teorem 18.10].

2.6. Teorem

E Banach orgiisii, X Banach uzay1 olsun. T: X — E operatorii L-zay1f kompakt ise;
her bir € >0 sayisina karsilik, her x € Uy i¢in H ( |Tx|—u )+ H < & olacak bi¢cimde
en az bir ueE" vardir. Dolayisiyla, x= (x — y)+ +xAy esitligi ile

T(Uy)C[~u,u]+¢U, saglanir [Aliprantis, 1985, Teorem 18.9 ve Teorem 18.10].

E Banach orgilisii olmak tizere, bir T:E - E L-zayif kompakt operatorii ile E

uzaymin kapali birim yuvar1 U, arasinda var olan, elde ettigimiz kayda deger bir

iliskiyi asagida verelim.
2.7. Teorem

E sira siirekli norma sahip Banach orgiisii ve T:E — E operatorii L-zayif kompakt

operator olsun. U, = {X eE: ||X|| < 1} kapal1 yuvari i¢in (UE) # U saglanir.

Kanut:

Kabul edelim ki T(U;)=U, olsun. E sira siirekli norma sahip oldugundan

f

n

E/ =E~ =E’ olur [Meyer, 1991, Teorem 2.4.2]. Her bir ne N igin =1 olacak

n

bigimde (f,)cE,=E’ dik dizisi alahm. O halde &, >0 reel sayst i¢in bir

(Xn) c U," dik dizisi vardir ve her neN igin f, (xn) >1-g, olur [Meyer, 1991

Aligtirma 2.3.1]. Diger taraftan, T(U;)=U, oldugundan &,>0 ve her bir neN
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i¢in, |x, —T(z, )H <¢g, olacak bigimde en az bir z,_ € U," elemani bulunur. O halde

her n e N ig¢in,

olur. Dolayisiyla,

l-g, <

fn

|X11 —Tzn||+||T'f11

. <& +|T

ise her ne N i¢in,
1-2¢, <|T'E,| (1)

olur. Diger taraftan, T:E — E operatorii L-zayif kompakt oldugundan T':E’— E'

T'f,

operatorii M-zayif kompakttir. Dolayisiyla, (fn) c U, dik dizisi igin lim |: 0

olmalidir. Bu ise (1) esitsizligine celiskidir. O halde kabuliimiiz yanlis, yani

T(U.)# U, olmaldr.

2.1. Sonug

E sira siirekli norma sahip Banach orgiisii ve T:E — E operatorii L-zayif kompakt

operator olsun. O halde, her x e U, i¢in ||TX—W||280 olacak bi¢gimde en az bir

g, >0 ve en az bir w e U, elemam vardir. Ustelik,

T|| <1 ise her bir ne N ve her

x e U} i¢in HT“X - WH > ¢, saglanir.
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Kanit:

Hipotezler altinda Teorem 2.7 geregi (UE) # U, oldugundan,

TX—W”ZSO olacak
bigimde en az bir €, >0 ve en az bir we U, elemant vardir. Ayrica, T smirh
operatdrii i¢in T(UE)g”T”UE saglandigindan ||T||Sl ise her bir neN igin
T"(Uy)< U, olur. O halde, her bir neN ve her xe U, icin HT“X—WHZSO

saglanir.
2.2. Onerme

E, F Banach orgiileri ve S,T:E — F pozitif operatorleri icin 0 < S < T saglansin.

Eger T operatorii M-zayif kompakt ise S operatorii de M-zayif kompakttir
[Aliprantis, 1985, Ornek 11.2].

2.3. Onerme

E , F Banach orgiileri ve S,T:E — F pozitif operatorleri i¢cin 0 < S < T saglansin.

Eger T operatorii L-zayif kompakt operatdr ise S operatorii de L-zayif kompakttir
[Aliprantis, 1985, Ornek 11.2].

2.4. Onerme

E Banach orgiisii, X Banach uzayi1 olsun. Eger E uzayi sira siirekli norma sahip ise,

her T:X — E kompakt operatorii L-zayif kompakttir [Meyer, 1991, Sayfa 212].
2.8. Teorem

L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorler zayif kompakt operatdrlerdir
[Meyer, 1974].
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Ancak her zayif kompakt operator L-zayif kompakt veya M-zayif kompakt operator
olmak zorunda degildir. Ornek olarak 1:¢, — ¢, 6zdeslik operatérii zayif kompakt
olmasma karsin L-zayif kompakt veya M-zayif kompakt degildir. Tanim veya

goriintli uzaylarinin 6zelliklerine gore zayif kompakt operatdrler ile L-zayif kompakt

veya M-zay1f kompakt operatdrlerin ¢akistiklar1 durumlar vardir.

2.9. Teorem

E bir AM-uzayi, X Banach uzay1 ve T:E — X bir siirekli operatér olsun. T
operatoriiniin zayi1f kompakt operatdr olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul M-zayif
kompakt olmasidir [Aliprantis, 1985, Teorem 18.11].

2.10. Teorem

E bir AL-uzayi, X Banach uzay1 ve T:X —E bir siirekli operator olsun. T
operatoriiniin zayif kompakt operatér olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul L-zayif

kompakt olmasidir [Aliprantis, 1985, Teorem 18.11].

Asagidaki teorem L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorlerin eslek

operatorlerinin de birbirlerini verdigini gostermektedir.

2.11. Teorem

E bir Banach orgiisii ve X bir Banach uzay1r olmak {izere asagidaki onermeler

saglanir.

a) T:E — X operatoriiniin M-zayif kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

T': X' > E’ operatoriiniin L-zay1f kompakt olmasidir.

b) T:X — E operatoriiniin L-zayif kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

T:E'—> X' operatoriinin M-zayif kompakt olmasidir [Meyer, 1991,
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Onerme 3.6.11].

2.5. Onerme

E Banach orgiisii iizerinde taniml regiiler M-zay1f kompakt veya L-zayif kompakt
operatorler kiimesi, regiiler operatorler sinifi iginde ¢ift tarafli idealdir [Meyer, 1991,

Onerme 3.6.16].

L-zayif kompakt operatdrlerin M-zayif kompakt veya M-zayif kompakt operatorlerin
L-zayif kompakt olma zorunlulugu yoktur. Fakat F sira siirekli norma sahip ise, her
T:E — F regiiler M-zayif kompakt operator L-zayif kompakt; E’ sira siirekli norma
sahip ise, her T:E — F regiiler L-zayif kompakt operator M-zayif kompakttir [Chen,
1999, Teorem 4.1 ve Teorem 4.2]. Ayrica, Dodds-Fremlin tanimlandiklar1 uzaylarin
ozelliklerine gore L-zayif kompakt operatorler ile M-zayif kompakt operatdrlerin

cakisabildiklerini géstermistir [Dodds, 1979].

2.12. Teorem

E ve F Banach orgiileri olsun. E’ dual uzay1 ve F sira siirekli norma sahip olmak

tizere, T:E — F sira sinirh operatdrii icin asagidaki onermeler denktir:

a) T operatorii L-zayif kompakttir

b) T operatorii M- zayif kompakttir

¢) T’ operatori L- zayif kompakttir

d) T’ operatorii M- zayif kompakttir

e) (x,)cE" ve (x))cF norm smurl dik dizileri igin lim x| (Tx,)=0 [Dodds,

1979, Teorem 5.2].

Verilen bu sonugta operatdrlerin regiiler olmasi gerekli bir sarttir. Yukaridaki teorem

regiiler olmayan operatorler i¢in saglanmayabilir.
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2.6. Onerme

E bir Banach 6rgiisii olmak tlizere, T:E — E pozitif operatorii L-zayif kompakt ve

her bir x e E" i¢in T[0,x] norm-total sinirli olacak sekilde tanimlansin. Bu durumda
0<S<T kosulunu saglayan her bir S:E — E pozitif operatorii i¢in asagidaki

Onermeler saglanir:

a) Herbir x e E" i¢in S[0,x] norm-total sinirhdir.

b) S’ operatdrii kompakttir [Aliprantis, 1985, Ornek 18.12].
2.7. Onerme

E Banach orgiisii olmak tizere, T:E — E pozitif operatérii M-zayif kompakt ve her
bir xeE" i¢in T[0,x] norm-total sinirli olacak sekilde tanimlansin. Bu durumda

0<S<T kosulunu saglayan her bir S: E — E pozitif operatorii i¢in S* kompakt bir
operatdr olur [Aliprantis, 1985, Ornek 18.13].

2.4. Yar1 Kompakt ve Dunford-Pettis Operatorleri

Yar1 kompakt operatorler ilk defa A.C. Zaanen tarafindan tanimlanmistir [Zaanen,

1983].
2.22. Tanim

E Banach orgiistiniin bostan farkli bir alt kiimesi A olsun. Her bir £ >0 sayisina
karsililk A c[-x,x]+¢ U, olacak sekilde bir x € E* elemani varsa, A kiimesine

vaklasik sira sumirl kiime denir.

2.23. Tanim

E Banach orgiisii, X Banach uzay1 ve T:X — E siirekli bir operatdr olsun. T(UX)
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kiimesi E icinde yaklasik sira sinirli bir kiime ise, T operatoriine yar: kompakt

operatér denir.

Asagidaki iki teorem kompakt, L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorler ile

yar1 kompakt operatorler arasindaki iliskiyi gosterir.
2.13. Teorem

E Banach orgiisii, X Banach uzay1 olmak {izere, T:X — E operatorii kompakt veya

L-zayif kompakt ise yar1 kompakttir [Aliprantis, 1985, Teorem 18.19].
2.14. Teorem

E, F Banach orgiileri ve T:E — F pozitif operatdr olsun. T operatorii M-zayif

kompakt ise yar1 kompakttir [Aliprantis, 1985, Teorem 18.20].

Ancak bir yar1 kompakt operator zayif kompakt, dolayisiyla M-zayif kompakt veya
L-zayif kompakt operatér olmak zorunda degildir. Ornegin 1:¢,, — ¢ 6zdeslik
operatorii yar1 kompakt olmasina ragmen zayif kompakt operatér degildir. Tersine
I:7, = ¢, 6zdeslik operatorii zayif kompakt operator olmasina karsin, yar1 kompakt
operatdr degildir. Fakat, E sira siirekli norma sahip Banach 6rgiisti ise T: X > E

operatOriiniin yar1 kompakt olmas1 icin gerekli ve yeterli kosul L-zayif kompakt

olmasidir [Meyer, 1991, Teorem 3.6.2].

Ik olarak N. Dunford ve P. J. Pettis, L' (1) uzay1 iizerinde tanimh bir zayif kompakt

operatoriin, zayif yakinsak dizileri norm yakinsak dizilere resmettigini ispatlamigtir
[Dunford, 1940]. A. Grothendieck ise Banach uzaylar1 arasinda tanimli bu 6zelligi

saglayan operatorleri Dunford-Pettis operatorii olarak adlandirmistir [Grothendieck,

1953].
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2.24. Tanim

(XX

X, Y Banach uzaylar1 ve T: X — Y bir operatér olsun. Eger x_ A2 50 olacak

bigimdeki her (x,)c= X dizisi igin lim||T(x, )

n—oo

=0 ise, T operatériine Dunford-

Pettis operatorii denir.

2.25. Tanim

Her bir Y Banach uzayi i¢in, her T: X —» Y zayif kompakt operatorii bir Dunford-

Pettis operatorii ise X Banach uzayina Dunford-Pettis 6zelligini sagliyor denir.

Ornek olarak her AM-uzay ve AL-uzay Dunford-Pettis dzelligi saglar [Meyer, 1991,
Onerme 3.7.9].

2.15. Teorem

E ve F Banach orgiileri olmak lizere asagidaki onermelerden biri saglanirsa, her

T:E — F yar1 kompakt operatorii kompakttir.

a) F sira siirekli norma sahip diskret uzaydir.

b) E’' dual uzay: sira siirekli norma sahip ve diskret, F uzay1 sira siirekli norma
sahiptir.

¢) E, E', F uzaylar sira siirekli norma sahip ve E uzayr Dunford-Pettis 6zelligine

sahiptir [Aqzzouz, 2006, Teorem 2.6].

2.16. Teorem

E ve F Banach orgiileri olmak {izere asagidaki dnermeler birbirine denktir:

a) 0<S<T kosulunu saglayan S,T:E — F pozitif operatorleri i¢in T Dunford-

Pettis operatorii ise S operatorii kompakttir.
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b) Asagidaki onermelerden biri saglanir.
i) E’ dual uzay1 diskret ve sira siirekli norma sahiptir.
ii) E' dual uzay1 ve F sira siirekli norma sahiptir.

iii) F sonlu boyutludur [Aqzzouz, 2006, Teorem 2.12].
2.17. Teorem
E bir Banach orgiisii olmak iizere, asagidaki dnermeler birbirine denktir:

a) E' dual uzay sira siirekli norma sahiptir.

b) X Banach uzay1 olmak iizere, her T:E — X Dunford-Pettis operatorii M-zayif
kompakttir.

c¢) X Banach uzayr olmak iizere, her T:E — X kompakt operator M-zayif
kompakttir.

d) F bir AL-uzay olmak flizere, her T:E — F pozitif operatér M-zayif kompakttir
[Sanchez, 1992, Teorem 3].

2.5. Degismez Alt Uzay Problemi

2.26. Tanim

X Banach uzay1 ve T:E — E bir operator olsun. V # {0} ve V =X olmak iizere,

T(V) c V kosullarin1 saglayan V < X alt uzayna 6zdes olmayan 7-degismez alt

uzay denir.

Degismez alt uzay problemi “Bir Banach uzay1 iizerinde tanimli siirli bir operator

0zdes olmayan kapal1 degismez alt uzaya sahip midir?” seklinde ifade edilir.

Bir Banach uzayi iizerinde tanimli her operatdr i¢in asikar olan degismez alt uzaylar

bulunabilir.  Ornegin, X Banach wuzayr ve T:X-—>X operatori igin,

CekT ={x eX:T(X) =O} ve R(T) I{T(X) X eX} seklinde tanimli alt uzaylar T
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operatorii ve T ile degismeli her operator icin degismez alt uzaylardir. Benzer
sekilde, T operatdrii bir 6z degere sahip ise bu 6z deger ile iiretilen bir boyutlu kapali

alt uzayda T-degismez alt uzaydir.
2.27. Tanim

X Banach uzayi iizerinde tanimli 6zdeslik operatorii I olmak tizere, T =AI olacak

bicimde bir A € R varsa T operatoriine skalar operator denir.

T bir skalar operator ise boyutu birden biiyiik X Banach uzayinin sifirdan farkli her
bir elemani tarafindan iretilen alt uzay, 6zdes olmayan kapali T-degismez alt

uzaydir.
2.28. Tanim

X bir Banach wuzayr ve sifirdan farkli bir elemam1 xeX  olsun.

V:sp{x, Tx, T’x, T’ x,...} seklinde tanimli alt uzaya, x elemaninin T altindaki

yoriinge uzayr denir.

Bu sekilde tanimlanan V yoériinge uzaymin T-degismez alt uzay oldugu agiktir.

Ayrica T siirekli bir operatér oldugundan T(V) cV saglanir ve X Banach uzayi

ayrilabilir uzay degilse, V=X oldugundan v 0zdes olmayan T-degismez kapal1 alt
uzaydir. O halde, ayrilabilir olmayan bir Banach uzayi {izerinde tanimli her simirl
operator 6zdes olmayan kapali degismez alt uzaya sahiptir. Dolayisiyla, degismez alt
uzay problemini ayrilabilir uzaylar iizerinde tanimli smirli, skalar olmayan

operatorler i¢in arastirmak yeterlidir.

Diger taraftan, bir Banach orgiisii iizerinde tanimli sinirlt operator i¢in degismez alt

idealde bulunabilir. E banach orgiisii ve T:E — E pozitif operatér olsun.x € E
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T| " T"x pozitif elemamini tanimlayalim. u ile iiretilen sira

o0
elemani i¢in u = 22‘“
n=0

ideal 1, ise, yel, i¢in A € R vardir ve |y| <Au saglanir. Diger taraftan,

Ty|< Tly|<ATu=232"|T T <2 T u
n=0

iy = zx||T||§;z—n—l T

oldugundan I sira ideali T-degismez idealdir.

Degismez alt uzaylarin varlig ile ilgili olumlu sonuglar bazi uzaylar veya operator
siiflar i¢in elde edilmistir. Sonsuz boyutlu Hilbert uzayi iizerinde tanimli her bir
kompakt operatdriin 6zdes olmayan kapali degismez alt uzaya sahip oldugunu J. Von
Neumann gostermistir. Bu sonu¢ N. Aronszajn ve K. T. Smith tarafindan asagidaki

sekilde genellestirilmistir.

2.18. Teorem

Bir Banach uzay1 iizerinde tanimli her kompakt operator, 6zdes olmayan kapali

degismez alt uzaya sahiptir [Aronszajn, 1954].

Kompakt operatorler igin verilen yukaridaki sonucu, V.I. Lomonosov bir kompakt

operator ile degismeli operatdrler sinifina genigletmistir.

2.19. Teorem

E sonsuz boyutlu gercel veya kompleks Banach uzay1 ve T:E — E sinirh operator
olsun. T operatorii bir kompakt operator ile degismeli ise, T 6zdes olmayan kapali

degismez alt uzaya sahiptir [Lomonosov, 1973].

A.R. Bernstein ve A. Robinson ise kompakt operatorler sinifindan daha genis olan

polinomsal kompakt operatorler i¢in 6zdes olmayan kapali degismez alt uzaylarin
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varligini gostermistir.
2.20. Teorem

E sonsuz boyutlu real veya kompleks Banach uzay1 ve T:E — E smirli operator
olsun. p(T) kompakt operatdr olacak bigcimde bir p polinomu varsa T operatorii

0zdes olmayan kapali degismez alt uzaya sahiptir [Bernstein, 1966].
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3. L-ZAYIF ve M-ZAYIF KOMPAKT OPERATORLERININ
KOMPAKTLIK OZELLIKLERI

Bu bolimde L-zayif ve M-zayif kompakt operatorlerin veya bu operatorlerin
bileskelerinin kompakt olabilecegi bazi durumlar1 verecegiz. L-zayif kompakt

operatorler her zaman kompakt olmak zorunda degildir. E Banach 6rgiisii iizerinde

tanimh bir T operatoriiniin k defa kendi kendisiyle bileskesi kisaca T* ile

gosterilecektir (k> 2, ke N).
3.1. Ornek

p atomsuz Slgii olmak iizere, sonsuz boyutlu Banach 6rgiisii L' (1) lizerinde tanimli
L-zayif kompakt olan, fakat kompakt olmayan bir operatér vardir. 0 < M(Ai) <o

kosulunu saglayan ikiserli birbirinden ayrik oOlgiilebilir A, A,,... kiimeleri

bulunabilir. A=|JA, olsun. L'(p) sonsuz boyutlu ve Schur ézelligine sahip

i=1

degildir. Dolayisiyla en az bir (f )cL(p) dizisi vardir ve f,——0, fakat

lim|f,|#0. feL(pn) ise,

n—o

=
=

Jrao<X [l e <flefacsid *)
Ai A A

i=1 i=

olur.

S:L' (1) > L ()

f — S(f) i{jfdt]

n=l
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seklinde S operatoriinii tanimlayalim. (fn) dizisinin zayif sinirlilig1, norm siirliligin

gerektirir. O halde (*) esitsizliginden dolay1 S(f ) serisi yakinsak, dolayisiyla S iyi

tanimhidir. Her neN i¢in g, =Lx A € ULl

n(A,)

Sg, =f, oldugundan (f,)c S(UU(H)) olur. {i A i|%n| < 1} kiimesinin relatif
n=1 n=1

®) olur. O halde VneN igin

zay1f kompakt oldugunu biliyoruz [Abramovich, 1993, Sonuc¢10.16]. Ayrica,
S(ULI(“))c{;xnfn : ;|xn|31}

oldugundan S(ULl (H)) relatif zayif kompakt, dolayisiyla S zayif kompakt

operatordiir. L' ( u) AL-uzay1 olmasindan dolayi ise S operatorii L-zayif kompakttir

[Aliprantis, 1985, Teorem 18.11]. Kabul edelim ki S kompakt olsun. O halde her

(hn) c S(ULl (H)) dizisinin norm yakinsak (h ) altdizisi vardir.

hnkﬁh = hnkL)h = h=0. ....... *)

lim”fn || #0 oldugundan, En az bir g, >0 sayisina karsilik, her neN i¢in k >n

vardir ve kan HZSO. O halde g, Ll 50 olacak sekilde (gk")c(fkn) alt dizisi

vardir. Bu ise (*) durumuna ¢eliskidir. Boylece S kompakt operator degildir.

Sira siirekli norma sahip Banach orgiileri iizerinde tanimli L-zayif kompakt

operatorlerin bileskesinin kompaktligi i¢in su sonucu verebiliriz.
3.1. Teorem

E Banach o6rgiisii ve T:E — E pozitif L-zayif kompakt operator olsun. Eger E sira
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stirekli norma sahipse T? kompakttir.
Kanit:

T:E—>E pozitif L-zayif kompakt operator ise her bir neN" i¢in en az bir

O<u, €E" vardir ve her xe U, i¢in H(|Tx|—url )+H<n"l saglanir. Denk olarak

Tx|=|Tx|ru_ +(|Tx|-u )" esitligi yardimyla T(U%)<[0,u ]+n .U, olur.
[Tx|=Tx| Au, +(|Tx|-u,) (Ui)<[o.u,] ;

I o .
y = z u_ € E" elemanini tanimlayalim. y ile {iretilen esas ideal,
2" (u,|l "

I {zeE:EIKeR*—{O} EY |Z|Sky}

y =

olur. Her bir zel, i¢in ”Z”w = inf{k >0: |Z| < Ky} seklinde tanimli ||||w 1, >R

fonksiyonu bir norm fonksiyonudur. Bu norm ile (Iy, OO) bir AM-uzay olur ve

(L

Teorem 12.20].

w) uzaymin kapali birim yuvari ise [—y,y] araligidir [Aliprantis, 1985,

T:E — E pozitif L-zayif kompakt operatdriiniin (I OO) uzayina kisitlamasi olan

y’

T [ :1, > E operatérii de pozitif L-zay1f kompakt operatordiir. Diger taraftan I, bir
y

AM-uzay oldugundan Dunford-Pettis o0zelligini saglar ve T‘I :I, >E aym
y

zamanda bir Dunford-Pettis operatorii olur [Aliprantis, 1985, Teorem19.4 ve
Teorem19.6]. Iy' bir AL-uzaydir ve sira siirekli norma sahiptir. O halde hipotezden

E sira siirekli norma sahip oldugundan T‘I :1, > E operatorii kompakttir [Aqzzouz,
y

2006b, Teorem 2.12].
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= 1 . . .. _
y:z u  ise her bir neN" i¢in 0<2™

. N un||_1 u, <y olur. Dolayisiyla
127 |,

o, =2"||u,| ise, her bir neN" igin u, <a,y olur. Bundan dolay1,

T(Uf)<[0u,]+n7'U,
T (U;) = T[0,u,]+n'T(Uy)
T*(U; ) c o, T[0,y]+n'|T| U,

T (Ui ) < oT|, [0,y]+n”'|T|U,
y

bulunur. T‘I kompakt operatér oldugundan T‘I [O, y]cE norm total smirh
y y

kiimedir. O halde {n*1 ||T||UE} sifirin komsuluklar tabani oldugundan T2 (Ug) norm

total siirlidir [Aliprantis, 1985, Teorem 9.1 ve Teorem 9.2]. E bir Banach uzayi

oldugundan T? operatorii kompakttir.

E ve F Banach orgiileri olsun. Eger F diskret ve sira siirekli norma sahip ise her bir
T:E — F pozitif yar1 kompakt operatoriin kompakt oldugu bilinmektedir [Aqzzouz,
2006a, Teorem 2.6]. Yar1 kompakt operatorlerin bir alt kiimesi olan pozitif M-zay1f
kompakt operatorler i¢in asagidaki sonucu verebiliriz.

3.2. Teorem

E ve F Banach orgiileri ve T:E — F pozitif M-zayif kompakt operator olsun. Eger F

sira siirekli norma sahip ise T operatdrii kompakttir.

Kanut:

T:E —>F pozitif M-zayif kompakt operator ise, her bir ne N i¢in en az bir
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O<u, eE" vardir ve her x e U, i¢in HT(|X|—un )+H<n1 saglanir. Denk olarak

|x|:|x|/\un—i—(|x|—un)+ esitligi  yardimiyla T(UE)QT[O,un]+n*1UF olur

[Aliprantis, 1985, Teorem 18.10].

b

n

Teorem 3.1 ’in ispatinda gosterildigi iizere y:z u, €E" eleman ile

n=1

u

n

tanimlanan (Iy,.

oo) bir AM-uzay olur. T:E —>F pozitif M-zayif kompakt

operatoriiniin (Iy, . w) uzayina kisitlamasi olan T‘I :1, > F operatorii de pozitif M-
y

zayif kompakt operator, dolayisiyla zayif kompakt operatordir. I, bir AM-uzay

oldugundan Dunford-Pettis 6zelligini saglar  [Aliprantis, 1985, Teorem 19.4 ve

Teorem 19.6]. O halde, TI :I, > F operatdrii ayn1 zamanda bir Dunford-Pettis
y

operatoriidiir. Diger taraftan, Iy' bir AL-uzay olacagindan sira siirekli norma sahiptir.

Hipotezden F Banach orgiisii de sira siirekli norma sahip oldugundan T I 1, >F
y

operatorii kompakttir [Aqzzouz, 2006b, Teorem 2.12].

y:z ! u_ ise her bir neN" igin 2™

n

un”flunSy olur. Dolayisiyla

n . . .
o, =2 un” ise her bir ne N” i¢in u, <a,y ¢ikar.

T(U;)<T[0.u,]+n'U, = T(U;)ca,T[0,y]+n'U,

= T(Ug)ganTI [0,y]+n'U,

y

bulunur. T‘I kompakt operatdor oldugundan T‘I [O, y]c F norm total sinirh
y y

kiimedir. O halde {n_lUF} F uzayinda sifirin komsuluklar tabani oldugundan
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T(UE) norm total smirlidir [Aliprantis, 1985, Teorem 9.1 ve Teorem 9.2]. E bir

Banach uzay1 oldugundan T operatorii kompakttir.

E bir Banach orgiisii ve T:E —E smirli operatér olsun. Eger p(T):E—)E

operatorii kompakt operatér olacak sekilde bir p polinomu varsa T operatoriine
polinomsal kompakt operator  denir. O halde L-zayif ve M-zayif kompakt
operatorlerin polinomsal kompaktlig1 hakkinda agsagidaki sonucu verelim.

3.1. Sonug:

E veya E' sira siirekli norma sahip ise T:E—>E L-zayif kompakt ( M-zayif

kompakt ) operatorii polinomsal kompakttir.
Bu teoremler yardimiyla dual iliskileri de asagidaki sekilde verilebilir.
3.2. Sonug

E, F Banach orgiileri ve T:E — F pozitif L-zayif kompakt operator olsun. Eger E'

dual uzayi sira siirekli norma sahip ise T operatorii kompakttir.

Kanit:

T:E—F operatorii L-zayif kompakt ise T':F'—>E' eslek operatoriic M-zayif
kompakttir. Hipotezden E' sira siirekli norma sahip ise Teorem 3.2 geregi T’
kompakttir. Dolayisiyla T operatorii kompakttir [Aliprantis, 1985, Teorem 16.2].

3.3. Sonug

E Banach orgiisii ve T:E — E pozitif M-zayif kompakt operator olsun. Eger E'

dual uzayi sira siirekli norma sahip ise T2 operatorii kompakttir.



32

Kanit:

T:E—>E operatorii M-zayif kompakt ise T':E'—E' eslek operatorii L-zayif
kompakttir. Hipotezden E' sira siirekli norma sahip ise Teorem 3.1 geregi (T')2

kompakttir. Dolayisiyla T? operatorii kompakttir [Aliprantis, 1985, Teorem 16.2].

Fakat Sonug¢ 3.3 ’nin tersi her zaman dogru degildir. Yani her T:E — E pozitif M
zay1f kompakt operator icin T? kompakt ise E' sira siirekli norma sahip olmayabilir.

Ornegin /, uzayi iizerinde tanimli her T:/, — ¢, pozitif M-zay1f kompakt operator

i¢in T? .0, — ¢, kompakttir [Chen, 1999, Sonug 2.7]. Fakat ¢, =/_ sira siirekli

norma sahip degildir.
3.4. Sonug

E ve F Banach orgiileri olsun. E' dual uzay1 sira siirekli norma sahip ve F bir AL-

uzay ise E uzayindan F i¢ine tanimli her pozitif operator kompakttir.
Kanit:

E' sira siirekli norma sahip Banach o6rgiisii ve F bir AL-uzay ise her pozitif operator
M-zayif kompakttir [Sanchez, 1992, Teorem 3]. Ayrica F AL-uzay olmasindan
dolay1 sira siirekli norma sahiptir. O halde Teorem 3.2 geregi E uzaymndan F i¢ine

taniml1 her pozitif operator kompakttir.

E Banach orgiisii olsun. Eger 0 < x € E ile {iretilen sira ideal ve alt uzay birbirine esit
ise 0<x € E elemanina diskret eleman denir. E Banach orgiisii birbirine dik diskret

elemanlardan olusan bir sira bazina sahip ise E ’ye diskret uzay adi verilir. ¢, ¢, ve
1<p<o igin £ dizi uzaylari diskret uzaylara 6rnektir. I <p <ooigin L  fonksiyon

uzaylari ise diskret degildir.
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E Banach orgiisi ve 0<ye€E ile lretilen esas ideal I, olsun. Teorem 3.1 ve

Teorem 3.2 ’nin ispatinda oldugu gibi ||||OO normu ile (I OO) bir AM-uzay olur.

y’

3.1. Onerme

E bir Banach o6rgiisii ve T: E — E bir M-zay1f kompakt operator olsun. 0 <y €E ile

uretilen esas ideal I, 'nin norm duali (I )’ diskret ise T‘ :(I w)—)E operatori
I

y

y y?

kompakttir.

Kanut:

Kabul edelim ki (Iy ), diskret olsun. T operatdriiniin I, uzayma kisitlamasi olan

w)—)E operatorii de M-zayif kompakttir. Dolayisiyla eslek operator

T‘I :(Iy,

y

!

(Up )} kiimesi

(T‘I )' 'E' —)(Iy, . w)' L-zay1f kompakttir. Boylece W = SO{(T‘I )
Y y

bir L-zayif kompakt kiime olur. O halde W kiimesinin her bir dik dizisi sifira

kompakt bir alt kiimesidir [Aliprantis, 1978, Teorem 21.15]. Buradan

)

y y

!

_ —yakinsak ve (Iy )' bir diskret uzay oldugundan W, (I w) uzayinin relatif

y?

! !

(UE,):|CW ise (T‘ ) eslek operatoriiniin kompakt oldugunu goriiriiz.
I

Dolayisiyla T‘I :(Iy, w)—)E operatorii kompakttir [Aliprantis, 1985, Teorem

y

16.2].

Bu 6nerme yardimiyla asagidaki iki teoremi verebiliriz.
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3.3. Teorem

E Banach orgiisti ve T:E — E pozitif M-zayif kompakt operator olsun. Eger her bir

x € E, x>0 i¢in, x ile iiretilen idealin duali IX' diskret ise T kompakttir.

Kanait:

T:E — E pozitif M-zayif kompakt operatdr ise her bir n € N* igin en az bir u, e E*
vardr ve her xeU, igin HT(|X| -u, )+H <n”' saglamr. Denk olarak
|x| = |x| AU+ (|x| -u, )+ esitligi yardimiyla T (UE ) cT [0, u, ] +n"'U,, olur.

. g S| .
Teorem 3.1 ’in ispatinda gosterildigi lizere y= E zrl—un eE" elemanm ile
n=1 u

n

tanimlanan (Iy, .m) bir AM-uzay olur. T:E—>E pozitif M-zayif kompakt

operatorintin 1, ’ye kisitlamasi olan T‘I :1, > E operatorii de pozitif M-zayif
y

kompakt operatordiir. Iy' diskret uzay oldugundan Onerme 3.1 geregi T‘I 1, >E
y

uf ' u, <y

kompakt operatordiir. y=Z:2nLun ise her bir neN" i¢in 27"
n=lI u

n

olur. Dolayisiyla o, =2" ||un || ise her bir n e N* i¢in u, <a,y ¢ikar.
T(U; )= T[0.u,]+n'U, ca,T[0,y]+n'U,
olur. Dolayisiyla,

1(U;) €, T[03] 407U, a1 [03]+n 7,
y
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elde edilir. T‘I kompakt operator oldugundan T‘I [0, y]cE norm total simirh
y y

kiimedir. O halde {n‘lUE} stfirin komsuluklar taban1 oldugundan T(UE) norm total

sinirlidir [Aliprantis, 1985, Teorem 9.1 ve Teorem 9.2]. Dolayisiyla E Banach uzay1

oldugundan T kompakt operatordiir.
3.4. Teorem

E Banach orgiisii ve T:E — E pozitif L-zayif kompakt operator olsun. Eger her bir

x € E, x >0 igin, x ile iiretilen idealin duali I diskret uzay ise T> kompakttir.

Kanit:
T:E—E pozitif L-zayif kompakt operator ise her bir ne N’ ig¢in en az bir
O<u, €E" vardir ve her xe U, i¢in H(|Tx|—un)+H<n1 saglanir. Denk olarak

|Tx| = |Tx| AU, + (|Tx| -u, )+ esitligi yardimiyla

Teorem 3.1 ’in ispatinda gosterildigi {lizere y=2%un €eE" eleman ile
n=1 u

n

tanimlanan (Iy, .w) bir AM-uzay olur. T:E—>E pozitif L-zayif kompakt

operatoriiniin - I, uzayma kisitlamasi T‘I :I, >E pozitif L-zayif kompakt
y

operatordir. Her bir L-zayif kompakt operator zayif kompakt ve I, bir AM-uzay

oldugundan T I :1, > E operatorii ayn1 zamanda bir M-zayif kompakt operatordiir
y
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[Aliprantis, 1985, Teorem 18.11]. O halde Onerme 3.1 geregi T‘I :1, > E kompakt
y

operatordiir. Bir 6nceki teoremde oldugu gibi o, =2" ise her bir neN" i¢in

ull

u, <a,y saglanir. O halde (*) yardimiyla
T*(U;) = T[0.u, ]+ 07| T|U, c @, T[0,y]+n "' |T| U,
dolayisiyla,

T*(U;) 2 o, T[0,y]+n'||T|U, =a,T ; [0y]+nT]U,

y

bulunur. T‘I kompakt operatdr oldugundan T‘I [O, y]c E norm total sinirh
y y

kiimedir. O halde {n‘1 ||T||UE} ailesi sifirn bir komsuluklar tabani oldugundan
T? (UE) norm total sinirhidir [Aliprantis, 1985, Teorem 9.1 ve Teorem 9.2]. E

Banach uzayi1 oldugundan da T> kompakt operatordiir.
3.1. Tanim

E bir Banach orgiisii, X bir Banach uzay1 ve T:E — X bir operator olsun. Her bir

x€E" i¢in T[—X,X] relatif kompakt bir kiime ise T operatoriine AM-kompakt

operatér denir.
3.2. Tanim

X,Y Banach wuzaylan ve T:E—>X bir operator olsun. Her bir
(x,)c=X, XHM)O icin ||Txn||—>0 ise T operatdrine  Dunford-Pettis

operatorii denir.
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Bir E Banach orgiisii ve S,T:E — E pozitif operatorleri i¢in 0 <S<T saglansin.

Eger T operatdrii AM-kompakt ve L-zayif kompakt ( veya M-zayif kompakt ) ise S
operatdriiniin kompakt oldugu bilinmektedir [Aliprantis, 1985, Ornek 18.12]. Eger E
sira siirekli norma sahip Banach orgiileri iizerinde tanimlanan T:E —E bir
Dunford-Pettis operatérii ise AM-kompakt olacaktir [Meyer, 1991, Onerme 3.7.11].

Fakat E sira siirekli degilse bu gerektirme her zaman dogru degildir. Ornegin,
J,,:L7(0,1)>17(0,1), (1<p<o) dogal gémme operatrii bir Dunford-Pettis
operatdrii olmasina karsin, AM-kompakt operator degildir. Simdi bir Dunford-Pettis

operatorii ile smirlandirilmis pozitif L-zayif kompakt veya M-zayif kompakt

operatorler i¢in asagidaki teoremleri verelim.
3.5. Teorem

E bir Banach o6rgiisii ve T:E — E bir pozitif M-zayif kompakt operator olsun. Eger

0 <T <S olacak bigimde bir S: E — E Dunford-Pettis operatorii varsa T operatori

kompakttir.

Kanut:

S:E —E bir Dunford-Pettis operatorii ve 0<T<S saglandigindan T :E —E
operatorii de bir Dunford-Pettis operatorii olacaktir [Kalton 1985; Aliprantis, 1985,
Sonug 19.15]. T operatdrii M-zayif kompakt ise zayif kompakttir. Ayrica, her sira

smirh aralik bir norm sinirhi kiime oldugundan, her bir x € E* i¢in T[O,X] relatif
zay1f kompakttir. Yani T operatorii sira zayif kompakttir. Diger taraftan T> Dunford-
Pettis operatorii relatif zayif kompakt kiimeleri norm total smirli kiimelere

doniistiirdiigiinden T? (T[O,X])=T3[O,X] norm total smirli bir kiime olur

[Aliprantis, 1985, Teorem 19.3]. Yani T’ operatorii AM-kompakttir. Ayrica T
operatorii M-zayif kompakt oldugundan T® operatorii de M-zayif kompakttir.

Dolayistyla T> hem AM-kompakt hem de M-zayif kompakt oldugundan kompakt bir
operatdrdiir [Meyer, 1991, Onerme 3.7.4].
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3.6. Teorem

E Banach orgiisi ve T:E —E pozitif L-zayif kompakt operator olsun. Eger

0<T<S olacak bicimde bir S:E—>E Dunford-Pettis operatorii varsa T

kompakttir.

Kanut:

S:E —E bir Dunford-Pettis operatorii ve 0<T<S saglandigindan T>:E —>E
operatorii de bir Dunford-Pettis operatoriidiir [Kalton, 1985; Aliprantis, 1985, Sonug
19.15]. T operatorii L-zayif kompakt oldugundan zayif kompakttir, dolayisiyla sira

zayif kompakttir. Yani her bir x e E" igin T[O,X] relatif zayif kompakttir. T*
Dunford-Pettis operatorii relatif zayif kompakt kiimeleri norm total sinirli kiimelere

doniistiirdiigiinden Tz(T[O,X])=T3 [O,X] norm total smurli bir kiime olur

[Aliprantis, 1985, Teorem 19.3]. T operatorii L-zayif kompakt oldugundan her bir

e>0 i¢inenazbir 0<x, €E" vardirve T (UE ) < [0,x,]+€U, saglanir. O halde,
()= (1(U;)) e TloxJ el U,

olur. {8||T||3 UE} sifirn bir komsuluklar tabani oldugundan T! (UE) norm total

sinirlidir. Yani T? operatorii kompakttir.

3.7. Teorem

E ve F Banach orgiileri olsun. E uzayindan F i¢ine taniml1 her pozitif Dunford-Pettis

operatorii L-zay1f kompakt ise asagidakilerden biri saglanir.

a) E’ dual uzayi sira siirekli norma sahip diskret uzaydir.

b) E’ ve F sira siirekli norma sahiptir.
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c¢) F sonlu boyutludur.

Kanut:

S,T:E — F sinirh operatorler igin 0 <S<T saglansin ve T operatorii bir Dunford-

Pettis operatorii olsun. O halde hipotezden T operatdrii ayn1 zamanda L-zay1f
kompakttir. Her L-zayif kompakt operator yar: kompakt oldugundan, E’ sira siirekli
norma sahiptir [Aqzzouz, 2008, Sonu¢ 2.4]. O halde S operatorii de L-zayif
kompakttir ve E' sira siirekli norma sahip oldugundan, Sonug 3.2 geregi S operatorii

kompakttir. O halde kosullardan biri saglanir [Aqzzouz, 2006b, Teorem 2.12].
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4. L-ZAYIF ve M-ZAYIF KOMPAKT OPERATORLER iCiN DEGiSMEZ
ALT UZAY PROBLEMI

Bilindigi iizere gercel veya kompleks Banach uzaylari tizerinde tanimli bir kompakt
operator ile degismeli her sinirli operatér 6zdes olmayan kapali degismez alt uzaya
sahiptir [Aronszajn, Smith 1954 ; Lomonosov, 1973 ; Abramovich, 2002, Teorem
10.15]. Bu boliimde L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorlerin {lizerinde
tanimlandiklar1 Banach orgiilerine gore, 6zdes olmayan kapali degismez alt uzaylara

sahip oldugu bazi1 durumlari verecegiz.
4.1. Teorem

E Banach orgiisii ve T:E — E pozitif L-zayif kompakt operator olsun. Eger E veya
E' dual uzay: sira siirekli norma sahipse T operatorii ile degismeli her sinirli operator

0zdes olmayan kapali degismez bir alt uzaya sahiptir.
Kanit:

S:E —> E smirlhi operatorii i¢in ST =TS esitligi saglansin. E sira siirekli norma

sahip ise T? operatorii Teorem 3.1 geregi kompakttir. Diger taraftan ST” =T°S
saglandigindan S operatorii 6zdes olmayan kapali de§ismez alt uzaya sahiptir
[Aronszajn, Smith 1954 ; Lomonosov, 1973 ;Abramovich, 2002, Teorem 10.15].
Eger E' sira siirekli norma sahipse, Sonu¢ 3.2 geregi T operatorii kompakttir.
Dolayisiyla S operatorii 6zdes olmayan kapali degismez alt uzaya sahiptir

[Aronszajn, Smith 1954 ; Lomonosov, 1973 ;Abramovich, 2002, Teorem 10.15].
4.2. Teorem
E Banach orgiisti ve T: E — E pozitif M-zayif kompakt operator olsun. Eger E veya

E’ sira stirekli norma sahipse T operatorii ile degismeli her sinirli operatér 6zdes

olmayan kapali degismez bir alt uzaya sahiptir.
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Kanit:

S:E > E smurh operatorii igin ST =TS esitligi saglansin. E’ sira siirekli norma

sahip ise T? operatorii Sonug 3.3 geregi kompakttir. Diger taraftan ST =TS
saglandigindan S operatorii 6zdes olmayan kapali degismez alt uzaya sahiptir
[Aronszajn, Smith 1954 ; Lomonosov, 1973 ;Abramovich, 2002, Teorem 10.15].
Eger E sira siirekli norma sahipse Teorem 3.2 geregi T operatori kompakttir ve
0zdes olmayan kapali degismez alt uzaya sahiptir [Aronszajn, Smith 1954 ;

Lomonosov, 1973 ;Abramovich, 2002, Teorem 10.15].

4.3. Teorem

E sira siirekli norma sahip olmayan Banach orgiisii ve T:E — E skalar olmayan
L-zayif kompakt operator olsun. T operatorii 6zdes olmayan kapali degismez alt
ideale sahiptir.

Kanut:

E Banach Orglisi  swra siirekli norma sahip olmasmn. Dolayisiyla

E*:={x€E:(x,)C[0,

X

1, (xn) monoton dizisi norm yaklnsak} seklinde taniml
kapali ideal i¢in E* # E olur. x € E* olsun. ||x|| <1 kabul edebiliriz. T operatorii L-
zayif kompakt ve E*, L-zayif kompakt kiimeleri igerdiginden T( U ) < E* olur. O

halde T(x )eE", dolayisiyla T( E* ) — E* olur. Yani E*, T-degismezdir.

Iddia ediyoruz ki E* #{6}. Eger E* ={0} ise T(U, )< E*={0}, dolayisiyla her
x€E i¢in T( X ) =0 olacagindan T=0 olur. Bu ise T operatoriiniin skalar

olmamasina ¢eligkidir. O halde E* 6zdes olmayan kapali T-degismez idealdir.
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4.1. Tanim

E Banach 6rgiisii ve T:E — E sirh operator olsun . Eger p(T):E —>E L-zayif

kompakt operatdr olacak sekilde bir p polinomu varsa T operatdriine polinomsal

L-zayif kompakt operator denir.

Her bir L-zayif kompakt operatoriin polinomsal L-zayif kompakt oldugu agiktir.

Ancak tersi her zaman dogru degildir.

4.1. Ornek

T:L'[0]>L[0,1] , Tf(x)= ( 1). 1
f if

seklinde tanimlanan operator zayif kompakt degildir. Dolayisiyla L-zayif kompakt

degildir. Fakat T* =0 saglanir. Yani T polinomsal L-zayif kompakttir.

Asagida verilen teoremin ispati, Abramovich, Aliprantis, 2002, Sonug 10.17 ispatina

benzer bigimde yapilmustir.

4.4. Teorem

E sira siirekli norma sahip olmayan Banach o6rgiisii olsun. Eger T:E — E siurh
operatorii polinomsal L-zayif kompakt operator ise, T O6zdes olmayan kapali
degismez alt uzaya sahiptir.

Kanait:

Eger T:E — E polinomsal L-zayif kompakt operatérise 1<i<n, a,eR ve a_ #0
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olmak iizere en az bir p(x)=a,+ax+..+a,x" polinomu vardir ve p(T):E > E
operatorii L-zayif kompakttir. Diger taraftan T:E — E sinirli operator olacagindan
her bir keN i¢in p(T)Tk = Tkp(T) operatorii de L-zayif kompakttir ve
Tkp(T)(Ea) c E* saglanir.

Eger p(T)=6 ise aJl+aT+..+a,T" =0 olacagindan 1<i<n, biZa;all olmak

izere T"=b,l+bT+..+b, T""' olur. xeE ve x#0 olsun. Bu durumda,
V=sp{x,Tx,...,T“‘lx} alt uzayr igin V#{6} , V=E ve T(V)cV ozellikleri

saglanir.

Kabul edelim ki p(T)‘Ea #6 olsun. O halde en az bir x, € E* igin p(T)(x,)#0

olur. Yani her bir ke N i¢in Tp(T)(x,)eE*. ...(1)

v =Sp{p(T)(x,), To(T) (%), TP (T) (%o ) TD(T) (o) -]

kiimesi i¢in (1) geregi V cE* saglanir. E sira siirekli norma sahip olmadigindan

E® # E, dolayisiyla V+E. Ayn1 zamanda V2 {9} ve T(V) cV saglanir.

O halde sira siirekli norma sahip olmayan Banach oOrgiisii lizerinde tanimli her
polinomsal L-zayif kompakt operator 6zdes olmayan kapali degismez alt uzaya
sahiptir. Sira siirekli norma sahip olmayan Banach orgiileri lizerinde tanimhi L-zayif
kompakt operatorlerin ortak bir degismez ideale sahip olmalarindan dolayi, sira
stirkli norma sahip olmayan Banach orgiileri tizerinde tanimli regiiler operatorler igin

asagidaki teoremi verebiliriz.
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4.5. Teorem

E sira siirekli norma sahip olmayan bir Banach orgiisii, E* ;t{O} ve T:E—>E

skalar olmayan bir regiiler operatér olsun. Eger en az bir neN" i¢in T":E > E
operatdrii L-zayif kompakt ve en az bir x, € E*, x, >0 i¢in T"x, # 0 ise E iizerinde

taniml1 her regiiler operatdr 6zdes olmayan kapali degismez alt ideale sahiptir.

Kanut:

En az bir neN" i¢in T":E — E L-zayif kompakt operatér ve S:E — E regiiler

operatdor olsun. L-zayif kompakt operatorler Lr(E) icinde c¢ift tarafli idealdir

[Meyer, 1991, Onerme 3.6.16]. O halde her bir m e N* icin S"T" : E — E operatdrii
L-zayif kompakt operatordiir. Diger taraftan E® kapali ideali her L-zayif kompakt

operatér igin degismez kalacagindan en az bir x, € E*, x, >0 ve her bir me N i¢in
S"T"(x,)€E' olur. O halde {T"X,,ST"X,,8'T"x,,...8"T"X,,...} kiimesi ile
iiretilen kapali ideal W ise S(W)c W saglamr. Her bir meN" igin
SmT“(xo)eEa oldugundan W c E* ’dir ve E sira siirekli norma sahip degil ise

E* #E olacagindan W = E c¢ikar. Diger taraftan T"x, e W ise W # {6} olur. Yani

W 6zdes olmayan kapali S-degismez alt idealdir.
O halde Teorem 4.5 yardimiyla bir Banach orgiisii lizerinde tanimli her regiiler
operatdriin 6zdes olmayan kapali degismez alt ideale sahip oldugu bir Ornegi

asagidaki sekilde verelim.

4.2. Ornek

c(Lz[O,l]) uzay1 sira siirekli norma sahip degildir [Abramovich, 1992]. Ancak

C, ( r [ 0,1 ]) uzayi sira siirekli norma sahip oldugundan,
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le([01])} =¢,(L2[0.1]) = e(L2[0,1])

saglanir. Dolayisiyla { c( *[0,1] ) }a #{0} olur. Diger taraftan E = c( L’[0,1] )

Banach orgiisii lizerinde S:Lz[O,l]—> c(LZ[O,l]) L-zayif kompakt operator

tanimlanabilir [Chen, 1999, Teorem 2.2]. Ayrica,

mee(r[o1])>r[o1] . m((f,).,)=f

n

seklinde tanimli operatdr sinirlt oldugundan, T =SoI1 operatorii L-zayif kompakttir

[Meyer, 1991, Onerme 3.6.16]. O halde c( |5 [ 0,1]) iizerinde taniml1 her bir regiiler

operator 6zdes olmayan kapali bir alt ideale sahiptir.
4.2. Tamim

E bir Banach orgiisii ve A c E' i¢in
°A:{er:Vx'eA icin ‘x'(x)‘ﬁl}

seklinde tanimli konveks, dengeli ve o (E, E’) -kapali olan E ’nin alt kiimesine A

kiimesinin 6n polari ad1 verilir. Eger A < E’ bir alt ideal ise 6n polar da idealdir ve
°A ={x eE:Vx' e A i¢in X’(X)=0}
olur.

4.6. Teorem

E Banach orgiisii olmak tizere, E' dual uzay:1 sira siirekli norma sahip degil ve
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T:E — E skalar olmayan pozitif M-zayif kompakt operator olsun. Eger,

(E') = { feE:V(f,)c [O, f H monoton dizisi norm yaklnsak}

norm kapali ideali igin o(E')a:{er:er(E')a icin f(x)zO};t{O} ise E
tizerinde tanimli her S:E — E birebir pozitif operatdr 6zdes olmayan kapali

degismez ideale sahiptir.

Kanait:

E' sira siirekli norma sahip degilse (E’)a #E olur. (E')a tim L-zayif kompakt
kiimeleri kapsadigindan T'(Uy )< (E')" olur. Dolayisiyla T'(E')<(E') olur.

(E')" ideal oldugundan da
“(B') ={xeE:vfe(E) icin f(x)=0|
kiimesi E i¢inde bir idealdir [Aliprantis, 1985, Teorem 11.13].

xe (E')" olsun. Her bir 0<feU, i¢in Tfe(E) saglandigindan
f(Tx)=T'f(x)=0 olur. Yani her xe "(E')" igin Tx =0 olur. O halde “(E')", T

operatorii i¢in degismez idealdir.

Eger "(E') =E ise (E') < ( (E')’ ) =E° ={0} kapsamasindan (E')" ={0} olur.
Fakat T'(U,)c<(E’)" oldugundan T'=0, dolayisiyla T=0 olur. O halde

(E') = E’. Hipotezimiz geregi (E')' #{0} oldugundan °(E')" ideali 6zdes
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olmayan kapali T-degismezdir. Aslinda O(E')a, E ilizerinde tanimli her M-zayif

kompakt operator i¢in ortak degismez ideal olur.

Hipotezimiz geregi ez az bir x, € (E')a , X, #0 eleman:1 vardir. S:E — E birebir
operatdr oldugundan her bir k € N igin S*x, # 0 olur. W, {XO,SXO,SZXO,...} kiimesi
ile iiretilen ideal ise W ’de idealdir ve S-degismezdir. Yani S(W) =W olur. Diger

taraftan her bir k € N i¢in TS : E — E operatdrii M-zay1f kompakttir [Meyer, 1991,
Onerme 3.6.16]. O halde her bir k€ N igin TS*x, =0 olur. T'#0 ise en az bir

fe(E) vardir  ve Tf#0 ‘dur. Her  bir keN icin
T'f (Skxo) = f(TSkxo) =f(0)=0 ise T'f pozitif dogrusal fonksiyoneli W
iizerinde sifirdir. Yani W #E olur. Dolayisiyla W Szdes olmayan kapali
S-degismez idealdir.

4.1. Sonug

E Banach orgiisii olmak tizere, E’ sira siirekli norma sahip degil ve T:E — E skalar
olmayan pozitif M-zayif kompakt operatér olsun. (E')' < E; ve (E')’, E7 i¢inde

sira yogun degilse E {izerinde tanimli her pozitif operatdr 6zdes olmayan kapali

degismez ideale sahiptir.

Kanut:

(E') cE; ve (E')" sira yogun ideal degilse °(E')" # {0} olur [Zaanen, 1983,

Sonug 105.12]. O halde Teorem 4.5 ’in hipotezleri saglanir.
4.2. Sonug

E sira siirekli norma sahip Banach orgiisii, E' sira siirekli norma sahip degil ve
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T:E — E skalar olmayan pozitif M-zayif kompakt operator olsun. Eger (E’)a , E'

icinde sira yogun ideal degilse E tizerinde tanimli her sinirli operatdr 6zdes olmayan

kapal1 degismez alt ideale sahiptir.
Kanit:

E sira siirekli norma sahip ise E'=E’" olur. Yani Sonug 4.1 ’in hipotezleri saglanir.

Ornek olarak E =L, [0,1]®c, Banach &rgiisii sira siirekli norma sahiptir. Diger
taraftan E'=L_[0,1]®¢, ve (E')' =¢, olur. (E')", E' i¢inde sira yogun degildir
[Wnuk, W., 1984]. Yukaridaki teorem ve sonuglar Read operatdrii icin bir celigki
yaratmaz. Ciinki (61' )a =c, ideali (61') =/{ , i¢inde sira yogundur [Zaanen, 1983,

Sayfa 433].
4.7. Teorem

E Banach orgiisii ve T:E — E skalar olmayan, regiiler M-zay1f kompakt operator

olsun. p atomsuz 8l¢ii olmak iizere L, (1) uzayina orgii izomorfik olacak sekilde E °

nin kapali bir alt 6rgiisii bulunabiliyorsa her S: E — E sinirh regiiler operator 6zdes

olmayan kapali degismez alt uzaya sahiptir.

Kanait:

Kabul edelim ki p atomsuz 6lgii olmak iizere W =L () olacak sekilde W E

kapali alt orgiisii bulunsun. T:E — E pozitif M-zayif kompakt operator ise W alt

uzayma kisitlanmig T|W :W=L, (u)—)E operatorii de M-zayif kompakttir.

(W) = (Lw ( p))a tiim L-zay1f kompakt kiimeleri kapsadigindan
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olur [Zaanen, 1983, Sayfa 318]. O halde T|V'V =0, dolayisiyla T operatoric W

iizerinde 0 operatorii olur. Yani T(W)c W ’dur.

S:E — E smurhi regiiler operator olsun. Her bir k=1,2,... i¢in TS* : E = E operatorii

de M-zay1f kompakt operatdrdiir [Meyer, 1991, Onerme 3.6.16]. Dolayisiyla benzer

islemlerle her bir xe W igin TSk(X)zO oldugu gorilir. T"#0 ise en az bir
feE,, f#0 elemam i¢in Tf#0 olur. x,€W, x,#0 eleman igin
T'f(S*x, ) =f(TS"'x,)=F(0)=0 olur. O halde {x,,8x,.8’x,,..| kiimesi ile
tiretilen alt ideal V ise S(v) cV saglanir. Ayrica her y e v icin T'f (y) =0 olur.

Yani V#E ‘dir. Diger taraftan x, e W, x, #0 ise V2 {0} ‘dir. Dolayisiyla \%

0zdes olmayan kapali1 S-degismez alt idealdir.

4.7. Teorem ’de ki hipotezlere sahip olan Banach orgiilerine 6rnek olarak diskret

olmayan AL-uzaylarini verebiliriz.
4.8. Teorem

E Banach orgiisii ve T:E — E pozitif, skalar olmayan, birebir, L-zay1f kompakt

operator olsun. p atomsuz 6l¢li olmak iizere L, ( u) uzayina orgii izomorfik olacak

sekilde E’ dual uzayinin kapali bir alt 6rgiisii bulunabiliyorsa her S: E — E pozitif

birebir operatdr 6zdes olmayan kapali degigmez alt ideale sahiptir.

Kanit:

Kabul edelim ki p atomsuz 6lgiisii igin W' =L (p) olacak sekildle W' < E' kapal
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alt 6rgiisii bulunsun. T :E — E operatérii L-zayif kompakt ise T': E' — E' operatorii

M-zayif kompakttir ve W' alt uzayma kisitlanmig T’| W W'=L,(n)—> E' operatorii

de M-zayif kompakttir. ((W’)') ;(Lw (u))a tim L-zayif kompakt kiimeleri

kapsadigindan ve (T’ ' L-zayif kompakt oldugundan
w

(T, ) () =W ) =(v (1)) =1e}
olur. O halde (T'|W, ), =0, dolayisiyla T" operatoric W' tizerinde 0 operat6rii olur.

f,e(W) ,f,#0 ise en az bir x,€E",x,#0 i¢in f,(x,)#0 ‘dir. T ve S
operatorleri birebir oldugundan her bir keN igin S*Tx,#0 olur. V ile
{TXO,STXO,SZTXO,...} kiimesi ile iiretilen ideali tanimlayalim. Diger taraftan her bir
keN icin S*T:E—E operatorii L-zayif kompakttir [Meyer, 1991, Onerme
3.6.16]. O halde benzer islemlerle f, € (W')",f, #0 her bir ke N i¢in S*T(f,)=0

olur. Dolayisiyla <Ska0,f0> = <XO,T’(S’)k f0> =(x,,0)=0 olur. Yani her y e V igin

fo(y)=0 olacagindan V=E saglanir. Dolayisiyla V 6zdes olmayan kapali

S-degismez idealdir.
4.3. Ornek

E=/_/c, bolim uzay1 c-sira siirekli norma sahiptir. Diger taraftan Banach uzay1
olarak /, c E olmasina ragmen, BN Stone-Cech kompaktlastirmas: olmak iizere E
uzayi C(BN\N) Banach orgiisiine sira izometrik oldugundan, /¢, uzayma Orgii

izomorf bir alt uzay icermez [Wojtowicz, 2001]. Dolayisiyla E', ¢, ’a orgil izomorf
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higbir alt uzay icermez [Meyer, 1991, Teorem 2.4.14]. Banach uzay1 olarak ¢, c E
olmasindan E’ Radon-Nikodym 6zelligine sahip degildir [Diestel, 1977].
Dolayisiyla L, [0,1] uzayina orgii izomorfik olacak sekilde E' dual uzaymin kapali

bir alt orglisii vardir.
4.9. Teorem

E bir Banach orgiisii ve T:E — E pozitif M-zayif kompakt operator olsun. Eger
0<T<S olacak bi¢cimde bir S: E — E Dunford-Pettis operatorii varsa T operatorii

ile degismeli her sinirli operator 6zdes olmayan kapali degismez alt uzaya sahiptir.
Kanit:

R:E — E smirh operatdrii RT =TR kosulunu saglasin. S:E — E bir Dunford-
Pettis operatdrii ve 0<T<S ise Teorem 3.5 geregi T’ kompakttir. Diger taraftan

RT’ =T°R saglandigindan R operatdrii 6zdes olmayan kapali degismez alt uzaya

sahiptir [Aronszajn, Smith 1954; Lomonosov, 1973; Abramovich, 2002, Teorem

10.15]. Genel olarak her bir neN" i¢in T":E —>E operatorleri ortak, 6zdes

olmayan kapali degismez alt uzaya sahiptir.

4.10. Teorem

E Banach orgiisii ve T:E — E pozitif L-zayif kompakt operatoér olsun. Eger
0<T<S olacak bi¢cimde bir S: E — E Dunford-Pettis operatorii varsa T operatorii
ile degismeli her sinirli operator 6zdes olmayan kapali degismez alt uzaya sahiptir.

Kanait:

R:E — E smirl operatdrii RT =TR kosulunu saglasin. S:E — E bir Dunford-

Pettis operatdrii ve 0<T<S ise Teorem 3.6 geregi T* kompakttir. Diger taraftan



52

RT*=T'R saglandigindan R operatdrii 6zdes olmayan kapali degismez alt uzaya

sahiptir [Aronszajn, Smith 1954; Lomonosov, 1973; Abramovich, 2002, Teorem
10.15]. Genel olarak her bir neN" i¢in T":E —>E operatorleri ortak, 6zdes

olmayan kapali degismez alt uzaya sahiptir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorlerin bazi durumlarda
ozdes olmayan kapali degismez alt uzaya sahip oldugu gésterilmistir. ilk 6nce bu
operatdr smiflarinin kompakt oldugu durumlar g6z 6niine alinmistir. AM-uzay veya
AL-uzaylar arasinda tanimh L-zayif ve M-zayif kompakt operatorlerin kompaktlig
bilinmektedir [Chen, 1999]. Ayrica L-zayif ve M-zayif kompakt operatorler yari
kompakt operatdrlerin bir alt sinifidir ve yar1 kompakt operatorlerin kompakt oldugu
bazi durumlar da bilinmektedir [Aqzzouz, 2006a]. Bilinen durumlardan farkli olarak
verdigimiz sonuglarda, L-zayif veya M-zay1f kompakt operatorlerin kompakt olmasi
icin iizerinde tanimlandigi Banach orgiilerinin veya onlarin dual uzaylarinin sira
siirekli norma sahip olmasinin yeterli oldugu gosterilmistir. Ayrica, bu sonuglar
yardimiyla dual uzay: sira siirekli norma sahip Banach orgiisiinden bir AL-uzayina
taniml1 tiim pozitif operatdrlerin kompakt oldugu sonucuna varilmistir. Boylece
kendisi veya dual uzay1 sira siirekli norma sahip bir Banach uzayi iizerinde tanimli
M-zayif kompakt veya L-zayif kompakt operatorlerinin 6zdes olmayan kapali
degismez alt uzaya sahip oldugu gozlenmistir. Diger taraftan, sira siirekli norma
sahip olmayan Banach orgiileri lizerinde tanimli L-zayif kompakt operatorler 6zdes
olmayan kapali degismez alt ideale sahiptir ve bunun sonucu olarak, sira siirekli
norma sahip olmayan Banach orgiisii iizerinde skalar olmayan bir L-zayif kompakt
operator tanimli ise bu Banach 6rgiisii lizerinde tanimli her regiiler operator de 6zdes
olmayan kapali degismez alt ideale sahiptir. Bunun yaninda, dual uzay sira siirekli
norma sahip olmayan Banach Orgiileri iizerinde tanimli M-zayif kompakt
operatorlerin bazi kosullar altinda 6zdes olmayan kapali degigsmez alt ideale sahip
oldugu goriildii. Bu kosullar disinda M-zayif kompakt operatorlerin 6zdes olmayan
kapali degismez alt ideale sahip olup olmadig1 heniiz agik problem olarak

durmaktadir.
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	ABSTRACT 
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