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OZET

TEZ BASLIGI. Einstein Alan Denklemlerine Bir Cziim Denemesi

YAZAR ADI: Meral ERTUGRUL

Bu tezde Einstein Alan Denklemlerine bir ¢6ziim 6nerisi bulunmaya
calisildi.Bu ¢aligma kiiresel simetrik bir uzayda yapildi.Bu uzaydaki Enerji-
Momentum Tensdriiniin ;,madde-enerji yogunlugu ve basing terimi sifirdan farkl
kabul edildi.Bu tensorler Einstein Alan Denklemlerinde kullanilarak bu
denklemlerin yaklasik ¢6ziimii yapilmis ve metrik tensor bulunmustur. Bu ¢alismada
diferansiyel denklemler i¢in yaklasik ¢6ziim yontemleri kullanilmistir. Bu durumda
bulunan uzay zamaninin,madde-enerji dagilimini veren fonksiyona bagli oldugunu

gordiik. Bulunan metrik tensoriin De-Sitter metrigi ile karsilagtirilmasi yapilmistir.



II

SUMMARY

THESIS TITLE : A Solution attempt to Einstein Field Equations

THESIS AUTHOR: Meral ERTUGRUL

In this thesis, a solution for Einstein Field Equation is tried to be found. This
research has been done at a spherically symmetric space. At this space, matter-
energy intensity and pressure term of Energy- Momentum tensor have been accepted
nonzero. Using these tensors in Einstein Field Equation, approximate solutions of
these equations are done and metric tensor has been found. In this research
approximate solution techniques are used for differential equations. We experienced
that the space time in this condition depends on the function that shows the matter-

energy distribution. the Metric is compared to De- Sitter’s .
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1.GIRIS
1.1.Einstein Alan Denklemleri

Einstein alan denklemlerindeki g, bileseni metrik tensoérdiir.Metrik |,

uzaydaki iki nokta arasindaki en kii¢iik yol olarak tanimlanir .Uzayda bu

metrik

ds* = g, dx“dx’
ile ifade edilir.Burada a=b=0,1,2,3 olmak iizere ,s6z konusu 4 boyutlu bu

yapida x”1inc1 koordinat zamani , x',x*,x’ koordinatlar1 da uzay1 olusturur.
Uzaysal kisim  kartezyen,silindirik  veya  kiiresel  koordinatlarda

yazilabilir.Kiiresel koordinatlarda bu bilesenler (t,r,t9,¢) gibi ifade

edilebilir. ds® hakkinda birseyler sdyleyebilmek igin g, metrik tensdriiniin
yapist bilinmelidir.
g, » Einstein Alan Denklemleri sayesinde c¢oziiliir. Einstein Alan

Denklemleri

1
R, _ERgab =T,

seklinde verilir.Bu konuyla ilgili detayli calismalar Foster ' , Ohanian
H?, Wold’ de bulunabilir.Bu esitlikte

R, Ricci Tensérii , R Ricci Skaler Egriligi , T7,Enerji-Momentum

ab

Tensorudir.

1.2.Einstein Alan Denklemlerinin Coziim Algoritmasi

ab

Cozim i¢in oncelikle g, ’ ye bir form 6nerilir. g , g, nin ters

matrisi olarak tanimlanir.
ab

g” ve g, den faydalanilarak Christoffel Sembolleri elde edilir.
Christoffel Sembolleri

1.1

1.2



a 1 a
I, = Eg ! [abgdc +0,.84 _adgbc] 1.3

formundadir. (1.3) ile verilen formiiller Riemann Egrilik Tensoriini

bulmakta kullanilir. Riemann Egrilik Tensori

R[fcd = 8CFZd - 8dFZC _FZLIFZC _FZCFZd 14
a ve c indisleri esitlenerck Ricci tensorleri bulunur. Ricci tensorleri

asagidaki gibidir.

0 1 2 3
ROO = ROOO + ROIO + R020 + R030
0 1 2 3
Rll = RlOl +R111 +R121 +Rl3l
0 1 2 3
R22 = R202 + R212 + R222 + R232
0 1 2 3
R33 = R303 + R313 + R323 + R333
R=g”R, 1.5

Formiilii kullanilarak Ricci Skaler Egriligi bulunur. Bulunan bilgiler

Rab—%Rgab:Tab denkleminde yerine konularak ilgili diferansiyel denklem

sistemi elde edilir. Teorik olarak bu denklemin ¢6ziimiinde g, metriginin
bilesenleri bulunabilir.Bulunacak sonuclar 7, enerji-momentum tensoriiniin

bilesenlerine bagli olacaktir.

2.EINSTEIN ALAN DENKLEMLERININ COZUMU
2.1.Metrik Form

ds’ metrik formunu kiiresel koordinatlara uygularsak

(0<f<7) ve (0<¢<27z) olmak iizere asagidaki esitlik elde edilir.



dsz:F(r)dz2+G(’”)(dr2+r2d92+r25in29d¢2) >

Bu durumda metrik tensér g, asagidaki matris gibi ifade edilebilir.

F(r)y O 0 0
0 G(r) 0 0
ab 2 22’
0 0 rG(r) 0
0 0 0 r*sin® OG(r)

Amag F(r) ve G(r) yi bulmaktir.

2.2.Christoffel Sembolleri

ab

g, metrik tensdriiniin tersi olarak g“ yi tamimlamistik. g* matrisi
asagidaki gibidir.
F'(r) 0 0 0
ab_ 0 G'(r) 0 0 53
0 0 r2G(r) 0 '
0 0 0 r2sin” 0G(r)

o =F), g,=G() , gzzzrzG(r), g33:r25in296(r)

go0 = F_l(r) , g“ = G_l(r) , g22 = r_zG_l(r) , g33 =r?sin? 0G™ (r) dir.

g, ve g” ler (1.3) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki sonuglar bulunur.

F80=0 o 1 0

' =—F (r) —F(r
1 . 0= ()8r ()
Y ==—F"'(r) =F(r 0 _
0=y ()87” (r) I,=0
Ty, =0 rY,=0

Iy, =0 =0



== G () 2F ()
oo
oo
oo
r,=0

1 0
r==—G"'r—aG
nT5 (’”)ar (r)

r,=0
r,=0

Fgozo

=0
1 ., .0
r, = -5 l(r)g[rz G(r)]

r,=0

r,=0

F;lzo

r,=0
1

r, = —EG_l(r)g[rz sin” 0 G(r) ]

G (r)% [ﬁ G(r)]

0
Zsin? 0 G'(r)—| r*sin’ 6 G
r (-l (]



2sin26 G (= [rzsinzé’G(r)]

S3
I

1
—r?sin? 6 G Zsin’ 0 G
== (O [r (]

s :% r2sin? 0 G (r)ﬁ[rz sin® 0 G(r) |

2.3.Rieman Egrilik Tensoriiniin Bilesenlerinin Hesabi

(2.4) de bulunan christoffel sembolleri (1.4) denkleminde yerine yazilarak

asagidaki riemann egrilik tensorleri hesaplanir.

0o o Ol gy 9 ! 9 9
Ry = ar{zF (r) arF(r)} {2G (r) G(r)}{ F\(r) F(V)}

EF ()—F(r)}{ F (r)—F(r)}

R&%BF%%F@} BF (r)—F(r)}{ F (r)—F(r)}

[;G ()—G(r)}{ F ()—F(r)}

0 | 0
R202=[—EG (—[r GMLF ()—F(r)}

Ry =~ —%Gl(r)j [ G(r)]}[lF (r) —F(r)}

R, =— %Gl(r)% [#sin’ 0 G(r)ﬂ[%Fl(r) % F(r)}




1

R, = B G (r)% [#sin’ 0 G(r)ﬂ[EF1 (r) % F(r)}

9 L L e L) LRy |~ Lo iy LR
Rio = ar[ 2G5 F()HzF() F()}{ 2G()arF<>}

—HG ()—F(r)}[ G (r)—G(r)}

1_2_1 _17”27” —l —r r— r
Rm—ar[ SG () F( )} { SG () F( )}[ G ()5~ G )}

Lo @ pon LG 2.
_[EF (r) ™ F(F)H 2G (F)arF(I’)}

or

1, 1, 07,
{2r G (r)—[r G(r)ﬂ{—EG (r)a[r G(r)ﬂ

R, :i{—lGl(r)i[rzG(r)]}{—%Gl(r)%[rzG(r)ﬂB G'(r)— G(r)}

' ol 1 1 ., 0,
R, = 5{—5G ("~ [ G(r)ﬂ { G — [r G(r)]}bc (= G(r)ﬂ

{_% Gfl(r) [r G(r )ﬂ{ G (r)— G(r)}

R,=- %BG‘W»)%[# sinzec(r)]}B G-l(r) [r sin HG(r)]}[ G (r)—G(r)}

Bﬁ sin-29G-l(r)—[ sin HG(r)ﬂ{ G‘l(r)— [ 7 sin 9G(r)]}

R, = _a—ag B G (r)g [ sin’ 0 G(r)]}B G (r)i [r2 sin” 0 G(r)]} {—% G (r)a—ar s G(r)ﬂ +

B 72 sm*ecrl(r)a [ sin’ 0 G(r )ﬂ{ Gl(r) [ sinZQG(r)ﬂ



R, =—{ G (r)— [r sin HG(r)]}{E 7 sin? 0 G (r)— [ sin ec(r)ﬂ[%(r‘(r)aﬁ[ﬁ sinZQG(r)ﬂ+
v

{5 G (r)g [ sin” 0 G(r)ﬂ {5 G "~ G(r)}

R;n:a%BGl(r) [#*sin HG(r)ﬂ {— - Sm—ZHG‘l(r) [r sim HG(r)ﬂ{ G (r)—[r sin 9G(r)ﬂ

B 2 Gl(r)% [ sin” 0 G(r)ﬂ{—a G“'(r)g [ G(r)ﬂ

Ry =~ [ ;G ()_F@M rPGT (N — [rszﬂ

2 _l -1 i l -2 -1 i 2
Rm{ SG (r)arF(r)M2 G K G(r)ﬂ

R, =B r2sin 0 G’l(r)a [#7sin’ 0 G(r)ﬂ[z PG (r)—[r sin @ G(r)ﬂ

R,- {1%ﬂ)[cmﬂ{rcm [%ﬂBﬁ@®§V%ﬂ

—&ngaﬂkrGwapaﬂ_

s Ol L 07 L 0 Lo 070
Rm:—g{ar G (V)E[r G(r)}}t 50 (r)—rG(r)}{Er G (r)g[r G(r)ﬂ

—B 7 G*(r)a [ G(r)ﬂ{g G () — [rzG(r)ﬂ

R, = B r2sin? 6 Gl(r)%[rz sin® 0 G(r)]M% 2 Gl(r)% [#7sin’ @ G(r)ﬂ

Rl = { G ()—F(r)}[ G ()= [rZGv)ﬂ



oll L, . 0,
R, = —5{5 e 1(r)ﬁ[r2 sin” 0 G(r)ﬂ

B G (r)—[r sin HG(r)ﬂ{— G (r)—[r G(r)ﬂ

+Br sin? 0 G (r)—[r sin 9G(r)ﬂ{2 G (r)—[r sin 0G(r)ﬂ

06| 2
{l G (r)% [#7sin® 0 G(r)ﬂB 2 Gl(r)% [ G(r)ﬂ

R, = _i{l 2 G m%[ﬁ sin’ 0 G(r)ﬂ

2

+ B ¥2sin2 6 G‘l(r)%[rz sin® 0 G(r)]}B 2 G"l(r)%[rz sin® 0 G(r)]}

ol|lr 5, 0 .
R, :—E{E G 1(1")@[}"2 sin® @ G(r)]}

+B r2sin2 6 G’l(r)i[rz sin® @ G(r)ﬂB 2 G’l(r)i [#sin’ 0 G(r)]}

B G (r)—[r sin® @ G(r)ﬂ{z G (r)—[r G(r)ﬂ

R, =- aae{ G (=5 [rzsinzﬁ G(r)ﬂ

+B r2sin 6 G"l(r)—[rz sin’ @ G(r)ﬂB 2 G"l(r)%[rz sin® @ G(r)ﬂ

FG (r)—[r sin BG(r)]ME G (r) [rz G(r)ﬂ

R§30—[—%G (r)—F(r)M—r sin? 0 G~ (r)—[r sin GG(V)]}

R, = %{% r2sin” @ G_l(l”)i[”2 sin® @ G(”)ﬂ
4{%1” sin” 0 G~ (F)—[V sin 9G(”)JML’” sin”? 0 G- (r)—[r sin HG(r)ﬂ

BG (r )—G(r)M—r sin?0 G (r)—[r sin 9G(r)ﬂ



.0

2 %{lr sin?20 G (r)—[r sin” @ G(r)ﬂ

_{% r?sin” 0 G\(r) 88 [r sin” @ G(r)]}{l r2sin”? 0 G (r)—[i’ sin® @ G(”)ﬂ

B 2 G'l(r)%[rz G(r)]M% r2sin? 0 G'l(r)%[i’z sin® 6 G(r)]}

3 6 1 2 s 2 -1 a 2 .2
R = 5{5 rosin " 0G (r)a—r[r sin” @ G(r)ﬂ
{ G (r)— G(r)M— r2sin?0 G (r)—[r sin® @ G(r)ﬂ
|2 sin Gil(r)i [#*sin® 6 G(r) ] Li2sin2g G’l(r)i [#7sin” 0 G(r) ]
2 or 2 or
I l rsin? 0 G (r)—[r sin’ G(r)]
132 = ag

+{% r G’l(r)a8 [r G(r)JME r2sin”? 0 G- (r)—[r sin” @ G(r)]}

—{%r sin? 0 G~ (r)—[r sin” @ G(r)]}[lr sin? 0 G~ (r)—[r sin® @ G(”)ﬂ

3 6 1 ) -1 a 2 .2
R, :5{5 resinc 6 G (r)%[r sin” 4 G(r)ﬂ
+B r2sin? 0 G'(r) aa [#7sin’ 0 G(r)ﬂ{— r2sin?6 G (r) [rl sin® @ G(r)ﬂ
|1, G*(r)ﬁ[r2 G(r] Login2e G*l(r)—[r2 sin® 0 G(r) ]
or 2 00

2

gL oo pasa]

+B r2sin 0 G’l(r)%[rz sin® @ G(r)]}{z r2sin 0 G’l(r)%[rz sin® @ G(r)]}

_{_%Gl (r)%[rz G(r)]}B Fsin? @ G’l(r)g[rz sin” 6 G(r)ﬂ



10

= —%B r2sin” @ G"(r)%[rz sin> @ G(r)]}

+B Gt (r)%[rz G(r)ﬂ{% r?sin” 0 G’l(r)%[rz sin” ¢ G(r)ﬂ

—B r2sin? 0 G’l(r)%[rz sin’ @ G(r)ﬂ{% r2sin? 0 G (r)%[rz sin’ @ G(r)]}

R, = —%{% r?sin” @ G’l(r)a% [rz sin® @ G(r)ﬂ

.{_%Gl(r)g[rzG(r)]“:% r2sin?0 G (r)air [ﬁ sin’ @ G(r)ﬂ

—{% Fisin? 0 G_l(r)é_aﬁ [rz sin? @ G(r)]} {% rsin?6 G (r)% [rz sin? @ G(r)]}

R, = %{% r?sin?6 G (r)% [rz sin® 0 G(r)]}

a 1 2 . 2 -1 a 2 .2
—E[Er sin? 6 G (r)g[r sin” 0 G(r) |

0

R, = —{l r?sin? @ G‘l(r)i [rz sin® @ G(r)ﬂ
or

00|2

—3[1 r2sin?0 G (r)%[rz sin® @ G(r)ﬂ

or| 2 25

2.4.Ricci Tensorleri

Einstein Alan Denklemlerinin kesin ¢Ozlimlerini bulmak zordur. ¢ <1,
F(ry=c,e’’  ,G(r)=ce’® segilerek, ¢oziim igin yaklasik bir metod
uygulayacagiz.

Kesin ¢dziimler Stephani’den bakilabilir.

(2,5) de bulunan Riemann egrilik tensorleri kullanarak asagidaki Ricci

Tensorleri bulunur.



11

_ po 1 2 3
Roo - Rooo + Rom + Rozo + Ro30

1 -eg(r ef(r | D e 1 —eo(r . colr
——c'e g()icoef() —r7sin? 0 c'e g()i[rzsmzﬁcleg()}
2 or 2 or

+ —lcl_le_gg(r) cogegf(’)f’ (r)}

L2 in2 00 sin? 0. 0 [ 27 6550 4 12 o) 7
{Er sin” Oc;'e " sin 0015[27% +rige™g (r)]

!

1 _ & r)—glr ] &l r)=g\r "
Ry =38 a0 (7(r)=g (1) 1)+ £ 17(r)]

+ —%c{lcogr_leg(f(r)g(r))f'(r)}

+ —%c{lco r_lgeg(f(r)g(r))f’(r)}

1 el f(r)-g(r " 1 pr
Rooz—zcllcoge (s ))[f (r)+2r7'f (r)}
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R, =R+ Ry, + RS, + R,

111 121 131

_2 lc—le*‘?f(r) ic ) |4 lc—lefsg(r)icesg(r) lc—lefgf(r) ic oo/
or|27° or ° 7! 1 5 €0 0

11—
— lc(;lefgf(r) ﬁ coesf(r) lc—lefgf(r) ﬁ Coegf(r)
2 or P

i - 4 3 —eg(r cg(r 1 2 -1 _-eg(r eg(r
_9)1 r7ce gg(')i[rzcleég(r) + lcl’le e )icle R )i[rz ¢, )}
or| 2 or 2 0

]
_B 72 el % [,,z Cleegmﬂ B 2 el % [,,z Clesgmﬂ

L ¢ le ) 9 [rz sin® @ clegg(r)]
or|2 7

+ lcl—lefsg(r) iclesg(r) l r—2 Sil’l_z 0 cl—le—sg(r) iI:rz sin2 0 Clegg(r):|
2 or 2 or

r r

_|:% r—2 Sin—Z 9 cl—le—sg(r) i|:l"2 Sin2 9 cleag(l‘):|j||:% 7’_2 Sin—2 9 cl—le—é‘g(r) i[FZ Sin2 9 cleag(r)]j|

—i{l p2eeel) [2re£g(r) + rzgegg(r)g' (r)ﬂ

+ +‘:% e—sg(r) gesg(r)g!(r):| ‘:% ’;2 e—sg(r) I:zregg(r) + r28esg(r)g/(r):|:|

_ 1 2 -eg(r) zg(r) 2 . eg(r) 1 l -2 -eg(r) sg(r) 2 eg(r) 1
i ‘:Er e’ [2reg +rige®® g(r)} 2r e’ |:2F€g +rige™ g(r)]

—ilil r2 o) [ZFeEg(r) + rzgegg(r)g'(r)ﬂ

2

0
1 o) eelr) s 1 s cg(r) | 2. ee(r)
+ w{ze g™ g (1) 2r e [2reg +rige™ g(r)}




13

Ry, = —% ef"(r)+r” —% «‘;"g"(r)+%r1 eg'(r)-r?—r'eg'(r)
+r —% gg”(r)+% r! z;"g’(r)—r’2 —r’lgg'(r)
1 " " - '
Ri=d o)) s )

_ po 1 2 3
R,, = Rzoz +Ry), + Ry + R232

e O T 2 eV L ot o) O er(r)
R, —{—Ecl e 5[7’ ce } ECO e Ecoe

+ _lcfle_é‘g(r) ai |:}/'2cle‘9g(r):|j||:% ’/,72 Sin—2 9 Cl—le—e‘g(r) ai |:I"2 sin2 9 Clegg(r):|:|
r r

L 2sing cle e 9 [rz sin” @ clegg(’)}
2 00

1L 26in20 ¢ le ) i[ *sin” @ cle'gg(rq
2 00

R, = [—%egg(") [2re‘9g(’) +r2ge£g(")g'(r)ﬂ[%e*‘"-"(’)gegf(r)f'(l”)}
+—{—%esg(") [2re€g(r) +r28e8g(r)g'(r)ﬂ
+|:_%e—gg(r) |:2regg(r) +7"28€gg(r)g’(7")i|i| |:%€_gg(r) geé‘g(r)g!(r)i|
AL o e[, o) 2 es() L e[, a2 ea(r)

[27” e * [2reg +rige® g(r)} 2e & [2reg +rige™ g(r)]
—%{% sin” @ 2sin6’.cos6’}

L cet)[ o) 2, ea(r) Lo e[, estr) | 2 s

+[—2e & [2reg +rige™® g(r)] Sre g [2reg +rige®™ g(r)]

—[% sin? @ 2sind.cos QM% sin? @ 2sind.cos 6‘}



2

_r_lrzgg'(r)}[_r]B ; g'(r)}

|
+_
or

+[1+ rgg’(r)] —%[ cot 9]—[1+ rag’(r)] —cot’ @

+ }/_Zg//

Ro=| -3 ors 0|3 -1-3e[2rg () +r g ()] o)

+ [1+ reg'(r)] + [1 +cot’ 6’] —[1+ rgg’(r)] —cot’ @

1 ’ 3 ' 1 "
R, :_Egrf (r)—zgrg (r)—Eerzg (r)

_ po 1 2 3
Ry; = Rypy+ Rypy + Ry + Ry

| lf—ara : sg(r 17—£'ra sf(r
R33 = —|:ECI ! #( )—r|:7"2 Sll’l2 o ce ( )j|j||:56‘01€ 1 )Ecoe I )j|:|
—g{%clle”gm 62 [rz sin® @ clefg(’)ﬂ
r r
|1 Cfle_gg(r) 2 |:I”2 sin” @ clegg(r)} lcfle_gg(") icleég(r)
2 or 2 or
+ {%r'z sin G e =) ai [rz sin® 6 Clegg(r)ﬂ{%cfle_gg(") ai
r r
—%{% r'chle_gg(r) % [rz sin? @ cle*'g(’)ﬂ
Voee) OT a2y os) || L 2 mest) O T 2 ealr)
—{Ecl —r[r sin“ @ ce ] Er ¢ e E[F ce ]
+ |:% r—2 Sin—Z 0 Cl—lefsg(r) % |:r2 Sin2 6 Cleé‘g(r):|:||:% r—ZCI—Ieﬂ‘:g(r)
R33 _ _‘:%egg(r) sinz P |:2re£g(r) +r2(€,e£g(i')gr(r):|:H:%esf(r) 8esf(r)fr(r):|:|

0

1 o) o 28(r) 4 12 goelr) of
_E[Ee £ gin 09[2reg +rige”™g (r)}
_[l e’”g(") sinzg[zregg(,)+rzge.sg(r)gr(r):|:| le—sg(r) gesg(r)gf(r)}
5 2

—i i — l —8(r) qin2 eg(r) 2 eg(r) v l 2 —eg(r)
ae[sm@.cos&] {2e ) sin 0[2reg +rice™ g(r)} S e g

+ [ sin~? @sin O.cos 0] [sin 6.cos 6]

[rz sin” @ Cle“’g(")]L

% [rz sin” @ clegg(r)]L

+ [%rz sin? @e 4" sin? 0[2re”g(’) +7r2 ge”g(’)g' (r)ﬂ [% e %" sin’ @ [Zre‘gg(r) +7r? ge‘gg(")g' (r)ﬂ

14

[2re£g(r) + rzge‘gg(r)g'(r)ﬂ
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R, :—%sinz Href'(r)—g{ sin’ H{H%Vzgg'(r)ﬂ{% sin’ Hrgg’(r)}
+{r'l+%€g'(r)}{r sin? :9+%sin2 Hrzgg'(r)}

—cos2o9—[ rsin’ 6’+%sin2 Hrzeg’(r)}{ r'l+%5g’(r)}+ cos’ @

R, = —%sin2 7 rgf'(r)—sin2 O—rsin’ t9€g'(r)—%r2 sin’ Hgg”(r)—% sin’ Oreg'(r)

+sin® @ +sin’ t9rz;"g'(r)—cos2 0 +sin” @ —sin® @—rsin’ 05g’(r)+ cos’ 6
1 -2 ' 1 2 -2 " 3 =2 !
R33=—Esm Oref (r)—zr sin” Oeg (r)—E sin’ Oreg'(r) 2.6
2.5.Ricci Skaler Egriligi

(1.5) formiiliinde (2.6) ve (2.3) de bulunan sonuglar yerine konularak

R Ricci Sakaler Egriligi bulunur.

R:ghded
g" =lgul"
_ ]
¢ o o o] [fw O 0 0
-1
gbd: gll 0 0 _ 0 G(’) 0 0
0 g2 0 0 0 G 0
00 ¢"J o 0o 0 rsin?6G)
R, 0 0 0
O U T
10 0 R, 0
0 0 0 R,

R= gOORoo +gan + g22R22 + g33R33
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+[cl_legg(r)}‘:—% ef"(r)-eg"(r)-r"eg'(r) }
J{rzcl1e‘eg(r)][_%grf'(r)—%Wg'(r)‘%”zg”(r)}

+[r sin” fc;'e gg()]{—%sinzHrgf'(r)—%rzsinzGgg”(r)—%sinzersg'(r)}

R= _%Cllge—sg(r) [f"(r)+2rlf'(r)]-k‘:—%cllge_gg }[ f” +2g ( )+2r71g'(7’)]

+ —%cl_lgegg(r) [r_lf'(r)+3r_1g’(r)+g”(r)]

+ _Ecl’ ge ) [rilf'(r)+g”(r)+3r71g'(r)]

R

{—%cllge es(r }[2]‘” +4r7 f'(r )+4g"(r)+8r71g'(r)]
Rz[—cflge es(r }[f" +2r 1f'(r)+2g”(r)+4r’l(gr'(r)] 2.7

2.6.Einstein Alan Denklemlerinin Diferansiyel Denklem Sistemi

Olarak Olusturulmasi

Bulunan sonuglar (1,2) denkleminde yerine yazilirsa

1
R, _ER'gab =T,

1
Ry, _ER‘goo =T

]},Oz[ ;cl c,ee’V }[f )+2r7f'(r) ]

—%[—cllgegg(rq[f”(r)+ 2r’1f’(r)+2g”(r)+4r71g’(r)]_[coegf(r)]
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Tooz[—%cllcoge }[f )+2r7f'(r)]

g artase O 2 () s2g () g ()]

Ty, = [cllcoge }[g +2r g ] 2.8

1
R, _ER-gn =T,

T :[_% : f"(r)—gg”(r)—r_lgg'(r)}

Tllz[grfl][g'(r)ij'(r)] 29

T, =Brg}[f'(r)”f”(rﬁg'(")”g"(r)] 2.10



1
Ry, _ER'gB =T,

T, :{—%sinzﬁrgf'(r)—%l’z sin’ Qgg"(’”)—g sin” ‘9’”‘98"(’”)}

_%[[—cl"lge_gg(r)][f”(r)+ 2r‘1f’(r)+2g”(r)+4r'1g’(r)ﬂ.[r2 sin® @ clegg(r)]

[—%sm Oref'(r )—%rzsin2 Qgg”(r)—%sinzé?rgg’(r)}

H_%CI Fsin? @ o }[f" +2r7 (1 )+2g”(r)+4r‘1g'(r)ﬂ
nel-

1

r £sin 0}[f +rg ( )+3 g'(r)]

NI'—‘

l\)l'—'

rsin’ 98 I’f"(”)"‘2f’(’”)+2’”g”(’”)+4g'(’”)]}

T,

T, =[%r£sin2 9:l[l’f”(l’)-l-f’(l”)-i—l"g”(l")-i—g'(}”)]

1 . . .
R, —ERgab nin esas kdsegen haricindeki elemanlar: sifirdir.

3. DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMININ COZUMU
R —lR =T
05 -8oo = Loo
R —lR =T
nTy B =1
R —lR =T
275 B T 1y

1
Ry, _ER-gzz. =T,

18

" :[—%rgsm 0}[f +rg ( )+3 g'(r)—rf”(r)—2f’(r)—2rg”(r)—4g’(r)]
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Ty =¢ eyt {1+ ££(r) - e[ 2" (r) + 272 ()]
T =c'ce] g (r)+2r'g'(r)]

n=[er &)+ £/()]

o= g7 [0V () () g (0]

T, :Bmsmz 49}[rf”(r)+f'(r)+rg”(r)+g'(r)]
T,=T,=0 secilir

1 . 1
R, —ER.g33 =sin’ H[Rzz —ER.gzz} =0

0#0ve@+#rxvel<O<rxoldugundan sin6 # 0 olur.

Bu nedenle R,, - %R. g,,=0 olur.

(2.10) ve (2.11) den

[%re}[ F1(F) s () g () g (r)] = 0

L/ ()4 s (r)+ 8 (r)+rg"(r)]=0 3.1
4 denklem bu sekilde 3 denkleme indirgenir. T,y = E(r), T, = P(r) secilir.

[8r_1}[g'(r)+f'(r)]:P(r) 32
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cl’lcog[g”(r)+2r’1g’(r)]:E(r) 33
! ! r
(3.2)den g'+ f'=—P
&

fr=lp_g 3.4
&

r ye gore ikinci tiirev alinirsa f" = l P+ r P'—g" elde edilir.
& &

f've f" (3.1). denkleminde yerine yazilir.

1 2
[LP—g'+r—P+r—P’—rg"+g’+rg'}:0
g & &

2
[£P+rlP+r—P}:0
& & &

2 2
?FP+%P’=O 35

2P+rP'=0

2P+rd—P=0

dr

r—=-2P 3.6

d_P:_J'gdr



InP=-"2lnr+Ink (k = sabit)

ln£=lnL2
k r

k
P==
72

cl_lcog[g” (r) + 2r_1g'(r)] =E(r)

g'+2r'g' = Sg
CoE

Bu denklemi ¢6zmek icin g’ =u

2 c
u'+=u=—L1F
FoCE

dontistimii yapilir.

Bu denklem h integrasyon garpani ile ¢arpilirsa

Wh+lhu=SThE
r CoE

h' 2
-2
Inh=2Inr

h=r’ bulunur.

21

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11



Whilhu=SlpE
r C€

Wh+lhu="LhE
r CoE

c
ur+Zr u=—p*E
r CoE

d c
—(rzu) =1 2E
dr CoE

ru =ijr2 Edr+1 (l :sabit)
CoE
c1 ) /
u=—2_[r Ea’r+—2
CET r
, _dg G 2 /
=2 =_1 | Edr+—
& cogrz-[ r

J-dg = J‘{ G Jrz Edr}dr+v|-rizdr+n (n = sabit)

2
CET
r

g:Cj—;J‘[%J‘rZ Edr}dr+l.|-%dr+n

' r
fl=t-g
Er

22

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

3.20



, rk ¢ )
=———|——|r Edr+—
4 er’ Logrzj r’
E=E; Scklinde bir sabit olarak segilecektir.
’=i—%jr2Edr—L2
rE  C,ET r
k ¢ ) [
'=—— r- E,dr——
re cogrz-'. o
.k 3 o
-7 B
TrE  C,ET 3 r
ko B, 1
r& ¢, 3 r
k ¢ E [
=|—dr—-———=2\rdr—|—=dr+m
/ J.rg CoE I J.rz
pokpax I B LA (dr = Bdx)
EYx r c¢¢E 32 B,
E 2
f——lnx+i—L—°r—+m
&g roce 3 2
f—ﬁlnL+i G170 42 4 gy (I=m=0) segilir
e B, r 6ce
fzﬁlnL Gk
e B, 6ce

23

3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

3.27

3.28

3.29



F(r)=c,e” ~c, (1+8f)

(3.29) denklemi (3.30) da yerine yazilir.

F(r)=c,|1+¢ ElnL— Gk r
& B, 6cye

E
F(r)=c, +coklnL——c1 0 p2
BO

r

g:ij[%jrz Edr}dr+0+n
Co€

r

g= 4 J.{Lj.ﬁ Eodr}dr+0+n

2
CoE

g :ﬁj‘rdr+0+n
3c,&

E 2
g= 9% 10+
3c,e 2

E
g=-"27+0+n
Co&

G(r)=ce™ ~¢ (1+£g)

(3.36) denklemi (3.37) de yerine yazilir.

G(r)=c¢ [1+5[ Gk r +O+nD
6c,&

24

3.30

3.31

3.32

3.33

3.34

3.35

3.36

3.37

3.38
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E
G(r):cl[1+8[cl—°r2+nn (n:Oseg:ilir) 3.39
6c,&
cleO 2
G(r)y=¢+——r 3.40
6¢,

(3.32) ve (3.40) fonksiyonlar1 (2.1) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki

metrik bulunur.

2
ds* = <, Jrcoklnl—ﬂr2 dr* + ¢ +ﬁr2 [ dr* +r*d0* +r*sin’* 6 d(02] 341
B, 6 6¢,
Yukaridaki esitlikte metrikte(c, =1, ¢ =-1, secilir)  ve yerine yazilirsa
asagidaki sonug elde edilir.
ds = 1+ E0,2 k| g - 1-Eo o [ dr* +1*d0* + 17 sin> 0 dg’ | 3.42
6 B, 6 '

Elde edilen bu sonu¢ uzay zamaninin yapisin1 gostermektedir.Bu sonucun De-Sitter

uzay zamanina benzedigi goriilmektedir.De-Sitter asagidaki gibidir.
-1
2 A 2 2 A 2 2 2 2 2 2.2 2
ds” = l—?r dt” — l—3—r dr-—r°d@ —r°sin" 0 do 3.43

De-Sitter uzay zamani hakkinda [7] ve [8] nolu referanslardan daha detayl bilgi

edinilebilir.
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4. SONUCLAR VE DEGERLENDIRMLER

Bu c¢alismada Einstein Alan Denklemlerine bir ¢6ziim denemesi
yapilmistir.Enerji momentum tensoriiniin se¢imine bagli olarak uzay zamanin
yapisini veren metrik bulunmustur. Bu tezde E(r)=E, bir sabit olarak

alinmistir.Islemlerin sonucunda

ds* = lJr%r2 +klnL} dt* —{l—%}’z}[ dr* +r*d@* +r’sin’ 0 dqoz]
bulunmustur. ’

Burada E,=-2A ve 2A <1 olarak alinirsa

ds’ {1—%# +klnL} dr’ {H%ﬂ[ dr* +r2d0* +r*sin’ 0 dg? | 4.1

0
Seklinde bulunur. 1
ALl A
De-Sitter de [1—?7’2} ~ {1+?r2} olarak yazilirsa yaklasik De-
Sitter asagidaki gibi olur.
ds* = {1—3&1’2} dt? —{1+?r2}dr2 —r*d@* —r*sin® @ do’

(4.1) sonucu ile De-Sitter in yaklasik bigimini benzer oldugu goriiliir.
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