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BOLUM 1
TEMEL TANIMLAR

Bu boéliimde, problemin ¢6ziimiiniin incelenmesinde gerekli bazi tanim ve teoremler

verilmistir.

Tamm 1.1 (Metrik): Bos olmayan bir X kiimesi ve bir d: X xX - R, (x,y)—d(x,y)

dontistimii verilsin. Eger bu d doniisiimii VX, Y,z € X i¢in

(M1) d(x,y)=0
(M2) d(x,y)=0<x=y

(M3) d(x,y)=d(y,x)
(M4) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (Uggen Esitsizligi)

ozeliklerini sagliyorsa X iizerinde metrik adini alir, (X ,d) ikilisine metrik uzay denir.

Tamm 1.2 (Norm): Bir X vektor uzayi iizerinde tanimli olup, bir X € X noktasindaki degeri
||X|| ile gosterilen, x ve y X de keyfi vektorler ve « bir skaler olmak {lizere asagidaki 6zelikleri

gercekleyen reel-degerli bir fonksiyona norm denir:

(N1) [x|=0
(N2) [X[=0ex=0
(N3) x| =[]

(N4)  [x+ v < +[v] (Usgen Esitsizligi)

X iizerindeki bir norm, X iizerinde d(x,y)= ||X - y|| (x,y € X) ile verilen bir d metrigi

tanimlar, bu metrik norm tarafindan iiretilen metrik olarak adlandirilir. Uzerinde bir norm
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tanimlanmis bir X vektor uzayina bir normlu uzay adi verilir. Normlu uzaylar (X ,||||) ya da

kisaca X ile gosterilir.

Tamm 1.3 (Cauchy Dizisi): (X,d) bir metrik uzay ve (x,) X’in iginde bir dizi olsun.
Ve >0 igin m,n>N(e) oldugunda d(x,,x,)<¢ olacak sekilde &’na bagl bir N(s)e N

varsa (x, ) dizisine X iginde bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 1.4 (Tam Uzay): Bir X metrik uzayinda her Cauchy dizisi, X i¢inde bir limite

yakinsiyorsa X’e tam uzay denir.

Tamm 1.5 (Banach Uzayi): Normlu ve bu norma gore tam olan lineer vektor uzayina Banach

uzay1 denir.

Tamim 1.6 (i¢ Carpim): X , bir K cismi iizerinde vektor uzay olsun. <,>: X x X = K’ ya
bir doniisiim olsun. X’in her x ve y vektor ¢iftini <X,y > ile gosterilen ve asagidaki
ozelikleri ger¢ekleyen bir skalerle eslemeye i¢ ¢arpim denir ve < X,y > K yada x ile y nin

i¢ carpimi denir.

(1) (x+v,2)=(x,2)+(y,2)

(12)  (axy)=a(xy)

(13)  (x,y)=(y,x)

(14 (xx)=0, (x,x)=0<x=0

X iizerinde tanimlanan bir i¢ ¢carpim, X iizerinde ||X|| = <X, X> ile verilen bir norm tanimlar.

Tamm 1.7 (Hilbert Uzayi): Uzerindeki i¢ ¢arpimla tanimli metrige gore tam olan bir ic

carpim uzayina Hilbert Uzay1 denir.



Tanmmm 1.8 (Tam Sistem): w= {Wl,wz,...,wn,...} H Hilbert uzayinda verilmis bir elemanlar
kiimesi olsun. he H i¢in (h,w)=0, i=12..=h=0 oluyorsa w sistemine H Hilbert

uzayinda tam sistem denir.

Tanim 1.9 (Lineer Bagimsizhk): e={e1,ez,...,en,...} H Hilbert uzayinda verilmis bir

elemanlar kiimesi olsun. ¢; € Rl(Cl) olmak tizere

o +ae,+.+ae, +.=0ag=a0,=...=a,=...=0

oluyorsa e sistemine H Hilbert uzayinda lineer bagimsizdir denir.

Tamm 1.10 (Zayif Yakinsaklik): Normlu bir X uzayinda bir (x,) dizisi verilmis olsun. Eger

her fe X' igin lim f(x,)="f(x) olacak sekilde bir xeX varsa, (x,) dizisi zayif yakisaktir
N—o0

denir ve X, - x seklinde yazilir. x elemanina (xp) dizisinin zayif limiti ad1 verilir ve (x,) dizisi

x’e zayif yakinsar denir.

Tamm 1.11 (Kuvvetli Yakinsakhik): Normlu bir X uzayinda bir (xp) dizisi verilmis olsun.

Eger Iim||xn —X|| =0 olacak sekilde bir x e X varsa (X,) dizisi kuvvetli yakinsaktir (ya da

norma gore yakinsaktir) denir. Bu durum lim x, = x ve ya x, —— x ile gosterilir.

n—o0o

Tanmim 1.12 (Noktasal Yakinsaklik): X bos olmayan bir fonksiyonlar kiimesi ve f,:K — R

, Ne N seklinde fonksiyonlar olsun. Eger VX € K igin f (X) — f(x) oluyorsa yani Vx € K
ve e>0 i¢in IN=N(x,&) varsa ve Vn>N icin |f,(x)-f(X)<e oluyorsa (f,)

fonksiyonlar dizisi f ye noktasal yakinsar denir.

Tanmim 1.13 (Diizgiin Yakinsaklik): f, :K >R, V>0 i¢in 3N = N(g) varsa Vx e K ve

vn=N igin |f, (x)-f ()| <e oluyorsa (f,) fonksiyonlar dizisi f’'ye diizgiin yakinsar denir.



Tamm 1.14 (Kompakt Kiime): X bir topolojik uzay olmak iizere, M — X kiimesinin keyfi
elemanlar dizisinden X uzayinda yakinsak bir alt dizi se¢ilebiliyor ise M kiimesine X uzayinda

kompakt kiime denir.

Tanim 1.15 (Siireklilik): K < R ve f :K — R olmak iizere, her & > 0 sayisi igin, Oyle bir
0 >0 sayis, |X— X0| <o olan her xeK i¢in |f(X) — f(X0)| <&  olacak sekilde

bulunabiliyorsa, f fonksiyonuna x,noktasinda siireklidir denir

Tamm 1.16 (Diizgiin Siireklilik): K < R ve f :K — R olmak iizere, her & >0 sayisi igin,

dyle bir §=35(¢)>0 says;, [x—y| <5 olan her x,yeK i¢in |[f(x)— f(y) <& olacak

sekilde bulunabiliyorsa, f fonksiyonuna K da diizgiin siireklidir denir.

Tanim 1.17 (Direk Problem) Denklem, bolge ve kosullar verildiginde denklemi ve kosullari

saglayan ¢6ziimii bulma problemine direk problem denir.

Tanim 1.18 (Ters Problem) Denklemin ¢éziimiiniin yani sira, denklem, bolge, kosullar ve

denklemin sag tarafindan en az birinin bulunmasi problemine ters problem denir.

1.1 HADAMARD ANLAMINDA iYI VE KOTU KONULMUS PROBLEMLER

U ve F metrik uzaylar, A: U — F operator olmak iizere,

Au=f (1.2)
denklemini ele alalim. (1.1) denkleminin,

1. Her feF i¢in U uzayinda ¢6zliimii vardir,
2. Cozlimii U uzayinda tektir,

PR

3. Kosullar1 F uzayinda az degistiginde ¢6ziim de U uzayinda az degisir (stabillik kosulu),

kosullarin1 saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine (U,F) uzay ¢ifti i¢in Hadamard

anlaminda iyi konulmus problem denir.



Bu kosullardan herhangi birinin saglanmamasi durumunda problem (U,F) uzay cifti i¢in
Hadamard anlaminda kotii konulmus problem olarak adlandirilir. Bir problem bir uzay g¢ifti
icin kotii, baska bir uzay c¢ifti i¢in ise iyi konulmus olabilir. (Uj, F1) uzay ¢ifti icin iyi, bagka
bir (U,, F2) uzay ¢ifti i¢in k6tii konulmus probleme (Uy,F;) uzay ¢ifti i¢in zayif kotii konulmus
problem denir. Tiim uzay ciftlerinde kotii konulmus probleme kuvvetli kotii konulmusg

problem denir.

1.2 TIKHONOV ANLAMINDA IYi VE KOTU KONULMUS PROBLEMLER

AU — Folmak tizere (1.1) denkleminin,

1. Coziimii var ve belirli bir McU kiimesine aittir,
2. Coziimii M kiimesinde tektir,
3. Kosullar F uzayinda ¢6ziim M kiimesinin digina ¢ikmayacak sekilde az degistiginde ¢oziim

de M kiimesinde az degisir,

kosullarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine (U,F) metrik uzay ¢ifti i¢in Tikhonov
anlaminda iyi konulmus problem denir.

Buradaki M kiimesine problemin dogruluk kiimesi denir ve genellikle kompakt segilir.

Tanimm 1.19 ( Legendre Polinomu)
Legendre polinomu,

Pn(x):(Zn—l)(Zn—3)...1{n M 2 nn—1)mn-2)(n-23) L

nl “22n-1D7% 2.4 (2n—1)(2n - 3)

_}

ile tanimlanir. Legendre polinomu ayn1 zamanda Rodrigues formiilii

ile de ifade edilebilir. (Yasar 2005)



Sonug 1.1 ( Legendre Polinomlarinin Ortogonalligi)
m. ve n. dereceden birinci g¢esit Legendre polinomlarinin ortogonalligi i¢in temel sonug

olarak:

1

me(x)Pn(x)dx =0,m#*n
1

verilir. (Yasar 2005)

Ispat:

B, (x), B, (x) fonksiyonlarinin
(1-x2)y" —2xy +n(n+1)y=0
Legendre diferensiyel denklemini saglamalar1 nedeni ile

(1—x2)P, —2xP, +m(m+ 1B, =0
(1—x*)P, —2xP, +n(n+ 1B, =0

dir. Birinci denklemi P, , ikinci denklemi B, ile garpip, taraf tarafa ¢ikartilirsa,
(1= xD)[RuPy = BuBi 1 = 2[R Py = Byl = [n(n + 1) = m(m + DR R,
bulunur. Bunu da

d 1 I ’ 1
(1 —XZ)E[Pan - PmPn] - ZX[Pan - PmPn] = [n(n + 1) - m(m + 1)]Pan

veya

E (= DIBPy ~ P} = In(n +1) — mm + DR,



yazilabilir. Bundan sonra integral alinirsa
1
[n(n+ 1) — m@m + 1] fpm(x) P,(0)dx = (1 - xD)[RP, — BB 1, = 0
-1
dir. Buradan m#n nedenit ile
1
f P (%) P (x)dx = 0
-1

bulunur.

Tanim 1.20 ( Ortogonallik)
X bir i¢ ¢carpim uzayi olsun. x,y € X vektorleri igin (x, y) = 0 ise bu iki vektore ortogonaldir

denir.

Tanmim 1.21 ( Ortonormal Sistem)

X bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. {eq, e,, ... } © X bir sistem olsun.

<ei’ej):{1,i =]

ise bu sisteme ortonormal sistem denir.

Tamim 1.22 ( Dogrusal Ortii)

W1, Wo, ... bir sistem olmak iizere

n
{Z aiWiI, a; eER

kiimesine bu sistemin lineer ortiisi ad1 verilir.



Tanim 1.23 (Projektor)

E, X lineer uzayinda bir operatdér E € B(X) ve E? = E ise bu operatore projektor (izdiisiim)
denir.

Tanim 1.24 (Ortoprojektor)

E, X lineer uzayinda bir operatér, E € B(X),E? = E ve E* = E ise bu operatdre
ortoprojektor (dik izdiisiim) denir.

Tamm 1.25 (Kuadratik Form)
n-boyutlu V vektor uzayini ele alalim. B, V uzaymin bir bazi ve X = (xy, X, ..., x,,) keyfi bir

v € V vektoriiniin B bazina gore koordinatlar1 olsun. V iizerinde

n n
g(v)=zzmijxixj , my ER

i=1j=1

seklinde tanimlanan bir g fonksiyonu, V {izerinde bir kuadratik fonksiyon olarak adlandirilir

ve agagidaki ifade

QX) = Zn:zn:mijxixj

i=1j=1
kuadratik form olarak adlandirilir. (Donald and Kenneth 1973)

Tanmim 1.26 (Adjoint)
H ve K Hilbert uzaylar1 olsun. T nin tanim ciimlesi D(T), H uzayinda her yerde yogun olsun.

Vx € D(T) igin

(Tx,y) =(x,n) ,n=T"y

olacak sekilde bir T bulunabilirse, bu y elemanlarinin olusturdugu kiimede T* tanimlanacak

ve T* operatoriine T operatoriiniin adjointi denir.

Tanmim 1.27 (Self Adjoint)

H bir Hilbert uzay1 ve T:H—H olsun. Eger T = T" ise t operatdriine self-adjoint denir.

8



Tamim 1.28 (L, (Q) Uzay)
Q tizerinde karesi integrallenebilen olgiilebilir kompleks degerli fonksiyonlarin kiimesine

L,(Q) uzayi denir. L,(Q) lineer uzayi,

fufoluer = | AT
Q

i¢ carpimi ile tanimlanan bir Hilbert uzayidir.

Tamm 1.29 (H*(Q) Uzay)
H*(Q) uzay,

(f'g>Hk(Q) = Z D“fD“gdx

la|<k @
ile taniml1 bir Hilbert uzayidir.

Tanim 1.30 (HY(Q) Uzay)
HY(Q) uzayina ait bir f(x) fonksiyonu, H? (Q") uzayina ait Q'\Q bolgesinde sifira esittir.

Tamim 1.31 (Ust Limit-Alt Limit)

(S8,) bir reel terimli dizi ve C kiimesi de (S,) dizisinin alt dizilerinin limitlerinin kiimesi
olsun. C genisletilmis reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir. supC ve infC sayilarina,
sirastyla (S,,) dizisinin iist limiti ve alt limiti denir. Ust limit, limsupS,, veya limS,,, alt limit

liminfS,, veya limS,, ile gosterilir. (Balc1 1999)

Teorem 1.1: X, bir Hilbert uzay1 olsun. {x,} dizisinin norm dizisi ||x, ||y sl olsun. Oyle

bir xq € X vardir ki x,, — x, dur.
Lemma 1.1: Bir Hilbert uzayinda x, — x, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul uzaydaki her z
i¢in,

(xn, 2) = (x,2)

olmasidir.



Ispat: Bir Hilbert uzay1 iizerinde her sinirli lineer f fonksiyoneli i¢ carpim cinsinde ifade
edilebilir. Yani z, f fonksiyoneline bagli olmak tizere Vz € H igin f(x) = (x,z) f tarafindan

tek olarak belirlenmis olup ||z|| = ||f|| normuna sahiptir. Buna gore,

lim £(x,) = £(x)

(%X, 2) = (x,2)
seklinde ifade edilebilir.
Lemma 1.2: Hilbert uzayinda x,, — x ise

llxll < lim |, ||

n—-oo
dir.

Ispat: x, — x ise Vz € H icin (x,,z) — (x,z) dir. Keyfi bir z € H oldugundan z yerine

x € H alinirsa,

(n, ) = (2, %) = ||x||1?

|, )] = 1[I M1l
alt limitine gecersek,

llll® < lim [l |1 lcll

n—0o

llxll < lim |x, ||

n—oo

bulunur.
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1.3 INTEGRAL GEOMETRI PROBLEMLERI

Kabul edelim ki R" tizerinde diizgiin bir fonksiyon V(x),x € R" olsun.
A= (44,43, ..., 44),A; € R olmak ilizere A parametresine bagli R" deki manifoldlarin ciimlesi

{1 (1)} manifoldu tizerinde integrallenebilir oldugunu yani

f V(x)doy = f(1),A € A c RF (1.2)
u(d)

oldugunu farz edelim. Burada do; , u(1) tzerinde verilmis 6l¢ii elemanidir.
u(A) ve £(A) ya gore V(x) in bulunmas1 problemine lineer Integral Geometri Problemi denir.
(1.2) denkleminde {u(A)} belli olmayabilir. f(1) ya gore V(x) i ve {u(4)} nin bulma

problemine lineer olmayan Integral Geometri Problemi denir
1.4 RADON PROBLEMI

V(x) fonksiyonunun R™ de tim m< n boyutlu diizlemler iizerindeki integrallerinin
verilmesi halinde bu integrallere gére V(x) i bulma problemidir.

Radon bu problemi ¢o6zdii ve V(x) in f(A) ile ilgili ifadelerini verdi. Bu ifade Radon
doniisiimii olarak bilinir. Radon doéniisiimii de Fourier doniisiimii gibi diferansiyel ve Pseudo-
diferansiyel denklemlerle ilgili muhtelif problemlerin ¢6ziimiinde kullanilir.

Radon probleminin, diferansiyel formlar ve tensor alanlari i¢in benzerleri Gelfand, Sapiro,
Grayev v.b. tarafindan incelenmistir. Boyle problemler,1960’11 yillarda Lie gruplar1 gosterimi
teorisinde de goze ¢arpmaktadir.

1970’1 yillarda , {p(A)} climlesinin daha karmasik objelerden ibaret olmasi hallerinde
lineer ve lineer olmayan integral geometri problemleri(IGP) incelenmeye baslanmistir. Bu
cins problemlere, diferansiyel geometri problemlerinin, kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerle ilgili ters problemlerin, tomografinin, sismolojinin ve benzer baska problemlerin

incelenmesinde rastlanir.
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BOLUM 2

TRANSPORT DENKLEMI iCiN UC BOYUTLU TERS PROBLEM
Bu boliimde transport denklem igin ii¢ boyutlu ters problemin ¢ézlimiinii arastiracagiz.
1.S? birim kiire ve D de R? de taniml1 diizgiin sinirl1 bir bolge olsun.
Q={(x,v):xeD,veS?}

v = (cos@q, sing,cos®,, sing; sing;)

d 5} 5} 1 5}
90 g1 90, smgragy 91 € (002 € (0.2m)

I'=0D x (0,m) x(0,2m),¢p = (¢1,92)
M ile asagidaki fonksiyonlarin lineer kombinasyonlarinin kiimesini isaret edecegiz.
w(x)P, 1, (cos @1) sinme, ,w(x)P, ,, (cos ¢1) cos me, n,m=0,1,2,...

P, o(x) = P,(x),P,(x) Legendre polinomlardir,

m

P =1-x7 1 p )
nm dxm "

Ve w(x) , C3(D) ye ait keyfi reel degerli fonksiyondur. H,(®2) , M ‘nin ||u||I=[(u,u)1]“2

normuna gore kapanisidir.

13



3 2
(u,2)1 = f (uz + Z Uy, Zy, + Z ugizgi) dn
0 i=1 i=1

dx, D ‘nin hacim elemani; dS? ise S? kiiresinin ylizey elemanidir.

H,,(Q) Hilbert uzayidir ve M kiimesinin

(u, Z)T,Z = (u, Z)T + (u, Z)T,Z

Ve

3 2
(ui Z)T,Z = j zzzxﬁj uxl‘e]' d‘Q

o \i=1,=1
olmak Uzere

1/2

lullz, = [(u, u)T,z]

normuna gore kapanigidir.

602 ={w(x) : we C*(D) , éD smirinda w=0 }

M®={n:ne Mver yiizeyinde =0}

H2(Q) ,M° “m ””I , hormuna gore kapanigidir.

Burada,

V' = (-sin ¢, ,C0S ¢, COS ¢, ,COS @, SiN g, ),
v"=(0,-sing,,cos g, ),

f=(f,f,,f;), F=Ffv ,F =fVv".
dir.

14



Q) bolgesinde, asagidaki denklemi ele alalim.
Liu=v.Vau+ug Fi +ug,F, =2 (2.1)

burada v.V,u , v ile V, u vektorlerinin R® de i¢ ¢arpimuidir. Sag taraftaki A , T' yiizeyinde

sifira esit olan her 7 € ﬁu (€?) icin
a ! ! a I
f A [— Vn.v)+ (Vn.v)cotp; + ——(Vn.v )] dn =20 (2.2)
691 a62
0
sartin1 saglasin.

. 0 0\ 0
Au = (— sin @, a_xz + cos ¢, E) E (L1u)

. ad 0 _ d\ 0
+ (— sin ¢4 a_xl + cos @1 €oS ¢, 6_x2 + cos ¢ sin @, 6_x3) 6_01 (L1u)

I'"(A) asagidaki 6zelliklere sahip bir kiime olsun.
YueI"(A) igin ue H)(Q) ve yeL,(Q) olacak sekilde bir y fonksiyonu vardir yle ki

keyfi 7€ M° icin;
a A A a r
(Lyu, _691 V,n.v") + (V,n.v") cote, + _692 V. v")[) =y, n)

olur.
Kabul edelim ki y = Au. Bu kabul ,
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0
Lluﬁ (Ven.v") + Liu(Vyn. v") cot 4
1

1
~ sing,

0
[Llu 30 (Ven.v") sin @ + Liu(V,n.v") cos (pl]
1

1 (9 9
=— {2 [Lu@,n.v)sin ]}——(L W)V, n.0").
sin @y {a(pl 1 n ¢1 P 1 n

Kabul edelim ki I'(4) c I'" (A) dyle fonksiyonlar kiimesidir ki Vu € I'(A) i¢in 6yle {u,}

C3, dizisi vardir dyle ki

1) u, = u, L, de zayif yakinsak
2) (Auy,uy) = (Au,u) , k-0

I'(A), C3, ‘mn llullray = llull + ||[Aull normuna gére kapamsidir.

H)NT'(A) cI'(4) cTI' (4) oldugu agiktr.

r'n H?,(Q) € I'(A) < L,(2) oldugunun ispat: gerekir.

Asagidaki sistemin L, (S?) ¢ de ortogonal tam sistem oldugu bilinir,(Smirnov 1969),
{Pn (cos ¢1), B, (cos 1) sinme; B, ,,(cos ¢;) cos m<p2} , n=1,23,... m=1,23,...

{wy,wy, ...} € C2(D) olmak iizere L,(£2)‘da ortonormal bir sistem secelim.Farz edelim ki

{w1, wy, ...} sisteminin lineer ortiisii Hf ,(D) ‘de her yerde yogun olsun.
Py ,L,(2) uzayindan My iizerine ortogonal projektdr olsun. Burada My

WPy, Wi cosm@, B, (oS @1), w; sinmey, B, (cos 1)

1,n=1,2,3,....N; m=1,2,3,....,n

vektorler sisteminin lineer ortusidir.
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Problem 2.1. F;, F, fonksiyonlar1 ve u(x, v) nin I' iizerindeki izi (u/ r= uO) verilmis olan

2.1 denklemini saglayan € da tanimli (u, 1) fonksiyon ¢iftini bulunuz.

Lemma 2.1. Kabul edelim ki u(x, v) , Q da iki defa siirekli diferansiyellenebilsin. Buna gore

asagidaki esitlik dogrudur.

5
LyLiu=](u) + Z d; (u)
i=1

J(uw),Li, L, ve d; asagidaki gibi tanimlanir.

Llu = 7. qu + u91F1 + ungZ =A

1 . 0 w0
ELZ E(qu.v)a—el+(vxu.v )6_02

Jw) = |Vul? + (ux1 COS @1 + Uy, SiN @y COS P + Uy, Sin @4 sin (pz)z
+ 1 (fix, SiN*@1 — fox, COS @1 Sin Q1 COS @,
— f3x, €OS @1 sin @1 sin ¢,
— fix, COS @1 Sin @1 COS @, +f3,, cos® @4 sin @, cos @, + fox, cos? ¢, cos ¢,
— fix; COS @1 SIN @y SiN @y + fo, COS*@q SIN P, €OS Py + f3,,c05° Q5N Q)
+ uSZ (fax, SiN*@2 — fax, SIN @, COS Qg +f3,,€08°Qy — foy, SiN @, COS @)
+ ux1u<p1(—2f1 sin 2@, + 4f; cos? @1 COS Q3 — f, COS @y + 4f3c05*@sing,
— f3sing,)
+ Uy, Uy, (—3f; cotysin @, + 3f, cotg; cos @;)
+ Uy, Uy, (2f1 cos 2¢; cos p,—f; cos @,
+ 2f, sin2¢; cos 2@, + f35in2¢ cos2¢,)
+ Uy, Uy, (f3c052¢, + fi cote;sin, — 2f;sin 2¢,)
+ Uy, Uy, (2f1 cOS 2¢01 Sin @,
— fisin @, + fo5in2¢sin2¢@, + 2f;5in2¢@,sin’@,)
+ Uy, Uy, (f1 COtQ1COS @y + f,€082¢, + 2f35in2¢;) + Uy, Uy, (for,SinE,
— f3x, €OS @2 + fiy, SIN @y — fo, COtYSin 2¢;
+ f3x, COtP1COS 2905 — fix, COS Q3 + fo,, COtY;COS2(;

+ f3x, COt@1sin 2¢0,)
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di(u) = 8_x1 [uxZu(p1 COS Q3 + Uy, Uy, SIN QY — Uy, Uy, COtYP SN @y + Uy, U,, COtP1COS P

+ u§1 (—f1 sin?@ + f, cos @4 sin @ cos @, + f5 cos @ sin @, sin @)
+ Uy, Uy, (3059, — frsing,)],

d COS ¢,
d,(u) = a_xz —Uy, Uy, COSPy + Uy, Uy, Wsmgoz + Uy, Uy,

+u, (fy cos ¢ sin @y cos @,
— f2 cos? @, cos® @1 — f3c0s %@y sin @, cos @)

+ Uy, Uy, (f, cotpysin 2¢, — f; sin @, — f3cotp,cos® @, + fcote, sin?@,)

+ ug, (—f25in*@; + f3 cos @, sin 902)],

dsz(u) = EPN [—uxlu(plsin(pz —Uy, Up, COS P1COSPy — Uy, Uy,
3
+ ug, (—f3 cos® @ sin*@, + fising; cos @1sing, — f, cos® Py5inP,cosP;)
+ Uy, Uy, (ficosp, + frcotey sin?p, — f, cotp;cos? @,

— 2fzcotsing,cos@,) + ugz (f2sing, cos @, — f3 cos 2(,02)],

dy(u) =—=— [—u,%lcosgalsinzgal + Uy, Uy, SINP1COSPC0S2¢01

+ Uy, Uy, SINQ1COS2¢1 SINQ, + UF, COSP1SiN*P1 05 @,

+ Uy, Uy, SIN*P1COSQ1SIN2¢0, + UZ, COSPySIN*Q;Sin’e,

+ uy, Uy, (2fisin’@q — 2f, cos @ysin® cosp, — 2f3sin®p; cos @1sing;)
+ Uy, Uy, (—2f15in2¢1cos P,

+ 2f, cos® @1cos*@, + f3 cos® @isin2¢,)sing,

+ Uy, Uy, (—fi5in2¢;sing, + f, cos? @ysin2¢, + 2f; cos? @ysin@,)sing;
+ Uy, Uy, (f25inQ; — f3 COS @,)sing,

+ Uy, Uy, (f1SiNQ15iNP; — frc08Q15IN2¢; + f3 cOs @1c052¢;)

+ Uy, Uy, (—fiSin@icos@, + f; cos @1cos2¢, + fgcos<plsin2q)2)],
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d
ds(u) = % —Uy, Uy, COtYy Sin @, — u,%zsimpzcosgoz + Uy, Uy, COS2¢,
2

+ Uy, Uy, COtQ COS @5 + u§3sin¢2 cosQy + Uy, Uy, (f25ing; — f3 cos @;)
+ Uy, Uy, (fising, — focot,sin2¢, + f3 cot @1cos2¢;)
+ Uy, Uy, (ficose, + frcoteq cos 2¢, — fzcote,sin2g,)

sing,
+ 2Uy, Uy, (f25in9; — f3 cOs @) Sinon
. CoSQP,
+ 2y, Uy, (—fo5ing, + f3 cos @) |

Ispat: Lemma 2.1 i ispatlamak igin L,L;u agiliminda ki her bir terimi doniistiirecegiz ,

sonugta ac¢ilim sadece Uy, Uy, U, Up, , Uy Ug, VE diverjans terimleri igerecek sekilde

dontistiirecegiz , burada i,j = 1,2,3ve k,r = 1,2 dir .

Liu=v.Vyu+ug F; +up, F,

ve

1 ! a 12
=L, E(qu.v)a + (V,u.v

2 30,

tanimlarindan L, Ly u ifadesini bulmak ve u(x, ¢) nin tiirevlerini igeren pozitif kuadratik form

ve diverjans ifadeleri elde etmek i¢in gerekli islemleri yapalim.

Liu = u,, cos@q + Uy, COS @, Sin @1 + Uy, sin @, sin@; — ug, sing; fi

+ Up, COS P41 COS Q) fz + Ug, COS Q1 sin (5 f3 — Uy, sin (1) fz + Up, COS @ f3

0
LyLiu = 2(V,u. v) (Llu) + 2(V,u. v") 50 (Lu)
2

19



0
2(V,u.v'") @ (L u)

=2 <ux192 COS 1 + Uy, g, COS Py SIN P1 — Uy, SIN Py + Uy, g, SIN Q5 SIN Q4

+ Uy, COS @y + Up, g, (—SiN @, fi + cOs @ cos @, f, + cos @; sin @, f3)

1
+ ug, Sn g (—cos @q sin@; f> + cos @y cos @, f3)

+ ug,p,(— sin @, f + cos @, f3)

1
+ Uy, — (—cos @, f, — sin @, f3)> . (—uxz sin @, + u,, cos <p2)
sin ¢

0
2(V,u.v) 6_61 (L)

=2 (uxlg1 COS (01 — Uy, SIN @Y1 + Uy, g, COS P SIN Q1 + U, COS Y1 COS P,
+ Uy 9, SIN @1 SIN @, + Uy, COS Qg SiNQ,
+ ug,9,(—sin @y fi + cos @, cos @, f, + cos @y sin @, f3)

— ug, (cos @1 fi + sin @y cos @, f, + sin @y sin @, f3)
+ ug,p, (= sin @y f + cos @, fg)). (—ux1 sin ¢ + u,, oS @1 COS @,

+ Uy, cos ¢4 sin @)
14 a
2(Vu.v )ﬁ (Liu) =
2

1) —2u,,u, g, cOS @ sin@;

2) —2uy,Uy,p, SN @1 COS @, Sin @,
3) 2u,,”sin® @,

4) —2uy, Uy, g, SIn @ Sin® @,

5) —2u,,u,, cos @, sin @,
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6) —2u,,ug, g, Sin@, (—sin@, fi + cos @, cos @, f, + cos @; sin @, f3)

1 )
o (— cos @1 sin @, f; + cos @1 cos @, f3)

7) —2uy,uy, sin@; =

8) —2uy,uUg,g, Sin@, (—sing; f, + cos @, f3)

1

sin @1

9) —2uy,ug, sin @, (—cos @, f, —sing, f3)
10) 2u,., Uy, 9, COS @1 COS @

11) 2u,, Uy, g, SIN @1 COS? @,

12) —2u,,u,, cos ¢, sin @,

13) 2u,, Uy, g, Sin @1 €OS @, sin @,

14) 2u,.,* cos® ¢,

15) 2Uy,Ug, g, COS @3 (—sin ¢4 fi; + cos @1 cos @, f> + cos @1 sin @, f3)

1

sin @1

16) 2u,, ug, cos @, (—cos @1 sin @, f, + cos @1 cos @, f3)

17) 2u,,ug, g, s @, (—sin @, f, + cos @, f3)

1

sin @1

18) 2u,,ug, cos @, (—cos@, f, —sing; f3)

N0
2(V,u.v )E(Llu) =

19) —2u, u, o, Sin @, cos ¢,

20) 2u,, ? sin® @,
21



21) —2uy Uy, SIN* @4 COS @,

22) =2y, Uy, SIN @1 COS Y1 COS Q3

23) =2, Uy, p, SIN* @ Sin @,

24) —2u, Uy, Sin @1 €os @1 sin @,

25) —2u, ug, o, sin @ (—sin @ f; + cos @y cos @, f, + cos @; sin @, f3)

26) 2u,, ug, sin @ (cos @1 fi + sin @, cos @, f, + sin @4 sin @, f3)

27) —2u,, Uug,p, Sin @ (—sin @, f, + cos @, f3)

28) 2uy, Uy, g, COS* @1 COS Py

29) —2u,, Uy, Sin ¢4 cos @1 COS @,

30) 2u,, Uy, p, Sin @1 €COS @4 cos? ¢,

31) 2u,, 2 cos? ¢y cos* @,

32) 2Uy, Uy, p, SIN @1 COS @1 SIN @ COS P,

33) 2u,, Uy, COS* @y sin @, cos @,

34) 2u,,ug, o, COS @1 COS Y3 (—sin @1 fi + cos @1 €os @, f, + cos @1 sin @, f3)

35) —2u,,ug, COS @1 €OS @, (cos @1 f1 + sin @ cos @, f, + sin @, sin @, f3)

36) 2u,,Ug,p, COS @1 COS Y3 (—sin @, f, + cos @, f3)
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37) 2Uy, Uy g, COS* @y SiN P,

38) —2u,, Uy, Sin ¢4 cos @1 sin @,

39) 2u, Uy, p, SIN @1 €COS @y Sin @, oS P,

40) 2u,., u,, cos? ¢ sin ¢, cos @,

41) 2uy, Uy, g, COS @y Sin @; sin® @,

42) 2u,,* cos® ¢4 sin? @,

43) 2u,,ug, g, COS @; Sin @, (—sin @, fi + cos @1 cos @, fr + cos @1 sin @, f3)
44) —2u,,ug, cos @1 sin @, (cos @1 fi + sin @, cos @, f, + sin @, sin @, f3)

45) 2u,,ug, 9, COS @; sin @, (—sin @, f, + cos @, f3)

Gerekli islemler yapilarak yukaridaki ifadelerin diverjans formlar1 agsagidaki bicimde elde

edilmistir.

1) —(uxluXZ COS @1 Sin (pz)gz — (uxZu@2 COS @ Sin (pz)x1 + (uxlug2 CoS @1 sin (pz)xz +

Uy, Uy, COLP1 COS Py

- 2 o : 2 2 2 in2
2) - (uy,? sin ¢, sin ¢, cos (pz)gz + Uy, ? cos? 9, — u,, % sin? @,
3) 2u,,”sin® @,

N . ) _ . .2
4) —(ty, Uy, sin @ sin <p2)92 (uy,up, Sin @y sin <p2)x3 +

. ) .
(ux3u92 sin ¢4 sin (pz)xz + Uy, Uy, 2 SiN @5 COS @
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5) —2uy,u,, sin @, cos ¢,

6) — (u,Czug1 sin @, (—sin ¢4 fi + cos @4 cos @, f, + cos @1 sin @, fg))e —

2

(ux2u92 sin @, (—sin @ f; + cos @1 cos @, f, + cos @ sin @, fg))g +

1

(u91u92 sin ¢, (—sin ¢4 f; + cos ¢4 cos @, f, + cos @4 sin @, fg)) +

X2

cos @

Uy, Ug, [Sin o (—sin gy f; + cos @1 cos @, f + cos @1 sin @, f3) +

singZsingl—cos@plsingZf2+cosplcosplf3+uxZubZsinp2—coswl/1—singlco
sp2f2—singlsing2f3—ub1ubZsinp2—sinplf1x2+cosplcosplf2x2+cosglsin
p2f3x2

' sin ¢ .
7) _Zux2u91 ﬁ(_ COS @1 SIN P, fZ + cos @1 COS Py f3)

8) -2 (uxzuez sin @, (—sin@; f; + cos @, f3))9 + (uezz sing; (—sing, f, +
2

cos@2f3x2+2ux2ubcospZsingl—singlf2+cosplf3+sinpZsingl—cosplf2+
sing2/3—ub22sinp2—sing2f2x2+cosplf3x2

sin @2
sin @1

9) —2uy,uy, (—cos@, f +sing; f3)

10" (uxgux1 COS (1 COS <p2)92 + (ux3u92 COS (1 COS <,02)x1 — (uxlug2 COS (1 COS (pz)x3 +

Uy, Uy, COS Q1 SIN @)

11) (ty, Uy, sin @, cos? ¢2)92 + (uy,up, Sin @, cos? (pz)xz -

(uxZug2 sin ¢, cos? q)z) + Uy, Uy, 2 SiN @, COS @,
X3 3
12') —2u,,u,, sin ¢, cos @,

13) (uy,%sin ¢, cos @, sin q)z)gz — Uy, 2 cos? @y + u,,” sin’ @,
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14) 2u,,”* cos® @,

15" [ux3ug1 cos ¢, (—sin @4 fi + cos @1 cos @, f> + cos @1 sin @, fg,)]g2 +
[ux3u92 cos ¢, (—sin @4 f; + cos @4 cos @, f, + cos @1 sin @, fg,)]e1 —

[uglugz cos @, (—sin ¢4 f; + cos @1 cos @, f, + cos ¢, sin @, fg)]x3 -

—sin ¢
sin @1

Uy, Ug, [ (—sin¢q fi + cos @1 cos @, f, + cos @ sin@, f3) +
cospZsing1—cosplsingZ/2+cosplcosplf3—urIublcospl—cospl/f1—singlco
sp2f2—sinplsing2f3—ub1ubcos p2—sing1/1x3+cosplcospl/f2x3+cos@lsin

p2f3x3

cos

sin zf (= cos @y sin@; f, + cos ¢y cos @; f3)

16") 2u,, ug,

17) 2[uy,up, cos @, (—sin @, f, + cos @, fg)]g2 — [ug,? cos @, (—sing, f, +

cosp2f3x3—2ux3ub2—sinpZsing1—sinp2/2+cosplf3+cosplsingl—cospl/2
—sing2f3+ub22cos p2—sinplf2x3+cosplf3x3

18) 2u,,uy, % (—cos @, f, —sing; f3)

19) —(uy, > sin @y cos ¢y), + uy, % cos® ¢y — uy, > sin®
1
20") 2u,,*sin® @,

21") —(ty, Uy, Sin® @; cos <pz)191 — (uy,ug, sin® @y cos (pz)x2 +

(uxZug1 sin® ¢, cos <,02)x1 + Uy, Uy, 2 Sin @4 COS @1 COS @,

22") —2u,, u,, Sin @ COS @1 COS @,
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23") —(ty, Uy, sin® @, sin (,02)61 — (uy, ug, sin® @, sin <p2)x3 +

. 2 . . .
(ux3u91 sin” ¢4 sin (,oz)x1 + Uy, Uy, 2 Sin @1 COS @1 Sin @,
24") —2u,, uy, Sin @; cos @; sin @,

25) -2 (UX1UQ1 sin @1 (—sin ¢ fi + cos @1 cos @, f, + cos @4 sin @, fg))e +

1

(uglz sin ¢4 (—sin ¢ fi + cos @1 cos @, f, + cos @4 sin @, fg)) +

X1
2Uy, Ug, COS @1 (—sin @4 fi + cos @1 cos @, f, + cos @y sin@, f3) +
2u,, Ug, sin @ (—cos @1 fi + sin; cos @, f, + sin@; sing; f3) —

ug, 2 singy (—sin @y fi,, + cos @1 cos @, for, + COSs @1 Sin @, fay,)

26") 2u,, ug, sin @, (cos @1 f; + sin @ cos @, f, + sin @, sin @, f3)

27) — (ux1u92 sin @, (—sin @, f; + cos @, f3))9 - (ux1u91 sing; (—sing; f; +
1

cos@2f362+ub1ub2sinpl—sinplf2+cosplf3x1+uxlubZcospl—sinplf2+cos
p2f3+uxlub1—cospl/2+sinp2f3—ub1ub2sinpl—sinp2/2x1+cosplf3x1

28) (uy,uy, cos® @; cos (,02)91 + (uy, g, cos? ¢y cos (,oz)x1 -

(uy,ug, cos? @y cos (pz)x2 + Uy, Uy, 2 COS @1 SiN @y COS P
29") —2u,, u,, Sin @4 cos @1 COS @,
30" (uy,” sin ¢y cos ¢; cos? q)z)e — Uy, * cos? @; cos® @, + u,, % sin? @ cos? @,
1

31") 2u,,% cos? ¢, cos? @,
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32) (uxZux3 sin ¢ cos ¢4 sin ¢, cos (pz)el + (u,CZug1 sin ¢ cos @4 sin @, cos <p2)x3 —
. . 2 .
(uxgug1 sin ¢ cos ¢4 sin ¢, cos <p2)x2 — Uy, Uy, COS” @y SIN @, COS @ +

Uy, Uy, SIN? @1 SIN @, COS P,
33") 2uy, Uy, cos? ¢ sin ¢, cos @,

34" Z[uxZug1 coS (1 oS @, (—sin @1 fi + cos @1 cos @, f, + cos @1 sin @, f3)]91 -
[U,glz COS (1 €OS @, (—sin @1 fi + cos @1 cos @, f, + cos @1 sin @, f3)]x2 +

2uy,Ug, Sin @4 cos @ (—sin @4 fi + cos @, cos @, f, + cos @, sin@, f3) —
2U,,Ug, COS @1 COS @, (—COS @1 fi + sin @y cos @, f, + sin@; sing, f3) +

U,glz COS (01 COS > (— Sin @1 fix, + COS @1 COS Y3 fr5, + €OS @1 sin @, f3x2)

35") —2u,,ug, COS @1 COS P, (cos @4 f1 + sin @1 cos @, f> + sin @4 sin @, f3)

36) [ulelgz oS @1 €os @, (—sin @, f, + cos @, fg,)]g1 +
[, ug, cos @1 cos @, (—sing, f, + cos @, f3)]92 —
[u91u92 oS @1 €os @, (—sin @, f; + cos @, f3)]x2 -

Uy, Ug, SIN @1 COS @, (—sin@, f, + cos @, f3) +
1
sin @1
1

Uy, Ug, COS P1 COS P — o (—cos; fr +sing, f3) —

Uy, Ug, COS P SIN @, (—sing, f, + cos @, f3) —

Ug, Ug, COS 1 COS @7 (— sin @, fox, + cos @, f3x2)

37" (ux3ux1 cos? ¢ sin goz)gl + (ux3ug1 cos? ¢4 sin goz)x1 —

2 . . .
(uxlug1 cos® ¢4 sin 402)x3 + Uy, Uy, 2 COS @1 Sin @q sin @,

38") 2uy, Uy, Sin @1 €OS @1 Sin @
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39 (ux3ux2 sin ¢ cos ¢4 sin @, cos (pz) + (ux Ug, Sin 1 COS @1 Sin ¢, cos <p2) -
91 3 1 X2
(uxZug1 sin ¢4 cos ¢4 sin ¢, cos <p2)x3 — Uy, Uy, COS” 1 SIN @, COS @, +

Uy, Uy, SIN? @1 SIN @, COS P,

40") 2uy,U,, COS* @; sin @, Cos @,

' 2 : .2 2 o2 o in? 2 in2 o i
41" (ux3 COS @1 Sin ¢4 sin <p2)91 — Uy, “ COS” @1 SIN“ @y + U, “ sin” @4 sin“ @,
42" 2uy,”* cos® @y sin” @,

43") 2[ux3ug1 cos @1 sin @, (—sin ¢4 fi + cos @4 cos @, f, + cos @4 sin @, f3)]91 —
[U,glz cos @1 sin @, (—sin @4 fi + cos @4 cos @, f, + cos @4 sin @, f3)]x3 +

2uy,ug, sin @4 sin @, (—sin @, fi + cos @, cos @, f, + cos @, sin@, f3) —
2U,,Ug, COS @1 Sin @, (— cos @y fi — sin@; cos @, f, — sing; sing, f3) +

U,glz COS (1 Sin @, (— Sin @1 fix, + COS Q1 COS Y3 fr,, + COS @1 Sin @, f3x3)

44") —2u,, uy, cos @q sin@; (cos @1 f; + sin @q cos @, f, + sin @, sin @, f3)

45" [ux3u92 cos @1 sin ¢, (—sin @, f, + cos @, ]”3)]91 +
[ux3u91 cos ¢4 sin @, (—sin @, f, + cos @, f3)]92 -
[u91u92 cos @4 sin @, (—sin ¢, f, + cos @, ]%)]x3 +
Uy, Ug, SIN @y Sin @, (—sin @, f, + cos @, f3) — Uy, Uy, COS @1 COS @, (—sing, fr +
cosp2f3—ux3ublcosplsingl—cosplf2+sinplf3+ub1ub2cos pIsinp2—sinp’2
J2x3+cosplf3x3

bulunur. Sonugta,

5
Ll =J() + ) d @
i=1

elde edilir.
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Kabul edelim ki f = (f, f2, f3) fonksiyonu asagidaki sart1 saglasin.
3

D fuy 80 2 algl, (23)
ij=1
Herhangi bir ¢ € R® , kafi derecede biyiik degerler alan o , sadece f,fy. (i =1,2),

ﬁxj +fjxi

esitsizligin saglandigini diisliniiriiz:

(i #j,i,j =1,2,3) Ve d = |fox, — fsx,| degerlerine baghdir. Ustelik asagidaki

J@) = a; (IV,eul + |[Voul), a; >0 (2.4)

Agiktir ki boyle fonksiyonlar vardir. Gergekten J(u) ifadesinin agilimindaki uj , hin

katsayisinin « sayisindan biiyiik oldugunu ispatlamak kolaydir. Bu sonuca varmak i¢in (2.3)

esitsizliginde asagidaki kabullerin g6z 6niinde bulundurulmasi yeterlidir:

& = —sing@, ,& = cos@qcos@, ,&3 = cos@qSing@, .

J(u) ifadesinin agilimindaki ugz nin katsayisinin a sayisindan biiyiik oldugu da benzer

sekilde ispatlanabilir. Bu durumda asagidaki kabullerin g6z 6niinde bulundurulmasi yeterlidir:
§1 =0, = —sing, , {3 = cos ¢,.

Eger f,fy, (i=12),d ve

fl-x]. + fix,| G#J,L,j=123),a ile karsilastirldiginda kafi

derecede kiigiik ise (2.4) bulunur.

Problem 2.2 f ve F bilinen fonksiyonlar , (2.5) denkleminin ¢dziimiiniin izi I" da sifir ve 1,

(2.2) sartlarin1 sagliyor ise
Liu=21+F (2.5)

denklemini saglayan Q da tanimli bir (u, A) fonksiyon ¢iftini bulunuz.
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I1. Simdi (2.1) probleminin ¢oziimiiniin tekligini gérelim.

Teorem 2.1. f(x,v) = (fi,f2 f3) € C*>(2) olsun ve kabul edelim ki (2.3) ve (2.4)
esitsizliklerini saglayan bir a sayist secilmistir. O zaman 2.1 probleminin en ¢ok bir u

¢Oziimil vardir 6yle ki u € I'(A) ve A € L,(2) saglanir.
Ispat: u € I'(A) ve A € L,(2) olmak iizere problem 2.1 in tiirdes versiyonunun ¢dziimiinii
(u, 1) olarak kabul edelim.(2.1) ve (2.2) ifadelerinden Au = 0 elde edilir. Bundan dolay1

{u,} € M° dizisi vardir 6yle ki k — oo iken

l.u, = u ,L, de zay1f yakinsak (2.6)
2. (Auy,u) = 0

Asagidaki esitlik dogrudur.

—2(Aug uy) = j J () dO @7)
n

Gergekten,

0 d\ 0
—2Auuy, = -2 [(—sin 0, E + cos ¢, a—x3) 6_02 (Liuy)

9] o] _ 0\ 0
+ (—sin 01 Fry + cos ¢4 cos @, o, + cos @4 sing, E) 30, (Lluk)] Uy

—2Auuy, =2

a9 (o o [ a

Smfpza—xz E(Lﬂk) U | —2 COS‘PZE a_é?z(Lluk) Uy,
[ a (o

+ 2 sm<pla—x1 0_61(L1uk) up | — 2

' o (a
— 2 |cos @4 sin @, a(a—el (Lluk)) uk]

0 d
COS @1 COS @ 0%, (6_91 (L1uk)> uk]
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(Liug) sin @,

0
—2Auuy, =2 uka_ez(Lluk) sin <p2] - 26 Uy —— 69
X2

i 0
-2 K¥ra a9, (Lyuy) cos <p2]x3 +2— s U =—— 29, (L1uy) cos ¢,

+ 2 |uy, 0, (Liuy) sin @,

(Lyuy) Sin(ﬂl]xl 255 1uk 30,

(Lyuy) cos @1 cos (pz] +2— (Lyuy) cos @1 cos ¢,

" 30, . Cox, 8,

0
(Lyuy) cos ¢ sin (pz] +2— (Lyuy) cos @1 sin @,
X3

" 30, 9xs % 96,

—2Auuy, = 2 [uk (Liuy) sin <p2] -2 [uk (Liuy) cos <p2]
X2

X3

(Liuy) cos @4 cos <p2]

X2

+ 2 [uk (Liuy) sin <p1] . -2 [uk a0,

-2 [uk (Lyuy,) cos @4 sin goz] + 2 (Lluk)(V u. v'")

X3

d
za_el(Lluk)(quk-v,) (2.8)

Sonrasinda, u;, € M® olmak iizere Lemma 2.1 den yararlanarak Q iizerinde (2.8) esitliginin

integralini alarak asagidaki esitligi elde ederiz.

5
—2(Awy, wy,) = f [](uk) +Zdi(uk) an = f](uk) an

0 i=1 0
Uy, @, ye gore 2m periyotludur ve I' da u, =0 dir ve ( u, ifadesinin ¢, ye gore

. L . . . a . . . . <
tiirevlerini iceren bazi terimleri harig ) o, lceren tiim terimlerde sin ¢, ¢arpaninin varhigi
1

yiiziinden Q {izerinde integral alindiginda Zle d;(u;) diverjans terimleri yok olur. u;

ifadesinin ¢, ye Ozel olarak bagl olmasindan dolay: bu terimler sin ¢, ¢arpanini igerirler

(uy (x, cos @4, sin @4 cos @, ,cos @1 Sin @,)).

D tanim kiimesi sinirli, u, € M° ve (2.4) den asagidaki esitsizligi elde ederiz.
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lwll? < f J(u)d
n

C>0 ve C, k ya bagl degildir.

Sonrasinda (2.6) ve (2.7) den asagidaki esitsizligi elde ederiz.

lull? < lim [l 12 < Clim | J()d82 = =C Jim (A, 1) = 0

k—oo k—oo

Buradan u=0 oldugu agiktir ve (2.1) esitliginden A = 0 dir. Boylece teorem 2.1 ispatlandi.
I11. Problem 2.2 i¢in varlik teoreminin ispatina gegelim.

Teorem 2.2 Teorem 2.1 in hipotezleriyle, F € H; ,(2) olsun. Problem 2.2 nin bir (u, 1)
¢Oziimii vardir 6yle ki u € I'(A), A1 € L,(£2) dir. Dahasi

lullg, ) + Al < ClIFl 7, o)
C>0 ve C, f ve D bolgesine baghdir.
ispat: F = v' .V, Fy, +v" .V, F,
Sart1 ile birlikte asagidaki yardimei problemi ele alalim.

_ 0 d\ 0
Au = (—sm 0> E + cos ¢, a_xg) @ (L1u)

_ 0 9] . d\ 0
+ (—sm 01 a_yq + cos 1 cos @, E + cos ¢ sing, 6_x3> 6_91 (L1u)

=F (2.9)

U/ =0,I = 9D x (0,2) % (0, ) (2.10)
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2.2 problemi, (2.9)-(2.10) problemine doniisiir.

(2.9)-(2.10) probleminin yaklasik ¢6ziimiinii asagidaki formda arayacagiz.

N
uy = Z {ao l)P (cosq) + Z cos me, + b( )sm m(pz]Pn,m (cos 1)t w;

in

Bilinmeyen sabitler a((,'fl), T(: )l, b( ") . asagidaki bagmtilardan bulunur.

(Auy — F,w;P,(cos 1)) =0 (2.11)
(Auy — F,w;P, 1, (cos @) cosmg,) = 0 (2.12)
(Auy — F,w;P, 1, (cos @) sinme;,) = 0 (2.13)

burada n,i=1,2,...,.N ; m=1,2,....,n

(OB b(n)

(2.11)-(2.13) sistemindeki bagmntilarin  toplam sayisinin,  ay;, a5, bilinmeyen

sabitlerinin sayisina esit oldugu kolaylikla goriiliir, soyle ki bu sayr asagidaki bagintiyla

bulunabilir.

N
I(N) = N2 + Zn(n+ 1)
n=1

Teorem 2.2 nin kabulleri altinda (2.11)-(2.13) lineer cebirsel denklemler sisteminin VF €
L,(2) olmak tizere bir tek uy = (agnl), r(:z,b(n)) n,i=1,2,....N ; m=1,2,...,n ¢cOzlimiiniin

oldugunu ispatlayalim.

Bunun i¢in (2.11)-(2.13) sisteminin homojen halini disiinelim(F = 0). (2.11) da ki (i,n)
denklemini Zagl) , (2.12) da ki (i,n,m) denklemini —Za(") , (2.13) da ki (i,n,m)

denklemini —2b$ 3 ile carpalim. Sonra (i,n) ye gore 1 den N ye kadar ve m degiskenine gore

1 den n ye kadar toplamini alalim. O zaman
—2(Auy,uy) =0
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elde ederiz.

Boylece (2.7) esitliginden

f](uN)dﬂ =0 (2.14)
0]

Teorem 2.2 nin kabullerine gore

J(uy) =0 (IVuy|? 4 [Vouy|?)

Bundan dolay1 (2.14) ve I' da uy = 0 oldugundan Q da uy = 0 dur.
{Wl-Pn, w; cos me; P, ,, (cos ¢1), w; sinme;, B, ,, (cos <p1)}(i, n=123,..,m=1273,..,n)

sistemi lineer bagimsizdir, bundan dolay1 a(n) (n) b(n) = 0 dir

(i,n=123,..,N; m=123,..,n).

Boylece (2.11)-(2.13) lineer cebirsel denklemler sisteminin homojen versiyonunun sadece
sifir ¢6ziimii vardir ve bundan dolay1 (2.11)-(2.13) orijinal homojen olmayan sistem VF €

L, () i¢in bir tek uy ¢ozlimiine sahiptir.

@) ) p)

0,i ml’ m,i

Simdi (2.11)-(2.13) sisteminin ¢dziimiinden sonra a sabitleriyle belirledigimiz

uy yi (2.9) denkleminin sag tarafindaki F nin terimleriyle degerlendirelim. Bu sonug i¢in
(2.11) de ki (i,n) denklemini -Zag’l.) ile, (2.12) de ki (i,n,m) denklemini —2af:,)i ile, (2.13) de
ki (i,n,m) denklemini —2b7(n"3 ile carpalim. Sonra (i,n) ye gore 1 den N ye kadar ve m

degiskenine gore 1 den n ye kadar topladigimizda asagidaki esitligi elde ederiz.

—Z(AU,N,U,N) = —Z(F,UN) (215)
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Dikkatle bakildiginda Un / r =0 oldugundan elde edilen esitligin (2.15) sag tarafindan

asagidaki sonucu hesap edebiliriz.

—zf Fuy df SBflvxﬁld.(2+ﬁ‘1flvgu1v|2d.(2,
0] X0} 0]

Bl<xveF =v .V, Fy +v .V, Fp,

—2(F,uy) = —ZfT.uNd.Q < —szuNdn = —zf(v’.vxﬁg1 +v" .V, Fp, JuydQ
0] 0] X0}

(17’ (F91x1, Fglxz’ F91x3) + 17” . (F92x1: F92x2’ F92x3)) uNd‘Q

Il
I
N
b\

) g _
=[-2 — V. F+v —VxF)uNdQ

( 90, ¥ 90,

b“

_ 0
=|-2 F. n F.— N
jvvx OeluNd +ijx 602uNd
0 0

2dn

2 2 -
a0 +2 f|VF|dn+ Haez””

F2 X0/ |—

SﬁjIVXFIZdQ+ﬁ‘1j|V9uN|2d!2
n N

= —2[?‘.uNd.(2 Sﬁflvxﬁlzd.(z+ﬁ_1f|V9uN|2d.(2
0 0 0
Daha 6nce gosterildigi gibi (2.15) {in sol tarafi
[ swdda
0
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ya esittir. Bundan dolay1 (2.15) den
[ (Tl + Wpun do < [ Jurde < g [ [9FEda -+ 57 [ Wounldo
0 0 ) 0

) 0/ (uy)df? ifadesinin agilimina bakilirsa oradan agikg¢a goriliir ki

f (I un]? + [Vouy|?) d2 < f Jun)d2
n n

Q sinirlt ve N / r = 0 oldugundan asagidaki esitsizlik bulunur.
lyllgo oy < C 17,F
C sabiti N sayisina bagh degildir.
Son esitsizligi kullanarak bir {uy} dizisinin varligindan bahsedebiliriz 6yle ki N — oo

uNXL' - uxi

i=1,2,3 ; j=1,2

L, () uzayinda zayif yakinsak ve u € HY () ,{uy} c H?(R) dizisinin zayif limitidir.
Buradan

el o oy < Jimlunllgo oy < € IV, FIl < CIIF Iz, oy

N —o0

(IF @) = IF N0y + IV Fll,0) = 1V Flly@) < IFlla, @)
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(2.11)-(2.13) denklemlerinde, yakinsak diferansiyel operatorleri fonksiyonlara doniistiirelim.
By m (cos ¢1) cos mey , B, 1, (cos @1) sinmey, B, (cos ¢1)

YN/ = 0 ve d = d sin @, dDd@,d@, oldugundan N > 71 > i igin

_[0 N, 0 N I
(Lyuy — F, [8_91 (erﬁ(’%.v) + G_BZ(erﬁ("%'v ) + (erﬁ()_ v') cot <p1]) =0 (2.16)
=12 r(Q = Pz m(cos @) sinme, ,
r_@ = Pz 7 (cos@q) cosme, , m=0,1,..,n, Pzo=P;

(2.11)-(2.13) ifadelerinden,

(Auy — F,rﬁ('lr)ﬁ) =0
<L2L1uN - Lzﬁ, T_(l)_) =0
(Ly(Lyuy — F), T(l) )=10

(Lyuy — F, L*( O )) 0 (2.16)
elde edilir.

uy dizisi ve onun x; ve o; (i=1,2,3;j =1,2) gore birinci dereceden tlirevleri N = oo,

L, () uzayinda zayif yakinsaktir. (2.16) esitliginde limite gegebiliriz.

Ciinkii r fonk51yonlar1n1n kiimesinin lineer gereni H1 () uzayinda her yerde yogundur.

(2.16) esitliginde N — oo igin limite gecersek Vn € H1,2 (2) igin asagidaki esitligi elde ederiz.

0 0
(Lyju = F, | == (V,n.v") + a—gz(vxn-v”) + (Vyn.v") cot<p1]) =0

ae1
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Teoremin ispatini bitirmek igin N = oo iken

(Auy, uy) = (Au,u)

oldugunu gostermeliyiz.

PNAuN = PNT

N - o, PyF->F ,L,(2) dekuvvetli yakinsak

= PyAuy —» F = Au kuvvetli yakinsak

(PyAuy,uy) = (Au,u) ,N - o

uy — u , zayif yakinsak oldugundan PyAuy — Au Kkuvvetli yakinsaktir. uy , My lizerinde

ve Py ortonormal projektor oldugundan Pyuy = uy esitligi elde edilir.

(Auy,uy) = (Auy, Pyuy) = (PyAuy,uy) = (Au,u)
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