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1. GIRIS

Tarih boyunca 6nermelerin dogru ya da yanlis oldugunu ilk 6ne atan Perminedes’ den
sonra diigliniirler bu kesinlik ¢izgisinin disinda da degerler olabilecegini sdylemislerdir.
Bunlardan Heraclitus bir sey ya dogru ya da yanlis olacak diye bir kural olmadigini
belirtmistir. Plato ise dogru ya da yanlisin i¢ ice girebilecegini savunmustur.
Lukasiewicz, Aristo’nun ikili manti§ina alternatif “olas1t” degerini getirmis, dogru ile

yanlig arasinda sonsuz degerler alinabilecegini sOylemistir.

Zadeh (1965) tarafindan bu sonsuz degerler [0, 1] arasinda tanimlanarak fuzzy mantigi
olusturulmustur. Dilimize “bulanik” veya “belirtisiz” olarak ¢evrilen fuzzy kelimesi ilk
olarak literatiire, fuzzy climle kavrami ve climleler teorisi iizerine bazi ozellikler
incelenerek kazandirilmistir. Fuzzy mantig1 gelistirilene kadar klasik ciimle, verilmis
belli bir evrendeki nesneleri iki gruba ayiracak sekilde tanimlar. Eger nesneler eleman
olarak kabul ediliyor ise climleye ait, eleman olarak kabul edilmiyor ise ciimleye ait
degildir. Fuzzy ciimle; her bir olast elemana onun fuzzy climle igindeki iyelik
derecesini gosteren bir deger verilerek tanimlanabilir. Bdylece elemanlar, biiyiik veya
kiigiik olmas1 oraninda fuzzy climleye ¢ok veya az ait olurlar. Bu iiyelik dereceleri [0, 1]

araliginda bulunan reel say1 degerleri ile temsil edilir.

Bununla birlikte kesinlik kavraminin yani sira birgok belirsizlik karakteristigi de sik sik
kullanilir ve burada gecis derece derecedir. Fuzzy ciimle karmasikligi azaltmak igin
simifin elemanlarini  eleman olmayanlardan ayiran kesinligi ortadan kaldirarak
belirsizligi devreye sokar. Belirsizligi ifade etmek icin “ Ahmet yashdir ” G6rnegi
verilebilir. Bu 6rnek bize Ahmet’ in yasini tam olarak ifade etmiyor. Fakat “ Ahmet 50-
55 yaslarindadir ” dendiginde ise bir hassaslik s6z konusudur. Kesinsizlik ise olasilik
kavraminin bir getirisidir ve bu {i¢ durum birlikte karsimiza ¢ikabilir. Olasilik ile fuzzy
mantik arasindaki en 6nemli fark, fuzzy mantigin olaylarin olugsmasi olasiligindan ¢ok
olusma derecesiyle ilgilenen bir kavram olmasidir. 1968 de Chang’in fuzzy topolojik
uzay1 tanimlamasindan sonra genel topolojideki kavramlar fuzzy topolojik uzaylara

taginmaya baslanmustir.



Bu calismanin ikinci bdliimiinde bazi temel cebirsel ve topolojik kavramlar verilmis,
ticlincii boliimiinde fuzzy ciimle, fuzzy topolojik uzay tanimlar1 verilerek genel fuzzy
topolojik kavramlar agiklanmistir. Dordiincti boliimde fuzzy egri kavrami tanimi
yapilarak, fuzzy homotop egriler kavrami detaylartyla incelenmistir. Bu bolimiin
sonunda bir fuzzy topolojik uzayin bir fuzzy noktasindaki esas grubu olusturulmustur.
Besinci boliimde ise bir fuzzy topolojik uzayin esas grubu iizerine karakterizasyonlar

verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Cebirsel Kavramlar

Tanim 2.1.1 : Bos olmayan bir ciimle ile, bu ciimle iizerinde taniml1 bir veya daha fazla
islemin birlikte olusturdugu sisteme bir matematik sistem denir.
G bir climle ve * bu ciimle lizerinde tanimli bir ikili islem ise, bu matematik sistem

(G, *) seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.2 : (G, *) bir matematik sistem olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa

(G, *) ciftine bir grup denir.

1) VabeGicina*beG, yani G * islemine gore kapalidir.

2) V a,b,ceGigin (a * b) * c=a * (b * ¢), yani * islemi G lizerinde asosyatiftir.

3) VaeGigin a * e = e * a = a olacak sekilde bir ee G vardir. Bu durumda e ye * islemi
ne gore 6zdes (birim) eleman  denir.

4) V acG igin a * a' = a”' * a = ¢ olacak sekilde bir a'eG vardir. Bu durumda a”

elemanina a nin tersi(inversi) denir (Balc1 1978).

Teorem 2.1.1 : G bir grup olsun. Bu durumda,
i) Ozdes eleman bir tektir.

ii) V aeG icin a”' G bir tektir.

iii) V acGigin (@) '=a

iv) V abeG igin (a * b)'=b" *a™

Tamm 2.1.3 : (G, *) bir grup olmak iizere, G nin bos olmayan bir alt ciimlesi *

islemine gore bir grup olusturuyorsa, bu alt ciimleye G nin bir alt grubu denir.

Teorem 2.1.2 : G bir grup ve HCG, H #J olsun. H nin bir alt grup olmasi i¢in gerek ve
yeter sart,
1) Her x,yeH i¢in xyeH

ii) xeH icin x'eH



olmasidir.

Teorem 2.1.3 : G bir grup ve HcG, H #J olsun. Bu durumda,
H, G nin bir alt grubudur < Her x,yeH i¢in xy ' eH
dir.

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olmak iizere, x,yeG herhangi elemanlar olsun. Bu
durumda x in y ye esdeger olmasi (veya ‘x in y ye kongriian modiil H ’ olmasi),
X~y & xy'1 eH
veya
x=y(modH) < xy'eH
seklinde ifade edilir. Bu bagint1 bir esdegerlik bagmtisidir ve dolayisiyla G yi ayrik
esdegerlik smiflarina ayirir. Her bir sinmif Hx ile veya toplamsal notasyonda H+x ile
gosterilir. G deki her eleman bir ve bir tek sinifa aittir.
x €G i¢in [x] = Hx
sinifi secilen temsilci elemana bagl degildir. Yani ,
yelx]ise [x] = [y]
dir. Biitliin Hx lerin ciimlesine G nin béliim ciimlesi denir ve G/H seklinde gosterilir.
[x].[y]l € GH i¢in [x].[y]=[xy]
seklinde tanimlanan ( . ) islemiyle birlikte G/H climlesi bir grup olusturur. Bu gruba G

nin boliim grubu denir.

Tamim 2.1.4 : G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. ¥V xeG i¢in
xH = Hx

ise, H ya G nin normal alt grubu denir.

Tanimm 2.1.5 : (G,e) ve (H,*) iki grup olmak iizere ® : G — H bir tasvir olsun. Eger

Va,beG icin ®(aeb) =D(a) *D(b) ise ® ye bir grup homomorfizmi denir.

Eger ® homomorfizmi bire-bir ise monomorfizm, 6rten ise epimorfizm, bire-bir ve

orten ise izomorfizm adini alir.



2.2 Topolojik Kavramlar

Tamim 2.2.1 : X bos olmayan bir ciimle ve 1, X in herhangi alt ciimlelerinden olusan bir

aile olsun. Eger 7 ailesi,
1)3d, X et

2) VAj et igin [)A; et (jsonluindis ciimlesi )
jel

3) VAj et igin UA ; €1 ( j sonlu veye sonsuz indis climlesi )
jel
sartlarin1 sagliyorsa t ya X iizerinde bir topoloji, ( X, t ) ikilisine veya kisaca X e bir
topolojik uzay denir.
T nun elemanlarina X topolojik uzaymin a¢ik ciimleleri denir. Tiimleyeni acik olan

climleye kapal ciimle denir (Balc1 1978).

Tamm 2.2.2 : ( X, t) bir topolojik uzay ve Ac X olsun.

tAa={ANU:Uet}
seklinde tanimlanan ta ailesi A {izerinde bir topoloji olup, ta ya A iizerinde
indirgenmis topoloji veya t dan indirgenen topoloji denir. ( A, t4 ) ikilisine de ( X, 1)

nun bir alt uzayi denir.

Tamm 2.2.3 : X bir topolojik uzay ve xeX olsun. x noktasini i¢ceren X in her U ac¢ik

climlesine x noktasinin bir acik civari denir.

Tamm 2.2.4 : ( X, 1) bir topolojik uzay ve xeX olsun. x noktasini i¢eren bir U agik
climlesini bir V climlesi igeriyorsa, yani xeU — V olacak sekilde bir Uet varsa, V ye x

noktasinin bir komsulugu denir.

Tamm 2.2.5 : X bir topolojik uzay olsun. Eger X bos olmayan ayrik ag¢ik iki climlenin
birlesimi olarak yazilamiyorsa, X topolojik uzayina irtibathdir denir.
Eger X bos olmayan ayrik agik iki climlenin birlesimi olarak yazilabiliyorsa, X e

irtibatsizdir denir.



Tamm 2.2.6 : X, Y iki topolojik uzay olmak iizere xe X, yeY herhangi noktalar ve

f: X — Y bir tasvir olsun. Eger y = f(x) noktasinin her bir V(y) civari i¢in, f (U)cV
olacak sekilde x noktasinin bir U(x) civart varsa, bu durumda f tasvirine xeX
noktasinda siireklidir denir. Eger f, X in her bir noktasinda siirekli ise f tasvirine X de

stireklidir denir.

Teorem 2.2.1 : ( X,T; ) ve ( Y,T,) iki topolojik uzay ve f:( X,T; ) —> ( Y,T,) bir tasvir
olsun. Bu durumda

f stireklidir yalniz ve yalniz V Ve T, i¢in f 'I(V)eT 1.
Ayrica, f tasviri siireklidir yalniz ve yalmiz Y de her kapali climlenin ters goriintiisii X

de kapalidir.

Ispat :

=V VeT,igin f '(V)c X olsun. Vxef (V) igin f(x)eV dir. V agik oldugundan
icindeki her noktanin komsulugudur. O halde V, f(x) noktasinin bir komsulugudur. f
stirekli oldugundan f "(V), x noktasinin bir komsulugudur. O halde f (V) agiktr.

< V VeT,igin f '(V)eT,, xeX herhangi bir nokta ve N f(x) noktasinin bir
komsulugu olsun.Bu durumda f(x)eVc N olacak sekilde VeT, vardir. £ (V) acik
oldugundan f '(V), x noktasmin bir komsulugudur. O halde f(f '(V))cVc N dir.
Boylece xe X herhangi bir nokta oldugundan f, X topolojik uzayinda siireklidir.

Kapali ciimleler i¢in ispat benzer bigimde yapilabilir.

Uyan : Siirekli tasvirler, agiklar1 agiklara, kapalilar1 kapalilara doniistiirmeyebilirler.
Ancak siirekli tasvirlerin agiklarin ters goriintiilerini agiklara, kapalilarin ters

goriintiilerini de kapalilara dontistiirme 6zelligi vardir.

Teorem 2.2.2 : f:( X,T ) > (Y. U) ve g:( Y,U) > (Z,)V) siirekli tasvirler olsun. Bu

durumda gof :( X,T ) — ( Z,V) bileske tasviri de siireklidir.



Tamm 2.2.7 : ( X,T ) bir topolojik uzay ve AcX ve xeX olsun. x noktasinin her
komgulugunda A nin en az bir eleman1 varsa, x noktasina A nin bir degme noktasi
denir. Yani,

xeX, A nin bir degme noktasidir <> x in her N komsulugu i¢in NNnA # & .

Tamm 2.2.8 : ( X,T ) bir topolojik uzay, AcX ve xeX olsun. x noktasinin her
komsulugunda A nin x den farkli en az bir noktasi varsa, x noktasina A nin bir yigilma
(limit) noktas1 denir. A nin biitiin y1§ilma noktalariin olusturdugu climleye A dan
tiiretilen kiime denir ve A’ ile gsterilir. Bdylece

xeA yalniz ve yalniz x noktasinin her N komsulugu i¢in (N/{x}) NA = & .

Tamm 2.2.9 : ( X,T ) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. A ciimlesine ait herhangi bir x
noktasi A nin yigilma noktas: degilse; yani xeA ve x¢A' ise, x e A ciimlesinin ayrik

(izole) noktasi denir.

Tamm 2.2.10 : ( X,T ) bir topolojik uzay ve AcX olsun. A ciimlesini kapsayan T
topolojisine gore tiim kapali climlelerin arakesitine A ciimlesinin kapanisi denir ve
A seklinde gosterilir. xe A noktasina A nin bir kapamis noktasi denir. Ayrica

A = {xeX : x, A nin degme noktasi} ve A=AUA dir.

Teorem 2.2.3 :( X,T; ) ve ( Y,T2) topolojik uzaylar ve f : X—Y bir tasvir olsun.Bu

durumda VAcX i¢in f, X topolojik uzayinda siireklidir yalmz ve yalmz f( A )c @ .

Teorem 2.2.4 : X bir topolojik uzay olmak iizere A,Bc X iki kapali alt climle (veya iki
acik alt cimle) ve X = AUB olsun. Eger f: A > Yveg:B > Y, flp o= g|AﬁB
olacak sekilde siirekli tasvirlerse, bu durumda h |A =f, h |B =g seklindeki h: X »>Y

tasviri stireklidir.

Ispat :
A ve B climlelerinin her ikisi de kapali olsun. VKcY kapali alt ciimlesi i¢in h A= fve

h |s = g tasvirleri siirekli olduklarindan teorem 2.2.1 den dolay1 f '(K) < A kapals,



g (K)cB kapalidir. X =AUB oldugundan

h'(K) = £ (K)yug ' (K)
dir. Kapali ciimlelerin sonlu birlesimleri kapali oldugundan h™'(K) X de kapalidir. O
halde VKCY kapali alt ciimlesi i¢in h™(K), X de kapali oldugundan h tasviri X de
stireklidir.

A ve B nin her ikisinin agik olmasi halinde de ispat benzer sekilde yapilabilir.

Tanmm 2.2.11 : ( X,T ) bir topolojik uzay ve AcX olsun. A nin biitiin agik alt

ciimlelerinin birlesimine A nm i¢i denir ve A ile gosterilir.

Tamm 2.2.12 : ( X,T ) bir topolojik uzay ve AcX ve x€A olsun. x noktasinin en az bir
N komsulugunu A ciimlesi kapsiyorsa, x noktasina A ciimlesinin bir i¢ noktasi1 denir.
Dolayisiyla

xeAyalniz ve yalniz x in 3 N komsulugu var > NcA

dir.

Tamm 2.2.13 : X, Y iki topolojik uzay ve f: X — Y siirekli bir tasvir olsun. Eger f
bire-bir, drten ve f ' siirekli ise f ye bir homeomorfizm veya topolojik tasvir denir,
Bir X topolojik uzayindan bir Y topolojik uzayma bir homeomorfizm varsa, X ile Y
homeomorfiktirler veya topolojik olarak esdegerdirler denir.

Ayrica, topolojik uzaylarda homeomorfizm altinda degismeyen (korunan)

ozelliklere topolojik 6zellik veya topolojik invaryant denir.

Tanmm 2.2.14 : X bir topolojik uzay, I = [0,1] kapali aralig1 ve I daki topoloji reel
sayilarin rolatif topolojisi yani x,yel i¢in d(x,y) = [x-y| metrigi ile belirlenen topoloji
olsun. Bu durumda, a : I - X siirekli tasvirine X de bir egri denir.

o(0) ve a(1) noktalarina sirasiyla egrinin baslangi¢c ve bitim noktas:1 denir. Baslangig
ve bitim noktas1 ayn1 olan egriye kapah egri denir.

Eger a sabit tasvir ise yani o(I) bir tek noktadan ibaret ise o egrisine sifir egri denir.

Her xel igin o' = a(1-x) seklindeki o' : T — X siirekli tasvirine o egrisinin tersi denir.



Tamm 2.2.15 : X bir topolojik uzay olsun. Herhangi x,yeX noktalar1 i¢in baslangi¢
noktasi x, bitim noktas1 y olan X de bir a egrisi varsa, bu durumda X e egrisel irtibath

topolojik uzay denir.

Tamm 2.2.16 : X, Y iki topolojik uzay ve f, g : X—Y siirekli iki tasvir olsun. Eger,
vxeXig¢in F(x,0)=f, F(x,1)=g¢g
sartlarin1 saglayan 3 F : X x J>Y siirekli tasviri varsa f tasviri g tasvirine homotoptur

denir ve f~g seklinde gosterilir. F tasvirine de bir homotopi bagintis1 denir.

Tamm 2.2.17 : X, Y iki topolojik uzay ve XocX herhangi bir alt ciimle ve f, g : X—>Y
Vxp€ Xoi¢in f(x0) = g(xo) sartini saglayan iki siirekli tasvir olsun. Eger,

1) VxeXicin F(x,0)=1, F(x,1)=¢g

11)Vxo€ Xo i¢in F(x,t) = f(xo) = g(xo) , Vtel
sartlarin1 saglayan 3 F : X x JY siirekli tasviri varsa f tasviri Xy a gore g tasvirine

homotoptur denir ve f~g rel. X seklinde gosterilir.

Tamm 2.2.18 : o ve B bir X topolojik uzayinda iki egri olsun.Eger,
1) F(x,0) = a(x), F(x,1) = B(x), Vxel
2) F(0,t) =a(0) = B(0), F(x,1)=a(1)=p(1), Vtel
olacak sekilde bir F(x,t) : I x J—» X siirekli tasviri varsa bu durumda a, B ya (0,1) e gore

homotoptur denir ve a~f rel.(0,1) seklinde gosterilir (Bale1 1978)

Tamm 2.2.19 : Topolojik uzaylarda homotopi altinda degismeyen (korunan) 6zelliklere

homotopik 6zellik veya homotopik invaryant denir.

Tanmm 2.2.20 : Nesne adi verilen elemanlardan olusan bir sisteme kategori denir.
Burada nesne; climleler ve {izerilerinde tanimli fonksiyonlardan olusmaktadir. Daha
acik bir ifadeyle kategori :
') Bir nesne sinifidir.
IT) Vv XY sirali nesne ¢ifti i¢in

hom(X,Y )= {f | f: XY}



seklinde bir fonksiyon climlesi tanimlidir. Burada her bir fonksiyona morfizm denir.

IIT ) Morfizmler i¢in asagidaki sekilde bir kompozisyon tanimlanmaistir.

V X,Y, Z sirali nesne tgliisii icin f: X—>Y , g:Y—>Z, gf : X—>Z olmak iizere,

a)f: X>Y,g:Y>Z, h: Z>W igin h(gf) = (hg)f : X>W

b) Her bir Y nesnesi i¢in 3 1y :Y—Y morfizmi vardir > f: X—>Y , g :Y—>Z olmak lizere
Iyvf=1, gly=gdir.

1y morfizmine 6zdes morfizm denir (Balc1 1978).

Tanim 2.2.21 : C ve D iki kategori olmak iizere, eger C ye ait her bir X nesneye D de
bir F(X) nesne, f : X—Y morfizmine de D de bir F(f) : F(X)—>F(Y) morfizmi karsilik
geliyor ve

1) F(Ix) = lrx)

I1) F(gf) = F(g)F ()
sartlar1 saglaniyorsa, F : C — D tasvirine funktor veya kovaryant funktor denir.

Goritilmektedir ki kategoriler arasinda gegis saglayan tasvirlerdir.
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3.FUZZY TOPOLOJIK KAVRAMLAR

3.1 Fuzzy Ciimle Kavrami

Tanim 3.1.1 : X bos olmayan bir climle ve I :[0, 1] kapal1 aralig1 olmak tizere, X den I

ya tanimlanan her bir fonksiyona X de bir fuzzy ciimle denir. X de bir A fuzzy climle

Hp iiyelik fonksiyonuyla karakterize edilir. Yani,
My X —1 olmak iizere V xe X igin Hp (x)el dir.
Diger bir ifadeyle X de bir A fuzzy ciimle,
AZ{(xi,yA(xi)):i eli¢inx; e X }
seklinde daha agik olarak ifade edilebilir.
Ayrica, fy :X—[0,1], vxe X igin py (x) =1 fonksiyonu alinirsa

X={(x3]):xeX}
seklindeki fuzzy ciimle tanimlanabilir.

Benzer olarak 14 X— [0,1], VxeX igin Hgs (x) = 0 fonksiyonu alinirsa

D ={(x3,0): x;€X}

seklindeki fuzzy climle tanimlanabilir.

Uyari : x in A ya ait olma derecesi denen u A (x)e I degerinin 1 e yaklagmasi, x in A ya

daha fazla ait olmasi anlamina gelmektedir. Yalnizca 0 ve 1 degerlerini alan fuzzy
climleye crisp climle denir. Burada crisp climle kavrami bildigimiz klasik cilimle

kavramina denktir. (yani VxeX i¢in, Xx€A ise u A x)=1,xgAlise u A (x)=0)

Tanmm 3.1.2 : A, X de bir fuzzy climle olsun. supp A = Ay = {x € X:,uA(x)> 0 }

climlesine A fuzzy ciimlesinin destegi denir (Zadeh 1965).

Tanmm 3.1.3 : V xe X igin, A, X=a
Ha, (x)=

11



tiyelik fonksiyonuyla tanimh a; fuzzy ciimleye X de bir fuzzy nokta denir. Yani,

destegi yalnizca bir degerden (yukarida tanimlanan fuzzy ciimle igin suppa, =a)

olusan bir fuzzy climleye bir fuzzy nokta denir (Zadeh 1965).

Tanim 3.1.4 : A ve B, X de fuzzy ciimleler olsun. Bu durumda V x € X i¢in,
A=B S Hp (x) = Hpg (x)
AcB & Hp (x) < My (x)

AUB=C, A (x) =max { up (%), 4g (X)}

A AB=D, 45y (x) = min { 1, (x), 1 (x)}

Ayrica, A = {Aj (jel } fuzzy climlelerin bir ailesi olmak {izere Vxe X i¢in,

C= UAj ) ILIC (X) = sup ,UAJ-(X)

jel jel

D=(A;, ppX) = iguAj(m

jel
E=A up(x)= 1-ppx)

seklinde tanimlidir (Dubois 1980).

Teorem 3.1.1 : A ve B, X de fuzzy climleler olsun. Bu durumda
i) AcBoBcA
ii) (AUB) =ANB
iii) (ANB) =A'UB’

) (U =Na’

jel jel]

v) (ﬂAj ) = UAlj

jel jel

Ispat :
1) VxeXicin u A\ x)=1-u A (x) ve My x)=1- Hp (x) oldugundan,

12



ACB<:>,uA(x)S,uB(X)
& l—yB(x)S 1—,uA(x)
< Hg (x)<su A (%)

B A

il) VxeXigin gy gy (0= 144 gy (9
= 1-max { 5 (%), pig (9)}
= min{1- 5 (x).1- g (%)}
=min { 4. (%), figy (%)}

“HAAB (x)

oldugundan, (AUB) = A' "B dir.

i) Vx e X igin 4 gy ()= 1= 4 ) (%)
= 1-min{ s, (x), pg (X)}
=max{l- s, (x),1- g (x)}
=max { 1, (x), g (x)}

=Hpaop )

oldugundan, (ANB) = A'UB' dir.

iv) VxeXigin u (X)=1- gup 4 .(X)
(UA) oA
Je) J

= inf{1- f1,,(x)}
minfiy (=4 i 00
JE]

oldugundan, (UAJ. ) = ﬂA'j dir.

jelJ jelJ
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v) Vxe X icin Cx)=1-; (x)
H A inf A,
JE)

~sup{1- sy ()}
TSUp Ly . (x)

= /JU A,'(x)
jel] ]

oldugundan, (ﬂ A= U A dir.

jel jel

Teorem 3.1.2 : A, B ve C, X de fuzzy ciimleler olsun. Bu durumda
1) An(BNC) =(AnB)NC

i1) Au(BUC) = (AuB)UC

iii) AN(BUC) = (AnB) U(ANC)

iv) AU(BNC) = (AUB) N(AUC)

Ispat :
1) VxeXicin AnN(BNC)=M & iy (x) = min{ N (x), min{ My (x), He x)}}

=min{ 1, (X), pg (X), 4 (X}
VxeXigin (ANB)NC =K sy (x) = min{min{ 4, (x), g ()}, 4o (X)}

=min{ 1, (X), pg (X), f (X}

oldugundan, AN(BNC) = (AnB)NC dir.

1) Vxe X i¢in Au(BUC) =M < U\ (x) = max{ Hp (x), max{ My (x), He x)}}
= max{ fp (x), Hg (X), He (X)}
VxeXicin (AUB)UC=K< My (x) = max{max{ Hp (x), o x)}, He (x)}

= max{ 1, (x), g (%), K (%)}

oldugundan, Au(BUC) = (AUB)UC dir.
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iif) Vxe Xigin 4 (x) < p1g (%) < (x) ise,
AN(BUC) =K & sy (x) = min{ 42, (x), max{ g (x), o (x)}}= 15 (%)
(ANB) U(ANC) = M & 1y (x) =max{min{ 45 (x), 1 (x)}min{ 45 (%), fis (9)}}

=,UA(X)

Benzer sekilde Vx e X igin,

Hp (X) < ps (X) Spg (X) ise e (X) =ty (X) = pp (%)
g (X) < prp (X) S s (X) ise e (X) =ty (%) = pp (%)
Hg (X) S e (X) S pp () ise g (X) =gy (X) = pis ()
Ho () <prp (X) Spg (X) ise pye (X) =ty (X) = pp (%)
Mo (X) Spg (X) Spp (x)ise e (X) =g (X) = g (X)

Dolayisiyla An(BUC) = (AnB) U(ANC) dir.

iv) Vxe X igin Hp (x) <up x) < He (x) ise,
AUBNC) =K & f1y¢ (x) = max{ 1 (x), min{ 1 (x), fo (9}}=p1g (x)
(AUB) N(AUC) ) =M & 44y 1 (x) =min{max{ £ (x), g ()} max{ 15 (x). o (X)}}

~Hp (x)

Benzer sekilde Vx e X igin,

Hp (X) St (X) Spg (x)ise gy (X) =g (X) = pe (X)
g (X) < prp (X) <t (X) ise e (X) =ty (X) = pp (%)
fg (X) < pis (X) Spp (X) ise pye (X) =ty (%) = pp (%)
Mo (X) Spp (X) Sppg (x)ise e (X) =g (X) = pep (X)
Ho () <pg (X) Spp (X) ise pye (X) =ty (X) = pp (%)

Dolayistyla Au(BNC) = (AuB) N(AUC) dir.
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Tamm 3.1.5 : f: X —> Y bir tasvir, B de My iiyelik fonksiyonu ile taniml1 Y de bir

fuzzy ciimle olsun. B nin ters goriintiisti -1 [B] , V xeXigin
'uf—l[B} x)= pp (f(x))

tiyelik fonksiyonuyla tanimli X de bir fuzzy ciimledir.

Diger yandan A, u A tiyelik fonksiyonu ile tanimli X de bir fuzzy cilimle

olmak iizere A nin gorintiisii f[A], V yeY igin,

sup Up(2) 7 l(y) 20
zefl(y)

0 , f_l(y)=®

tiyelik fonksiyonu ile taniml1 Y de bir fuzzy ciimledir. Burada f _1( y) ={x:{(x)=y}.

Teorem 3.1.3:f: X — Y bir tasvir, {Aj:je]J} X de fuzzy ciimlelerin bir ailesi ve

{Bj 1jel } Y de fuzzy ciimlelerin bir ailesi olsun. Bu durumda,

n Y us.|=yfllB.
| jel J_ Je] L )]

2 Y nB.|=nflB.
| J€] J_ jel] L )]

vt _jLeJJAj_ :jLeJJf [AJ}

4 f _jQJAj_ c jQJf [AJ

ispat :
1) Vv xe X igin,
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U (x)=p f(x)= sup . 1(x) = sup u L (X)=u (%)
] B. Bj f=1Bj] U 1B,
i€l J J
oldugundan
= uB.|=U f_l[B.}
jey J jel J
dir.
2) V x e X igin,
Y7, xX) =pu A(x) =inf g, .f(x)=inf u LX) =u (x)
-1 N Bj By f=1Bj | N 1B,
jel J J
oldugundan
= nB.|=n f_l[B.}
ey J jel J
dir.
3)  VyeYve fl[y] #@igin,
=su Z)=sup su .(z)=su . =
,Uf . (V)=supp ~ (z)=sup sup u;(z)=sup Helaj | (y)=u fAl(y)
jLeJJ ] jer jer -
oldugundan
fFlUA.|=UF [A.}
jel ) jel J
dir.
4 = =sup inf 1z, .
) 1 v) SUPA A (2)=sup inf 1, ;(2)
= ]
<infsupu,.(z)y=infu. ,. . (y) =u
AJ f[AJ } ﬂ f Al
Jel ]
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oldugundan
fINA. | Nf |:B}
jeJ jel J
dir.

Teorem 3.1.4 : A ve B sirasiyla X ve Y de birer fuzzy climle olmak tizere, f: X > Y

bir tasvir olsun.Bu durumda,

Do =t Bl

2 {r[A]fefAl

3) B ve B;, Y de fuzzy ciimleler olmak iizere B; C B, =11 [B] C £l [B2]

4) A ve A,, X de fuzzy climleler olmak tlizere A|CA; = f[Al] C f[Az]
5 f[r'[B]] cB

6 Act|r![a]]
7) f: X —>Y, g Y Z birer tasvir ve C, Z de bir fuzzy ciimle olsun. Bu durumda
(o) '] = 7! [¢7![c]]

dir.
Ispat :
1) V xe X i¢in,

Mg 0=y [0 =1t [O0] 1ty (x>=u{ s x)
dir.
2)VyeYve £l [y] # @ i¢in,

Hepan ) = sup {1 (@)} =sup {1 p1p ()| =1~ inf {u, (2)}
Ve

lu{f[AH' (y) :l_ﬂf[A](Y):l_Sup{ﬂA(Z)}
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boylece,
H "(Y) S Hepan®)
A =
dir.
3) V xe X igin,

1 () =g, [f()]

f_l[Bl} (X):,UB] [f(X)] ve 'uf—l

| B2]
V xe X i¢in, B; C B, oldugundan

(9 My 09

K-l
Dolayistyla, f1[Bi] ¢ £71[B2] dir.
Y Hgag O =sup {1, (2)} ve 7 ] ) =sup{ 11, (?)]
V yeY igin AjCA, oldugundan,

47 0] )5 Hgrp©)

Dolayisiyla, f [A1] cf [Az] dir.

5 £ 1(y) = Dicin,
“ f{f—l[BH

~1(y) =@ icin

) =sup{uf_l[8}<z>}=sup (g [f@)]} =15 (v)

H (y)=0

f{f—l[Bﬂ
dir.
Dolayisiyla, V ye Y i¢in ,uf{ 1

(¥) £ pp(y)dir.
£-1B) .
6) V xe X igin,

)7,

SEN ()= A5 [£0)] =sup {1, ()} 21 (x)

dir.
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7) V xe X igin,

“gofyI[C] (%) = 4 [20fx)] = - [ & f0)]]

Ayt [0

Teorem 3.1.5: f: X—>Y ve g: Y— Z tasvirler ve A, X de bir fuzzy ciimle olmak iizere,
(gof)(A) = g(f(A) dur.

Ispat :

sup{sup{ up ():xef (M}, g7 #D Vet (y) #D
g(f(A)(z) =
0 , gl (2)=Fvefl(y)=C
sup{sup{ i, (x): xef (g™ (2) = (goD)'(2)} , (gof)'(z) 2D
0 . (goh)'(2)=0
= (gof)(A)(2)
dir.

3.2 Fuzzy Topolojik Uzay

Tamm 3.2.1 : X deki fuzzy ciimlelerin bir T ailesi,
1) O,XeT
i1) VA,BeT i¢cin AnBeT

i) VAje Tigin J A. €T
jer
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sartlarini saglhiyorsa, T ye X iizerinde bir fuzzy topoloji, ( X, T ) ikilisine veya kisaca X

e de bir fuzzy topolojik uzay denir (Chang 1968).

Ayrica, T nin elemanlarina ac¢ik fuzzy ciimleler veya T=acik fuzzy ciimleler denir.
Tilimleyeni acik fuzzy climle olan fuzzy climleye, kapal fuzzy ciimle veya

T=kapah fuzzy ciimle denir.

Tanmm 3.2.2 : A, X de bir fuzzy ciimle ve ( X, T )bir fuzzy topolojik uzay olsun. X de
acik fuzzy ciimlelerin A ile arakesitlerinin olusturdugu A nin fuzzy alt ciimleler ailesi A
tizerinde bir fuzzy topolojidir ve Ty ile gosterilir. To ya A lizerine indirgenmis fuzzy
topoloji veya T den indirgenen (rélatif) fuzzy topoloji denir. (A, T, ) ikilisine ( X,T)
nin bir fuzzy alt uzay1 denir.Diger bir ifadeyle,

Vjelicin V; eTai1seV;=UiNA > U;eT
yazilabilir. Ayrica U;eT ve U; NA= V; olmak lizere, u Vi (x) = min{ u U (x), 1 A x)}

dir.

Tamim 3.2.3 : ( X,T ) bir fuzzy topolojik uzay olsun. A, X de bir fuzzy ciimle ve a; , X
de bir fuzzy nokta olmak iizere, a;eBcA olacak sekilde bir BeT agik fuzzy ciimle

varsa A ya a,, fuzzy noktanin fuzzy komsulugu denir (Ming 1980).

Uyan : Bir ( X,T ) fuzzy topolojik uzayinda A bir fuzzy ciimle ve a, bir fuzzy nokta
olmak {izere, bir fuzzy nokta ayni zamanda bir fuzzy ciimle oldugundan, V x =aeX i¢in

peA aycAs A <Hp (a) dir.

Tamm 3.2.4 : A, bir ( X,T ) fuzzy topolojik uzayinda bir fuzzy ciimle olsun. Eger
A y1 igeren bir agik fuzzy ciimleyi bir U fuzzy ciimle igeriyorsa, U ya A fuzzy

ciimlenin bir fuzzy komsulugu denir.

Tamm 3.2.5 : A, bir ( X,T ) fuzzy topolojik uzayinda bir fuzzy ciimle olsun. A fuzzy

ciimlesini kapsayan kapal1 fuzzy ciimlelerin arakesitine A nin kapamsi denir ve A ile

gosterilir. Yani,
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A=A{B:A<BveBeT!=inf{B:A<BveBeT}

Tanmm 3.2.6 : A, bir ( X,T ) fuzzy topolojik uzayinda bir fuzzy ciimle olsun. A fuzzy

climlenin kapsadigi ac¢ik fuzzy ciimlelerin birlesimi olan en genis agik fuzzy ciimleye A

nin ici denir ve A ile gosterilir.Yani;
A=v{B:B<AveBeT}=sup{B:B<AveBeT}

dir (Yenipinar 2006).

Tanmm 3.2.7 : ( X,T; ) ve ( Y,T, ) fuzzy topolojik uzaylar, f: ( X,T; )= ( Y, T, )bir
tasvir olsun. Eger, V Ve T, igin f -1 [V] e Tiise ffuzzy siireklidir denir.

Diger yandan, ¥V Ue Tiigin f[U] e T, ise f ye fuzzy agik tasvir denir. Benzer

olarak, X deki kapal1 fuzzy climleleri Y de kapali fuzzy climlelere doniistiiren tasvire

fuzzy kapal tasvir denir (Azad 1982).

Teorem 3.2.1 : (X, Ty) ve (Y, T, ) fuzzy topolojik uzaylar, f: ( X,T; )= ( Y, T, ) bir
tasvir olsun.Bu durumda,
f fuzzy stireklidir << Y de her kapali fuzzy ciimlenin ters goriintlisii de X de kapali

fuzzy ctimledir.

ispat :
= {: (X, T )> (Y,T,) tasviri fuzzy siirekli olsun. Kabul edelim ki B, Y de

kapali fuzzy ciimledir. Bu durumda B' agik fuzzy climle ve f fuzzy siirekli oldugundan

1 [B']Z{ f_l[ B]}> X de agik fuzzy ctimledir. Dolayisiyla 1 [B] , X de kapali

fuzzy ctimledir.

< Kabul edelim ki B, Y de kapal1 fuzzy climle iken f -1 [B] X de kapal1 fuzzy

ciimle olsun. Dolayisiyla B', Y de a¢ik fuzzy climle ve £ [B']z{ f_l[ B]}>

oldugundan f -1 [B'], X de agik fuzzy climledir. Dolayisiyla tamm 3.2.7 den dolay f

fuzzy stireklidir.
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Teorem 3.2.2:f:(X,T)>(YU)veg:(Y,U)— (Z)V) birer fuzzy siirekli tasvir

olsunlar. Bu durumda gof: ( X,T ) = ( Z,V) bir fuzzy siirekli tasvirdir.

ispat :
C c (Z,V) bir agik fuzzy climle olsun.

-1 1T _
(eof) " [c]= 7! &7 [C]]

olup, g fuzzy siirekli oldugundan , g_1 [C]c U agik fuzzy climle ve f fuzzy siirekli

oldugundan f -1 [g_l [Cﬂ c T agik fuzzy ciimledir. Dolayisiyla gof : ( X,T ) =( Z,V)

fuzzy siirekli bir tasvirdir.

Teorem 3.2.3 : ( X,T ) ve ( Y, ) iki fuzzy topolojik uzay olsun. AUB = X olmak

tizere, ( X,T ) deki A ve B kapali fuzzy climleler yalnizca 0 ve 1 degerlerini alsin.

f:(ATa)> (Y, U)veg:(BTsg)— (Y,U)iki fuzzy siirekli tasvir olmak tizere

f|arB= g |a~B is€,
f(x) , xeA
h(x) =
g(x) , xeB
seklinde tanimli h: ( X,T ) > ( Y,U/) tasviri fuzzy siireklidir.

Ispat :
A ve B fuzzy climleler yalnizca 0 ve 1 degerlerini alan X de kapali fuzzy ciimleler
olsun. Y deki her K kapali fuzzy ciimle i¢in, f ve g tasvirleri fuzzy stirekli olduklarindan
teorem 3.2.1 den dolay1 f '(K) ve g '(K) X de kapali fuzzy ciimlelerdir.X =AUB
oldugundan

h(K) = £71(K) U g (K)
dir. Kapali fuzzy ciimlelerin sonlu birlesimleri yine bir kapali fuzzy ciimle oldugundan,

h"'(K) X de bir kapali fuzzy ciimledir. O halde Y deki her K kapali fuzzy ciimle igin
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h''(K) X de kapali fuzzy ciimle oldugundan h tasviri fuzzy siireklidir.

Tanmm 3.2.8 : Eger bir f: ( X,T ) = ( Y,U{) tasviri bire-bir, orten, fuzzy siirekli ve f -1

de fuzzy stirekli ise f ye fuzzy homeomorfizm denir (Wong 1974).
3.3 Fuzzy irtibathhik

Tamm 3.3.1 : A ve B, ( X,T ) fuzzy topolojik uzayinda iki fuzzy climle olsun.
Ac K, Bc L olmak iizere K "B =, L N A = olacak sekilde K ve L kapali fuzzy
climleler varsa , A ile B ye Q-ayrilmis fuzzy climleler denir (Zheng 1984).

Tamm 3.3.2 : A ve B, ( X,T ) fuzzy topolojik uzayinda iki fuzzy climle olsun.
Ac K, Bc L olmak iizere K "B =, L N A = olacak sekilde K, LeT agik fuzzy
climleler varsa A ile B ye ayrilmis fuzzy ciimleler denir (Zheng 1984).

Tamm 3.3.3 : D, ( X,T ) fuzzy topolojik uzayinda bir fuzzy ciimle olmak iizere,
AUB =D olacak sekilde ( D,Tp, ) fuzzy alt uzayinda bos olmayan, ayrilmis A ve B
fuzzy climleler varsa D ye Q-irtibatsiz fuzzy climle denir.

Diger yandan, Q-irtibatsiz olmayan bir fuzzy climleye Q-irtibath fuzzy ciimle denir.

Tamm 3.3.4 : D, ( X,T ) fuzzy topolojik uzayinda bir fuzzy ciimle olmak iizere,

AUB =D olacak sekilde ( D,Tp, ) fuzzy alt uzayinda bos olmayan Q-ayrilmis A ve B
fuzzy ciimleler varsa D ye fuzzy irtibatsizdir denir (Lowen 1976).

Diger yandan, fuzzy irtibatsiz olmayan bir fuzzy ciimleye fuzzy irtibathdir denir.

Yukaridaki tanimlardan hareketle agagidaki tanimi ifade edebiliriz.

Tanmm 3.3.5: A, ( X,T) fuzzy topolojik uzayinda bir fuzzy ciimle olmak {izere,
AnBz0 , AnC#, Ac BUC, AnNBNC=J

olacak sekilde B,C kapali (agik) fuzzy ciimleler varsa A ya ( X,T ) de fuzzy

irtibatsizdir (Q-irtibatsizdir) denir. Ayrica fuzzy irtibatsiz (Q-irtibatsiz) olmayan bir

fuzzy climleye fuzzy irtibathdir (Q-irtibathdir) denir.
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Tanim 3.3.6 : ( X,t ) bir topolojik uzay olmak iizere,
T ={A : A, Xiizerinde bir fuzzy climle ve Apet }
ailesi X tizerinde bir fuzzy topoloji olup, ( X,T ) ikilisine ( X,t ) topolojik uzayindan
elde edilen fuzzy topolojik uzay denir (Zheng 1984).
Yani, bir topolojik uzaya bir fuzzy topolojik uzay karsilik getirilebilir.

Teorem 3.3.1 : ( X,t ) bir topolojik uzay ve ( X,T ) bu topolojik uzaydan elde edilen
fuzzy topolojik uzay olsun. A, ( X,T ) de bir fuzzy ciimle olmak iizere,
A, ( X,T) da fuzzy irtibathdir << A nin destegi olan Ao ciimlesi ( X,t ) da irtibathidir

Ispat :

=: A, (X,T) da fuzzy irtibath olsun. Bu durumda,
ArB # O, AnC # &, Ac BUC , AnNBNC # J olacak sekilde B,C kapali fuzzy
ctimleler vardir. B ve C fuzzy ciimleler ( X,T ) da fuzzy kapali olduklarindan B ve C
fuzzy ciimlelerin destekleri olan By ,Cy climleleri T da kapalidir.

APB # @ = 3x eXiginmin{ 45 (X), tg (X)}#0 = p15 (x) 20 ve g (x)#0

= xeAgvex €By = X €AgnBy= AgnByz &
Benzer sekilde ANC = & ise AgNCy # I oldugu gosterilebilir. Diger yandan,
Ac BUC = VxeX ic;in,uA (x) £max { My x), 4 (x)} dir.

C

max { My (x), 1 (x)}=,uD (x) denirse VxeX ig:in,uA (%) <Hp (x)
C
= VxeApigin 0< Hp (%) S,uD (X) = VxeAy icin xe Dy =By UCy = Ay By UCy

ANBNC # @ = 3 x eX i¢in min{ u A (s g (), 41 (X)} #0
C

= x €A , x By , x €Co=> x €Ay By NCo= Ay By "Co# &
Dolayisiyla Ag "By # &, Ao NCy # I, Apc By UCy olacak sekilde Ay "By NCy # &
sartin1 saglayan ( X,t ) topolojik uzayinda By,Cy kapali ciimleleri vardir. O halde Ay
climlesi ( X,t ) da irtibathdir.

< : A nin destegi Aj climlesi ( X,t ) da irtibath ise A nin ( X,T ) da fuzzy

irtibatli oldugu benzer sekilde gosterilebilir.
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Teorem 3.3.2 : Bir topolojik uzaydan elde edilen fuzzy topolojik uzayda fuzzy
irtibatlilik ve Q-irtibathilik birbirine esdegerdir.

Ispat :

Dogruluklarini daha once gosterdigimiz asagidaki ifadeleri gostermek ispat igin
yeterlidir.

(X,T), (X,t) toplojik uzayindan elde edilen fuzzy topolojik uzay ve A, ( X,T ) da bir
fuzzy ciimle olsun. Bu durumda,

1) A, ( X,T) da fuzzy irtibathdir < Ay, ( X,t ) da irtibatlidir.

2) A, ( X,T) da Q-irtibathdir < Ay, ( X,t ) da irtibathdir.

Dolayisiyla A, ( X,T ) da fuzzy irtibathdir < A, ( X,T ) da Q-irtibatlidir

Uyan : ¢, ile I 2[0,1] kapali aralig1 lizerindeki reel sayilarin alisilmig alt uzay
topolojisini (metrik ile olusturulan topoloji) ve ( LE,) ile de ( L,¢,) dan elde edilen

fuzzy topolojik uzay1 gosterecegiz.

Teorem 3.3.3 : A ve B, ( LL€,) fuzzy topolojik uzayinda fuzzy irtibath fuzzy ciimleler
ve A(0)>0, A(1) =B(0) >0 ve B(1)>0 olsun. Bu durumda, C(0) >0 ve C(1) >0 olmak

uzere, A(2x) , 0<x<

|~

C(x) =
B(2x-1) ,

N | —
IN
o
IN
—

seklindeki fuzzy climle, ( I,€,) da fuzzy irtibathdir.

Ispat

A ve B fuzzy climleler Teorem 3.3.2 den dolay1 Q-irtibathidr.

A(0)>0 , A(1)>0 ve A, ( LE,) da Q-irtibatli oldugundan Vxel igin A(x) >0 dir. Benzer
olarak Vxel i¢in B(x) >0 dir. Bu durumda Vxel i¢in C(x) >0 yani Co=Idir. I, (I,€,) da

irtibatli oldugundan C fuzzy ciimle, ( L€, ) da Q-irtibatlidir. Teorem 3.3.2 den dolay1 C
fuzzy ciimle, ( I,€,) da fuzzy irtibathidir.
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Uyan : X # bir climle ve A, X de bir fuzzy ciimle olsun. Bu durumda herhangi bir

xeX noktasinin A fuzzy ciimle altindaki goriintiisiinii A(x)= xax) seklinde gosterecegiz.
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4. FUZZY TOPOLOJIK UZAYDA FUZZY EGRILER VE ESAS GRUP
4.1 Fuzzy Egri

Tanim 4.1.1 : ( X,T) bir fuzzy topolojik uzay olsun. Eger,
a:(LE)—> (XT) fuzzy sirekli ve A(0) >0, A(1) >0 sartlarin1 saglayan A fuzzy
climlesi ( L€, ) da fuzzy irtibath ise, au(A) fuzzy ciimlesine ( X,T ) da bir fuzzy egri
denir.
(a(0))a) = (040 ) ve (au(1))aa) = a(1laq)) noktalarina da sirasiyla o(A) fuzzy egrinin
baslangi¢ ve bitim noktalari denir.
a': (L&) > (X,T) olmak iizere, o' ( XA ) = o((1-X)a@1-x)) seklinde tanimli olup,
o '(A) fuzzy ciimlesine, a(A) fuzzy egrisinin tersi denir.
Eger a fuzzy siirekli tasviri sabit bir tasvir ise, a(A) ya ( X,T ) da bir fuzzy sifir egri
denir (Zheng 1984).

Ayrica, bir fuzzy topolojik uzaydaki bir fuzzy egri, bu uzayda fuzzy irtibath bir

fuzzy climledir.
Tanmm 4.1.2 : o(A) ve B(B) bir ( X,T ) fuzzy topolojik uzayinda fuzzy egriler ve
o(1a1y) =B (0p(o)) olsun. Bu durumda,

(@ (@2X)acy) , 0<x<

7(C) =(a(A)B(B)) () = 4
B( (2X'1)B(2x-1)) 5

\

seklinde tanimlt y : (L&) —» ( X,T) tasviri teorem 3.2.3 den dolay1 fuzzy siireklidir.
v(C) ( X,T ) da bir fuzzy egridir. y(C) fuzzy egriye a(A) ve B(B) fuzzy egrilerin
carpimi denir ve y(C) =a(A)B(B) seklinde gosterilir (Klir 1988).

Teorem 3.2.3 den dolay1 asagidaki sonucu elde ederiz.
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( X,T) bir fuzzy topolojik uzay olsun. I; ve I, ( Lgr) da, I, U I, =1 olacak sekilde kapali
climleler olsun.
f:(1L,€)> (X, T)veg: (1€ ) (X,T) fuzzy siirekli tasvirler olmak iizere, eger
fluan= g | i~ 1, ise bu durumda
flx) , xel;
h(x) =
g(x) , xel,
seklinde tanimli h : ( L€, ) — ( X,T) fuzzy siirekli bir tasvirdir.

Teorem 4.1.1 :a, , b, ,c5 , (X,T) fuzzy topolojik uzayinda fuzzy noktalar olsun.
( X,T) da baslangi¢ noktas: a, , bitim noktast b, olan bir fuzzy egri ile baslangi¢
noktast b, , bitim noktasi ¢z olan bir fuzzy egri varsa bu durumda, ( X,T ) da baslangi¢

noktasi a, , bitim noktasi ¢z olan bir fuzzy egri vardir.

ispat :
a(A) ve B(B), ( X,T) fuzzy topolojik uzayinda,
a(0a@)) =2, , a(1aa)) =by,

ve
B( OB()) =by,, B( 1)) =c;

Ozelliklerini saglayan fuzzy egriler olsun. Teorem 3.2.3 den dolayi,

-
0((2XA(QX)) , 0<x<

Y(X) = <

L B(2x-1pex1)

seklinde tanimli y: (L,€,) —> ( X,T) bir fuzzy siirekli tasvirdir. Teorem 3.3.3 den
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A(2x) , 0<x<
Cx) =
B(2x-1)

seklinde tanimli C fuzzy ciimle, ( L€, ) da fuzzy irtibathdir ve C(0) >0, C(1) >0 dur.
Boylece y(C), (X,T) da baslangi¢ noktasi a, , bitim noktasi ¢; olan bir fuzzy egridir

Tamm 4.1.3 : D, bir ( X,T) fuzzy topolojik uzayinda bir fuzzy climle olsun. Eger,

herhangi a, ,b, € D fuzzy noktalar i¢in D de baslangi¢ noktas: a, , bitim noktast b,

olan bir fuzzy egri varsa, yani;
a: (LE) — (X,T) bir fuzzy siirekli tasvir ve E(0) >0, E(1) >0 , o(E)cD olmak iizere
a(Og) ) =a, , aleqy ) =b, olacak sekilde ( L,€,) da fuzzy irtibatli bir E fuzzy ciimle

varsa D ye ( X,T) da fuzzy egrisel irtibathdir denir.
Ayrica, bir fuzzy topolojik uzaydaki bir fuzzy egrisel irtibath fuzzy climle bu uzayda
fuzzy irtibatlidir.

4.2 Fuzzy Homotopi ve Esas Grup

Tanmm 4.2.1 : ( X,T), ( Y,U/) iki fuzzy topolojik uzay olmak iizere,
f,g: (X, T)— (Y,U)iki fuzzy siirekli tasvir olsun. Eger VxeX igin

F(x,0)=f ve F(x,])=¢g
olacak sekilde bir F(x,t) =F : ( X,T ) x (J,&€,) = (Y, U) fuzzy siirekli tasviri varsa,

f tasviri g tasvirine fuzzy homeotoptur denir ve f >~ g seklinde gosterilir. F tasvirine de

fuzzy homotopi denir (Giiner and Balc1 2006).
Uyan : Yukaridaki tanimda x in ( X, T ) da bir fuzzy nokta oldugu unutulmamalidir.

Bazi durumlarda daha oOzel tipte fuzzy homotopiler alinmaktadir. Bu tip fuzzy

homotopilerde fuzzy topolojik uzaylarin bazi fuzzy alt climleleri sabit kalmaktadir.
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Asagidaki ifadede bir fuzzy topolojik uzaydaki fuzzy siirekli tasvirlerin bir ciimleye

gore fuzzy homotopisi tanimlanmaistir.

Tamm 4.2.2 : ( X,T),( Y,U/) iki fuzzy topolojik uzay, XocX bir alt climle ve
f,g: (XT)-o(Y,U)VxeX i¢in f(x) = g(x) sartin1 saglayan iki fuzzy siirekli tasvir

olsun. Eger,
[)vxeXigin F(x,0)=f ve F(x,1)=g¢g
IT) VxeXpicin F(x,t) = f(x) = g(x)

sartlarini saglayan bir F : ( X,T ) x (J,€;) = ( Y, U ) fuzzy siirekli tasviri varsa, f tasviri

Xy a gore g tasvirine fuzzy homotoptur denir ve f ~ g rel. X, seklinde gosterilir.

Tanim 4.2.3 : a(A) ve B(B) bir ( X, T ) fuzzy topolojik uzayinda fuzzy egriler olsun.

1) F(x,0) = a(xaw)) » F(x,1)=BXpr)) , V xel

2) F(0,) = a0a()) = B(Op)) » F(L,H) =a(laqy) =B(lsa)), V tel

olacak sekilde bir F =F(x,t) : (1,€ ) x (J,€) > ( X,T) fuzzy siirekli tasviri varsa, bu
durumda o(A), B(B) fuzzy egrisine (0,1) e, yani 0 ve 1 noktalarina gore fuzzy
homotoptur denir ve a(A) =~ B(B) rel.(0,1) seklinde gosterilir (Giiner and Balc1 2006).

Uyan1 : Bundan sonra o(A) ~ B(B) rel.(0,1) ifadesini a(A) ~ PB(B) seklinde

gosterecegiz.

Teorem 4.2.1 : a(A), B(B), y(C) ve o(D), bir ( X,T ) fuzzy topolojik uzayinda fuzzy
egriler olmak iizere, a(A)B(B) tanimhi ve w(A) =~ y(C), P(B) =~ (D) olsun. Bu

durumda, y(C)d(D) tanimlidir ve a(A)B(B) = y(C)d(D) dir.

Ispat :
o(A)B(B) tanimh oldugundan, au(1aay) = B (O ) dir.

a(A) = y(C) = a0a)) =1(0c)) ve a(lamy) =y(lca))

31



B(B) =~ 8(D) = B(Op)) = 6(0Op)) ve B(lpay) =(Ipa))

dir. Bu durumda,

o(laay ) = B (O ) oldugundan y(lcqy) = 06(0Opw) ) dir ve dolayisiyla y(C)o(D)
tanimlidir. Ayrica,

oUA) = y(C) =3I F: (L&) x(JE)> (X, T) >F fuzzy siirekli ve V xel, V te] igin,

F(x,0)= a(Xaw) ), F(x,1)= v(Xcw) )

ve
F(0,t)= ou(0a0) )= ¥(Oc(0) ), F(1,t)= a(1ay )=y(1car)).

BB)~d(D)=3G: (L&) x(JE)>(X,T) 3G fuzzy siirekli ve V xel, V te] igin
G(x,0)= B(xB(x) ), G(x,1)= d(Xp() )

vE

G(0,9= B(0B(0) )=6(0p(0) ), G(1,0)= B(1s(1))=0(1p(1))

Bu durumda,

H(x,t) = <

GOx-lp) . +
L 2

olacak sekilde H : ( L€,) x ( J,€;) > ( X, T ) tasviri teorem 3.2.3 den dolay1 fuzzy

stireklidir. Ayrica,

( (
F(2x,0)0 , 0<x S% o((2x)acx)) , 0<x< %
H(x,0) =< = 4
G(2x-1,0) , %S x<1 B(2x-Dpax-1)) % <x<1
\ \
= ((A)B(B))(XEw)

ve
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F2x,1) , 0<x<% W(2X)ce0) 5, 0<x< %
H(x,1) = = <
G(2x-1,1) , 1 <x<1 O((2x-1)pex-1y) » lS x<1
2 L 2
=(1(C)3(D))(X6x)

dir. Diger taraftan,

H(0,t) = F(0,t) = a(0a(0)) =Y(Oc(o)) = ((A)B(B))(0k(0)) =(y(C)3(D))(0c(0))

Ve

H(1,t) = G(1,t) = B(1Bq1y) = 8(1pary) = ((A)B(B)) (1)) =(y(C)3(D))(16(1))

oldugundan

o(A)B(B) >~ y(C)8(D) dir.
Teorem 4.2.2 : a(A), B(B) ve y(C), bir ( X,T ) fuzzy topolojik uzayinda fuzzy egriler
olmak tizere a(A)B(B) ve B(B)y(C) tanimli olsun. Bu durumda,

(a(A)BB)Y(C) = a(A)(BB)Y(C)) dir.

Ispat :

[ .
o 4x 0<x<t
I+t 4
4x
i
1+t
1+t 2+t
F(X,t): < B(4X'l't)B(4x-l-t) TSXST
+
Y [1 4 4X} 2£x<1
2-t 4
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seklinde tanimlanan F : (L&) x (J,€;,)— ( X,T ) tasviri teorem 3.2.3 den dolay1 fuzzy

stireklidir. Ayrica,

a(aw) . 0=x=g
FO=< BE@xDaon) + g<xss = (@ABEIO) )
L H@xDeenn) %g <l
(@) . 0sxst
FoD=< B Dna) . 2SXS3 = aABEION 1)
L H((4x-3)cun) 2 <x<l

dir. Diger yandan
F(0,t) = a0a)) = ((a(A)BB)Y(C))(0s(0)) =(oUA)(BB)Y(C)))(O1(0))

\%

F(1LY =v(1cq)) = (a(ABB)CO) (s =(a(A)BBVCO))(110))

oldugundan
(o(A)BBV(C) ~ a(A)(BB)Y(C)) dir..
dir.

Teorem 4.2.3 : ( X,T ) fuzzy topolojik uzayinda a(A) bir fuzzy egri, B(B) fuzzy sifir
egri ve (a(A)B(B)) tanimli olsun. Bu durumda a(A)B(B) =~ a(A) dir.

Benzer sekilde y(C), ( X,T ) da fuzzy sifir egri ve y(C)a(A) tanimli olsun. Bu durumda
Y(C)ou(A) ~ a(A) dir.

Ispat :
o(A)B(B) tanimh ve B(B) fuzzy sifir egri oldugundan, Vxel i¢in a(1axy) =B(Xp) ) dir.

Bu durumda,
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/

+
2X
' A(ﬁ
Fx,)= <
1+t
a(laay) =B(XB) ) , - x<1
.

seklinde tanimli olan F : ( L€, ) x ( J,€,) —> ( X,T ) tasviri Teorem 3.2.3 den dolay1
fuzzy siireklidir. Ayrica,

a((2X)acx) ) , 0<x< %
Fx0) = = ((A)B(B))(xew)
a((1am) = B(XBw)) , %S x<1
a((X)ax)) , 0<x<1
F(X,l) = — a(XA(x))
a((Daq)y) ,  x=1

dir. Diger yandan F(0,t) = a((0)a@)) , F(1,t) =oa((1)aa)) oldugundan,
a(A)BB) ~ a(A) .

Benzer sekilde y(C)o(A) ~ a(A) oldugu gosterilebilir.

Teorem 4.2.4 : a(A), ( X,T) fuzzy topolojik uzayinda bir fuzzy egri olsun.
o '(A), a(A) fuzzy egrinin tersi olmak iizere, a(A)o ' (A)ve o (A)a(A), fuzzy sifir

egriye fuzzy homotoptur.

Ispat :
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a((2x(1-t)) ax(1-ty) ) , 0<x<

F(x,t) =

a((2(1-x)(1-)acax ) >

seklinde tanimli F : ( LE;) x ( J,€,)—> ( X,T ) tasviri Teorem 3.2.3 den dolay1 fuzzy

stireklidir. Ayrica,

a((2xX)acx) , 03xs%

Fo0)= = (@A) (A)(xeco)
o((2-2X)ac-2%)) : %£x£1
a((0)a)) , 03xs%

Fl1)= = (00
a((0)a)) : %SXSI

dir. Diger yandan

F(0,t) = a((0)a(0)) ve F(1,t) = a((0)a(0) ) oldugundan a(A)o'(A), Vxel igin

B(xB(x) ) = a((0)a()) olan fuzzy sifir egriye fuzzy homotoptur.

Benzer sekilde o '(A)a(A)) nin Vxel igin B(XxBx) ) = a((1)aq)) olan fuzzy sifir egriye
fuzzy homotop oldugu gosterilebilir.

Tamm 4.2.4 : Baglangic ve bitim noktasi ayn1 olan bir fuzzy egriye kapah fuzzy egri

denir. Bir a, fuzzy noktasinda baglayan ve biten kapali fuzzy egrilere kisaca, a, fuzzy
noktasinda fuzzy egriler denir. Bir ( X,T ) fuzzy topolojik uzaymnn bir a, fuzzy
noktasindaki fuzzy kapali egrilerin climlesi Q( X, a, ) ile gosterilir. a, fuzzy noktasina

bu fuzzy egriler i¢in taban nokta denir.
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Tamim 4.2.5 : (X,T) bir fuzzy topolojik uzay ve a(A), B(B)e Q( X, a, ) olsun.

D) F(x,0) = a(xaw ), F(x,1)=P(xpr) , Vxel
2) F(0,t) = a(0a)) = B(Osy) =a, , F(L) =a(lag)=P(sw)=a,, Vtel

olacak sekilde bir F : (L€,) x (J,€,) > ( X,T ) fuzzy siirekli tasviri varsa, bu durumda

a(A) ve B(B) fuzzy egrilerine a, fuzzy noktasina gére fuzzy homotopturlar denir ve

o(A) ~a, B(B) seklinde gosterilir.

Uyar : ~a, bagintisi, ~ rel.(0,1) fuzzy homotopi bagintisinin 6zel bir hali oldugu i¢in,

daha oOnce verilen fuzzy homotopi teoremleri ~a, bagintis1 i¢cin de gecerlidir. Bu

teoremleri bir fuzzy topolojik uzaym esas grubunu olustururken kullanacagiz. Kisalik

bakimindan da ~a; yerine ~ gdsterimini tercih edecegiz.

Teorem 4.2.5 : ~ bagmtist Q( X,a, ) ciimlesi lzerinde bir denklik (esdegerlik)

bagintisidir.

Ispat :
1) Yansima :

a(A)e Q( X,a, ) ve F: (L€ ) x (L&) = (X,T) tasviri F(x,t) = a((X)ac) ) seklinde
taniml1 olsun. Bu durumda F fuzzy siirekli olup,

F(x.0) = a((ag) » Fx,1) = a(ae) » ¥ xel

F(0,t) = a(0a)) , F(1,)=a(lawy) , Vtel

sartlar1 saglanir. Dolayisiyla o(A) >~ ol(A) .

i1) Simetri :

a(A), B(B)e Q( X, a, ) ve a(A) =~ B(B) olsun.

o(A)~BB)=3IF: (L&) x(JE)—> (X, T) fuzzy siirekli tasviri vardir ve

F(x,0) = a((X)aew)) » Fx,1) =B((X)) , ¥ x€l
F(0,t) = a(0a()) = B(OB0)) =2, , F(L,t) = a(lan) =P(lsw)) = a, , Vtel.
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Simdi G : (L&) x (J,€,) > ( X,T) tasviri G(x,t) = F(x,1-t) seklinde taniml1 olsun. Bu
durumda G fuzzy siirekli olup,

G(x,0) = F(x,1) =B((X)B) > G(x,1) = F(x,0) = a((X)av) » V x €l

G(0,8) = aU0aq)) = B(O0p)) =a, , G(1,t) = a(laa)) =P(1sa)) = a, ,Vtel.

sartlar1 saglanir. Dolayisiyla B(B) ~ a(A) .

ii1) Gegisme :

a(A), B(B), 1(C)e Q(X,a, ) ve a(A) =~ B(B), B(B) = y(C) olsun.
ouA)~BB)=3IF:(LE)x(LE)— (XT) fuzzy siirekli tasviri vardir ve

F(x,0) = a((x)aw)) » F(x,1)=B((X)p)), V xel

F(0,0) = a(0aq)) = B(Os0)) =a, , F(1,) =a(laq)) =B(lem)) = a, , Vtel.
BB)~y(C)=3IG:(LE)x(J,€)—> (XT) fuzzy siirekli tasviri vardir ve
G(x,0) =B((X)B)) » Gx,1) = y(Xc) » V x€l

G(0,t) =B(0m0)) =v(Oc() =a, » G(1,t) =B(1sy) =y(lc) = a, , Vtel.

Simdi, H: (L&) x (J,€,) > ( X,T) tasviri,

F(x,2t) ,

(@)
IA
-
IA
N | —

H(x,t) =

IA
-t
IA
—_

G(x, 2t-1) :

N |~

seklinde tanimli olsun. Teorem 3.2.3 geregince H tasviri fuzzy siireklidir.Ayrica,
H(x.0) = F(x,0) = a((®)aco) » H(x,1) = G(x,1) =7 xcr) » ¥ xel

H(0,t) =a(0a()) = v(0co)) » H(Lt) =a(laqy) = v(lcqy) , V tel

Dolayisiyla a(A) >~ y(C) .

Esas Grubun Olusturulmasi :

~ fuzzy homotopi bagmtisi €(X,a, ) clmlesi iizerinde bir denklik bagintisi

oldugundan bu bagmti Q( X, a, ) ciimlesini ayrik denklik (esdegerlik) simiflarina ayirir.
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a(A)e Q( X,a, ) i¢in a(A) nin denklik sinifin1 [a(A)] ile gosterelim. Burada [a(A)],
a(A) ya fuzzy homotop olan Q( X, a, ) climlesindeki tiim fuzzy egrilerin olusturdugu

fuzzy homotopi sinifidir.

Q( X,a, ) climlesindeki fuzzy egriler i¢in tiim fuzzy egrilerin denklik smiflarinin (fuzzy
homotopi siniflarinin) cimlesini de ITy( X, a, ) ile gosterelim. Ayrica,
V [a(A)], [BB)] € TIi( X, a, ) i¢in, [a(A)].[B(B)] = [a(A)B(B)]

olacak sekilde bir carpim tanimlayalim. Burada,

.
a ((2X)aex)) , 0<x<

(a(ABB)(xew) = <

B((2x-Dpex-1ny)

seklinde tanimhidir. Bu ¢arpim Teorem 4.2.1 geregince smiflarin temsilcisine bagh

degildir. Gerg¢ekten Teorem 4.2.1 den dolay1
o(A) = y(C) ve B(B) = 8(D) ise a(A)B(B) ~ y(C)d(D) oldugundan,

[V(OI[D]= (CO)3D)] = [a(A)BB)] . Dolaysiyla [a(A)].[B(B)] carpimi [o(A)]
ve[B(B)] tarafindan bir tek olarak tanimlandigindan ¢arpim anlamlidir.

Yukarida tamimlanan carpim iglemiyle birlikte ITi( X,a, ) climlesi bir grup yapisi

olusturur. Daha once verilen teoremler yardimiyla asagidaki grup aksiyomlarinin
saglandig1 gortilebilir.

1) Kapalilik :

V [a(A)], [BB)] € TLi( X, a, ) igin [a(A)].[BB)] =[a(A)B(B)] € TI( X, a, ) .
2) Asosyatiflik :

Teorem 4.2.2 den dolay1 (a(A)B(B))y(C) =~ o(A)(B(B)y(C)) oldugundan,

[(a(A)BB)VO)] =[o(A)BBIVC))]
= ([((ABBVC)] = [(M]C[(BBWCH])
= ([a(A)]BBDIVO)] = [a(A)] ([BB][V(C)])
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3) Ozdes Eleman :

Q( X,a, ) ciimlesindeki fuzzy sifir egrilerin fuzzy homotopi smifim [1(E)] ile
gosterirsek, Teorem 4.2.3 den dolay1 a(A)1(E) >~ a(A) ve benzer olarak

1(E)a(A) =~ a(A) oldugundan

V [a(A)]elli( X, a, ) igin [a(A)][1(E)] =[o(A)] ve [LE)[[a(A)] =[a(A)].

Dolayisiyla [1(E)] 6zdes elemandir.

4) Ters eleman :

o (A), a(A) fuzzy egrinin tersi olmak tizere teorem 4.2.4 den dolay1 a(A)a ' (A) ~1(E)
ve o ' (A)a(A)= 1(E) oldugundan,

¥ [a(A)]elTi( X,a, ) igin [o(A)][o" (A)] =[a(A)or (A)] = [1(E)] ve

[0 (A)][a(A)] = [o'(A)o(A)] =[1(E)] , yani her bir fuzzy homotopi smifi bir ters

elemana sahiptir.

Sonug olarak yukarida tamimlanan ¢arpim iglemiyle birlikte IT;( X, a, ) bir gruptur. Bu
gruba tanmim olarak ( X,T ) fuzzy topolojik uzaymn a, fuzzy noktasindaki esas

grubu denir
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5. KARAKTERIZASYONLAR

Bu boliimde bir topolojik uzayin bir noktasindaki esas grubu icin gegerli olan teoremleri
bir fuzzy topolojik uzayin bir fuzzy noktasindaki esas grubu igin uyarlayip bazi

karakterizasyonlar verecegiz.

Teorem 5.1 : X fuzzy egrisel irtibatli bir fuzzy topolojik uzay ve a, ,b, X de herhangi

iki fuzzy nokta olsun. Bu durumda ITi( X,a, ) =TI;( X,b;) .

Ispat :
a(A), X de bira, fuzzy noktasinda bir fuzzy egri olsun. X fuzzy egrisel irtibath

oldugundan, X de baslangi¢ noktasi a, , bitim noktasi b; olan bir y(C) fuzzy egri

vardir. Bu durumda v '(C), y(C) fuzzy egrinin tersi olmak tizere

B(B) = (v (O)(A)Y(C)
seklinde tanimlanan 3(B),b; fuzzy noktasinda bir fuzzy egridir.

O halde oy(E), ax(F) a, da iki fuzzy egri olmak iizere,

B1(G) = (v (O)au(ENY(C) ve Pa(H) = (v (C)o(F))¥(C)

diyelim. Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 den

a(E) ~ ax(F) = v (C)ou(E) ~ v (C)on(F)
= (" (C)uE)C) =~ (1 (CoaF)Y(C)

= B1(G) ~ Bo(H) .

Benzer olarak B(B),b, fuzzy noktasinda bir fuzzy egri olsun. Bu durumda
a(A) = (H(C)BB)Y ()

seklinde tammlanan o(A), a, fuzzy noktasinda bir fuzzy egridir.

Simdi de B1(G) ve Bo(H) b, da iki fuzzy egri olmak iizere,

ai(E) = ((O)B1(G))y ™ (C) ve aa(F) = ((C)B2(H))y ™' (C)
diyelim.

Bi(G) = Bo(H) = v(O)B1(G) = v(C)B2(H)
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= (H(OB1(G)y () = (NC)B2(H))y ™ (C)

= a1(E) >~ ou(F)
dir.
Sonug olarak IT;( X,a, ) mn her bir [a(A)] fuzzy homotopi smfi, IT;( X, b, ) da bir tek
olarak bir [B(B)] fuzzy homotopi sinifini belirtir ve benzer olarak IT;( X, b, ) da her bir
[B(B)] fuzzy homotopi smifi, IT;( X,a, ) da bir tek olarak bir [a(A)] fuzzy homotopi

sinifini belirtir.O halde

O( [o(A)]) = [BB)] =[(v () ANV(C)]
seklinde tanimlanan @: IT;( X, a, )— ITi( X, by ) tasviri birebir ve ortendir. Ayrica,

O( [ou(B)]) @( [02(F)] ) = [B1(G)] [B2(H)]
= [B1(G)B2(H)]
= [ ©auENOF (Oa(F)VC)]
= [ (©)(u(E)o(FNV(C)]
= O( [ou(E)oa(F)]
oldugundan @ bir homomorfizmdir. Sonug olarak,

Hl( X, ax) = H]( X,bs)

dir.

O halde, fuzzy egrisel irtibath bir fuzzy topolojik uzaym herhangi iki fuzzy
noktasindaki esas gruplar birbirine izomorftur. Dolayisiyla fuzzy egrisel irtibath

topolojik uzaylar i¢in esas grup taban noktasina bagl degildir.

Teorem 5.2 : ( X,T ), ( Y,U) iki fuzzy topolojik uzay olmak iizere, a, ( X,T ) da bir
fuzzy nokta ve f: ( X,T ) =>( Y,UU) bir fuzzy siirekli tasvir olsun. Bu durumda

f*: (X, a, ) > IL(Y.f(a, )= (f(a)="by)

homomorfizmi vardir.
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Ispat :
a(A), B(B) X de a, fuzzy noktasinda fuzzy egriler olsun. v,5 : (L€, ) — ( Y,U) fuzzy

siirekli tasvirler olmak {izere,

Y(Xc) = f{a(xaw ) ve 8(Xpe ) = f(B(XBx)))
seklinde tanimli olsun. Bu durumda y(C) ve (D), Y de

f(a, ) = (f(a)="bx
fuzzy noktasinda kapali fuzzy egrilerdir.
Eger a(A) ~ B(B) = F(x,0) = alxaw) ), F(x,1)=PB(xpw)) , Vxelve

)
F(0,t) = a(0a)) = B(OB)) =a, , F(L,t)=a(lag))=P(sm)=a,, Vte]
olacak sekilde F(x,t) : (L&) x (J,€,) > ( X,T ) fuzzy siirekli tasviri vardir.
Simdi, G(x,t) : (L,€) x (J,&,) > (Y, U) tasvirini
G(x,t) = f(F(x,t))
seklinde tanimlayalim. Teorem 3.2.2 den dolay1 G fuzzy siirekli bir tasvirdir ve ayrica

Vxel veVtel igin
G(x,0) = f(F(x,0)) = fla(xawm ) = v(Xcw) ), G(x,1) = f(F(x,1)) = f(B(xpx) ) = 8(xpe) ) Ve
G(0,t) = f(F(0,t)) = f(a(0a0) ) = ¥(Oc) = 8(0p() ) = f(a, ) = (f(a)).= by,

G(1,9 = f(F(1,H) = fla(1aq)) = v(1cy) = 8(1pa)) = f(a, ) = (f(a)) = bx olup

7(C) ~ 8(D) dir.
b,

Sonug olarak f*: TT;( X, a, ) > ILi(Y.f(a, )= (f(a)),=by) tasviri
£([o(A)]) = ([fa(A)] )
seklinde tamimlanirsa f°, X de a, fuzzy noktasindaki fuzzy egrilerin fuzzy homotopi

siiflarini, Y de f(a, ) = f(a), = by fuzzy noktasindaki fuzzy egrilerin homotopi

siniflarina tasvir eder ve [o(A)] bir tek olarak f *( [a(A)] ) y1 belirtir. Dolayisiyla f*

tasviri ITi( X,a, ) nin her bir elemanma IT,(Y,f(a, )=(f(a)), =bs ) mn birtek elemanini

karsilik getirir. Sonug olarak f * iyi tanimlidr.

Simdi f* tasvirinin bir homomorfizm oldugunu gésterelim.
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o ((2X)aex)) , 0<x<

P(Xa) = (UA)BB))(Xem) = <

B((2x-Dp@x-1)) »

seklinde taniml1 olsun. Bu durumda, f(ou(A)B(B)) ve f(a(A))f(B(B))

foU2x)a2x) ) , 0<x<

f(p(X6(x))) = 0(Xnx) =
f(BC 2x-Dpex1)))

seklinde tanimlidir. Dolayisiyla
£([o(A)]E([BB)]) = [ ADIIFBB))]
= [fla(ANE(R(B))]
= [f(a(A)B(B))]
=f"([a(A)B(B)] ) dir.
O halde f":TI;( X,a, ) = ITi( Y,f(a, ) = (f(a)),, = by ) tasviri bir homomorfizmdir.

Tamm 5.1 : X bir fuzzy topolojik uzay ve a, , X de bir fuzzy nokta olsun. ( X,a, )

ciftine fuzzy noktah fuzzy topolojik uzay denir.

Gosterdik ki her ( X, a, ) noktal fuzzy topolojik uzayina esas grup adi verilen ve
ITy( X, a, ) ile gosterilen bir grup kargilik gelir. Diger yandan

f(a, ) = (f(a)).= b
olacak gekilde f: ( X,a, ) ( Y,by ) bir morfizm ise teorem 5.2 den dolay1 IT;( X, a, )

esas grubundan IT;( Y,b; ) esas grubuna, f tarafindan olusturulan bir £ * homomorfizmi

vardir. Bu homomorfizmi f * = IT;(f) seklinde tanimlarsak, IT; tasviri noktali fuzzy
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topolojik uzaylar ve fuzzy siirekli tasvirler kategorisinden gruplar ve homomorfizmler

kategorisine bir funktordur. Gergekten,
1) f=1x=Ii(1x) = I"x: (X2, ) > i( X,a,) > ¥ [a(A)]elT( X,a, ) i¢in
Ix([o(A)]) = [1x(a(A)] = [o(A)] yani ITi(1x) = 1'x = In(x.a, ) -
Burada, In(x, a,): TTi( X,a, ) > ITi( X, a, ) 6zdes morfizmdir.
) f:(X,a;, )= (Y,ba), g:(Y.br) > (Zcr)
f(a, ) = (f(a)).=bx,
g(bn) = (g(b))r.= cu.
olacak sekilde iki morfizm ise gf : ( X,a, )= ( Z,c;. ) olmak iizere,
M) : M(X,a,) > (b)),  Ti(g): L Y,by) = IL( Zey) ve
Mi(gf) : TH( X,a, ) — [T( Z,cy,) dur.
Bu durumda V [a(A)]elTi( X,a, ) icin (gH(a(A)) ve g(f(a(A)) ¢ da kapali fuzzy
egrilerdir ve
(gD(o(A)) =~ g(f(a(A)) .
Diger taraftan,
(Thi(gh)( [a(A)]) = [(gh)(a(A))]
= [g(f(o(A))]
= (@) [(f(e(A)])
= (ILi(@)(ID([e(A)])

= (IL@ILO)( [oa(A)])
dir. O halde
IT,(gf) = () 1i()
dir.
Dolayisiyla IT; bir funktordur. I1; e esas grup funktoru denir.

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.3 : Noktali fuzzy topolojik uzaylar ve fuzzy siirekli tasvirler kategorisinden

gruplar ve homomorfizmler kategorisine, bir funktor vardir.
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Teorem 5.4 : (X,a, ), (Y,by), (Z ¢ ) noktali fuzzy topolojik uzaylar ve

f:(X,a,)>(Y,bn),g:(Y,by)—> (Zcy) fuzzy siirekli tasvirler olsun. Bu durumda

(g’ =g'f" dir.

ispat :

a, , X de bir fuzzy nokta ve a(A),a, fuzzy noktasinda bir fuzzy egri olsun. Bu
durumda (gf)(a(A)), g(f(au(A))) tasvirleri Z de ¢, fuzzy noktasinda kapal fuzzy egriler
olup, (gf)(a(A)) =~ g(f(a(A))) dur.

Gergekten, F : I x J] — Z tasviri

(gh(oxaxm), 0<x<1-t
F(x,t) =
g(fla(xap) , 1-t<x<l1

seklinde tanimlanirsa, Teorem 3.2.3 den dolayi1 F fuzzy siirekli olup,
(gh(au(A)) = g(f(a(A)))
oldugu kolaylikla goriilebilir. Diger taraftan,
[(gH(a(A)] = [g(f(a(A)))]
= (gD '([o(A)])
= g ([fla(A)])
=g (£ ([o(A)])
= (g f)([a(A)])
dir. Dolayisiyla (gf)* = g'f " dir.

Teorem 5.5 : ( X, a, ),( Y,b;) noktal fuzzy topolojik uzaylar ve f: ( X,a, )> (Y,by),
g ( X,a, ) (Y,by ) fuzzy siirekli tasvirler olmak tlizere f =~ g ise bu durumda f ve g

tasvirlerinin olusturduklant f *: ( X,a,)—> ( Y,)bu ) , g7 ( X,a,)> ( Y,br )

homomorfizmleri esittir.
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Ispat :
a, , X de bir fuzzy nokta ve a(A), a, fuzzy noktasinda bir fuzzy egri olsun. Bu
durumda f(a(A)) ve g(a(A)),
f(a, ) =(f(a))»=by
fuzzy noktasinda kapali fuzzy egrilerdir ve f=g ise f(a(A)) =~ g(a(A)).
Gergekten;
f~g= F:X xJ] Y fuzzy siirekli tasviri var > X deki her x; fuzzy nokta i¢in
F(x;,0) =1, F(x;,1)=g ve V teligin
F(a, .0 = f(a,) = g(a; ) =bs
G : I x J>Y tasvirini
G(x,0) = Fa(xa );t)
seklinde tanimlayalim. Bu durumda teorem 3.2.2 den G fuzzy siirekli olup, V xel i¢in
G(x,0) = F(a(xa),0) = f(a(A)) ,
G(x,1) = F(a(xaw ),1) = g(a(A)) ve
¥ teJ igin G(0,t) = F(a(0a0) 1) = F(a, ,t) = by = f(a(0a)) = f(a, ) = g(a; ) =g(a(Onc))

G(1,9) = F(ou(1aq)),t) = F(a, ,t) = b= fla(laqy) = f(a, ) = g(a, ) =g(a(1aq)) -
O halde f(a(A)) ~ g(ou(A)) dur.

Sonug olarak,

[f{o(AD] = [g(elAD] = £7([a(A)]) = g([o(A)] ) = £7= g dir.

Tanmm 5.2 : ( X,T),( Y, i) iki fuzzy topolojik uzay ve f: X—Y fuzzy siirekli bir tasvir

olsun. Eger,

[)ff'~1y
) ff~1x
sartlarmi saglayan bir f : Y—X fuzzy siirekli tasviri varsa, ( X,T ) ve ( Y,i ) fuzzy

topolojik uzaylar1 fuzzy homotopik esdegerdirler veya aym fuzzy homotopi
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tipindendir denir ve X ~ Y seklinde gosterilir. f tasvirine de fuzzy homotopi

esdegerlilik denir (Giiner and Balc1 2007).

Teorem 5.6 : X veY fuzzy topolojik uzaylar olmak iizere, f: X—>Y ve g :Y—>X fuzzy
stirekli tasvirler olsun. Eger

I) a, , X de bir fuzzy nokta olmak tlizere f(a)) = by, = g(bs) =a,
II') gf >~ Ix rel. a,
IIT) fg ~ 1yrel.by

sartlar1 saglaniyorsa, bu durumda ITi( X,a, ) =IL(Y,by).

Ispat :
Teorem 5.2 den dolayi, f :X—>Y, g :Y->X ve gf :X—>X , fg :Y>Y fuzzy siirekli
tasvirleri sirastyla, ™ : TIi( X, a, )= ILi(Y,by), g : TL(Y,by) = ITi( X,a5 ) ve

(gh)” : TIi( X, a,) > IIi( X,a,), (fg)" : TI;( Y,by )= II;( Y,b; ) homomorfizmlerini

olustururlar ve teorem 5.4 den dolay1 (gf)* =g'f* ve (fg)"=fg” dur.
Ayrica (gf)" =1nx, a,) Ve (fg)" = Iy v,b, ) dir. Gergekten;

a, , X de bir fuzzy nokta olmak tizere, a(A) a, fuzzy noktasinda bir fuzzy egri olsun.
Bu durumda (gf)(a(A)) da a, da bir fuzzy egridir ve (gf)(a(A)) = a(A). Clinki;
gf >~ Ixrel.a, = 3 G : X x J -Y fuzzy siirekli tasviri vardir > X deki her x; fuzzy
nokta i¢in G(x;,0) = gf ve G(x;,1) = Ix ve V teJ i¢in G(a, ,t) = a, oldugundan
(gh( a, )= 1x(a, ) dir.

Gla(xax ), t) , 0<x<1-t
F:IxJ—>Xtasvirini F(x,t) =

OL(XA(X)) ) I-t<x<1

seklinde tanimlayalim. Bu durumda F fuzzy siireklidir ve
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F(x,0) = (gh(a(xaw)) » Fx,1) = aXaw ) » V x€l,
F(0,0 = G(a(0a() ), ) = G(a, ,t) =a, = (gD(a(0a()) = ((0a@)) Ve
F(1,t) = G(a(1aq)), t) = G( a, ,t) =a, = (gh)(a(1aa)) = (a(laay) V tel oldugundan

(gh)(a(A)) = a(A). Dolayisiyla V [a(A)]eITi( X, a, ) igin

(gD"([o(A)]) = [(gf)(o(A))] = [o(A)] dir ve sonug olarak (gf)" = In(x.a, ).

Benzer sekilde (fg)" = 1y, b, ) 0ldugu gosterilebilir.

Simdi f * tasvirinin bir izomorfizm oldugunu gosterelim.
) (Bire-birlik) :
[a(A)], [B(B)] € ITi( X, a, ) ve f(a;) = by olmak iizere,

£7([a(A)]) = F([BB)] = [f(a(A)] = [f(B(B))]
= fla(A))=1(B(B))
= gf(o(A)) = gf(B(B))
= a(A) = B(B)

= [a(A)] = [B(B)]
oldugundan f * bire-birdir.
11 ) (Ortenlik) :
[B(B)]eITi( Y,by ) herhangi bir fuzzy homotopi sinifi olsun. Bu durumda B(B), b, fuzzy
noktasinda bir fuzzy egridir. Ayrica g(by) =a, oldugundan g(B(B)) X deki a, fuzzy

noktasinda bir fuzzy egridir. Dolayistyla a(A) = g(B(B)) alinirsa,
(fe)" = Incy, by ) = £ ([a(A)]) = [fa(A))]

= [f(g(B(B)))]

= [(f2)(B(B))]

= (fg)"([BB)]

= [B®)]

oldugundan f * tasviri értendir.

Ayrica, Teorem 5.2 den f *bir homomorfimdir.
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Dolayisiyla f * tasviri bir izomorfizmdir. Benzer sekilde g * tasvirininde bir izomorfizm

oldugu gosterilebilir. Sonug olarak IT;( X,a, ) esas grubudan IT;( Y, by ) esas grubuna

bir izomorfizm vardir.

O halde TT,(X,a,) = Ti( Y, b;) .

Teorem 5.7 : X, Y fuzzy topolojik uzaylar1 fuzzy homeomorf ve Y deki b, fuzzy nokta

X deki a, fuzzy noktanin bu homeomorfizm altindaki gorintiisii ise, bu durumda

Hl( X,ax) EHl( Y, bk) .

Ispat :
Teorem 5.6 da f :X —Y homeomorfizm ve g =f " alimrsa IT;( X, a, )=IL(Y, by)

elde edilir.

Teorem 5.8 : ( X,a, ), ( Y,b. ), noktali fuzzy topolojik uzaylar1 ayni fuzzy homotopi

tipinden ise bu durumda ITy( X,a, ) = I1;(Y, by) .

Ispat :
( X,a,), ( Y,by ), noktali fuzzy topolojik uzaylar1 ayni fuzzy homotopi tipinden

oldugundan, f:(X,a, )> (Y,by), g:(Y,br) — ( X,ar ) fuzzy sirekli tasvirleri vardir
ve f(a,) = by g(by) =a, olmak lizere gf ~ 1x, fg =~ 1y .
Diger taraftan teorem 5.4 ve teorem 5.6 dan dolay1 (gf)" = g'f = 1"x = In(x a,) ve

(fo)" =fg” ="y =Incv,b,).
Daha once gosterdigimiz gibi bu ifadeler kullanilarak f* ve g* tasvirlerinin birer

izomorfizm oldugu gosterilebilir. O halde IT;( X,a, ) = T1i(Y, by) .

Sonug¢: Fuzzy egrisel irtibath bir fuzzy topolojik uzayin esas grubu fuzzy homotopik

invaryanttir.(fuzzy homotopi altinda degismeyen, korunan bir 6zelliktir.)
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Dikkat edilmelidir ki, bir fuzzy topolojik invaryant ayni1 zamanda bir fuzzy homotopik
invaryanttir fakat bir fuzzy homotopik invaryant her zaman bir fuzzy topolojik
invaryant olmayabilir. Bir baska dikkat edilecek husus da bir fuzzy topolojik uzayin bir
fuzzy noktasindaki esas grubunun bir tek elemandan olustugu durumlardir. Bu durumda
uc noktalar1 ayni olan herhangi iki fuzzy egri birbirine fuzzy homotoptur. Boyle bir

fuzzy topolojik uzaya basit irtibatli denir.
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