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Yiiksek Lisans Tezi
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Menend NAYMAN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Fizik Miihendisligi Anabilim Dali

Danisman : Prof. Dr. Fatma ERDOGAN

Bugiine kadar lineer ndtron transport denklemini ¢dzmek igin bir¢ok analitik ve
niimerik yontem gelistirilmistir. Bu transport denklem kritiklik, albedo, Milne gibi
cesitli fiziksel problemleri ¢cozmek icin farkli geometrilere uygulanmistir. Bu ¢aligmada
nlimerik bir yontem olan Py yontemi anlatilmistir. Acgisal dagilim i¢in ndtron transport
denkleminin ¢6ziimii Py yontemiyle elde edilmis ve yontem, akinin sifir oldugu yeri
bulan Milne problemine uygulanmistir. Diizlem geometride Py yontemi anlatilmistir.
Kaynaksiz yar1 uzay ortaminda ndtron dagilimini belirlemek igin genisletilmis
anizotropik sagilma cekirdegi kullanilmigtir. Notronlar X =+o00’da bulunan kaynaktan
yayilmaktadir. Yar1 uzayim sol tarafi ise bosluktur. Ayrica ileriye ve geriye dogru
sacilmalar i¢in akinin sifir oldugu yer olan z, degerleri bulunmustur. Anizotropik
sacilma i¢in sonuglar karsilastirilmistir.

2008, 59 sayfa
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Many analytical and numerical methods have been developed to solve linear neutron
transport equation up to now. This transport equation is applied to the different
geometries to solve various physical problems such as criticality, albedo, Milne. In this
work, Pp method, a numerical method, is explained. The solution of the neutron
transport equation is obtained by P method for angular distribution and the method is
applied to Milne problem which finds the point that the flux is zero. The P. method in
plane geometry is explained. Extremely anisotropic scattering kernel is used to
determine the neutron distribution at source-free half space medium. The neutrons are
diffusing from the source which is at infinity ( X = +o0 ). The left side of the half space is
vacuum. In addition, z, values, where the flux is zero, are obtained for backward and
forward scatterings. The results are compared for anisotropic scattering.
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1. GIRIS
1.1 Notron Transport Denklemi ve Coziim Yontemleri

Notronlarin davranigini agiklayan lineer ndtron transport denklemi, faz uzayinda kiigiik
bir hacim elemani i¢indeki nétron sayisinin degisimi goz Oniine alnarak tiiretilir.
Carpismalar sonucunda sagilma ve sogurulmalarin oldugu ortamda, kaynak da olabilir.
Notronlar arasindaki carpigmalar gbz oniine alinmaz ve g¢ekirdek durgun kabul edilir.
Boylece notronlarin ideal bir gaz gibi davrandig diisiiniilebilir. N6tron i¢in tek-pargacik

dagilim fonksiyonu y(7,v,t) ile tanimlanir. Burada t ndtronun konumunu, v hizini, t
ise zamani gostermektedir. Bu durumda w(f,V,t)d3fd3v, t zamaninda, konumu Tt

. 3. . .. - . 3
noktasi civarinda d’t hacim elemani i¢inde, hiz1 v civarinda d’v hiz uzayinda olan

notronlarin beklenen sayisimi verecektir. Notronlarin hizi € birim vektorii yoniinde

<| <

secilir ve Q = — ile verilir (Bell and Glasstone 1970).

t noktasi civarinda, kiiclik bir V hacminde bulunan S ylizeyi icinde, hizlart v hiz
uzayinda v civarinda olan ndtron sayisinin dt zamanindaki dN degisimi (Bell and

Glasstone 1970),

0 \V(favat) 3
———d’r
ot

d N=d’v dt| (1.1.1)
\%

ile verilir. V hacmi i¢indeki toplam nétron sayisinin degisimi, yani denge denklemi bu

hacimden ¢ikan ve hacim igine giren nétron sayisina esittir.

dN= -(i.) dt zaman araliginda n, birim vektorii yoniinde S yiizeyinden ¢ikan ndtron

say1st

-(ii.) dt zaman araliginda V hacminde ¢arpigsma yapip ¢ikan notron sayisi



+(ii1.) carpigsmalar sonucunda V hacminde dt zaman araliginda aciga cikan ikincil
notron sayisi
+(iv.) dt zaman araliginda V hacminde liretilen ndtron sayisi, (kaynaktan gelen ndtron

say1si)

terimlerinden olusur. Bu terimler analitik olarak asagidaki sekilde agiklanabilir.

(i) = d’v dt[ j(7,%,t).0,dS (1.1.2)
S

j(fﬁ,t) agisal akim yogunlugu, n, ise dS yiizeyinin normal dogrultusudur.

E(T,V,t) =vy (1,v,t) ifadesi ise Vv hizina sahip (yani belli bir yonelime sahip) ndtron

sayisini verir. (1) ifadesi Gauss teoremi ile hacim integraline doniistiiriilebilir.

(i)=d’vdt[Vjdr (1.1.3)
\%

V.t
Gy =d*va e[ YEYD g

1.1.4
vOIGEY) (114

Bu ifade ortalama serbest yolun, I(7,v), tersi, o (T,Vv)= —, makroskobik tesir

(T,9)
kesitine esittir. Tesir kesiti, nétronun g¢ekirdekle carpisma yapma (etkilesme) olasiligi
olarak tanimlanir. Notron-gekirdek ¢arpismalarinda degisik sagilma tiirleri ve sogurulma
icin tesir kesiti, inelastik sagilma, elastik sa¢ilma, fisyon ve radiatif yakalama (capture)

terimlerinden olugan bir toplam seklinde ifade edilebilir. (o, +c, +06, +0¢).

vy (£9,0)
| (£,)

30030 i = - , .
d’rd’v ise, r konumunda, v hizinda ¢arpigma yapan ndtron sayisini verir.



(i) = d’v dt [[V'y (£7,1) o(¥ = v,0) I’ vid'r (1.1.5)
A\

Burada V' o (V' > V,1) y (T,V,t) dEvdirdtdiy , t' zamaninda, &V hiz uzayinda, v
hizina sahip nétronlarin, ¢arpisma sonunda t civarinda dt zamaninda, d’r hacminde

f konumunda, d’v hiz uzayindav hizinda aciga ¢ikma olasiligidir. Kaynak terimi ise
(iv)=dvdt [sEv,t) dr (1.1.6)
v

seklinde tamimlanir. Yukarida elde edilen ifadeler denklem 1.1.1°¢ esitlenirse,

sadelestirmeler sonucunda,

NWEID | Gy (9.0 -V 0 (£) w (59,0 +5E00 +
B L,v,t) -V o (T,V) v (T,V,t) +s(T.,V,
ot v v (1.1.7)

[V (V= V,0) V y (£,7,1)

bulunur (Case and Zweifel 1967).

Bu denklem ndtron transport denkleminin en genel seklidir. Noétronlarin hizlarinin
carpismalar sonucu degigmedigi varsayilarak, tek-hizli ndtron transport denklemi

yazilabilir. Denklem 1.1.7’nin her iki tarafi tiim hizlar tizerinden integre edilirse,

6W (f’ﬁat) A= - A — - A = A
——————=-VQ.Vy (1,Q,t)-vo (1,V) y (T,L0t) + s(r,€,t) +
ot (1.1.8)

Vo (EV) c(@V)[ v (F,Q,0) F(Q.Q, T) dOY

bulunur. Bu denklem 1. Tip Notron Transport Denklemidir ve Integro-diferansiyel

Boltzmann Denklemi veya Lineer Transport Denklemi olarak adlandirilir. Burada, s



kaynak, ¢ ise ¢arpigmalardan sonra agiga ¢ikan ikincil nétronlarin ortalama sayisidir. f

sagilma fonksiyonudur ve o dogrultusunda gelen bir ndtronun ortamda bulunan

cekirdeklerden biri ile g¢arpistiktan sonra O dogrultusunda sagilma olasiligint verir

(Case and Zweifel 1967).

Diizlem geometride, zamandan bagimsiz nétron transport denklemi, tek-hizli nétronlar

igin,

oy (X,1)
H e —

= +W(x,u)=cijf(ﬁ'.ﬁ)w(x,fz')dfz'+s(x,u) (1.1.9)

seklinde yazilir. Diizlem geometride p, nétronlarin ¢arpisma yaptiktan sonra x ekseni

ile yaptig1 agimin kosiniisii olmak iizere, (f).f(zcos(} =), izotropik sacilma igin

1
sacilma fonksiyonu f(u,u")= — alinarak, zamandan bagimsiz lineer transport
47

denklemi,

a\V(X’“) C+1 ’ r
pH———"+ W (X,pn) = EIIW(X,M) du' + s(x,p) (1.1.10)

seklinde elde edilir (Case and Zweifel 1967).
Notron transport denkleminin ¢6ziimii igin ¢esitli yontemler kullanilir. Bu yontemler;

1- Case Yontemi ( Yar1 Analitik)

PL Yontemi ( Niimerik)

(5]
1

3- Fx Yontemi ( Niimerik)
4- Varyasyon ( Analitik)
5- Sx Yontemi ( Bilgisayar)



6- Fourier Transfer Yontemi

7- Chadvic Yontemi ( Bilgisayar)

1.2 Diizlem Geometride P, Yontemi

Diizlem geometride tek hizli ndtronlar i¢in zamandan bagimsiz transport denklemi;

Kaynak varken;

6\|/ ’ N A # N
u5+w(z,u)=CJ y(z,w) f (Y Q,F)dQ" +q(z, 1)
Q!

Kaynak yokken [q(z, 1) =0];

6\|/ i N A P -V
ugﬂv(z,u) =c [ w(z,p)f(QQ,1)dQ
Qf

seklindedir. Kaynak yokken;

21 +1

0 A
ua“z’w(z,u) —¢] Jy(zu)f(Q Q)dude

0 -1

seklinde yazilir ve burada f (f)’.f)) ;

Y @Y, ()

=
{Q)
Q>
Il
I
M_

3
Il

(1.2.1)

(12.2)

(1.2.3)

(1.2.4)

seklinde yazilir (Case and Zweifel 1967). m= 0 alinirsa ¢ bagimlilig1 ortadan kalkar ve



* 2a+1)"?
Yy =Y, = P (W) (12.5)

olarak yazilir. le ve Y|, 1n degerleri denklem 1.2.4°de yerine yazilirsa;

A A ] ®©
J@ Q)= > 1, @l+DRE)R®) (1.2.6)

elde edilir. Bulunan bu deger, denklem 1.2.3’de yerine yazilirsa;

0 © "
“a\zV+W(Z’“)=; Z @+D £ R v @rRW) dy (1.2.7)

seklinde elde edilir. Burada;

o0

\V(Z’”’): Z

m=0 T

1
@, (2) B, (W (1.2.8)

olarak almir. Bu denklemin her iki tarafi B(p) ile carpilip (-1,+1) araliginda doy’

tizerinden integrali alindiginda;

+1 R O 2m+ +1 2n
_Jlﬂ(u)w(z,u)dQ’=m§0 . D, (2) _IlPl(u) Pm(u)dugd@' (1.2.9)

olarak bulunur. Burada;

+1 2
[RWPR,(Wdu=—-— 3§, (1.2.10)
-1 21 +1



seklinde verilir. Denklem 1.2.8 ve 1.2.10, denklem 1.2.7’de yerine yazilirsa;

© 2m+1 do (z ®©
2 (Db

+ 2
m=0 4 dz m () m=0 4x

o0 +1 o0 2 1
Sy @+ rwly
2 1=0 -1 m=0

u

@, (2) By (W) =

@, (2)P, ()R ()dp +

(1.2.11)
T
© 2m+l1
Un (DR, (2)
m=0  4x
elde edilir. Burada (,(Z) ; kaynak terimidir. Rekiirans bagntisi;
1
M P (W) =—— [(M+1) Py 10 +m Py ()] (1.2.12)
2m+1

seklindedir (Case and Zweifel 1967). Bu indirgeme bagintis1 denklem 1.2.11°de yerine
yazilirsa;

o 1 db (z

2 — ﬂ [(m+1) Pm+1(u)+um—1(u)}+

m=0 47 dz

o 2m+1

)3 D, (2)RF, (W=

m=0 47

C = © 2m+1 AN .,
Y Q@+ [ RWY ,(2)] R) P, (W) du (12.13)
2 1=0 m=0 4x -1

o 2m+1
+ X an (2R, (2)

m=0  4m

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafi B (un) ile garpithp (-1,+1) araliginda dp

tizerinden integral alindiginda;



do,,,(2) N kd<I>k_1(Z)

k +1
( ) dz dz

+ (I—-cf,) @, (2)= 2k +1) g, (1.2.14)

elde edilir (Case and Zweifel 1967).



2. P, YONTEMININ MILNE PROBLEMINE UYGULANMASI

Kaynaksiz yar1 uzay ortaminda nétron dagilimini belirlemek igin genisletilmis
anizotropik sa¢ilma g¢ekirdegi kullanilir. Notronlar X =+co0’da bulunan bir kaynaktan
yayillmaktadir. Yar1 uzayimn sol tarafi ise bosluktur. Py yontemi kullanilarak acisal
dagilim i¢in nétron transport denkleminin ¢oziimii elde edilir. ilk olarak, anizotropik
sacilma i¢in yazilan kuvvet denklemleri izotropik sa¢ilma icin yazilan denklemlere
doniistiiriilir. Sonra, bu denklemlerden nétron transport denkleminin ¢oziimiinii elde
edilir. Ps, Ps, P;, Py yaklasimlart i¢in elde edilen bu niimerik sonuglar baslangi¢
¢Oziimlerine ait yontem kullanilarak 6nceden elde edilen yaklagim degerleri ile uyum

icerisindedir (Erdogan and Tezcan 1995).

Niimerik yontemlerden biri olan Py yontemi kiiresel harmoniklerde bir genisleme ile
notronun siirekli degisen acisal bagimliligin1 gostermektedir. Eger degisimin acisal
bagimlilig1 uzay ve kiiresel geometrilerin olmasi durumundayken simetrik ise bu
genisleme Legendre polinomlarinin toplami haline gelir. Bu genisleme lineer transport
denkleminde yerine koyuldugunda, uygun sinir sartlari ile birlikte ¢oziilebilen denklem
ciftinin sonsuz bir dizisini verir. Burada amag¢ genisletilmis anizotropik sagilma
cekirdegi i¢in lineer transport denklemini ¢dzmektir (Davison 1958). Genisletilmis
anizotropik sacilma cekirdegi i¢in kuvvet denklemleri, bir izotropik sacilma ¢ekirdegi
icin kuvvet denklemleri haline donustiiriilebilmeleri nedeniyle hesaplamalarda Py
yonteminin se¢imi uygun olarak gériiliir (Inénii 1973, indnii 1976). Bu problem
baslangi¢c c¢oziimlerine ait yontem kullanilarak 6nceden ¢oziildii ( Tezcan and Yildiz
1993a, Tezcan and Yildiz 1993b). Sayisal sonuglar onceden elde edilen yaklasim

degerleri ile genel olarak uyum igerisindedir ( Tezcan 1977, Tezcan and Sever 1986).

Anizotropik durum i¢in sagilma fonksiyonu;

f= 2+b8(u'—u)+d6(u’+u) (2.1



seklindedir ve Legendre polinomlar1 bakimindan agisal degisimin genislemesi;

2l +1

T

N
v(zw=% ¥, (2) R (W) (22)

seklindedir ( Siewert and Williams 1977) ve bu denklem bizi Bdéliim 1.2°den goriildigi

uzere;

d d ,
(k) By + kO + kot D) (1=C'8y) B =0 (2.3)

denklemine gotiiriir (Tezcan and Yildiz 1993b). Burada;

ac
(S 2.4
[1-c (b+d)] (&5
@, =[1-bc—(-1)"cd]"” y, (2.5)
z=[(1-bc)* —c*d*]"*x (2.6)

ile verilir (Tezcan and Yildiz 1993a).

2.1 P3-Yaklasim

Ps—yaklasiminda c=1 i¢in, \J, = -1 varsayilarak @, @, ®, ve ®3 lin degerleri bulunur.

c=1vea+b+c=1ise 2.4 numarali denklemden ¢ =1 olarak bulunur. O halde 2.3

numarali denklem;

10



d
k+1)—®d,,, +k—
( )dZ k1

D +2k+1) (1-8,,) D =0

seklini alir. k=0, 1, 2, 3 i¢in denklem asagidaki gibi yazilir:

k =0 i¢in

k=1 igin

k =2 i¢in

k=3 i¢in

d

— @, =0, 510’ 620’ 830

dz

d
— @ + (1-6,,) ©, =0
dz
d d
2—0, + — @) + 3(1-8,,) D=0
dz z
d d
3—®, + 2—D, + 5(1-6,,) O, =
dz dz
d d
4— @, + 3— D, + 7(1-8,,) ®,=0
dz dz

dd,

—=0

dz
dd, dd,

2 ——+—+30, =0
dz dz
dd, dd,

3 34214 +50, =0
dz dz

do,
3 —+7(D3=0
dz

11

=0 ve 600 = 1 alinarak denklemler diizenlenirse;

2.1.1)

(2.1.2)

(2.1.3)

(2.1.4)

(2.1.5)

(2.1.6)

2.1.7)

(2.1.8)

(2.1.9)



olur (Erdogan and Tezcan 1995). y,= -1 kabul edildiginden 2.5 numarali denklem

yardimiyla @, ;

O =-(1-b+d)”? (2.1.10)
- o do,
olarak elde edilir. 2.1.9 numarali denklemin diferansiyeli alinip . ifadesi yalniz
z

birakildiginda;

Ao, 3 d’o,

—= = - — 5 (2.1.11)
dz 7 dz

- o= (2.1.12)

35 35
elde edilir. Bu denklem A° - ry =0 seklinde yazilisa A, , = J_r\/z elde edilir.

/35
Buradan A = ? = o, kok olarak alinir. Bu durumda @, ;

D, =ke M7 (2.1.13)

seklinde elde edilir. @,’nin diferansiyeli almip 2.1.7 numarali denklemde yerine

yazilirsa;

12



dd _
T°=3 (1-b+d)"?+2a, ke™™? (2.1.14)
Z

elde edilir. Bu denklem integre edildiginde @, ;
D= k' +3(1-b+d)?z - 2ke ™ (2.1.15)

seklinde bulunur. 2.1.9 numarali denklemden yararlanilarak @, *@in degeri;

@, :;k o, e M (2.1.16)

/35 .
olarak bulunur. Burada o, = 5 k ve k sabitler olmak tizere, 2.5 numarali esitlik

kullamlarak v, y,, y, ve y; lin degerleri;

K+3(1 —b +d)?z - 2ke™?

k =0 igin Y, = 2.1.17
0 (l_b_d)l/Z ( )
k=1 i¢in y, = -1 (2.1.18)
k e-(XlZ
k=2 icin S (2.1.19)
A TSPIE
3k a, e M
k=3 icin = ! 2.1.20
Vs 0 ) ( )
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seklinde elde edilir (Case and Zweifel 1967).

Marshak sinir kosullar1 kullanilarak k ve k sabitleri belirlenir (Case and Zweifel 1967).

[ w(x,wu du=0, 1=1,3,. N (2.1.21)
Q.A>0

2.2 numarali denklem z =0 ve N =3 i¢in yazilip diizenlendiginde;

1
v OW= TYOR M+ 3% OR(+5 v, OPW + v O W] (2.1.22)
T
elde edilir. Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in 1. sinir kosulu uygulandiginda;
1
g py (0, p) du=0 (2.1.23)

yazilir. Denklem 2.1.22, denklem 2.1.23’de yerine yazildiginda;

1 1 0) uP (W) +3y,(0) uP(w)+
v {wo( )R () +3v,(0) R () }duzo 0120
4m o[ 51,(0) Py () + T3 (0) Py ()
o 1 1 11 1 1
elde edilir. [ pPR(Wdu=—, [uRWdu=—, [puPR@du=—, [uPR@du=0
0 2 0 3 0 8 o
esitlikleri denklem 2.1.24°de yerine yazilip integral alindiginda;
1 5
E\VO(O) + vy, (0) + ng(O):O (2.1.25)

14



elde edilir. Denklem 2.1.17, 2.1.18 ve 2.1.19, denklem 2.1.25°de yerine yazildiginda;

1 Kk -2k 5k
0 (2.1.26)

— — -1+ =
2 (1-b—d)"? 8 (1-b—d)"?

n
esitligi elde edili. q=—, (I-b-d)”>* =n ve (1-b+d)”*> = m almarak
m

yukaridaki esitlik diizenlendiginde (Erdogan and Tezcan 1995);

r3k
(2.1.27)

esitligi elde edilir. Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in 2. smir kosulu

uygulandiginda ise;

1
Tl (0, du=0 (2.1.28)
seklinde yazilir. Denklem 2.1.22 denklem 2.1.28’de yerine yazildiginda;

11y, (0) 1 P (w)+ 3y, (0) 1’ P () +

1 W (0) w Ry () + 3w, (0) n° R(p) du =0 (2.129)

40| 5, (0) 1 Py(w) + Ty, (0) 1 Py()

1 1 1 1
elde edilir. Denklem 2.1.29da [ p’ P(n)dp = v [0’ Pdu = <
0 0

1 1 1 2
(TS PRudu=—, | W P(wdp = 3 esitliklerinden yararlanilarak integral
0 0

alindiginda;

15



1 3 5 14
“w (0) + 2w (0) + 2y, (0) + — w,(0)=0 (2.1.30)
1 Vol 5 v, ( . v, (0) 3 v,(0)

elde edilir. Denklem 2.1.17, 2.1.18, 2.1.19 ve 2.1.20, denklem 2.1.30°da yerine

yazildiginda;

1k -2 3 5k 2 3ka,

-y — — * T 75 =0 (2.1.31)
4 (I1-b-d) 5 8(1-b—-d) 5 7(0-b+d)

seklindeki esitlik elde edilir. Gerekli kisaltmalar yapildiginda;

K k 3n 5k 6

— = — 4+ — + —+ —ka,q=0 (2.1.32)
4 2 5 8 35

esitligi elde edilir. 2.1.27 numarali denklemde bulunan k degeri bu denklemde yerine

yazildiginda;

l—b—d)2
_ (1-b-d) /(i+ 30,0
20 32 35

k

) (2.1.33)

elde edilir. Bulunan bu k degeri 2.1.27 numarali bagintida yerine yazildiginda;

, 305 03
K =(=b=d)"? 2+ /> + >4
80 32 35

N (2.1.34)

seklinde elde edilir. Bulunan k ve k degerleri denklem 2.1.17-2.1.20°de
yerlestirildiginde, Ps;-yaklagimi i¢cinde z’nin bir fonksiyonu olarak acisal yogunluk elde

edilir. Denklem 2.6, denklem 2.1.17’de yerine yazilarak zo;

16



3 5 300
2+ —/(—+——
[ 80 32" 35 )}q

3[(1-b)> —d’]

(2.1.35)

Ly, =

seklinde elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Farkli sacilma tiirleri i¢in Zp’in degeri

asagidaki gibi yazilir:

(i) Izotropik sacilma

a=1, b=d=0 oldugundan q=1 elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Béylece zo;

3.5 3
2+—/(—+&
. 80 32 35

0 3

(2.1.36)

olarak yazilir.
Ps-yaklagimi i¢in bulunan zy= 0.670733 seklindedir.
(i) Tleri dogru sacilma ile izotropik sacilma

a=1-a, b=a, d=0 oldugundan g =1 elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995).

Boylece zo;

3.5 3
[2+/(+0L1}

2, = 803(132 : 35 (2.1.37)
-
seklinde elde edilir.
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Ps-yaklagimi i¢in o 'nin ¢esitli degerlerinde Mathematica 5.0 programi ile hesaplanmis

zo degerleri ¢izelge 2.1°de yer almaktadir.

Cizelge 2.1 Ps;-yaklagiminda ileri dogru sagilma ile izotropik sa¢ilma i¢in bulunan z

degerleri
a Z
0.2 0.838416
0.4 1.117888
0.6 1.676832
0.8 3.353663

(iii) Geriye dogru sa¢ilma ile izotropik sa¢ilma

1/2
¢ elde edilir (Erdogan and Tezcan
I+

a=1-a, b=0, d=a oldugundan q= (
1995). Boylece zo;

3 5 3
[2*80“5 ?éqﬂq
2, = - (2.1.38)

3 (1-a?)

seklinde yazilir.

Ps-yaklasimi icin o 'nin ¢esitli degerlerinde Mathematica 5.0 programi ile hesaplanan z,

degerleri ¢izelge 2.2°de yer almaktadir.
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Cizelge 2.2 Ps;-yaklasiminda geriye dogru sagilma ile izotropik sagilma i¢in bulunan z

degerleri

o q Z

0.2 0.816497 0.558621
0.4 0.654654 0.478574
0.6 0.5 0.418548
0.8 0.333333 0.371847

2.2 Ps-Yaklasim

Ps—yaklagiminda c¢=1 i¢in, \,= -1 varsayilarak @,, @, ®,, ®,, O, ve @, ’in degerleri

bulunur. Denklem 2.3’den yararlanilarak k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 i¢in asagidaki denklemler

yazilir.
. d
k=0 i¢in — @ + (1-9,,) ©,=0 (2.2.1)
dz
.. d d
k=1 i¢in 2—®, + — @) + 3(1-3,,)) D=0 (2.2.2)
dz dz
. d d
k=2 i¢in 3—@; + 2—@ + 5(1-3,)D,=0 (2.2.3)
dz dz
.. d d
k=3 i¢in 4— @, + 3— D, + 7(1-8;,) ;=0 (2.2.4)
dz dz
. d d
k=4 i¢in 5—®;, +4—D; +9(1-5,) ©,=0 (2.2.5)
dz dz
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.. d
k=5 i¢in 6— @,
dz

j®066888

10> ~20°> 30> ~40°

dd,

Bt S

dz
dd, dd,

2 —+—+3<Dl=0
dz dz
dd, dd,

3 34214 50,=0
dz dz
dd, dd,

4 —2 3—+7CD =0
dz dz
dd, dd,

5 —= 4—+9q) =0
dz dz

do,
5% 411, =0
dz

0 ve O,

d
+ 5—

dz

@, + 11 (1-85) O3=0 (2.2.6)

= 1 alinarak denklemler diizenlenirse;

(2.2.7)

(2.2.8)

(2.2.9)

(2.2.10)

(2.2.11)

(2.2.12)

olur. = -1 kabul edildiginden 2.5 numarali denklem yardimiyla @, ;

o =-(1-b+d)”?

olarak elde edilir.

20
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@, = Ae M 4 Be** (2.2.14)

olarak alinip denklem 2.2.12°de yerine yazildiginda;

5 a7 5. -
D, = — Age @ + ~Ba,e ®* (2.2.15)
11 11

seklinde elde edilir. Denklem 2.2.11°de @, ve @ ’in degerleri yerine yazildiginda;

o = {9% ooz BB e—azz} (2.2.16)

. 4a, da,

elde edilir. Burada;

250{12
_ _1, 22.17
B [ 9% j ( )
B, = 2503 | _, (2.2.18)
2 99 L

seklinde alimmustir. Denklem 2.2.10°da ®@; ve @, ’iin degerleri yerine yazildiginda;

D, =

{A(: 2ﬁl)e oz +B( ﬁz)e @ } (2.2.19)

“1 0‘2

elde edilir. Denklem 2.2.9°da @, ve @, ’iin degerleri yerine yazildiginda;
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D, =A 8+
0 3

21 ﬂ;je_“l Z 4 B(
2 a;

8 21
8,215

3

2
2 a,

j e % Zi3mz+C

(2.2.20)

olarak bulunur. Denklem 2.5’in yardimiyla denklem 2.2.13, 2.2.14, 2.2.15, 2.2.16,
2.2.19 ve 2.2.20;

8 21
://O(x){3mz +C +A(+

3 2a

J

+ B(
3

4 21 _
—+ ﬂzz e %!
a,

Wl(x) = -1
4 2B g2
v, () =—| A+ e
3 a,
(9AB _az 9Bp,
l//3(X) __ 181 e ol " /Bz e a,z m
| 4o da,

w.(X)=] Ae“" +Be " ] /n

5 - 5 -
ws(X)= Ll Aa,e %z +ﬁBaze azz}/m

3 2a;

2

A +B(8+ 21 ﬂz

J

1

(2.2.21)

(2.2.22)

(2.2.23)

(2.2.24)

(2.2.25)

(2.2.26)

sekline dontiisiir (Erdogan and Tezcan 1995). Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in

1. sinir kosulu uygulandiginda;

47

22

b } {WO(O) H B W+ 3y (0) kR (W +5y,(0) nP () +
0| 7y3(0) p P () +9y,(0) p P, () + 11y (0) pPs(w)

(2.2.27)



seklinde bir denklem elde edilir. Bilinen degerler yerine yazilip denklem 2.2.27

diizenlendiginde;

l E+é §+L’HZI +E §+Lﬁ22 —1-
2l n n{3 2¢g n\3 2o

- (2.2.28)
1| 5A i+21ﬂ21 +E i+21ﬂ22 _L[9A+9B}:O
8§ n\3 4o n{3 4o 48 n
elde edilir. Burada;
4 21p
k =—+—-L, 2.2.29
'3 4o} ( )
K, =2 215 (2.2.30)
3 4o,
olarak alinip denklem 2.2.28 diizenlendiginde;
(3_‘9_2]A+(&_2j3+9_n=0 (2.231)
8 48 8 48 2

seklindeki denklem elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Bu denklem Marshak’in 1.

sinir kosulu uygulanarak elde edilen denklemdir.

Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in 2. sinir kosulu uygulandiginda;

ij Vo W R+ 30O W RW SO W RW | (2.2.32)

A 5 | Tws(0) W Py() + 9w, (0) 1’ Py() + 11y (0) 1’ Py(w)
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elde edilir. Bilinen degerler yerine yazilip denklem 2.2.32 diizenlendiginde;

1C+A 8,218, B(8 218)] 3,
Al w3 22 ) 03 22 )|

% 5A(4 21@) 58[4 2%} _ (2.2.33)
2

i 3 4a n{3 4a] |
{63,81A 633,B } {9A+9B} 0
64

35| 4am  4a,m n

olarak elde edilir. islem en sade haline getirildiginde;

C o, p-k_ 984, 9 g[ Kk 984 9 , (2.2.34)
8 10a, 64 8 10a, 64

denklemi elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Bu denklem Marshak’in 2. sinir
kosulu ile elde edilen denklemdir.

Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in 3. sinir kosulu uygulandiginda;

Ly, (0) @ Py (w) +3w,(0) 1’ B(w)+5w,(0) u’ P(n)+
LJ'|:\V0( ) KRG +3, (0 W RGO+ v-(0) 1 (W }d o 2235)
4m 5 [ Tw5(0) 1 Py(w) + 9w, (0) 1 Py(w) +11y5(0) 1 Py(w)
seklindeki denklem bulunur. Bilinen degerler yerine yazildiginda;
1{C 2Ak 2Bk, | 3 25| Ak +BKk,
6Ln n n 7 48 m
(2.2.36)

BA ., BB {AJFB}r 40 {alAsz}_o
me, ma 32 n 693 m
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denklemi elde edilir. Denklem diizenlendiginde;

9_3_n+A _9_k1_m+i+40iq +B _%_@4_24_40& =0 (2237)
6 7 48 o 32 693 48 «a, 32 693

elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Bu denklem Marshak’in 3. siir kosulu ile elde

edilen denklemdir.

Denklem 2.2.9°da @, ,®, , D, ’iin degerleri yerine yazilip islemler yapildiginda;

0,340909090{14 -4, 009090910{12 +5,25=0 (2.2.38)

bagintist elde edilir. Burada (xlz =1 aliip denklem 2.2.38 Mathematica 5.0 programiyla
coziildiiginde t = 1,5011417, t,= 10,258858 olarak elde edilir. Buradan
a, =1,225211, a, =3,202945 degerleri bulunmus olur. Denklem 2.2.21 kullanilarak

2o,

(2.2.39)

seklinde elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Denklem 2.2.31, 2.2.34 ve 2.2.37’nin
birlikte ¢oziimii yapildiginda A, B ve C sabitlerinin degerleri farkli sagilma tiirleri i¢in

asagidaki gibi bulunur:

(i) Izotropik sacilma

a=1, b=d=0 oldugundan ¢ =1 elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). A, B, C
sabitlerinin degerleri Mathematica 5.0 programi kullanilarak cizelge 2.3’deki gibi

bulunur.
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Cizelge 2.3 Ps-yaklasiminda izotropik sacilma i¢in bulunan A, B, C degerleri

A B C

0,04635493 -0,06320580 2,12462167

Denklem 2.2.39 izotropik sac¢ilma i¢in yazildiginda z;

z,=— (2.2.40)

olarak bulunur. Ps-yaklagimi i¢in bulunan zo = 0,70820558 seklindedir.

ii) Ileri dogru sacilma ile izotropik sacilma

a=1-a, b=a, d=0 oldugundan q=1 elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). A,
B, C sabitlerinin o ’nin ¢esitli degerleri i¢in Mathematica 5.0 programi kullanilarak

hesaplanan degerleri ¢izelge 2.4’de verilmistir.

Cizelge 2.4 Ps-yaklasiminda ileri dogru sagilma ile izotropik sagilma i¢in bulunan A, B,

Cdegerleri
o A B C
0,2 0,04146111 -0,05653299 1,90031497
0,4 0,03590638 -0,04895900 1,64572104
0,6 0,02931743 -0,03997486 1,34372561
0,8 0,02073056 -0,02826649 0,95015749

Denklem 2.2.39 ileri dogru izotropik sac¢ilma i¢in yazildiginda z;

o c
3(1-a)

(2.2.41)

Zy
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seklinde elde edilir. Ps-yaklasimi i¢in o 'nin ¢esitli degerlerinde bulunan z, degerleri

cizelge 2.5’de yer almaktadir:

Cizelge 2.5 Ps-yaklasiminda ileri dogru sagilma ile izotropik sa¢ilma i¢in bulunan z

degerleri
a Zy
0.2 0,79179791
0.4 0,91428947
0.6 1,11977134
0.8 1,58359581

(iii) Geriye dogru sac¢ilma ile izotropik sacilma

1/2
a=1-a, b=0, d=a oldugundan q :(laj elde edilir (Erdogan and Tezcan
+a

1995). o ’nin ¢esitli degerleri i¢cin Mathematica 5.0 programu ile hesaplanan A, B, C

sabitlerinin degerleri ¢izelge 2.6’da verilmistir.

Cizelge 2.6 Ps-yaklasiminda geriye dogru sagilma ile izotropik sacilma i¢in bulunan A,
B, Cdegerleri

o A B C

0,2 0,04536458 -0,06241593 1.91150121
0,4 0,04283889 -0,05952028 1.66572760
0,6 0,03827892 -0,05380192 1,36980350
0,8 0,03012285 -0,04301327 0.97780409

Denklem 2.2.39 geriye dogru izotropik sacgilma i¢in yazildiginda zp;




C
Zy = 3(1—a?)"

(2.2.42)

olarak elde edilir. Ps-yaklasimi i¢in o ’nin ¢esitli degerlerinde bulunan z, degerleri ise

cizelge 2.7°de yer almaktadir.

Cizelge 2.7 Ps-yaklasiminda geriye dogru sagilma ile izotropik sa¢ilma i¢in bulunan z

degerleri
a Zy
0.2 0.65030592
0.4 0.60581927
0.6 0.57075146
0.8 0.54322449

2.3 P7-Yaklasim

P;—yaklasiminda c=1 i¢in, = -1 varsayilarak ®,, @, O,, O, , D, , D, , D, ve D, ’

nin degerleri bulunur. 2.3 numarali denklemden yararlanilarak k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

icin asagidaki denklemler yazilir:

k=0 i¢in

k=1 i¢in

k=2 i¢in

d
— @ + (1-9,,) ©,=0
dz

d d
2—®, + — @) +3(1-3,,) D =0
dz dz

d d
3—®, + 2— @ + 5(1-6,,) D, =0
dz dz
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k=3 igin 4 — O
dz
. d
k=4 i¢in 5— @,
dz
L d
k=5 i¢in 6— D,
dz
. d
k= 6 i¢in 7T— @,
dz
. d
k=7 i¢in 88— @
dz
d
—@=10, 8y, 85, O35, Oy, 0595 B9+ Oy
dz
diizenlendiginde;
dd,
1oy
dz
do, do
242430 =0
dz dz
dd, dd,
+2—+50, =
dz dz
do do.
143 2470,=0
dz dz

d

+3—D,+ 7(1-05,) ;=0
dz
d

+4—0;+9(1-6,,) ©, =0
dz
d

+5—®,+ 11 (1-05,) ;=0
dz
d

+ 6 —@, + 13 (1-64,) ®, =0
dz

d
+ 7 —®+ 15(1-6,,) ©,=0
dz

29

(2.3.4)

(2.3.5)

(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.8)

=0 ve 600 = 1 alinarak denklemler

(2.3.9)

(2.3.10)

2.3.11)

(2.3.12)



dd, dd,
5 —+4—+9®, =0
dz dz

do, _do,

—+5—+11 0, =0
dz dz
do, dd,

7T —+6—=+13D, =0
dz dz

dd,
T—=+15®, =0
dz

olur. W, = -1 kabul edildiginden 2.5 numarali denklem yardimiyla @, ;

O =-(1-b+d)”?
olarak elde edilir.
R o

olarak alinip denklem 2.3.16°da yerine yazildiginda;

7 _ 7 _ 7 _
@, =—a,Ae *z +—a,Be 2 +—a,Ce @2
15 15 15

(2.3.13)

(2.3.14)

(2.3.15)

(2.3.16)

(2.3.17)

(2.3.18)

(2.3.19)

seklinde elde edilir. Denklem 2.3.15°de @, ve @, ’nin degerleri yerine yazildiginda;

@, =k Ae~%% + k,Be” %" +k,Ce *?
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elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Burada;

13 49¢,
k= - (2.321)
6a, 90
13 49
S (2.3.22)
6a, 90
13 49
ky=— % (2.3.23)
6a; 90

seklinde alinmigtir (Erdogan and Tezcan 1995). Denklem 2.3.14’de @, ve @,’nin

degerleri yerine yazildiginda;

o,=1Ae "+ 1,Be ™" +1,Ce ™"’ (2.3.24)

olarak bulunur. Burada;

11 k1 6

I1 = — (2.3.25)
5 «q 5
11 k2 6

I2 = - — (2.3.26)
Sa, 5
11 k3 6

I3 = - (2.3.27)
5 a, 5
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olarak almmustir (Erdogan and Tezcan 1995). Denklem 2.3.13’de @, ve @;’in

degerleri yerine yazildiginda;

d, =5 Ae “"+s, Be " +5 Ce ™ (2.3.28)
seklinde elde edilir. Burada;
ol, 3Kk
5= — -1 (2.3.29)
4a, 4
91, 5k
5, = -2 (2.3.30)
4a, 4
9, 5k
S;= ——2— 2 (2.3.31)
da, 4

olarak alinmistir (Erdogan and Tezcan 1995). Denklem 2.3.12’de @, ve @,’iin

degerleri yerine yazildiginda;

O, =1t Ae “"+t,Be ™" +1 Ce 7 (2.3.32)

olarak elde edilir. Burada;

7s, 4,

t=—1-—1 (2.3.33)
3a, 3
7s, 4l

t,=—2--2 (2.3.34)
3a, 3
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7s 4]
_ > 7 (2.3.35)

P 3a, 3

seklinde alinmistir (Erdogan and Tezcan 1995). Denklem 2.3.10’da @, ve @, ’nin

degerleri yerine yazildiginda;
O, =-2tAe ' P-2t,Be “2'-2t,Ce P 43mz+D (2.3.36)

olarak bulunur. Denklem 2.5’in yardimiyla denklem 2.3.17, 2.3.18, 2.3.19, 2.3.20,
2.3.24,2.3.28,2.3.32 ve 2.3.36;

o) =[3mz+D -2t e % —2t,Be @7 —2t,Ce® 7 /n (2.3.37)
v ()= 1 (2.3.38)
v, (0 =]t Ae“’ +1,Be’ +t, Ce’|/n (2.3.39)
(=] s Ae“* +5,Be " +5,Ce™"|/m (2.3.40)
p. (=] |, Ae? +1,Be " + 1, Ce"]/n (2.3.41)
(=] k Ae™* + k, Be™" + k Ce™’|/m (23.42)
wo(X)=[ Ae™? + Be™’ + Ce '] /n (2.3.43)
v, (0= 7] A @l + aBe®? + aCe ™ 15m (2.3.44)
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sekline dontislir (Erdogan and Tezcan 1995). Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in

1. sinir kosulu uygulandiginda;

0 (0) 11 Py(1)+ 3w, (0) 1 P (1) +
} 5v,(0) Py (1) + 7w5(0) n Py () + du=0 (2.3.45)
0| 9y, (0) 1Py () +11y5(0) p Py(w) +

| 13y (0) p R () +15y,(0) p P (p) |

seklinde bir denklem elde edilir. Bilinen degerler yerine yazilip denklem 2.3.45

diizenlendiginde;

D tA tB tC . StA 5tB StC 9LA 9B 9IC

2N n n n &n &n &N  48n 48n 48&n
13A 13B 13C  27oA 27a,B 27a,C
+ + + + +
128n 128n 128n &m 8m 8m

(2.3.46)

=0

elde edilir. Denklem en sade haline getirildiginde;

plh O 13 g3 b 133, (36 Ok 133, D (2.3.47)
8 48 128 8 48 128 8 48 128 2

seklindeki denklem elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Bu denklem Marshak’in 1.

sinir kosulu uygulanarak elde edilen denklemdir.

Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in 2. sinir kosulu uygulandiginda;
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Wo(0) 1 Py () + 3w, (0) 1 B(w)+
5y, (0) 1 Py () + 7y5(0) 1 Py () +
9y, (0) 1 P, () + 11y (0) 1 Py(w) +

| 13y (0) 1 P () + 15y, (0) 1’ P, () |

du=0 (2.3.48)

elde edilir. Bilinen degerler yerine yazilip denklem diizenlendiginde;

D tA tB tC 3 5tA 5tB 5tC
— =+ + + +
4n 2n 2n 2n 5 &n 8n &n
14s,A 14s,B 14s,C 9lA 9,B 9IC
+ + + + + -
35m  35m  35m  64n  64n  64n (2.3.49)
13A  13B  13C

- - =0
640n  640n  640n

olarak elde edilir. Denklem en sade haline getirildiginde;

8 35 64 640 8 35 64 640

t, 14s ol 13 D 3n
o [P S e B ) I L
8 35 64 640 4 5

t, 14s ol 13 t, 14s ol 13
A(1+1q+ - j+B(2+2q+2— j+

(2.3.50)

seklini alir (Erdogan and Tezcan 1995). Bu denklem Marshak’in 2. sinir kosulu

uygulanarak elde edilen denklemdir.

Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in 3. sinir kosulu uygulandiginda;

W (0) 1* Ry()+3y,(0) w* R(w) +5y,(0) 1 P (w) +
T0,(0) 1 P+ 9, (0) 1° () + 11y, (0) 18 Py + | du=0  (2.3.51)
13y,(0) 1 P (W) +15y,(0) ’ P, (w)

1
4r

S —
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olarak elde edilir. Bilinen degerler yerine yazilip denklem diizenlendiginde;

D tA tB tC 3 25tA 25t,B 25tC 4sA 4s,B 4sC
—_— =S + + + + + +

6n 3n 3n 3n 7 48n  48n 48n  9m  9m  9m (2.3.52)

9LA 91,B 9L.C 88kA 88k,B 88k.C 13A 13B 13C o
+ + + + + + + + =0

32n 32n  32n 693m  693m 693m 384n 384n 384n

seklinde elde edilen denklem diizenlenip en sade haline getirildiginde;

A(£+45_1q+9_|1+%+£j+B(3L+4S_2q+&+w+£j+
16 9 32 693 384 16 9 32 693 384

(2.3.53)
C(3L+4S3q+&+88k3q+£] D 3n_,

+___
16 9 32 693 384) 6 7

seklini alir (Erdogan and Tezcan 1995). Bu denklem Marshak’in 3. smir kosulu

uygulanarak elde edilen denklemdir.

Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in 4. sinir kosulu uygulandiginda;

[ ve©@ W Py () +3w,(0) 0’ R () +5y,(0) 1 Py(w) +
2= [ 7w 1R+ 9w,(0) 1 P + 11y (0) 0 P+ | dp =0 (2.3.54)
" [13y(0) 1 Py(w)+15y,(0) 1 P, ()

seklinde elde edilir. Bilinen degerler yerine yazildiginda;

D tA tB tC 1 7tA 7tB 7tC 14sA 14s,B 14sC
—_— 234 + + + + + +

8n 4n 4n 4n 3 16n 16n 16n 33m 33m 33m
21I1A+21IZB+21I3C +88k1A+88sz+88k3C N 13A N 13B N 13C N (2.3.55)
64n 64n 64n  429m 429m  429m 128n 128n 128n

112¢, N 112¢c, N 1120

6435m 6435m 6435m
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seklindeki denklem elde edilir ve denklem diizenlenip en sade haline getirildiginde;

3t, l4sq 21, 88kqg 13 112alqj
—+ + + + + +
16 33 64 429 128 6435
3, 14s,9 21, 88k,qg 13 112a,q),
16 33 64 429 128 6435
3t 14s,, 21l 88kqg 13 +112043qj D 2

+__
16 33 64 429 128 6435 8

(2.3.56)

=0

seklini alir (Erdogan and Tezcan 1995). Bu denklem Marshak’in 4. smir kosulu

uygulanarak elde edilen denklemdir.

Denklem 2.3.11°de @, , D, , D, *iin degerleri yerine yazilip igslemler yapildiginda;

—0,4083 o +9,646997 «;' —31,69833 o +25,025=0 (2.3.57)

bagintis1 elde edilir. Burada alz =t almip denklem 2.3.57, Mathematica 5.0
programiyla ¢oziildiiglinde; t = 1,21702, t, = 2,5337, t, = 19,8765 elde edilir.

Buradan; o, = 1,103185, a, = 1,591779, a, = 4,458086 degerleri bulunmus olur.
Denklem 2.3.37 kullanilarak z;

Z,= & 172 (2.3.58)
3[(@-by’-d’] "' m

olarak elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Denklem 2.3.47, 2.3.50, 2.3.53 ve
2.3.56’n1n birlikte ¢6ziimii yapildiginda A, B, C ve D sabitlerinin degerleri farkli

sacilma tiirleri i¢in asagidaki gibi bulunur:
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(i) Izotropik sacilma

a=1 b=d=0 oldugundan q = 1 elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995).
Mathematica 5.0 programu ile hesaplanan A, B, C, D sabitlerinin degerleri ¢izelge 2.8

ile verilmektedir.

Cizelge 2.8 P;-yaklagiminda izotropik sa¢ilma i¢in bulunan A, B, C, D degerleri

A B C D

0.01512250 -0.04305028 0.03167998 2.12758931

Denklem 2.3.58 izotropik sa¢ilma i¢in yazildiginda zo;

(2.3.59)

olarak bulunur. P;-yaklasimi i¢in bulunan zo= 0.70919644 seklindedir.

ii) leri dogru sacilma ile izotropik sag¢ilma

a=1-a, b=a, d=0 oldugundan q=1 elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). A,
B, C, D sabitlerinin o ’nin ¢esitli degerleri icin Mathematica 5.0 programi kullanilarak

hesaplanan degerleri ¢izelge 2.9°da verilmistir.

Cizelge 2.9 P;-yaklasiminda ileri dogru sagilma ile izotropik sagilma i¢in bulunan A, B,
C, D degerleri

0 A B C D

0,2 0.01352598 -0.03850534 0.02833543 1.90297373
0,4 0.01171384 -0.03334660 0.02453921 1.64802359
0,6 0.00956431 -0.02722738 0.02003618 1.34560563
0,8 0.00676299 -0.01925267 0.01416772 0.95148687
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Denklem 2.3.58 ileri dogru izotropik sagilma i¢in yazildiginda zo;

D

,=——— 2.3.60
0 31-a)” ( )

seklinde elde edilir. P;-yaklasimi i¢in o 'nin ¢esitli degerlerinde bulunan z, degerleri

cizelge 2.10°da yer almaktadir.

Cizelge 2.10 P;-yaklasiminda ileri dogru sagilma ile izotropik sacilma i¢in bulunan z,

degerleri

(0] Zy

0,2 0.88649555
0,4 1.18199406
0,6 1.77299109
0,8 3.54598219

(iii) Geriye dogru sac¢ilma ile izotropik sacilma

1/2
a=1-a, b=0, d=a oldugundan q= (laj elde edilir (Erdogan and
+ o

Tezcan 1995). o ’nin ¢esitli degerleri i¢in Mathematica 5.0 programi ile hesaplanan A,

B, C, D sabitlerinin degerleri ¢izelge 2.11’°de verilmistir.

Cizelge 2.11 P7-yaklasiminda geriye dogru sagilma ile izotropik sag¢ilma i¢in bulunan A,
B, C, D degerleri

o A B C D

0,2 0.01487238 -0.04212004 0.03125070 1.91419430
0,4 0.01412001 -0.03976485 0.02976814 1.66805106
0,6 0.01269788 -0.03552201 0.02687535 1.37164974
0,8 0.01008115 -0.02794326 0.02145303 0.97901120
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Denklem 2.3.58 geriye dogru izotropik sagilma i¢in yazildiginda zo;

D
Z. =
0 3(1_a2)1/2(1+a)1/2

(2.3.61)

elde edilir. P;-yaklagimi i¢in o ’'nin ¢esitli degerlerinde bulunan z, degerleri ise ¢izelge

2.12°de yer almaktadir.

Cizelge 2.12 Ps-yaklasiminda geriye dogru sagilma ile izotropik sag¢ilma i¢in bulunan z,

degerleri
a Zy
0,2 0.59448174
0,4 0.51272492
0,6 0.45182681
0,8 0.40539548

2.4 Po-Yaklasim

Po—yaklasiminda c=1 i¢in, = -1 varsayilarak @,, ®,, O©,, O,, ®,, O,, D,

DO, ®, ve D, ’un degerleri bulunur. 2.3 numarali denklemden yararlanilarak

k=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 i¢in asagidaki denklemler yazilir:

d
k=0 i¢in — @ + (1-8y,) ©,=0 (2.4.1)
dz
.. d d
k=1 i¢in 2—®, + — @) + 3(1-8,,)) D=0 (2.4.2)
dz dz
.. d d
k=2 i¢in 3—®, + 2— @, + 5(1-6,,) D, =0 (2.4.3)
dz dz
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. d d
k=3 i¢in 4—@, + 3— D, + 7(1-8;,) ;=0
dz dz
.. d d
k=4 i¢in 5—@;, +4—D;+ 9(1-5,,) ©,=0
dz dz
.. d d
k=5 igin 6—D +5—D,+ 11 (1-3,) ;=0
dz dz
.. d d
k= 6 igin T—®, + 6— D, + 13 (1-6,,) O, =0
dz dz
.. d d
k=7 igin 8—d, + 7— D, + 15(1-06,,) ®,=0
dz dz
.. d d
k= 8 i¢in 9— @) + 8—D, + 17 (1-9g)) ;=0
dz dz
.. d d
k=9 igin 10—®, + 99— D+ 19 (1-8,,) P, =0
dz dz
d

denklemler diizenlendiginde;

dd,

—=0

dz
dd, dd,

2 —+—+3d, =0
dz dz
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(2.4.4)

(2.4.5)

(2.4.6)

(2.4.7)

(2.4.8)

(2.4.9)

(2.4.10)

— @, =0, 0,5, 059> O30, 049> D555 Ogp» 095 Ogy» Ogp =0 ve O,, = 1 alinarak
Z

(2.4.11)

(2.4.12)



dod, dd,

3 341y +50, =0
dz dz
dd, do,

4 — 443724 7TD,=0
dz dz
dd, dd,

5 —= 4—+9<I> =0
dz dz
dd, do,

6 — %+ 5—+11(D =0
dz dz
dd, do

7 —+6—+13® =0
dz dz

dd) dd,
+7 04 15®, =0
dz dz
d<I) dd,
+8 T4+ 17d0, =0
dz dz
dd,
9 —+19d, =0
dz

olur. , = -1 kabul edildiginden 2.5 numarali denklem yardimiyla @, ;

O =-(1-b+d)”?

olarak elde edilir.
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(2.4.13)

(2.4.14)

(2.4.15)

(2.4.16)

(2.4.17)

(2.4.18)

(2.4.19)

(2.4.20)

(2.4.21)



oA —QHL —Q 1L -,
@, =Ae 1 rBe 2 ice B 4pe (2.4.22)
olarak alinip denklem 2.4.20°de yerine yazildiginda;
9 -z 9 -,z 9 -z 9 -,z
@,=_a Ae W+ g Be g Ce B+ g, De (2.4.23)
19 19 19 19

seklindeki denklem elde edilir. Denklem 2.4.19’da @, ve @,’un degerleri yerine

yazildiginda;

— —_ — Z —
® =k Ae ik Be @ik Cce Bk De M (2.4.24)

olarak elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Burada;

17 8la,
= (2.4.25)
8o, 152
17 81
k= -2 (2.4.26)
8a, 152
17 8l
ky= - (2.4.27)
8a, 152
17 81
k= - (2.4.28)
8a, 152

seklinde almmustir. Denklem 2.4.18’de @, ve @, ’in degerleri yerine yazildiginda;
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— ~a,z o2 —a,z

o, =1 Ae Wi, Be @i ce Bl De M (2.4.29)

bulunur (Erdogan and Tezcan 1995). Burada;
15k, 8

| =—1—— (2.4.30)
Ta, T
15k, 8

l,=—2 - (2.4.31)
Ta, 7
15k, 8

l=—2-2 (2.4.32)
Tay, 1
15k, 8

|, =—*— (2.4.33)
Ta, 7

olarak alinmistir. Denklem 2.4.17°de @, ve @, ’nin degerleri yerine yazildiginda;

= - -, -,
D, =5 Ae 0[12+szBe0!zz+s3CeOl3 +s,De 4 (2.4.34)
seklinde bir denklem elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Burada;
S, :ﬂ—7—k1 (2.4.35)
6a, 6
S, :&—7—& (2.4.36)
6a, 6
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131, 7k,

S,=—"—— 2.4.37

=ta 6 (2.4.37)

LY (2.438)
6a, 6

seklinde alinmugtir. Denklem 2.4.16’da @; ve @, 'nin degerleri yerine yazildiginda;

—_ — — Z —_

o=t Ae Wit Be 21t Ce B i, De (2.4.39)

olarak bulunur (Erdogan and Tezcan 1995). Burada;

g =1 ol (2.4.40)
Sy 5

g =S 6L (2.4.41)
Sa, 5

g s 6l (2.4.42)
Sa; 5

g =18 6l (2.4.43)
Sa, 5

olarak alinmistir. Denklem 2.4.15’de @, ve @;’in degerleri yerine yazildiginda;

0(42

@, = p, A e %, p, B e 2%, p, C e B% 4 p,De (2.4.44)
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seklindeki denklem elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Burada;

9t 5s
=L (2.4.45)
4a, 4
9t, 35s
, =22 (2.4.46)
4a, 4
o9t, 35s,
=23 =3 2.4.47
o (24.47)
ot, 3s,
=24 "4 2.4.48
P (24.48)

seklinde almmustir. Denklem 2.4.14’de @, ve @, ’iin degerleri yerine yazildiginda;

z —CZ4Z

—-a,z - —a,2
d,=rAe A irBe®irce B De (2.4.49)
olarak bulunur (Erdogan and Tezcan 1995). Burada;
7 4t
r= 7B Al (2.4.50)
3a; 3
7 4t
=P T 2.4.51)
3a, 3
7 4t
r, = /Py Aty (2.4.52)
3a; 3

46



7 4t
r _ Py Aty (2.4.53)
3a, 3

seklinde almmustir. Denklem 2.4.12°de @, ve @, nin degerleri yerine yazildiginda;
-4z -, LY -,
@, =3z2-2rAe Y _2rBe @ -2 ce @ o2 De M LE (2459

olarak bulunur (Erdogan and Tezcan 1995). Denklem 2.5’in yardimiyla denklem 2.4.21,
24.22,2.423,2.424,2.4.29,2.4.34,2.439,2.4.44,2.4.49 ve 2.4.54;

—oy2 —a,2 —a2 ~a,2
wo(x):[32+E —2rAe M o Be 2 _orce B o2 De ™ ]/n

(2.4.55)

v,(x)= —1 (2.4.56)
— — — Z —

://z(x):[ nAe “r g r,Be R LCe 3 +rDe a“z]/n (2.4.57)

w3 (X) =[ p, A e A% 4 p, B e R p, C e B, p, D e_a“z]/m (2.4.58)

-,z —0HZ —LZ -,

w4(x):[t1Ae “ Lt Be @ rce @i, De ™ ]/n (2.4.59)
I —oy 2 —a,2 —,2 —a,z

v 0= s Ae 1+ Be @ 15 ce Brs, De ]/m (2.4.60)
B -,z -,z —0Z -0yl

v () =| LAe A" 4L Be @1 ce BT, De ™ ]/n (2.4.61)
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W (X) :[ kAae @ tkBe @ik ce B ik D e_“‘*z] / m (2462

yg()=[ Ae“' +Be™ +Ce® +De" Z]/n (2.4.63)

WQ(X):[9a1Aeialz + 90{2 Be*U‘zZ + 9a3Ce—a3Z+ 9054 Deia4z:|/19m

(2.4.64)

sekline dontisiir (Erdogan and Tezcan 1995). Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in

1. sinir kosulu uygulandiginda;

[ (0) Py () +3y,(0) u P (W) +

1 5v,(0) p P () +7y;(0) pPy(p)+

(I) O, (0) u P, (W) + 11y (0) Py () +
13y, (0) u P () + 15y, (0) Py () +

17w (0) p By () + 19w, (0) p Ry ()

(2.4.65)

o
-

Il

o

seklindeki denklem elde edilir. Bilinen degerler yerine yazilip denklem

diizenlendiginde;

1{5 ~2rA-2r,B-2rC —2r4D} 1 5[r1A+ r,B+rC + r4D}

- —I+—

2 n 8 f

9| tA+t,B+1C+t,D N 131 [A+L,B+1,C+1,D | (2.4.66)
48 n 128 n

17| A+B+C+D 0

256 n

seklindeki denklem elde edilir ve denklem en sade haline getirildiginde;
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«[( 3 9 13 17 E
z[(— )ri —(jti +(in —}A +—-n=0 (2.4.67)
= A 48 128 )" 256 2

seklini alir (Erdogan and Tezcan 1995). Bu denklem Marshak’in 1. siir kosulu
uygulanarak elde edilen denklemdir.

Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in 2. sinir kosulu uygulandiginda;

[y (0) 1 Ry () + 3y, (0) 1’ P (1) +
| 5w20) 1RG0+ Ty (0) 1RG0+
[ 9ws(0) 1 P+ 11ys(0) 1P + | du =0 (2.4.68)
13y (0) 1 Py()+ 15y, (0) 1 Py (w) +
| 17y5(0) 1 R(1) + 199, (0) p1* Py ()

elde edilir. Bilinen degerler yerine yazilip denklem diizenlendiginde;

1{E—2nA—2r28—2r3C—2r4D}_3+5[r1A+rzB+r3C+r4D}r
4 n 5 8 n

14|:p1A+ p,B + p,C + p4D}L9_tlA+tzB+t3C +t4D}_

35 m 64| n

13 [I1A+I28+I3C+I4D}r 17 _A+B+C+D}=O

640 n 2560 | n

(2.4.69)

olarak bulunur. Denklem en sade haline getirildiginde;

B R B S o R B
| — B+ — |t — L+ —— |[[A+——-—=0 (2.4.70)
8 35 64 640 2560 4 5

IM-
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denklem 2.4.70 elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Bu denklem Marshak’in 2. sinir

kosulu uygulanarak elde edilen denklemdir.

Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in 3. sinir kosulu uygulandiginda;

[y, (0) 1 By (1) +3w,(0) 1 B(w)+
{52017 P+ T (0) 1 P+
T 9w,(0) 1 P+ 11y5(0) 1 P () + | d
13y (0) 1° Py(w) + 15y, (0) p° Py () +
| 17y4(0) 1’ By (1) +19y4(0) p° Py ()

Il
(=)

(2.4.71)

olarak yazilir. Bilinen degerler yerine yazilip denklem diizenlendiginde;

1| E-2rA-2r,B-2r,C-2r,D 3+ 5| hA+r,B+r,C+r,D N
6 n 7 48 n
28{gA+mB+p;>+mD}+9{QA+QB+QC+QD_

63 m 32 N

88[%A+%B+%C+%D}+13{“A+bB+hC+hD_
693 m 384
17{A+B+C+D}:O

5376

(2.4.72)

n

n

seklindeki denklem elde edilir. Denklem diizenlenip en sade haline getirildiginde;

3 280 9 88q 13 17 E 3n
L+ — | P + t+— |5+ — |il-———|A+———=0
11\ 16 63 32 693 384 5376 6 7

M

(2.4.73)
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elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Bu denklem Marshak’in 3. sinir kosulu

uygulanarak elde edilen denklemdir.

Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in 4. sinir kosulu uygulandiginda;

[y (0) 1 By (1) + 3w, (0) 1 B(w)+
Sy, (0) 1 Py(w)+ Ty, (0) 1 Py(w) +

1 1
v W P+ 11y (0) n” P+ | du=0 (2.4.74)
T
13y(0) 1’ Py(w) + 15y, (0) 1" Py () +
| 17y5(0) 1" Ry(w) +19y4(0) 1’ By(w)
seklinde yazilir. Bilinen degerler yerine yazilip denklem diizenlendiginde;
1| E-2rA-2r,B-2r,C-2r,D 1+ 7| rA+n,B+rC+r,D N
8 n 3 16 n
14| p,A+p,B+p,C+p,D N 63 | tA+t,B+t,C+t,D N
33 m 192 n
_ (2.4.75)
88 | s,A+s,B+s,C+s,D N 13 LA+L,B+1,C+I,D N
429| m 128 n
16 [ k,A+k,B+k,C +k,D , 17 [A+B+CHD| |
429 m 2048 n

elde edilir. Denklem diizenlenip en sade haline getirildiginde;

ECEIN NN A
i=1| \ 16 33 192 429 128 429 2048 & 3

(2.4.76)

elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Bu denklem Marshak’in 4. smir kosulu

uygulanarak elde edilen denklemdir.
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Denklem 2.1.21 kullanilarak Marshak’in 5. sinir kosulu uygulandiginda;

[y (0) 1 Py (1) + 3y, (0) 1’ R+
| S0 0 P Tws(0) 1 R+
19w (0) 1" Py +11y5(0) 1 P + | du=0 (2.4.77)
13y(0) 1’ Py(w) + 15y, (0) 1 Py () +
| 17y4(0) 1’ Ry()+ 19y, (0) 1’ Ry ()

olarak yazilir. Bilinen degerler yerine yazilip islem diizenlendiginde;

1 {E—ZrlA—ZrzB—Zr3C—2r4D}L 15[r1A+ rzB+r3C+r4D}L
10

n 40 n
56 {plm p,B + p,C + p4D}+27{t1A+tzB+t3C +t4D}_3+
143 m 80 n 11
176{31A+ SZB+s3C+s4D}L 35 {I1A+IZB+I3C+I4D}F 2478)
715 m 256 n
960 {k1A+sz+k3C+k4D}r 17 [A+B+C+D}r
12155 m 512 n
1152 [a1A+aZB+a3C+a4D:|:0
230945 m

seklindeki denklem elde edilir. Denklem diizenlenip en sade haline getirildiginde;

4

Sl ) G (e 8 o
=1L\ 40 143 80 715 256 12155 512 230945

E 3n

———=0 2.4.79
10 11 ( )
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elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). Bu denklem Marshak’in 5. sinir kosulu
uygulanarak elde edilen denklemdir. Burada A=A, A =B, A =C, A =D olarak

alimmustir.

Denklem 2.4.13’de @, , D, , D, *iin degerleri yerine yazilip iglemler yapildiginda;

0,4662829¢ —18,4125940a, +109,1651786a;' —201,5171052¢; +113,953125=0

(2.4.80)

bagintis1 elde edilir. Burada alz =t almip denklem 2.4.80, Mathematica 5.0 programi1
yardimiyla  ¢oziildigiinde;  t =1,1223837, t,=1,6843210, t, =3,9494809,
t, =32,7318467 elde edilir. Buradan; o, =1,059429, «, =1,297810, «a, =1,987332,

a, =5,721180 olarak bulunur. Denklem 2.4.55 kullanilarak z, degeri;

z, = E _ (2.4.81)
3m[(1-b)* —d’]

olarak elde edilir. Denklem 2.4.67, 2.4.70, 2.4.73, 2.4.76 ve 2.4.79’un birlikte ¢6ziimi
yapildiginda A, B, C, D ve E sabitlerinin degerleri farkli sagilma tiirleri i¢in asagidaki

gibi bulunur:

(i) Izotropik sacilma

a=1, b=d=0 oldugundan =1 elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). A, B, C, D,
E sabitlerinin Mathematica 5.0 programi ile hesaplanan degerleri ¢izelge 2.13’°de

verilmistir.
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Cizelge 2.13 Py-yaklasiminda izotropik sagilma i¢in bulunan A, B, C, D, E degerleri

A B C D E
0.00704581 -0.02004653 0.03318939 -0.01770689 2.12888550
Denklem 2.4.81 izotropik sa¢ilma i¢in yazildiginda z;
z, :g (2.4.82)

olarak bulunur. Po-yaklagimi i¢in bulunan zo= 0.70962850 seklindedir.

ii) Ileri dogru sacilma ile izotropik sacilma

a=1-a, b=oa, d=0 oldugundan q=1 elde edilir (Erdogan and Tezcan 1995). A,

B, C, D, E sabitlerinin o’nin g¢esitli degerleri i¢cin Mathematica 5.0 programi

kullanilarak hesaplanan degerleri ¢izelge 2.14’de verilmistir.

Cizelge 2.14 Py-yaklasiminda ileri dogru sacilma ile izotropik sagilma i¢in bulunan A,
B, C, D, E degerleri

o A B C D E

0,2 0.00630196 | -0.01793016 | 0.02968549 | -0.01583752 | 1.90413307
0,4 0.00545766 | -0.01552797 | 0.02570839 | -0.01371570 | 1.64902762
0,6 0.00445616 | -0.01267854 | 0.02099081 | -0.01119882 | 1.34642541
0,8 0.00315098 | -0.00896507 | 0.01484275 | -0.00791876 | 0.95206654

Denklem 2.4.81 ileri dogru izotropik sa¢ilma i¢in yazildiginda zo;
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E

,=—— 2.4.83
0 31-a)” ( )

elde edilir. Po-yaklasimi i¢in o 'nin gesitli degerlerinde bulunan z, degerleri ¢izelge

2.15°de yer almaktadir.

Cizelge 2.15 Py-yaklasiminda ileri dogru sagilma ile izotropik sacilma i¢in bulunan z

degerleri

o Z

0,2 0.88703562
0,4 1.18271416
0,6 1.77407125
0,8 3.54814249

(iii) Geriye dogru sa¢ilma ile izotropik sa¢ilma

1/2
1-
a=1-a, b=0, d=a oldugundan q= (laj elde edilir (Erdogan and
+ o

Tezcan 1995). o ’nin ¢esitli degerleri i¢in Mathematica 5.0 programi ile hesaplanan A,

B, C, D, E sabitlerinin degerleri ¢izelge 2.16’da yer almaktadir.

Cizelge 2.16 Py-yaklasiminda geriye dogru sagilma ile izotropik sa¢ilma i¢in bulunan A,
B, C, D, E degerleri

0 A B C D E

0,2 0.00694879 | -0.01958771 | 0.03261467 | -0.01737057 | 1.91533256
0,4 0.00661701 | -0.01846695 | 0.03093921 | -0.01644621 | 1.66899045
0,6 0.00597102 | -0.01647086 | 0.02779690 | -0.01474049 | 1.37234372
0,8 0.00476200 | -0.01293101 | 0.02204084 | -0.01164815 | 0.97939682

Denklem 2.4.81 geriye dogru izotropik sag¢ilma i¢in yazildiginda zo;
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E

Z. =
0 3(1_a2)1/2(1+a)1/2

(2.4.84)

olarak elde edilir. Po-yaklasimi i¢in o ’nin ¢esitli degerlerinde bulunan z, degerleri ise

cizelge 2.17°de yer almaktadir.

Cizelge 2.17 Py-yaklasiminda geriye dogru sagilma ile izotropik sa¢ilma i¢in bulunan z

degerleri

a Zy

0,2 0.59483525
0,4 0.51301367
0,6 0.45205540
0,8 0.40555516

Cizelge 2.18 Izotropik, ileriye dogru izotropik ve geriye dogru izotropik sagilmalar i¢in

bulunan z, degerleri

Izotropik Ileriye dogru izotropik sagilma igin z, Geriye dogru izotropik sagilma igin z,
sacilma degerleri degerleri
i¢in z,
o =0.2 o =04 A =0.6 oL =0.8 o =0.2 o =04 o =0.6 o =0.8

degerleri
Ps 0.67073268 | 0.83841585 | 1.11788780 | 1.67683169 | 3.35366339 | 0.55862080 | 0.47857357 | 0.41854765 | 0.37184671
Ps 0,70820558 | 0,79179791 | 0,91428947 | 1,11977134 | 1,58359581 | 0.65030592 | 0.60581927 | 0.57075146 | 0.54322449
P, 0.70919644 | 0.88649555 | 1.18199406 | 1.77299109 | 3.54598219 | 0.59448174 | 0.51272492 | 0.45182681 | 0.40539548
Py | 0.70962850 | 0.88703562 | 1.18271416 | 1.77407125 | 3.54814249 | 0.59483525 | 0.51301367 | 0.45205540 | 0.40555516
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3. TARTISMA VE SONUC

Notron transport denklemini ¢ozmek icin gelistirilmis birgok yontem vardir. Bu
calismada, ndtron transport denklemini ¢6zmek icin kullanilan ve niimerik bir yontem
olan P Yontemi incelenmistir. Acisal dagilim igin ndtron transport denkleminin
¢Oziimii Py Yontemiyle bulunmustur. Bu yontem akinin sifir oldugu yeri bulan Milne
problemine uygulanmistir. Kaynaksiz yari uzay ortaminda ntron dagilimini belirlemek
icin genisletilmis anizotropik sac¢ilma ¢ekirdegi kullanilmistir. Bu ¢alismada P;, Ps, P
ve Py yaklasgimlari ileri ve geri izotropik ve anizotropik sagilmalar igin ayri ayri
incelenmistir. Bu incelemeler Mathematica 5.0 programiyla tamamlanmistir. Bulunan z,
degerleri beklentilerimize uygun elde edilmistir. Denklem (2.1.35), (2.2.39), (2.3.58),
(2.4.81)’den yararlanilarak extrapolasyon uzakligi olan zy’in ileriye ve geriye dogru
sacilmalar i¢in sayisal degerleri hesaplanmistir. o ’nin degeri arttikga ileriye dogru
sagtlma durumunda z,’in degerinin arttig1, geriye dogru sagilma durumunda ise zy’in
degerinin azaldig1 goriilmiistiir. Ayrica referans olarak verilen (Tezcan et al. 1999)’da,
farkli ¢ degerleri icin bulunan z, degerleriyle, c=1 i¢in buldugumuz z, degerlerlerinin
uyum i¢inde oldugu goriildii. Bu ¢alisma Pp yontemini kullanacak olan arastirmacilara

iyi bir kaynak olacaktir.
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