1.GIRIS
1.1.Konu ve Onemi

Kapal1 yapilardan Elektromanyetik Dalga kirinim problemleri iizerine yapilan
arastirmalar 6nem kazanmustir. Tezin konusunu olusturan es eksenli olmayan disk
sisteminin de dahil oldugu iliskin problemlerin ¢6ziimiinde modern kirinim teorisinin

Ongordiigi yontemler iki ana gruba ayrilabilirler.

Moment yontemi, sonlu farklar yontemi gibi yontemlerin dahil oldugu “direkt
yontemler” ilk grubu, integral doniigsiimler ve degiskenlerine ayristirma yontemlerine

dayal1 “sayisal-analitik yontemler” ise ikinci grubu olusturur.

Direkt yontemler, probleme iliskin yapilar karmasiklastik¢a, ¢6ziim sirasinda
altindan kalkmas1 gii¢ sayisal kararsizliklara neden olmaktadir. Bu durum, direkt
yontemler ile ¢oziilemeyen ve ek olarak karmasik analitik ve matematiksel ¢abalar
gerektiren, diizlemsel veya dielektrik dairesel dalga klavuzlarindaki siireksizlik

problemleri gibi, daha basit yapidaki problemlerdede aynidir [21].

[Ik grubun, yani direkt ydntemlerin uygulandigi problemlerin ¢dziimii
sonucunda ulasilan denklem sistemleri, birinci tiirden denklem sistemleridir.
Sézkonusu sistemlerin ters almaya matrisin duyarlilig™ matrisin boyutu ile sirli
kalmamaktadir. Bu durum ise sisteme iliskin dogru ¢6ziimiin, yuvarlama hatalarinin
etkisi ile tahrip olmasma neden olan bir etkendir.[22-23]. Dolayisiyla sayisal
hesaplar oldukc¢a biiylik sistemler alindiginda kararsizdirlar. Bu da yOntemin
imkansizliklarimi ve kesinligini giiclii bicimde sinirlar. Sayisal analitik yontemler
olarak adlandirilan ve tezde ele alinan yapiya uygulanmasi agiklanacak olan ikinci

tirden yoOntemler, birinci grubun yukarida belirtilen sakincalarindan bagimsizdir.

* .. - e .. ..
Ters almaya matrisin duyarlilig1 (condition number), matrisin ve tersinin normlarinin ¢arpimi olarak

tanimlanir.



Buradan itibaren “Analitik Regilerlestirme Yontemleri” olarak anilacak bu
yontemler, sdzkonusu kirinim problemini, matematiksel olarak esas sinir deger
problemine denk diisen, ikinci tlirden fonksiyonel bir denkleme indirgemektedir. Bu
yontemin uygulandigi sistemin boyutu sonsuza gittiginde sisteme iliskin hal sayisinin
diizgiin bicimde sinirlhi kaldigi anlamina gelmektedir. Kesme yontemi uygulanarak
coziilecek sistemin bu 6zelligi, sadece sistemin boyutu sonsuz oldugundaki ¢oziime
yakinsamay1 degil, keyfi biiyiikliikte boyuta sahip lineer cebir sisteminin sayisal

kararliliginida garantilemektedir.

Direkt yontemlerle elde edilen sonuglar genelde ilgili deney sonuglar ile
saglama yapilmasimi gerektirir; ancak analitik regiilerlestirme ydntemlerinin
sonuclari, kullanilan sayisal islemler aritmetik hata icermedikge, ilgili deneyler i¢in
saglama verisi olusturarak, deneylerdeki hatalarin kaynagini belirlemeye yarar.

Yontemler arasindaki temel farklilikta budur.
1.2 Tezin Amaci ve Icerigi

Es eksenli olmayan i¢ i¢e iki farkli dielektrik diskten olusan iki boyutlu
sistemden sacilan skaler dalgalar Helmholtz dalga denklemini, sinir kosullarini ve
Sommerfield radyasyon kosullarini saglasin. Amag¢ yukaridaki gibi bir geometriye
sahip sisteme iliskin birinci tiirden denklemlerin analitik regiilerlestirme kullanilarak
ikinci tiirden fonksiyonel bir denklem sistemine doniistiiriilmesi, olusan {li¢ bolge i¢in
elektriksel alan ifadesinin bulunmasi ve son olarak uzak alan ifadelerinin

cikarilmasidir.

1.2.1. Birinci Tiirden Bir Denklem Sistemine Ait Operatoriin
Regiilerlestirilerek Ikinci Tiirden Bir Denklem Elde Edilmesi
Isleminin Tanim

B,B,, B, ii¢ Hilbert uzay1 ve A L,,R, (L,',R," mevcut ve smirli) bu uzaylar
tizerinde su iliskilerle gegerli operatorler olsun.
A:B,—B,; L,:B,>B; R,:B—>B;

Eger H, B uzayinda kompakt bir operatér ise; L,AR, =l +H;(H:B — B)

yazilabiliyorsa, (L, R,) ¢ifti iki-yanh regiilerlestiriciler olarak tanimlanir.



Ax=b (xeB,,beB,)

Kirmim teorisinde analitik regiilerlestirme yontemi, kirmim smir deger

problemlerine iligkin sinir deger problemini, problemin iliskin fiziksel anlamini kesin

olarak yansitan iki yanh regiilerlestiricinin (L, R, ¢ifti) analitik olarak yapilandirma

teknigidir.

1.2.2. Birinci ve ikinci Tiirden Denklemlerin Sayisal Kesme Yéntemi

Bakimindan Karsilastirilmasi

Birinci ve ikinci tirden denklemlerin sayisal kesme yontemi bakimindan

karsilagtirilmasi.

Tablo 1.1. 1.

Bakimindan Karsilastirilmasi

ve 2. Tiirden Denklemlerin Sayisal Kesme Yontemi

SORULAR

(N: sistemin boyutu, vy :

hal sayisi)

Birinci Tirden Sistemler
Ax=b  (x:

gercek ¢Oziimii, X : N

sistemin

boyutlu sistemin ¢6ziimii,

||C|| : C’nin normu)

Ikinci Tiirden Sistemler
(I+H)x=b (x: sistemin
gercek c¢oziimi, X,: N

boyutlu sistemin ¢dziimii,

||C|| : C’nin normu)

&lim Xy = X? Genelde HAYIR (EVET | EVET
varsayilarak 2. Soru
sorulur)

Al Vi < sabit v, =|ALAI" v, =+ Fa -+ H)[”
HAYIR EVET

1.2.3. Kullanilan Notasyon

Bu tezde kullanilan notasyon, yaygin olarak kullanilan standart notasyon

oldugundan ayrica belirtilmesine gerek duyulmamaktadir. Bununla beraber yeni

tanimlandig1r diisiiniilen bir terim ic¢in gerekli agiklamalar kullanildig1 yerde

yapilacaktir.




2. PROBLEMIN FORMULASYONU VE ALAN
IFADELERI

2.1. Geometrik Tanim

XOY en temel koordinat sistemi x, y ise bu koordinat sistemine ait

koordinatlar, silindirik sistemde ise karsiliklart r,¢ olsun. O noktas1t XOY koordinat

sisteminin orijini ayni zamanda ise yarigap1 b olan diskin merkezi olsun.

O1 noktasi ise silindirik koordinat sisteminde (d, ) koordinatlarina sahip ve
ayni zamanda yarigapi a olan diskin orijini olsun. O; noktas1 ayni zamanda X,0,Y;
koordinat siseminin ve x;, y; koordinatlarinin orijini olsun. O;X; dogrusu OO,
tizerinde olsun; /X'0X agist « olarak isimlendirilir, O;Y; ise Zy'Oy =« olacak
sekilde secilmistir. Ozetle X,0,Y; XOY koordinat sisteminin OO; kadar 6telenmis
ve o kadar dondiiriilmiis yeni bir versiyonudur. Tiim bu tanimlamalar 1s181nda sistem

lic ayr1 bolgeden olugmaktadir (sekil 2.1);

©

Sekil 2.1 Kartezyen Sistemde Problemin Geometrik Gosterimi

A bolgesi: {p=(7,,¢,): 7, <a}
B bolgesi: {p=(7,9)=(7,,¢,): 7, >ant<b}
C bolgesi: {p=(r,p): 7>b}



p diizlemde (7,,¢,) ve/veya (z,¢)koordinatlarina sahip ve sirasiyla O; ve O

merkezlidir.

A, B ve C bolgeleri ¢,, 1, ve &g, ve &, elektriksel parametrelerine

sahip homojen ve isotropic malzemeden olustugu varsayilmaktadir.

2.2. Bolgelere Iliskin Elektriksel Alan Tanimlamalari

Bosluk i¢in yazilan Maxwell esitligini;

rotE =iwH, rotH =-iwE (2.1)
ele alirsak kolayca goriilecegi gibi en bilinen durum i¢in E, elektromanyetik
bilesenlerin {iretici fonksiyonu olarak adlandirilabilir ve tiim elektromanyetik
bilesenler E, cinsinden ifade edilebilir [24]. Zamana bagimlilik ise secilen exp(imt)
ifadesi ile gosterilecektir.

E =E =H,=0 (2.2)

oo OB T 10,
ot op

(2.3)

E,ayn1 zamanda homojen (skaler) Helmholtz denkleminin ¢6ztiimiidiir.

(A+Kk*)E, =0 (2.4)
k=w\/eu ise ¢ ve u parametrelerine sahip Elektromanyetik dalganin dalga sayisi
seklinde ifade edilir. (2.4) denklemine gore E, =E,(7,¢) (2.5) deki gibi kolayca
ifade edilebilir.

E(r.o)= > U, (ko) +v,H, " (ko) e™ 2.5)

burada u, ve v, katsayilar, J (kr) ve H ’(kr) ise sirasiyla Bessel ve Hankel

fonksiyonlarin1 ifade etmektedir. Temel varsayimlarimiza gore gelen dalganin z

bileseni 7 =0 noktasinda siirekli olan ve (2.6) daki gibi ifade edilen bir haldedir.
EL (o) = 2 Ad, (ko)e™ (2.6)

(2.6) denkleminde bulunan A bilinen bir katsayidir. (2.6) ve (2.3) den yararlanilarak

H," bilesenide (2.7) denkleminde oldugu gibi ifade edilebilir.



o0

qu” = Z 2.3, (k.r)e" (2.7)

ik
WL,
(2.7) denkleminde bulunan J (z), J, (z) ile ifade edilen Bessel fonksiyonunun

arglimanima gore tiirevidir. En genel halde A,B ve C bdlgeleri i¢in sacilan alan

ifadesinin E, bilesenleri;

EN ()= 3 AL, (ke p=(5,.0).7, <a 2.8)
E,“(p)= i D H, "(k.7)e™, p=(r,0),7>b (2.9)
E,”(p)=E, " (p)+E(p),p=(7,0)=(7,,p) B (2.10)
E,®(p)= i C.H, " (kyz,)e™, p=(z,,0)€B (2.11)
E®(p)= i B,J,(kyr)e", p=(r,p) B (2.12)

Green teoremi ve Hankel fonksiyonlari i¢in Graf teoremi [3] kullanilarak
kolayca gosterilebilir ki homojen Helmholhtz denkleminin ¢oziimleri (2.8) — (2.12)
denklemeleri ile ifade edilebilir. (2.8) — (2.12) denklemlerinde bulunan A ,B C_ ve
D, katsayilari kirinim probleminin ¢oziilmesi i¢in gerekli olan ve bulunmasi gerekli

katsayilardir. Siir kosullarinin saglanma durumlar i¢in dalga fonksiyonlarini

(r,p) ve (z,,9,) koordinatlarina gore iki sekilde bulmak gereklidir.

2.3 Graf Teoremine Gore Sacilan Alan ifadeleri

B bolgesi icin sacgilan alan ifadesini (7',¢") and (7,¢) koordinatlarina sahip

silindirik koordinat sistemi i¢in yazilmalhdir. Denklem (2.10) — (2.12) ve Graf

teoremi kullanilarak denklemler yeniden yazilir ise;

EZ(B,A) _ Z Can(l)(kBrl)ein% — Z Cn Z e—i(s—n)aJs_n (sz_)eiS(p

N=-o0 nN=—o0 §=—00

Z eiS(pHS(]) (kBT) Z Cne_i(s_n)a‘]S’n (de) =

> { > Cnei(s”)“Js_n(de)}HS(”(kBr)eis‘/’

S=—o0 |\ N=-00

(2.13)

sonug olarak (2.11) denklemi i¢in;



E S (p)= Y. {Z Cne““"”“Jsn(de>}Hs”<kBr)e‘w (2.14)

S=—o0 | N=—0

elde edilebilir;

E%0 = 3 B, ()" = 3B, ) ", (o), (ko7 ™

n=-»  $=-o

z JS(sz-l)eisqal Z Bn‘]n—s (de)ei(nfs)a _

S=—00

o [ (2.15)
Z;O{Z;c B.e "7, (de)}Js (kgz,)e™”
ayni sekilde (2.12) denklemi igin;
E®(p)= i {i Bnei(”S"’Jn_s(de)}Js(kBrl)eis"" (2.16)
elde edilebilir. (2.14) ve (2.16) denklemlerini sadelestirmek amaciyla;
B. = i B,e'"*J _ (kgd) (2.17)
Ve = i C,e” ™I (kgd) (2.18)

N=—o0

ifadeleri tanimlanir. Bu ifadeler (2.14) ve (2.16) ifadelerinde kullanilirlar ise elektrik

alan i¢in;
E "V (p)= 3 7 H (ksr)e™ (2.19)
E 5 (7,0) = D BI,(Ke7 )" (2.20)

denklemleri, magnetik alan i¢in ise;

H#’(B’A) (T’ (/’) = IkB Z ysHs(l) v(sz.)eiW (221)
B s=—o
Ik = is
H@(B,C)(Tl’(ol) __'Rs Z B, '(k7,)e"™ (2.22)
B S=—»

denklemleri elde edilir. (2.10) — (2.12) ve (2.19) — (2.22) denklemleri toplu halde ele

alinirsa
E,*(p)= > BJ,(ks7)e™ + > y,H, " (ky7)e™ (2.23)
E, % (p) =D B, (kg7)e™ + D CH. " (ky7,)e™ (2.24)

s=—o0 s=—0



ve
H¢(B)(T,(p)= Z B,J, '(kg7)e™ +—2- s z 7 H " (kgr)e™  (2.25)
B s= Wy s=
(8) kB < so . Kg (M isp
H, " (0 J——Zﬂst (kg7 )™ +— 2. CH (kgr)e™  (2.26)

B S=—x

denklemleri elde edilir. (2.23) ve (2.10) — (2.12) formiilleri toplu halde ele alinirsa
(2.23) denkleminin deneysel olarak kararsiz oldugu goriilmektedir. Denklem sistemi
biiylidiik¢e bu kararsizlik gittikge artmaktadir, bu yiizden ¢6zlim esnasinda bulunan

A,,B,C, ve D, katsayilar ile B bolgesinde bulunan elektrik ve/veya magnetik alan

hesap edilmek istenirse (2.10) — (2.12) denklem sistemini veya (2.24) denkleminin
kullanilmas1 6nerilmektedir. Bu nedenle bundan sonraki hesaplamalarda her ne kadar

ayni olarak simgelenselerde (2.24) formiilii tercih edilecektir.

A ve C bolgeleri i¢in ise;

|k = is
H¢1(A)(Tla¢1) - ; z AJ, (k)™ (z,0) € A (2.27)
A s=—0
H,“(z,0) = tke Y DH,"'(k.7)e™ (7,p)eC (2.28)
a, C S=—»

ifadeleri yazilabilir.



3. SINIR KOSULU IFADELERI

Oncelikli olarak A bdlgeleri i¢in sinir kosullarini ele alacagiz (7, =a)
EY@-0,0)=E,'""(@+0,0);pe[0,27] (3.1)
H,”(@-0,p)=H,"(@+0,¢) ;0 <[0,27] (3.2)

(2.8) ve (2.23) denklemleri (3.1) denklemine sag ve sol yanl olarak uygulanirsa (3.3)

deki gibi bir sonug verecektir.

D> AJ (k)™ = > B I (ka)e™ + > CH. " (k;a)e™ ;¢ €[0,27] (3.3)

S=—0

(3.3) deki ifade en sade hali ile;
AJ. (k,a)=CH. "(ka)+ B.J.(kga) ; s=0,£1,+2... (3.4)
elde edilebilir. Ayn1 sekilde (2.28) ve (2.26) denklemi (3.2) denklemine sag ve sol

yanli olarak uygulanir ise (3.5) deki gibi bir sonug verecektir.

IkA z A%‘]s v(kAa)eim/)1 = Ik_B Z ﬂs‘]s '(kBa)eiwl
OUp 5= Oy s——
o (3.5)
+22 3 CH,O (kya)e™ 3, €[0,27]
Oy =
(3.5) deki ifade en sade hali ile;
A L% J.'(ka) = k—B,HSJS '(kga) +k—BCSHs“)(kBa) ;$=0,£1,+2.. (3.6)
A Hs Hp
Ikinci olarak B bélgleri i¢in simir kosullarini ele alalim (7 =b)
E,®(b-0,0)=E,"(b+0,0)+E,"(b,9) ; 9 [0,27] (3.7)
H,®(b-0,9)=H,“(b+0,0)+H,"(b,9) ; 9 €[0,27] (3.8)

(2.23), (2.9) ve (2.6) denklemleri (3.7) de sag ve sol yanl olarak uygulanirsa (3.9)

daki gibi bir sonug verecektir.

> B (keb)e™ + 3 7 H, " (kyb)e™ =
S=—00 } S=—0 } (3.9)
> DH(kb)e™ + > A (k.b)e™ ; p[0,27]

S=—00

(3.9) daki denklem en sade hali ile;
B.J.(kb)+ 7. H, (D(kgb) = D,H, "V (k.b) + A, J (kD) ; s=0,+1,+2..  (3.10)
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elde edilebilir. Ayn1 sekilde (2.25) , (2.7) ve (2.27) denklemleri (3.8) de sag ve sol

yanli olarak uygulanirsa (3.11) deki gibi bir sonug verecektir.

IkB z [Bs‘]s v(ka) + 75Hs(1) '(ka)]ei5¢ =
B S=—x
tke > IDH, " (keb)+ 4,3, (keb)]e™ ; 9 e[0,27]

C S=—o

(3.11) deki denklem en sade hali ile;

s 18,3, 1(kyb) + 7.H," (kyb)] =K< [D,H, P (kb + 4,3, (k.b)]
Hg He
;$=0,%£1,£2..

seklinde elde edilebilir.

(3.11)

(3.12)



11

4. KIRINIM PROBLEMi ICIN CEBIRSEL
DENKLEM SISTEMI

4.1. Cebirsel Denklem Sisteminin Bulunmasi

(3.4), (3.6), (3.10) ve (3.12) denklemleri toplu halde su sekildedir;

Al (k,a)=CH. "V (ksa)+ B.J.(kza); s=0,+1,+2.. (4.1)
AgkAJ 'k, )—kBJ '(kga) + BCH“)'(k a) ;s=0,t1,+2.. (4.2)
A B Hp

J.(ksb)+ 7, H, O (kb) = DSHS“)(ka)+/ISJS(ka) 5=0,41,42..  (43)

Ko 18,3, (kyb) + 7.H," (kyb) = K€ [D,H. O (keb) + 4,3, (Kb -
g He (4.4)

s=0,=1,%£2..

(2.17) ve (2.18) denklemlerine gore (4.5) ve (4.6) asagidaki gibi yazilabilir.

B, = Z Be "] (kgd) 4.5)

_ Z Ce'™_ (kyd) (4.6)

n=—w

(4.5) ve (4.6) denklemleri (4.1) — (4.4) denklemlerine uygulanirsa A, B,,C ve D,

gibi bilinmeyenlere sahip sonlu bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen
cebirsel denklem sistemi ise cebirsel yontemler sayesinde kolayca c¢oziilebilir.

Oncelikli olarak elde edilen son denklem sisteminde A ve D, katsayilari

sadelestirilerek denklem sistemi iki kat kiigiiltiilebilir. Bu amagla (4.1) ve (4.2)

denklemleri sirasiyla ﬁ‘]s'(kAa) ve J (k,a) ifadeleri ile garpilip birbirlerinden

A
cikarilir ise (4.7) ifadesi elde edilir.

0= 3,k QIC,H, " (k,2) + 4,3, (k,)] -
U

A 4.7)
J.(k, a)[ B, (k) +—2 g C.H." (k)]

B Hg

yeniden diizenlenirse;
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cx{ﬁi%(h@ﬂtmd%w—EiJJhaﬂtmT%a%+
Ha He

(4.8)
yiA {QJS '(kAa)JS(kBa)—k—BJS(kAa)JS '(kBa)} =0;5=0,£1,%2..
Hp Hp
elde edilir. Benzer olarak (4.3) ve (4.4) sirasiyla ke H " '(k.b) veH,"(k.b) ifadesi

Hc

ile carpilip birbirlerinden ¢ikarilir ise (4.9) ifadesi elde edilir.

ke 0k b)[BLI, (kob) + 7,H." (kyb)] -
Hc
H, (keb) X2 B3, (kyb) + 7.H, " (kyb)] = 4.9)
B
k

ke 1 0k by 2.3, (keb) — H, O (k) K& 4,3, kb

Hc Hc

yeniden diizenlenirse;

Bs {kc H, " (keb)J, (kgb) - Ks y D (keb)d, (kg b)}

He Hg

7S {kc H.9 (k) M, (kyb) —<2 HL (k b)H, 2 b)} (4.10)

He Hg
ke  2i
e KD

=0,+1,%£2..

elde edilebilir. Bu asamadan sonra 4 bilinmeyenli 4 adet denklem yerine 2

bilinmeyenli 2 adet denklem c¢oziilerek bilinmeyen A,,B,,C ve D, katsayilarindan
B,ve C, kolayca bulunabilir. Bu islemin yapilabilmesi i¢in bir dizi tanimlama ve

sadelestirme islemine basvurulabilir;

def
P—=—— Ka J.'(kya)H, “)(k a)——BJ (k,a)H, M '(ka) (4.11)
A Hg
def k
Q,—=—21J.'(k,a)J (kg a)——BJ (k,a)J, '(k,a) (4.12)
A Hg
def k
Ry H, (keb) 3, (keb) <& M. (kb) 3, (kgb) (4.13)
,Uc B
def k
T,= —-< H, ® '(kcb)H, m(k b)— B H (1)(k b)H, ® '(kgh) (4.14)
e Mg

(4.11) — (4.14) ifadeleri (4.8) ve (4.10) esitliginde bulunan ifadelerin kolayca

anlagilabilmesi ve regiilarizasyon esnasinda kolaylik saglamasi agisindan
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tanimlanmis degerlerdir. Sistemin S — o sekli ve kiigiik parametreler i¢in asimtotik
davranig gosterdigi bulunmustur. Tezin devaminda bu davranig incelenmeyecek
ancak sonug boliimiinde sayisal orneklerle karsilastirma yapilacaktir. (4.11) — (4.14)
denklemleri, (4.8) ve (4.10) ifadeleri toplu halde yazilir ise temel cebirsel denklem
sisteminin en basit hali elde edilmis olur.
CP+Q5,=0 (4.15)
2i

Hc 7ty

T.7,+BR, =

A (4.16)

Cikarilan asimtotik davranislar kullanilarak bulunan (4.15) ve .(4.16) cebirsel

denklem sisteminin birinci tipte oldugu kolayca goriilebilir.

s!(s—l)!(ka)_s ( kcb}s
T _ 7b (2 2

T
= = 1+0(s™) |=
(k) ILL [ : 4.17
b \keb) [ ue g (17
—iMs!(s—l)(@)zs [1+0(s ]
7T He t+ Hg 2
_i[mjs{ul}
P ma\kgd ) | o Mg -1
s - 1+0 =
Q 1 (kBaJs(kAajsl 11 o) (4.18)
sis—=D!IL 2 2 ) alu, '
it g (K)o
ﬂﬂa—uAS!(S 1)!( : J [1+0(s )]

matris elemanlarinin hizla biiylimesi nedeni ile ise (4.15) ve (4.16) denklemleri P, ve

R, degerlerine boliinerek ¢oziilemez.

4.2. Cebirsel Denklem Sisteminin Regiilerlestirilmesi

Denklem sisteminin diigiik hata ile degisen boyutlarda daha dogru sonuclar
vermesi i¢in girig boliimiinde de belirtildigi gibi regiilerlestiriciler yardim ile sistem
ikinci tipten bir denkleme doniistiiriilmelidir. Bu amagla en iyi se¢im olarak
gosterilen p_*(z) degeri en saglikli sonucu verir.

. 1, if 1>|H V()] @4.19)
"R @) L 1< H,2@) | '
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L i<z
Zl/2tn(z) 2

|
P ()=—— (4.20)
T 1
m , In[=]z]

seklinde ifade edilebilir. Bu noktadan sonra p ’(z) ifadesi RnN(Z) olarak ifade

edilecektir. RHN(Z) fonksiyonuna ait baz1 6zellikler ise su sekildedir;

1/2
n

n!

R.(2)=R,(2)

(4.21) ifadesinde kullanilan A sabit deger olup hesaplanabilen bir degerdir.

R (2) =A

(Ej [1+0(n™")], n—w
2 4.21)

Bulunmasi gerekli olan A, B,,C, ve D, katsayilari i¢in;

S

d =D, R "' (k.b) (4.22)
a =A R (k,a) (4.23)
b =B, R (k;b) (4.24)

¢ =C, R(k,a) 4.25)

ifadeleri yazilabilir. Bu ifadeler

0 0
Y ld, P<oo s Y |a, Peoo
N=—o0 n=—o0

0 0

2 Ib P<os D, P<w

nN=-o0 N=—o0

(4.26)

seklinde olduklari i¢in |, uzayma dahil elemanlar oldugu goriilebilir. Bu asamadan

sonra (4.15) ve (4.16) denklemleri ile belirttigimiz birinci dereceden denklem
sistemine Regiilerlestiricileri uygulayarak ikinci dereceden bir denklem sistemi
bulmaya calisacagiz (4.15) ifadesi (4.22) — (4.25) ifadeleri kullanilarak yeniden
yazilir ise (4.27) ve (4.28) denklemleri elde edilir.

¢, R.(k,a)P, + Q.. =0 (4.27)
B, = i b, Rnil(ka)ei‘”’s)“J " (kgd) (4.28)

(4.11), (4.12) ve (4.21) denklemleri beraberce ele alinir ise (4.29) ve (4.30) ifadeleri
elde edilir.
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R, (ksa)P, = —é% R, (k@)1 +O(s™)] (4.29)
s Ly 1 (k@) R (k,a)[1+0(s™)] (4.30)
" a ,uA,uB A®

goriildigii gibi (4.28) ve (4.29) da sag yanda bulunan R;(k Aa)ifadesi S — codurumu

icin hizla sifir degerine yakinsar bu yiizden (4.27) denkleminde bu degeri ¢ikarirsak
ifadeyi stabil hale getirmis oluruz. Bu amagla (4.27) denkleminin her yanini (4.31)

ifadesi ile carparsak a ve 1 olan boyut faktorleride ortadan kalkmis olur. Nihayi
a

olarak (4.32) ve (4.33) tanimlamalari (4.27) de kullanilmak tizere yapilmis olur.

! —iza—fate R (k,a) (4.31)
bt R, (k,a) Hp+ Hy
7a  faHg
~ def
P —iza—t#s R -1(k,a)R. (k,a)P, (4.32)
Hpt g
~ def
Q, Zira—tate R (k)R (k,a)Q, (4.33)
Hp+ Hg

(4.32), (4.33) ve (4.28) denklemleri kullanilarak (4.27) denklemi (4.34) deki gibi

yeniden yazilabilir.

¢, P+Q, R, (ksa) 3 b, R (kgb)e™™ 9“7 (kyd) = 0 (4.34)

N=—o0

(4.16) ifadesi (4.22) — (4.25) kullanilarak yeniden yazilir ise (4.35) ve (4.36)
denklemleri elde edilir.

Ty +b, R (k)R =—2>2 (4.35)
b

S
c

2S

Ty +b R (kbR =—=— 4 (4.36)
b

S
C

Yine ayni sekilde (4.13), (4.14) ve (4.21) ifadeleri beraberce ele alinirsa
(4.37) ve (4.38) ifadeleri elde edilir.

R (k,b)R, = —— e He p -1k p)[1+0(s™)] (4.37)
b pgpc
L. ”C—R '(k,b) R, (kb)[1+O(s )] (4.38)
70 g A
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gorilldiigii  gibi  (4.37) ve (4.38) da sag yanda bulunanR' (k.b)ifadesi
S — codurumu i¢in hizla sonsuza iraksar bu yiizden (4.35) denkleminde bu degeri

cikarirsak ifadeyi stabil hale getirmis oluruz. Bu amagla (4.35) denkleminin her

yanini (4.39) ifadesi ile ¢arparsak b ve % olan boyut faktorleri ortadan kalkmis olur.

Nihayi olarak (4.40) ve (4.41) tanimlamalar1 (4.35) da kullanilmak iizere yapilmis

olur.
: L = —izb 8 R (k.b) (4.39)
LIUB +/uC Rfl(kcb) Hg — Hc
 pgpe
~ def ~ ~
R, =—izb—£2Xe R (k.b)R.(k,b)R, (4.40)
Mg + Hc
~ def ~ ~
T, =—izb 224 R (k.b)R, (Ksb)T, (4.41)
Mg + Ue

(4.40), (4.41) ve (4.36) denklemleri kullanilarak (4.35) denklemi (4.42) deki gibi

yazilabilir.

TR (k) Y C, R (kg@)e ™3, , (ko) + R, b, = 22845 R (k b) (4.42)

n=—o IUB IUC
(4.34) ve (4.42) formiillerini kullanarak cebirsel denklem sistemimizi yeniden

yazarsak (4.43) ve (4.44) denklemlerini elde ederiz.

PC.+Q 3 b, {Fi(ksa) Ril(kame““-wans(kgdﬂ =0 (4.43)

N=—o0

T, Y, {R}%kaa) Fi(ksb)e-‘“-”“asn<de>} +R,b,

(4.44)

=2 £t ;R (k.b);s=0,+1,42..
Hg + e

Goriildigi tizere P, , (55 , fs and Fis degerleri S — too durumu i¢in sabitlere

gitmektedir. (4.43) ve (4.44) denkleminde bulunan herbir ifade en genel halde yazilir
ise (4.45) — (4.47) denklemleri elde edilir.

0 0

‘R = diag {lis} (4.45)

S=—00

P=diag{|55}

0

Q= {ds R, (k) R;"(ka)e‘(”‘s)“Jn_s(de)} (4.46)

S,N=—
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o0

T= {TL R, (keb) Fin(ksa)ei“”)ﬂs_n(ksd)} (+47)

Elde edilen bu degerler sayesinde (4.43) ve (4.44) denklemleri en genel
manada (4.45) — (4.47) denklemlerinden de yararlanilarak (4.48) ve (4.49)
denklemleri ile ifade edilebilir. A degeri ise degerleri bilinen (4.50) denkleminde

verilen kolon matrisidir.

P+Q,=0 (4.48)

T.+R =1 (4.49)

A= {2M/13 Fis(kcb)} (4.50)
Mg + He Seoo

(4.48) ve (4.49) denklemlerinde verilen sistem gerekli diger denklemler
yardimiyla ¢oziiliirse geometrik yapisi verilen sisteme ait kararli bir ¢oziim elde
edilmis olur. Sistem programlama agisindan kolaylik saglamasi i¢in asagida
belirtildigi iizere matris formunda diislinlilmiis, olusan matrisler ise Gauss
Eliminasyon metodu ile ¢oziilmiistiir[29]. Bu baglamda matris formu (4.51) deki gibi
ifade edilebilmektedir. Sistemin kararliligini denemek amaciyla kare matris olan
P ve Q boyutlan farkli segilebilecek sekilde sistem tasarlanmistir. Bu nedenle Q ve

T matrisleri ise kolon ve satir sayilar1 degiskenlik gosterebilen matrisler haline

gelmistir.
PQUCy @
relbl b s
ae
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5. SONUCLAR

Es eksenli olmayan i¢i ice 2 farkl dielektrik diskten 2 boyutlu elektromanyetik
dalganin sacilmasi problemine iliskin olarak; Analitik Regiilerlestirme sonucunda
coziilecek sistemi kararli yaptigi, bu yiizden sistemi ¢6zmek i¢in denklem sisteminin
uygun boyutta alinabilecegi goriilmektedir. Denklem sistemine ait ters almaya

matrisin duyarliliginin sistem boyutuna gore degisimi sekil 5.1 de yer almaktadir.

Matrisin Ters Almaya Duyarhliginin
Sistem Boyutuna Olan Baglantisi

16
15 4
5
= 14 4
(4]
>
a8
o £ 131
> 3
T =
Ec
< o 12 4
LB
S
Eg 11 4
0
k=
< 10 -
g 4
s I . I . I N 1 ! I . 1 ! I
0 2 4 6 8 10 12 14

Denklemin Boyutu

Sekil 5.1 Ters Almaya Duyarliliginin Denklem Boyutuna Baglilig

Sistem boyutunun ¢éziime olan etkisi ise sekil 5.2 de goriilmektedir. Belli bir
denklem boyutuna erisildikten sonra sistem tam anlamiyla kararli hale gelmekte,
basit sekilde diisiik boyutlu denklem sistemi ile yiiksek boyutlu ayni sekilde sonuglar
tiretmektedir. Sistemi en basit hali ile test etmek icin tiim elektriksel parametreleri es
olan es merkezli, sag ve sol yanli 3 adet sistem ele alinmis ve uygun denklem
boyutunda ¢oziilmiistiir. Sekil 5.3 de de goriildiigii gibi ¢ikan sonug elektriksel alanin
sacilmadig1 ve her yonde ilerleyisine devam ettigi seklindedir. Sekil 5.4 asimtotik

davranis ile cebirsel sistem davranigi arasindaki farklari gostermektedir; sistemi
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yaratirkenki ki teorimiz asimtotik davranis ile cebirsel davranis argiimanlarinin
yeterince kii¢iik oldugunda birbirlerine yaklasir, burada da bu ifade agikca

goriilmektedir.

Sekil 5.5 de ise i¢ ve dis halka ayn elektriksel 6zellige sahipken ortada kalan
alan farkli elektriksel ozelliklere sahiptir, ayn1 sekilde es eksenli sag ve sol yanh
olmak tizere yapilan ii¢c denemeden de goriildiigii gibi sistem kararlidir ve herhangi
bir anda devamsizlig1 yoktur. Sekil 5.5 de goriilen durum ise (2.23) denkleminde
belirtilen hata durumunu ifade etmektedir; matris boyutu biiyiidiikce kararsizlik
gittikce artmaktadir, bu durum ise istenilen bir durum degildir. Problemin nedeni ise

Hankel fonksiyonun ¢ok hizli artan bir fonksiyon olmasina karsin y degerlerinin

hizla azalan bir 6zellige sahip olmasi1 dolayisiylada ¢arpimlarinin dogru sekilde ifade
edilememesidir. Sekil 5.6 ve sekil 5.7 ise sisteme ait parametrelerin degismesinden
kirllan alanin ne sekilde degistigi gosterilmistir; 5.6 grafi§inde sag, sol ve es
merkezli li¢ adet sistemin k=2 durumu igin iizerinden sagilan alan grafikleri
goriilmektedir. Sekil 5.7 de ise k,=2 durumu igin sag, sol ve es merkezli olan ii¢ adet
sistem tizerinden sagilimi goriillmektedir. 5.8 — 5.10 sekilleri ise sirastyla sol, sag ve
es merkezli sistemlerin ky=2 durumu icin enerji dagilimini gostermektedir, ayni
sekilde 5.11 - 5.13 sekilleri ise k,=2 durumu i¢in enerji dagilimimi gostermektedir.
Acikega goriiliiyorki 5.8 — 5.10, 5.6 ile kendi i¢lerinde, 5.11 — 5.13, 5.7 ile kendi
iclerinde tutarl: sekildedir. Sonug olarak elektrik parametreleri farkli olan es merkezli
olmayan i¢ ice iki disk optik fizikte belirtilen 151k i¢in ince ve kalin kenarli mercek
mekanizmalarim1 ayn1 sekilde Elektromanyetik dalgalar i¢in gerceklemektedirler;
sola kaydirilmis kiiclik yaricaplt disk optik fizikte kalin kenarli mercek gibi davranip
enerjiyi dagitmakta, sola kaydirildiginda ise optik fizikteki ince kenarlt mercek gibi
davranarak enerjiyi toplamaktadir. Sonuglar boliimiinde goriilen grafikler
yorumlandiginda sistem basit bir Luneberg Lens gibi davranmaktadir[32]. Luneberg
Lens temel olarak diizlemsel dalga halinde gelen elektromanyetik enerjiyi bir
noktaya toplayip noktasal kaynak haline getirmek yada tam tersi seklinde noktasal
bir kaynag1 diizlemsel dalga kaynag1 haline getirmektir. Sekil 5.16 — sekil 5.17 de de
gosterildigi gibi elde edilen sistem temelde Luneberg Lens sistemi ile benzer

ozellikler gosterecek sekilde sonuglar saglamistir.



Toplam Elektriksel Alan

Sekil.5.2 Matris Boyutuna Bagli Olarak Hesaplamadaki Degisiklikler

Toplam Elektriksel Alan

Toplam Elektriksel Alanin Matris Boyutuna Bagimlihgi
1,004 -

1,002

1,000 [\ i/\‘

0,998 - ‘
0,996 -
0,994
0,992 - I i

0,990 — ] |

0,988 : - — 14x14 Matrix i
1 i - — 22x22 Matrix i

0,986 - | '
: . — .~ 30x30 Matrix i

42x42 Matrix

0,984 -

0'982 T T T T T T T T T T T T

X Koordinati

Es Merkezli, Sag Yanh ve Sol Yanh

2,0 - Sistemde Toplam Elektriksel Alan
1,5 -
1,0 -
0,5
' Es Merkezli
—+— Sola 1 Birim
—+«— 8aga 1 Birim
0,0

X Koordinati

Sekil 5.3. Tiim Parametreleri 1 Olan En Basit Sistem
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Cebirsel Sistem - Asimtotik Sistem' in

Mutlak Degeri

Toplam Elektriksel Alan

Cebirsel Sistem ve Asimtotik Sistem Karsilastirmasi

*Elektriksel Parametreler; &, &

0.4 1
0,3
0,2
0,14
0,0
Elektrik Parametreler* << 0,001
Elektrik Parametreler* < 1
‘0,1 T T T T T T T T T T T T T 1
-6 -4 2 0 2 4 6
X Koordinati

Sekil 5.4. Asimtotik ve Cebrik Sistemin Karsilastirilmasi

B Bélgesi Icin Hatali Formiil Hesabi

12 4
—— 30x30 Matris
10 ~ 42x42 Matris
54x54 Matris
8 -
6 :
4
2 ‘-..
\\ . //./" sy [AN— — - - o
04 p
T ¥ T ! T T T T T ' T ¥ T
6 -4 -2 0 2 4 6
X Koordinati

Sekil 5.5. 2.23 ve 2.24 Formiilii Arasindaki Tutarsizlik
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1,6 1

k,=2 Durumu Igin Toplam Elektriksel Alan

1,4 -
c
I /
cd: 1 '2 B { I.'I
© 1 | 'l.i I|'
7] . A /
é 1 r0 _ s f'. 'I " .'I
fra] AN fi | 1,
% \'\.\ | ||| \
b 08- \
E II‘I |II
[0 | |
= 06 \
S \ |
0,4 -
1 | 5 Sol Yanl
02 |/ Es Merkezli
v - 8ag Yanh
0,0 T T T T T T T T T T T T T 1
-6 -4 -2 0 2 4 6
X Koordinati
Sekil 5.6. ¢, =&, =1,&, =2 Igin x = 0 daki Toplam Elektriksel Alan
k;=2 Durumu Icin Toplam Elektriksel Alan
1,8 -
1,6 - [
= /
o
< f -
T 1,44
wn { .
v | =
X = |
kv ;N /
2 1 .2 m I.l'll \.:'.. /
0 .. |
S \ _ |
S 4o | ra e
o "-. Ll A\ /
(- I".I 'Irfr 1 I . I \".\ I I
0,8 \VAY: \ oAb Sol Yanli
U U N Es Merkezli
0.6 - Voo Sag Yanh
I T I T I T l T I T I T l 1
6 -4 -2 0 2 4 6

X Koordinati

Sekil 5.7. ¢, =&, =1,¢, =2 Igin x = 0 daki Toplam Elektriksel Alan
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Y Koordinati

Y Koordinati

X Koordinat
Sekil 5.8. €, =&, =1,&; =2ved =0 i¢in Toplam Elektriksel Alan

D=1ve kb=2 Durumu

X Koordinati

Sekil 5.9. ¢, =&, =1,65 =2ved =+1 igin Toplam Elektriksel Alan
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Y Koordinati

Y Koordinati

D=-1ve kb=2 Durumu

0,1500
0,3000
0,4500
0,6000
0,7500
0,9000
1.050
1,200
1,350
1,500
1,650
1.800

1,950

2,000

X Koordinati

Skil 5.10. &, =&, =1,65 =2ved =—1 igin Toplam Elektriksel Alan

Es Merkezli k =2 Durumu

0,1500

0,3000

- 0,4500

0,6000

0,7500

0,8000

1.050

1,200

1,350

1.500

1,650

1,800

X Koordinati

Sekil 5.11. &; =g, =1,¢, =2ved =0 i¢in Toplam Elektriksel Alan
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Y Koordinati

Y Koordinati

D=1 ve ka=2 Durumu

0,1500

0,3000

0,4500

0,6000

0,7500

0,9000

1,050

1,200

1,350

1.500

1,650

1,800

X Koordinati

Sekil 5.12. ¢; =&, =1,¢, =2ved =+1 i¢in Toplam Elektriksel Alan

D=-1ve ka=2 Durumu

0,1500

0,3000

0,4500

0,6000

0,7500

10,5000

1,050

1,200

1,350

1.500

1,650

1,800

X Koordinati

Sekil 5.13. ¢; =&, =1,¢, =2ved =-1 i¢in Toplam Elektriksel Alan
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Faz Acisi (Derece Cinsinden)

Faz Agisi (Derece Cinsinden)

. kb=2 Durumu icin Faz Bileseni
200 4

150

100 - y; / \

-100 -

50 -/ —— Sol Yanl
B Es Merkezli

Sag Yanl

-200

X Koordinati

Sekil 5.14. kg = 2 i¢in Faz Grafigi

k=2 Durumu icin Faz Bileseni
200 -
150 | 7

100 - !/

-100 /

26

150 A —— Sol Yanl
] A v Es Merkezli

200 ' - Sag Yanl

T T T g T T I T T T T T T !

X Koordinati

Sekil 5.15. ky = 2 i¢in Faz Grafigi
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Elektromanyetik
Dalga

Sekil 5.16. ¢; =¢. =1,6, =2ved =0 Durumu i¢in Luneberg Lens

Dielektrik Sabit = 2
Dielektrik Sabit = 1

Elektromanyetik
Dalga

Odak Noktasi

Sekil 5.17. ¢, =¢. =1,6, =2ved =0 Durumu i¢in Luneberg Lens
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Ekler

Ek A Bessel Fonksiyonu Asimtotikleri

EK A —1 Bessel Fonksiyonlar1 ve Asimtotikleri

B © ( l)m Z2m+n Zn Zn+2 Zn+4
(@) —mZ 2™ mi(n+m)!  2"n! 2”+2(n+1)v 2" (n+2)l
1 7 n n+2 1 7 n+4
:n_(Ej (n+1)'(j 2(n+2)!(§j - (EK.1)(EK.2)
__(zj _;(zj ;U
il 2 112) 2m+D)(n+2)\2)

genellestirilirse;

J (z)=l(5jn 1—L(5) +;(Ej ol [Z1 ] Z S oEks)
2 ntil2) 2(n+in+2)(2 2 2n

(EK.T) denklemi kullanilirsa (EK.4) denklemi elde edilebilir

3. (2)= i =D"@m+mz*™" nz"' (n+2)z"™ .
" = 2™ 'mi(n+m)! 2'n! 2" (n+1)!

(n+4z™ 1 [EJM— n+2 (EJ””
2™2+2)! T 2(n=-DHN 2 2+ 2

. n+4 E n+3_ _l 1 (Ejnl

4n+2)!\ 2 T 2(m=-npN\2

n+2 (ZT n+4 [zj4 [zj"
1- —| + —| +0|| —
n(n+1)\ 2 2n(n+1)(n+2)\ 2 2n
genellestirilirse;

e e 6 Rertioee b R (€5
2 (-2 nn+H\2) 2n(n+D(n+2)\2 2n (EK..6)

22
s — > ®
2n

(EK.4)(EK.5)
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EK A —2 Neuman Fonksiyonu ve Asimtotikleri

n+2m

Y(z)_—J (z)[ln +7/} Z(” m- 1)'(2) -
1 /2 n+2m (n+m m
Z( )"(2/2) {Z Z }

Tm  min+m)! a Kt

(EK.7)

y=0.5772157.. 1ile ifade edilen Euler sabitidir. Amacimiza uygun olarak (EK.7)

denklemine ait ilk toplam degerleri bizim i¢in énemlidir.

n+2m

ORI
_%{(n—l)!(glnﬂn z)( j U 23)'(2] } (EK.8)
Vs 2 n-1\2 2(n=2)(n-1H\ 2 2n

genel olarak

1 (ZT 1 (zj4
l+— | = +— | =] +
. A n-1l2) T 2-2)(n-n\2 /2
Yn(z):——(n—l)![—j 5= 0(EK9)

(EK.8) denklemine gore
n-m=ND'(-n+2m Z—n+2m1
Y” '(Z) o Z ( ) ( 2" n+)2m =
IS (n—m—l)! | g-mem (EK.10)
—=Y = (-n+2m)
T m=0 m' 2 2 n+2m

Ve
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Y, (Z)El—anl(n m- 1)( n+2m)(§)+ o

—n+1

(n-1) !(—n)@j_n_ +(N=2)!(=n+ 2)(9 i

2 (n=3)! 2\ "
T(—n+4)(§j

n-2 (zjz (n—4) (ZT
+ — |+ 1+
-DH\2 2(n=2)(n—=1)n\ 2

1
1 (Z)nl n(n—1)
=—nl!| — 3
2 2 22

(EK.11)

4n

genel olarak

Y '(Z):an(ij_n_l 1+ n-2 (ET+ (=4 (5)4+O 2—2 3 Z—2—>O
" 2 \2 n(n-1)\ 2 2(n=2)(n=1)n\ 2 4n " 4n

(EK.12)

elde edilir.
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EK A - 3 Birinci Dereceden Hankel Fonksiyonu ve
Asimtotikleri

H,"(2)=3,()+1Y,(2) (EK.13)
(EK.3), (EK.6) ve (EK.10), (EK.12) denklemleri uyarmca (J,(z) ve J,'(2)

fonksiyonlart N — oo durumu i¢in sifira yakinsayacagi i¢in ihmal edilebilir)

S rsmmea)
= == | +
n-112) 2(n-2)(n-n\2

1
Hn‘”(z>=—i(n—1>![5j N
i 2 o((z ] J (EK.14)

4n

n-2 (zjz n-4 (ZT
1+ —| + —| +
n(n—-1)\2 2n(n-2)(n-1)\ 2

H, '(z>=i(n)!(5j_n_ N
2z \2 o((z n (EK.15)

4n




35

EK A - 4 Bessel ve Hankel Fonksiyonlarinin
Kombinasyonlar

(EK.3) ve (EK.13) formiilleri kullanilarak;

oo L2V L (2} z
(@, (Z)_n!(zj [l n+1(2j 2(n+1)(n+2) [( H
H-n2) {HL@ S +O((z_2j ]]

T 2 n-112) 2(n-2)(n-1\2 4n
I_L(ij ;(5] +0 (Z—J +L(£j _
11 n+1\{2 2(n+1)(n+2)\ 2 4n 1\ 2

il ;(Ejé‘ﬁ-o i ’ +;(Ej4+o 2_2 ’
(n+H(n-1)\ 2 4n 2(n=2)(n-1)\ 2 4n

1 1
1+[L_L}(EJZ+ 2n+h(n+2) (neln-1) [Ej“+
11 n—-1 n+1 {2 1 2
:_;H 2(n=2)(n-1) |

22 Y
O({Ej J (EK.16)

elde edilir. Asagidaki ifadeler hesap edilirlerse
11 _(+h-(n-1) 2

- - (EK.17)
n-1 n+1 (-=-D(n+1) (n—=1)(n+1)
2 _ 2 2
;_%:n (zn 21)(n+l):n : (r21 1): : 12 (EK.18)
(n=(n+1) n n“(n*-1) n“(n"=1) n(n"-1)
4 2002 4 4 2
%_%:n 6n gn 1):n6 n2+n — 3 12 (EK.19)
n“(n°-1) n n°(n°—1) n"(n°-1) n*(n"-1)
en genel halde
1 1
————=—+40(n°), n>w EK.20
n*(n°-1 n* ( ) ( )
! =%+%=%+%+O(n‘6) , N> (EK.21)
(n=-H(n+1) n° n(N"—=1I) n° n
Lo 2i20m), now (EK.22)

Ve
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1 1 1
2(N+DM+2) (+D(n=1)  2(n-2)1n-1)
(N-)(N-2)-2(n+2)(N-2)+(N+1)(N+2) _
2(n+2)(n+1)(n=1)(n-2) -
n*-3n+2-2(n°-4)+n*+3n+2 _ n’+2-2n"+8+n’+2
2n+2)(n+D)(n-1(n-2)  2(n+2)(n+1)n—1)n-2)
12 ~ 6 6

2n+2)(n+DH(n-1)(n-2)  (n*=1)n*—4) :me )

(EK.23)

son olarak

1 B 1 N 1 6
2(n+2)(n+1) (n+h(n-1) 2(n-2)n-1) n*

(EK.22) ve (EK.24)’ un (EK.16) e uygulanmasi sonucunda
1+[%+%+O(n6)}(5j +
i n~ n 2
‘Jn(Z)Hn(l)(Z):__ 4 3=
i [i om}( j+o Z
+O( 2 4n
3] weli) 36
)2 T
" eol5) +o3)
n> \n n

J.(2)H, Y (2)= _il{1 %G] +o(n*‘)} , N> o (EK.26)

+O(°)  (EK.24)

(EK.25)

son olarak

Elde edilir. (EK.6) ve (EK.14) denklemleri kullanilarak



37

by L 1 [z L n+2 52
@O = (—1)'( j {1 n(n+1)(2] o
R I

2n(n+1)(n+2)\ 2 4n 2\ 2
(2] s (z):o(z_zj]
n(n—-1)\ 2 2n(n-1)(n-2)\ 2 4n
I n+2 (ZT n+4 [ZT |
1- —| + —| +
n(n+1)\ 2 2n(n+1)(n+2)\ 2
1 n(ijz n-2 (Ejz_ (n+2)(n-2) (EJ4+

T4z \2 nn-H\l2) n*(n+DH(n-1\2

n—4 (ZT [[ZZIJ
— | +0| | —
2n(n—-I)(n—-2)\ 2 4n

| . _L n-2 B n+2 52
J,'(DH, (Z)_”zn{lJ{n(n—l) n(n+l)}(2j

+[ n+4 (n+2)(n-2) n—4 }[zj . (EK28)
2n(n+1)(n+2) n*(n+1)(n—=1) 2n(n-1)(n-2)

&l

Ayni1 hesaplamalar tekrar edilirse;

(EK.27)

elde edilir

n-2  n+2 1{n—2_n+2}:(n—2)(n+1)—(n+2)(n—1):

nn-1) n(n+1) nln-1 n+l n(n® 1)
2 (EK.29)
n —”—2—[ +n- 2] n-n-2-n>-n+2  -2n -2

n(n’-1) n(n*-1) " n(n*-1) (nz—l)

(EK.22) ile beraber incelenirse;

(n—2) N (I’1+2) :_%_%+O(n‘6) , N> (EK.30)
n(n—-1) n(n+1) n° n

B n+4 (n+2)(n— 2) n—-4
A‘_zn(n+1)(n+2) n*(n+1)(n-1) 2n(n H(n-2)

l{ nt4 -4 n-4 }:
ni2(n+0)(n+2) nn+1)(n-1) 2(n-1)(n-2)

1 (n+4Hn(n=1)(n-2)-2(n* =4)(n+2)(n=2)+(n=4Hn(n+1)(n+2)
n 2(n+2)(n+Dn(n—1)(n-2)

(EK.31)
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a, =(n+4)n(n-1)(n-2)= n(n—l)[n2 +4n—2n—8} =
nn-1)(n*+2n-8)=n(n’ -n*+2n°-2n-8n+8)=  (EK.32)
n(n’ +n*-10n+8)=n*+n’-10n*>+8n

B, =(n=Hn(n+1)(n+2)=n(n+1)[n’ —4n+2n-8]=
n(n+1[n*-2n-8]=n(n’+n*-2n*-2n-8n-8)=  (EK.33)

n(n’—n*-10n-8)=n*-n’-10n>-8n

7o =2(N* —4)(N+2)(N—2) =2(n> —4)* =

(EK.34)
2(n* —8n” +16) =2n* —16n +32
+B -y, =1+1-2)n* +(1-Dn* + (=10-10+16)n* +
a,+ B, =7, =( n +1-DHn" +( ) (EK.35)
(8 —8)N+(0+0+32) =4n” +32
Son olarak;
A = n+4 _ (n+2)(n-2) N n+4 3
2n(n+1)(n+2) n*(n+1)(n=1) 2n(n-1)(n-2) (EK.36)
1 4n* +32 _ 2n’+16 _ 2 om® '
n2(n+2)(n+hHn(n-1)(n-2) n*(n*-(n*-2) n*
(EK.28), (EK.30) ve (EK.36) kullanilarak
4
1—{%+%+O(n6)}(§j +
' n
3 (2)H V' (z2)=—n (EK.37)
rz

Genel halde
) 1 i 1(zY 4
J,'(OH,"'(2)=—nql—=| = | +O(N);, N> (EK.38)
Tz 2\n

(EK.3) ve (EK.14) beraber incelenirse

oy L(2) ] L (2] =
J.(DH, (z)_m(zj {1 n+1(2j +0(n )}

Ln!(ij_n_ {Hl(ij +O(n‘2)}=

27 \2 n\2 (EK.39)
AR 1(zY 5 1(zY |
(Ej E{I—H(Ej +0(n )HHH(EJ +0(n )}_

L[1+O(n’2)]

nZ

Son olarak;
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J.()H® '(z):%[HO(n‘Z)} , N> o0 (EK.40)

Elde edilir. Ayni1 sekilde 1.6 ve 3.1 beraberce incelenirse;

' " _l | z n-1 _l z 2 .
J,'(DH, (Z)_Z(n—l)!(2j {1 n(zj +0(n )}
(—lj(n—l)!(ij_n {1#(5) +O(n2)}: (EK.41)
T 2 n\2

{21 o

Son olarak;
3, @H, (@) =——[1+0(n?)] , N> (EK.42)
/A

Elde edilir.(EK.13) ve (EK.14) kullanilarak
i 2" o1 zY R
HO@) _—ﬁ(n—l)!(zj {Hn(zj +0(n )}
(OF - . —-n-1 2
WO () () o]
2 2 n\2
—213{“1(5} +O(n‘2)}{l—l(£j +O(n‘2)}: (EK.43)
nz n\2 n\2

—%[HO(nz)J , N>

H"() 4

e '(z)——E[HO(n )] . no>w (EK.44)
(EK.3) ve (EK.6) ile
l(z)n {1_1(2) +o(n—2)}
J.(2) _ ni\2 n\2
'@ 1 1 (zj”‘[l_l(zjlo(n_z)} (EK.45)
2 (n-112 n\2

1 o )
:235[1+0(n )]:%[Hom )] nooo

3@ 21 o .
ol n[1+0(n )] . n— (EK.46)

Elde edilir. Son olarak (EK.26), (EK.38), (EK.40) ve (EK.42) tekrar yazilirsa



ifade edilir.

3,@H, @) =—1
VA

e3(3) -0 oo

J. '(DH, " (2) :%n{l—%(%j +O(n4)} , N—> o0

J.(2)H,"(2) :%[HO(nz)} , N>

J,'(@H,"(2)=

H,"(@) _

—%[HO(nz)] , N>

4

——[1+O(n’2)J , N> o

H®"'(z) nz

J.(2) _z
J,(@)

n[1+0(n-2)] , N> o0

40

(EK.47)

(EK.48)

(EK.49)

(EK.50)

(EK.51)

(EK.52)
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EK B — Graf Teoremi

Elektriksel alanlarin bolge bazinda birbirleri cinsinden ifade etmek igin
kullanilan ve Graf teoremi olarak anilan teorem geometrik yapr icin aynen

uygulanabilir. Bunun i¢in en temel geometrik sekil EK.1 de verilmistir.

C

A

Sekil EK.1. Graf Teorimi i¢in En Basit Sistem

Z,(2)e™ = " Z,,n (03, (y)e™,y <X (EK.53)

m=—oo

Z. (1) Bessel esitliginin ¢oziimii olan Bessel, Neuman veya Hankel

fonksiyonlarindan biridir. Coziimiinii bulmaya calistigimiz sistem igin asagida

bulunan iki durumu inceleyegiz.

EK B - 1.1. Durum 1 (z,,¢,) - (r,p) DOniisimii

P(C)

I

Sekil EK.2. Graf Teoreminde (t,j ;) ® (t,j ) Donilistimii
y=kd;x=kr;z=Kk,7, (EK.54)

O AOQ B peC (EK.55)



@, = £p0O0,;y, = ZOpQO,

Zn(kBTI)ein(p(J = z Zn+m(kBT)‘]m(de)einqa0

m=—o

Sekil EK.2 nin sag yani1 uyarinca;

@Oy =@

T T T
725_%"//0""7:5_(00 :5_(0

T T Vs
W, =(5—¢)—7=(5—¢)—(5—¢1)=(ﬂ1 4
ifadeleri bulunur. Genel halde;

Z,(kgr )™ = " 7 (Kg7)d,, (Kgd)e™

m=—o0o

(s=n+m)= Z Z.(ky7)J,_, (kgd)e'e™?

(m=s-n)

Sonug olarak

Z,(ks7)e™ =Y Z (kg7) I, (Kzd)e™;d <7

S=—0

EK B — 1.2. Durum 2 (r,¢) - (v, ¢,) Déniisiimii

EK B -1.2.1 Durum 2.1 d <7, Hali

O]
Q
V
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(EK.56)

(EK.57)

(EK.58)

(EK.59)

(EK.60)

(EK.61)

(EK.62)

(EK.63)

Sekil EK.3. Graf Teoreminde (t,j ) ® (t,,j;) ve d < t, Doniisiimii




z=k,7;y=kd;x=Kk,
Po=T=PY¥o =P @

Zn(kBr)ein(%_(p) = Z Zn+m(kBrl)‘]m(de)ein(ﬂ_(pl)

m=—oo

(S =N+ m) — Z ZS(sz_l)J57n (de)ei(S—n)ﬂe—iS(ﬂleiS(ﬂl

S=—00

(m=s-n)

Genel olarak;

o0

Z,(ksm)e™ = D" (=1)""Z,(kg7) I, (Ked) ™

§=—0

g=-s;(s=-a) Z ,(O=(D"Z,(®O
s-N=-g+p=p-q

(=D"Z,(kgr)e™ = i (D" (=D)"Z, (kg7) g (kpd)e™

gq=-

o0

Zp(kBr)eip"’ = Z Zq(kBrl)prq(de)eiq"’l

g=—o0

Son olarak ise (p —>n,q—S);

Zn (kBT)emqo = Z Zs (kBT])‘]n—s(de)eiswl 7d < Tl

S=—0

ifadesi elde edilir.

EK B - 1.2.2 Durum 2.2 d >, Hali

Sekil EK.4. Graf Teoreminde (t,j ) ® (t,,j;) ve d > t, Doniisimii

43

(EK.64)

(EK.65)

(EK.66)

(EK.67)

(EK.68)

(EK.69)

(EK.70)

(EK.71)

P(B)
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2=Kkg7;y =kg7,5 X =kgd (EK.72)
Vo =0;0, =T —@, (EK.73)
Z,(ksr)e™ = > 7, (kPd)J, (kyz, g™ " (EK.74)

_ N 1\ isz 5151
S=-m m;wzn—s (de)( 1) "]S(kBrl)e € (EK75)

m=-s
Son olarak;

Z,(ks7)e™ = > Z, (ko d)I (kg7 )" 5d > 7, (EK.76)

EK B - 1.3 Keyfi Secilen O, Noktasi I¢in Graf Teoremi

' 4 P

1 ll
X,X"1

O X1

Sekil EK.5. Keyfi O, noktasi i¢in Graf Teoremi

O, noktast O, =(d,a) koordinatlarina sahip XOY koordinat sisteminde bir
nokta olsun. X’OY” ve X;’OY" seklinde yeni eksenleri OX’ ve OX;’ in OO; dogrusu
tizerinde bulundugu dondiiriilmiis bir koordinat sistemi tanmimlayalim. Bu yeni
koordinat sistemleri X’OY’ ve X;’0Y’, XOY ve X;0Y koordinat sistemlerinin O ve
O; noktalar1 ile « agist yapmis yeni halleri olsunlar. Graf teoremi X’OY’ ve
X’101Y’; koorinat sistemlerinde (z',¢') ve (7',¢",) koordinatlarinda gegerlidirler.
Bu teoriden yola ¢ikarak hedefimiz Graf teoremini (7,¢) ve (z,,¢,) koordinatlarinda

yazmaktir, bunun icin bize gereken ise yeni ve eski koordinat sistemlerini birbirine

baglamaktir. Bu baglanti ise sekil EK.5 de gosterildigi gibi;



45

=1 @'=¢p-aq;
— 13 ' __ .
L=0, ¢ =¢-a

Seklindedir. (EK.25), (EK.32) ve (EK.36) en genel halde asagidaki ifadeler haline

(EK.77)

gelecektir;
Z,(kg7)e™ =™ Y Z (ky7)J,_,(Kgd)e™ " sd < 7 (EK.78)
Z,(ksr)e™ =e™ > Z (ky7))J, (kgd)e™ i d < 7, (EK.79)
Z,(kg7)e™ =™ > 7 (kyd)I (K7, )" sd > 7, (EK.80)

Cikarilan bu ifadeleri kirinim probleminin gerektirdigi sekli ile 6zel durumlar
icin Bessel ve Hankel fonksiyonlari i¢in yeniden yazmak gereklidir. Baz1 6zel haller

icin bunlar;

o0

H, " (kgz)e™ =e™ > H"(ky7)J,_, (kgd)e™
} o (EK.81)
D eI (kgH, P (kgr)e™d <7

Sonug olarak
H, P (kgz)e™ = D e (kgd)H, " (kyr)e™;d <7 (EK.82)

Ikinci olarak;

Jo(kgr)e™ =" "9 (kyd)J (kg7 )™ d <7, (EK.83)
Uciincii olarak;
Jo(kgT)e™ = D" "9 (kyd)J (kg7 )™ d > 7, (EK.84)

S=—00
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EK C - Sacilan Alan Ifadesinin Green Formiilii ve
Cismin Konturu Uzerindeki Limit Degerleri ile

Integral Gosterimi

S bir sagicinin herhangi bir konturu olsun. B bdlgesini S kontoru ile
kapatilmis bolge ve C bolgesini ise R’/B'seklinde ifade edebiliriz. Green
formiiliiniinii 3. teoremi uyarinca C ve B bolgesinden sagilan u’(p) (EK.85) ve

(EK.86) deki gibi ifade edilebilir.

Sekil EK.6. Konturlerin Gosterimi

us(q):—'s[ au;” dl, ; geC (EK.85)
_ez(kclq—pl) o (p) |
_USH(p)w__

us(q) = j j:j(_) dl, ; qeB (EK.86)
_ez(kBIq—pl) on, (p) |

u’(p) ifadesi (EK.87) ve (EK.88) deki ozellikleri saglamaktadir.

. ous® . ou*(pxhn)
s(+) _ s . _ 1
U™ (q) = limu*(p£hny) ; o (p)=lim on,

(EK.87)

& klg-p) = —i H," (k|q - p) (EK.88)
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Eger (EK.85) ve (EK.86) denklemlerine 7(:9)=(X(9),Y(9)) ;% €[-x,x] seklinde

bir parametrizasyon uygulanirsa (EK.89) ve (EK.90) daki sekliyle yeniden

yazilabilirler.

] e (T)FSZ(kgr!q - p|)} B

u*(q) =—j P I(r)d(z) ; qeC (EK.89)
i [gz(kc q_ p‘):lp_ ( )V(Jr)(T)
p=n(r) e
u(—)(z_)lzagz(kc |q - p|)}
ui(@)= | an, p=10) L1 (7)d (7) (EK.90)
ek a-ph] VU@
p=n(7)

(EK.89) ve (EK.90) yazilirken (EK.91) ve (EK.92) de belirtilen notasyonlar
kullanilmustir.

us(i)(z.) — us(i) (77(19)) : Vs(t) (T) — auS(i)(n('g)) :
an (EK.91)(EK.92)

o) ={[x@f [y'(r)]z}m 0

Burada &nemli olan u*®(p)ve

S(+)
w fonksiyonlarinin  belirtilen
n

Soboloev uzayina dahil olmasidir. Bagitilar1 (EK.93) denkleminde verilen ifadede

H"(s) S kontoru iizerinde taniml1 Sobolev uzayini simgelemektedir. [27, 28]

ou™®

u®(p)e H"(s) ; e H?(s) (EK.93)

Kolayca gosterilebilecegi gibi (EK.93)1.9 denklemi (EK.94) — (EK.96) deki ifadeler
kullandiginda esittir.

o 2 ) 2

Sl asheo s Sl asky <o ks
u(i) (’Z’) — z un(i)ein‘[ = [_72-’ 72-] (EK.95)
vO(0)= 3 v, ™ rel-m, ] (EK.96)

(EK.95) — (EK.96) de belirtilen u™* ve v ifadeleri sirastyla u™ () ve v*)(z) nin
Fourie katsayilardir. Sistem (EK.97) de belirtildigi gibi parametrize edilirse Graf
teoremi (EK B) de kullanilarak (EK.98) deki gibi yeniden yazilabilir.



48

(@)= (X(9),Y(9) ; (@) =bcos(p) ; y(p)=bsin(p) (EK.97)
-1 i Jo(ke ) H, O (ke e 7 <1

&,(Klg—p = i " | (EK.98)
‘ZE Jo (ke H, O (kr )™ >,

(EK.98) de  belittilen q ve p silindirik  koordinat  sisteminde
q=(7,,9,) » P=(b,p,)€Cy ile ifade edilmektedir. (EK.98) ifadesi kullamlarak

p=(z,,9,) , p=(7,,9,) uyarinca (EK.99) ve (EK.100) ifadesi bulunabilir.

k _ 0 .
de,klaph_ i > K, (ke H, O (ke )e™ (EK.99)
az'p 4 =
klg— .
882(a|q p|) :1 Z kJ (k’[ )H o) '(kZ' )e'm(% ?p) (EK]()())
Tp m=—o0

(EK.99), (EK.98) ve (EK.95) ifadeleri (EK.90) de 7, <7, kosulu i¢in uygulanirsa,

Oe, (k
qu)( )[M} RICSLICS

p

-

=—[ > u e (— jz kd,, (ko) H, " (kz,)e™ " bd g,

— s N=—0 m=—o

(EK.101)
:_kbz z u, (+)J v(kb)H (1)(kz_ )elm% J'el(n m)(ppd

n,m=-—o

=276

=27— (kb)z u, 3, '(kb)H @ (kz, )e™

N=—o0

+ [V [&Kla-pD] _ 1(e,)de,

- j > v, e (—ij > 3, (kb)H, (ke )e™* *bde,  (EK.102)

i = + im,
- _szn Z v, 0, (kb)H,, P (kz, )™
Son olarak u®(q) (EK.89) deki gosterimiyle (EK.103) elde edilir.
= C1(+) un(+)“]n '(kcb) +

u(a) =Y,

] H, " (k7)™ (EK.103)
"= 16, v DI (k. b)

¢, ve ¢, suan igin 6nemi olmayan sabit ifadelerdir.
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(EK.103) ifadesi EZ(C)(p) = z Dn Hn(l)(ch)eirw, Pp=(7,90),7 2D ile beraberce

N=-—o0

ele alimir ise (EK.104) ifadesi bulunabilir. Bu asamada C bdlgesindeki alan degeri

E,“(p)= > D,H, Y (k.1)e", p=(z,0),7 2D seklinde ifade edilebilir.

n=—o0

(EK.94) da bulunan u ® ve v “ifadeleri (EK.105) de gdsterildigi gibi ifade

edilebilir. u,* ve v, ifadeleri (EK.106) ve (EK.107) de gosterildigi gibi |, uzayma

dahildir.
D =C,u, 3 ‘(k.b)+C, v DI (k.b) (EK.104)
u® =" unA‘i) , v =r" vnzi) (EK.105)
i | unA(i) <o i |vn2i) P< o0 (EK.106)
r, =max(1,|n|"?) (EK.107)

Yukaridaki belirtilen nedenler ve gosterimlerden dolayr (EK.104) ifadesi
(EK.108) deki gibi ifade edilebilir. 7,J (z) ve z,'J, '(z) ifadeleri n— oo
durumunda (EK.109) ve (EK.110) daki gibi davranirlar.(EK A)

D, =C,“u, " 7,73, (keb) +C, v, 7, 3, (kcb) (EK.108)
12" 22|
7,@)=Vn— S| [1#0 = || n>e (EK.109)
n! n

-1 [ __l 1 E | 2_2 |
7, Jn(z)_\/ﬁz(n—l)!(2j HO{”j_

S e SR HEEIE R

(EK.109) ve (EK.110) denklemleri uyarmnca agikg¢a goriliiyor ki 7,J (2)

(EK.110)

ver,'J '(z) ifadeleri n—> oodurumu igin benzer asimtotik &zellikleri gosterirler.

(EK.109) ve (EK.110) denklemleri sonucunda (EK.111) de bulunan esitlik kolayca
tanimlanabilir. (EK.111) tanimlamasindan sonra (EK.109) ve (EK.110) ifadeleri
(EK.111) ve (EK.112)daki sekli ile yeniden yazilabilir. (EK.108) ifadesi (EK.112) ve
(EK.113) ifadeleri kullanilarak (EK.113) ve (EK.114) deki gibi yeniden yazilabilir.
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pa(z )difr (;j (EK.111)

3,(2)= p, @1+ 0(n)] (EK.112)
53,2 = p, 1+ O] (EK.113)
D. =y p.(keb) ; n=0,%1,%2.. (EK.114)
il}n |2<oO (EK.115)

(EK.114) ve (EK.115) denklemlerinden goriildiigli gibi n — oo kosulunda D, ifadesi
hizla sifira dogru gitmektedir. Yukarida belirtilen denklemler sonrasinda (EK.90) da

bulunan integral ifadesini C ¢emberi etrafinda 7, >z, durumu i¢in yeniden yazarsak

(EK.116) ve (EK.117) denklemlerini elde ederiz.

oe, (k
JU( (o ){M} | @p)d(p,) =

p

-

[ > uem (_ jZ 3ok )H, " (ko)e™ ™ *'bdg, = (EK.116)

— 7 N=—00 m=—c0

27— (kb)z u,'H, " (kb)J, (kz, )e""

nN=—o0

jv< (¢,)e,(K |- p\)l((pp)——bZﬂ'Z v, 'H, O (kb)J, (kz, )e"™ (EK.117)

-z n=-o0

© CZ—)U(—)H (1)vkb + )
u(Q) = Z IN o Ha D) Jn(kcrq)e'm""‘ ; T, <Db (EK.118)

q
n=—o | (=), g O
¢, v.)’H " (k.b)

¢ ve ¢, sabit katsayilardir. (EK.118) ve Bessel fonksiyonunun asimtotik

davraniglar1 nedeniyle n — oo durumu i¢in (EK.119) ve (EK.120) ifadeleri dogrudur.
(EK.119) ve (EK.120) uyarinca (EK.120) ve (EK.122) ifadesi yazilabilir.

LHO@) =1, (—ij(n—l)!(ij [1+0(n™)]
T 2

inl(z)" e
—;T( j [1+0(n7)]= -

(EK.119)

pn(z)[1+0(n‘l)] i N—> o
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7,'H,"(2) = %in@j [0

— Ln_'(zjn 2[1+O(n’1)] = Ln—![1+O(n’1)] (EK.120)(EK.121)
C2r Jnl2) z oz Jn ' .
o1

7z py(2)

[1+0(n™)]

A =a p.'(ka), n=0,+1,22..
0 N 2
Z la,| <o

sekil EK.6 da gosterilenden daha karmasik ve homojen olmayan bir yap1 sekil E.7 de

(EK.122)(EK.123)

gosterildigi gibi olabilir.

(©)

S

Sekil EK.7. Homojen Olmayan Yapida Konturlarin Gosterimi
Sekil E.7 durmunda B bolgesi i¢in (EK.86) de gdsterilenden daha karmasik bir ifade
olan (EK.124) ifadesinin kullanilmas1 gereklidir.

us(q):J‘ w9 (p) agz(kzl]q_ )

S p

o e (kg
.[ ul()(p) 82( Bar|]q p|)_

S p

—&(Kg [q=p I)vs”(|o)}dlp +

(EK.124)

& (kg 10—p I)vs(‘)(p)}dlp

Birinci index i¢ yiizeyde bulunan S; konturunu gdstermek iizere 6nceden yapilan
adimlar tekrar edilir ise B, ve C, i¢in (EK.125) — (EK.128) de bulunan ifadeler

bulunur.

2

B, =b, p, " (keb) , N=0,+1,42.; 3 |b,| <oo (EK.125)(EK.126)

N=—w0

2

C,=C,p, (k@) , N=0,£L42.; 3 |c, | <o (EK.127)(EK.128)

N=—00

(EK.114) — (EK.115), (EK.122) — (EK.123) ve (EK.125) — (EK.128) ifadelerini
tekrar yazar isek (EK.129) — (EK.132) ifadelerini elde ederiz.
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31,0, (D) <o (EK.129)
il Ap,(kya) [< oo (EK.130)
> 1B,p, (keb) < 0 (BK.131)
i ooy (K@) [< o0 (EK.132)

(EK.129) — (EK.132) denklemleri ile yeni bir bilinmeyen sinifi yaratmis

oluruz, yaratilan bu yeni simnif ise |, uzaymin elemanlaridir. Cok biiyiik z ve gok
kiiciik n degeri i¢in p,(z) ¢ok biiylik degerlere sahip olmaktadir. Bu durum ise

numerik olarak denklem sisteminin kararsiz olmasina neden olacaktir. Ote yandan

P, (2) fonksiyonu Bessel, Hankel ve bunlarin tiirevlerinin asimtotik davraniglarindan

yaratilmigti. Bu ylizden bu asimtotoik davranig sadece z > n kosulunda gecerli

olacaktir. Bu yiizdende 1.49 da belirtildigi gibi yeni bir a¢ilim yazmak yerinde

olacaktir. (EK.133) da belirtilen A degeri ise A p{(z)Dl sartin1 saglayak sekilde

se¢ilmelidir.
(@)=t ne? (EK.133)
P A (2) s n>z '
A ifadesini bulabilmek icin (EK.134) ve (EK.135) ifadeleri yazilabilir.
M=M@@)=[|z]]] (EK.134)
A(z) = 1 (EK.135)
Pu(2)
(EK.133)ifadesi (EK.134) ve (EK.135) sayesinde (EK.136) de oldugu gibi yeniden
yazilabilir.
X 1;n<M(2)
P, ()= (EK.136)
A2)p,(2) 5 N=M(2)

"[| z|] ifadesi | Z | ye en yakin tamsay1 degerini ifade etmek igin kullanilmuistir.
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(EK.136) ifadesi n<<M durumu i¢in bize hesaplama olanagi sunmayacaktir. Bu

yiizden (EK.136) deki ifadeyi bulabilmek i¢in (EK.137) — (EK.141) ifadeleri

yazilabilir.
rn(z):i(ij r()=—2) (EK.137)
ni\ 2 TM(z)(Z)

7, (2)=1; (EK.138)

N
rnﬂ(z>=#[5jrrf(z) (EK.139)

n+1\2
R G ) N (EK.140)
(D) Ty Tw(2D) 7y

pl =20z (2);n=N (EK.141)

4y

(EK.135) ve (EK.136) denklemlerindede goriildiigli gibi A(z) degeri p,(2)
fonksiyonunun asimtotik davranisi agisindan uygun degildir. (EK.142) de bulunan
denkleme yaklasiklik yapmaya c¢alisirsak; M! Degerinin en ¢ok bilinen asimtotik
degeri ni I' fonksiyonu cinsinden ifade ederiz. Bu amacla (EK.143) ve (EK.144)

denklemleri yazilir.

|
A(2)= ! [ ! :LM ! 2M = M v 2M (EK.142)
Pu(2)  pu(y) Ty M JMM
M!=T(M +1) (EK.143)

In"(x) =(x—-1/2)In(X)— X+%ln27z+0(x_l) , X—> o (EK.144)

Genel olarak ise M! Degeri yine M degerinden (EK.150) daki gibi ifade edilebilir.
Buna bagli olarak ise A(z) degeri (EK.151) denkleminde belirtilen esitlik ile ifade

edilir.

lnF(x):(x—1/2)1n(x)—x+%ln27z+0(x1) , X—> o
lnF(x):(x—1/2)1n(x)—x+%ln27z+0(x1) , X—>o (EK.145)
1nF(x+1):(x+1/2)1n(x+1)—(x+1)+%1n27z+0(x‘1) , X— o (EK.146)

In(x+1)=In x.In(1 +1) =In(1+ l) =1+ 1 +0(x7?) (EK.147)
X X X
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(X+1/2)In(x+1) =

(x+1/2)lnx[l+§+0(x2)}:

| (EK.148)
In x{x+5+1+0(x“)} =

(X+ %) In X +O(x" InX)

In['(x+1) = (x+%) InX—(X+ 1)+%ln 27+0(x ' InX) (EK.149)

3
MIOM ' 2g- M o7 (EK.150)

! M W3
A(z)U M w2 M 2e M o

JMMM JMMM
1 2 (=M +1)
—~2r (—j M

2 e

(EK.151)

e > 2 oldugundan M — oo ifadesi i¢in A(z) degeri biiyiik z degerleri i¢in hizla sifira
yakinsar. Bu islemler sonucunda A(z) nin biiylik degerli olmasi cebirsel denklemin
kotii sonuglar tiretmesine neden olacaktir. Bu nedenle bu deger Bessel fonksiyonunda
oldugu gibi biiylik argiiman ve indis i¢in yeterli derecede iyi asimtotik davranislara

sahip olmalidir. Sanmilanin aksine bu durumun saglanmasi zor bir islemdir. Bu
davranis z ve n nin davranigina baglidir. Bu noktada (EK.111) yerine 1/ H,"'(2)

ifadesinin kullanilmasi olaya farkli bir bakis acist getirmektedir. Yapilan bu 6dnerme
sonucunda elde edilecek sistemin daha kararli oldugu deneylerlede goriilebilecek
hale getirilmistir. Yapilan ilk 6nerme (EK.152) formiiliiniin kullanilmas1 yoniinde
idi, fakat bu oOneri 1<<n<<z durumu i¢in hi¢ de iyi sonuglar liretmemektedir;
nedenleri ise (EK.153) ve (EK.154) denklemlerinde agik¢a goriildiigli gibi elemanlar

n'? katsayisi ile artmaktaydi, bizim istedigimiz ise n<|z| civarinda sabit deger

almasi yoniinde idi.

; ; 1/2
| T | n

poLt_—H 1 " iom)],noeo (EKI152
H," ()0 C°|J”_S|t zp>n (EK.153)
z
H 1/2 = 1/2
' _n n (EK.154)

rzH V() 7"
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fkinci 6nerme ise (EK.155) formiiliiniin kullanilmasi seklinde idi. |H, " (2)]

fonksiyonu z>>n civarinda | H, "’ (z)| ile ayn1 asimtotik davranisi sergilemektedir.

i1
H0-L [0 EK.155
pu(2)0 s 0 (EK.155)
H,"@)|C ‘i‘/)’”i‘t . |zp>n (EK.156)
YA
i izl/2

T HO) e o 12N (EK.157)

(EK.157)de de agikca goriildiigii gibi seri [z|>>n igin n™"? ile azalmaya devam

etmektedir. Bu durumu bertaraf etmek icin (EK.158) deki gibi denklem sistemi

kullanilabilir.
i 1
_;—Z”ZH (1)(2) , <z
pi@=y L (EK.158)
1
T 2 (O , 22
7 n'""H " (2)
(EK.158) ifadesi (EK.111) de belirtilen p,(z)ile (EK.159)da da gosterildigi gibi

ayni asimtotik davranisa sahiptir. Ayn1 zamanda (EK.160)de de ifade edildigi gibi
n<< |z| durumu i¢in sabite yakinsamaktadir. z=n durumu i¢in ise herhangi bir

stireksizlige sahip degildir.
r.(zY) 2 -1
pn(z)sn—:[gj = p,2@)[1+0(n™)] (EK.159)

p.(z)0const n<<|z| (EK.160)

Bagka bir diisiince ise aym ifadeyi H, " (z)ve H,"'(z) yerine J () ve

J,'(z) ile ifade etmektir, fakat buda J (z) ve J,'(z)’ in reel eksende kokleri
oldugu igin iyi bir se¢im olmayacaktir. Ayni sikinti her ne kadar H_“(z)ve H " '(2)

icin bulunsada Hankel fonksiyonunun reel koklerinin olmamasi durumu
rahatlatmaktadir. Unutulmamasi gereken ise Hankel fonksiyonunu sifira yakin olan

complex koklerinin bulunmasidir. Bu yiizden k,,k; ve k. nin complex degerleri ile

calisilirken bu sifirlara rastlanabilir. Bu durumu géz ardi edersek bizim i¢in en uygun

ifadeyi elde etmis oluruz. p,’(z) ifadesi cebirsel sistemde kullanilirken R;(z) olarak

ifade edilecektir.



56

1, if 1>| Hn(l)(Z)|
t (2)= (EK.161)
HO@) | 1<|H.O()]
<z
\ | Zl/Ztn(Z) 2
p(2)=-— (EK.162)
T 1
— L inzz

In["t,2)
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EK D Bessel Fonksiyonu i¢in C++ Kodlar:

EK D 1 Bessel, Neuman ve Hankel Fonksiyonu

#ifndef TTBESSEL H
#define TTBESSEL H

#include <complex>

/*
1. ve 2. Tipte Bessel Fonksiyonlarinin tamsayi indisleri ic¢cin dederlerin
veren sinif
Platform : Suse Linux 10.0
IDE : Edit Plus
Tarih :29.09.2005
*/
template <class T,class IntType = long>
class TTBessel
{

public:
T JO(T x);//1.Tipte Bessel Fonksiyonunun 0.DegJeri
T YO(T x);//2.Tipte Bessel Fonksiyonunun 0.DeJeri
T J1(T x);//1.Tipte Bessel Fonksiyonunun 1.Dederi
T Y1(T x);//2.Tipte Bessel Fonksiyonunun 1.DeJeri

private:
enum FunctionType {First Kind, Second Kind};

T BesselO (T x, FunctionType fn type);

T J0 (T x);

T YO (T x);
T J1 0 (T x);
T J1_ 1 (T x);
T Yl (T x);

std::complex<T> HO(T x);//1.Tipte Hankel fonksiyon de§eri
std::complex<T> H1(T x);//1.Tipte Hankel fonksiyon de§eri
bi

template <class T,class IntType>
T TTBessel<T,IntType>::J0(T x)
{

if (-8 <= x §& x <= 8)

return J0O_(x);



else

return BesselO (x,TTBessel<T,IntType>::First Kind);

template <class T,class IntType>
T TTBessel<T,IntType>::Y0 (T x)
{
if (0 < x && x <= 8)
return Y0 (x);
else

return BesselO (x,TTBessel<T,IntType>::Second Kind);

template <class T,class IntType>
T TTBessel<T,IntType>::J1 (T x)

{
return J1 1 (x);

template <class T,class IntType>
T TTBessel<T, IntType>::Y1 (T x)

{
return Y1 (x);

template <class T,class IntType>
std::complex<T> TTBessel<T, IntType>::HO (T x)

{
return std::complex<T>(J0(x),Y0(x));

template <class T,class IntType>
std::complex<T> TTBessel<T, IntType>::H1 (T x)

{
return std::complex<T>(JLl (x),-Y1(x));

template <class T,class IntType>
T TTBessel<T,IntType>::Bessell (T x,FunctionType fn type)
{
static T R[] =
{

0.99898808985896515390,
-0.00133842854997185578,
-0.00031878987806189289,

0.00000851123221065665,
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.00000069154234913894,
.00000009077010153734,
.00000000145492807929,
.00000000092676248672,
.00000000013916619797,
.00000000000323797518,
.00000000000253535729,
.00000000000055909032,
.0000000000000419189¢6,
.00000000000000873316,
.00000000000000361861,
.00000000000000059438,
.00000000000000000964,
.00000000000000002436,
.00000000000000000789,
.00000000000000000125,
.00000000000000000002,
.00000000000000000008,

static T I[] =

{

.01233152057854414382,
.0122494962812594748¢6,
.00009649418499342287,
.00001365557049035682,
.00000085180664442635,
.00000002724405341355,
.00000000964642133771,
.00000000068334751799,
.00000000006062738000,
.00000000002169571634,
.00000000000230489890,
.00000000000012255390,
.00000000000009231372,
.00000000000001677838,
.00000000000000075375,
.00000000000000046244,
.00000000000000015906,
.00000000000000002500,
.00000000000000000015,
.00000000000000000135,
.00000000000000000044,
.00000000000000000007
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TTChebyshev<T, IntType> cheb = TTChebyshev<T, IntType> () ;
TTArraylD<T> arr = TTArraylD<T>(0,21,"TTChebyshev Arr");

cheb.TnStar (5/x,arr) ;

TTArraylD<std::complex<T>> cn=TTArraylD<std::complex<T>>(0,22,"Cn Arr");
for (IntType 1 = 0; 1 < 21; i ++)
{
cn(i) = std::complex<T>(R[1],I[1]);
}
std::complex<T> retval =std::complex<T>(T(0),T(0));
for (IntType i = 0; i < 21; i++)
{

retval = retval + cn(i) * arr(i);

std::complex<T> val ((x - PI / 4),0);

retval = std::complex<T>(Complex Product (retval,exp (Complex Product (
IMAG,val ))));
if (fn_type == TTBessel<T, IntType>::First Kind)

return real (retval) * sqrt(2 / (PI * x));

else If (fn type == TTBessel<T,IntType>::Second Kind)
return imag(retval) * sqrt(2 / (PI * x));

else

return 0;

template <class T,class IntType>
T TTBessel<T, IntType>::J0 (T x)
{

T retval = T(0);

static T an[] =

0.1577279714748901195¢6,
-0.00872344235285222129,
0.26517861320333680987,
-0.37009499387264977903,
0.15806710233209726128,
-0.03489376941140888516,
0.00481918006946760450,
-0.00046062616620627505,
0.00003246032882100508,
-0.00000176194690776215,
0.00000007608163592419,
-0.00000000267925353056,
0.00000000007848696314,
-0.00000000000194383469,
0.00000000000004125321,



-0.00000000000000075885,
0.00000000000000001222,
-0.00000000000000000017
)}z

TTChebyshev<T, IntType> cheb = TTChebyshev<T, IntType>();
TTArraylD<T> arr = TTArraylD<T>(0,17,"TTChebyshev Arr");
cheb.T2n (x/8,arr) ;

for (IntType i = 0; 1 < 17; i++)
{
retval = retval + an[i] * arr(i);
}
return retval;

template <class T,class IntType>
T TTBessel<T,IntType>::Y0 (T x)
{
T retval = T(0.0);
static T bn[] =
{
-0.02150511144965755061,
-0.27511813304351879146,
0.19860563470255415556,
0.23425274610902180210,
-0.16563598171365041312,
0.04462137954066928217,
-0.00693228629152318829,
0.000719117403752303009,
-0.00005392507972293939,
0.00000307649328810848,
-0.00000013845718123009,
0.000000005051054369009,
-0.00000000015258285043,
0.00000000000388286747,
-0.00000000000008442875,
0.00000000000000158748,
-0.00000000000000002608,
0.00000000000000000038

TTChebyshev<T, IntType> cheb = TTChebyshev<T, IntType> () ;
TTArraylD<T> arr = TTArraylD<T>(0,17,"TTChebyshev Arr");
cheb.T2n(x/8,arr) ;
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for (IntType i = 0; i < 17; i++)
{

retval = retval + bn[i] * arr(i);

retval=retval+(2/PI)* (GAMMA E + log(x/2)) * TTBessel<T,IntType>::J0 (x);

return retval;

template <class T,class IntType>

T TTBessel<T,IntType>::J1 0 (T x)

{

T retval = T(0);
static T an[] =
{
0.05245819033465648458,
0.04809646915823037394,
0.31327508236156718380,
-0.24186740844740748475,
0.07426679621678703781,
-0.01296762731173517510,
0.00148991289666763839,
-0.00012227868505432427,
0.00000756263022969605,
-0.00000036613085523363,
0.00000001427732438731,
-0.00000000045857003076,
0.00000000001235174811,
-0.00000000000023817735,
0.00000000000000559509,
-0.00000000000000009629,
0.00000000000000000146,
-0.00000000000000000002

TTChebyshev<T, IntType> cheb = TTChebyshev<T, IntType> () ;
TTArraylD<T> arr = TTArraylD<T>(0,17,"TTChebshev Arr");
cheb.Tn0Odd (x/8, arr) ;

for (IntType i = 0; i < 17; i++)
{
retval += an[i] * arr(i);
}
return retval;



template <class T,class IntType>
T TTBessel<T,IntType>::J1 1 (T x)
{

T retval = T(0);

static T bn[] =

0.64835877060526492084,
-1.19180116054121687251,
1.28799409885767762038,
-0.66144393413454325277,
0.17770911723972828328,
-0.02917552480615420766,
0.00324027018268385747,
-0.00026044438934858068,
0.00001588701923993213,
-0.00000076175878054003,
0.00000002949707007278,
-0.00000000094242129816,
0.00000000002528123664,
-0.00000000000057774042,
0.00000000000001138572,
-0.00000000000000019554,
0.00000000000000000295,
-0.00000000000000000004

TTChebyshev<T, IntType> cheb = TTChebyshev<T, IntType> ()
TTArraylD<T> arr = TTArraylD<T>(0,18,"TTChebyshev Arr");
cheb.T2n(x/8,arr) ;

for (IntType i = 0; 1 < 18; i++)
{
retval += bn[i] * arr(i):;
}
return retval * x / 8;

template <class T,class IntType>
T TTBessel<T,IntType>::Y1l (T x)
{
T retval = T(0);
static T cn[] =
{
-0.04017294654441407579,
-0.44444714763055806261,
-0.02271924442841773587,



0.2066445410174905197¢6,
-0.08667169705694852366,
0.01763670300316313441,
-0.00223561929448509524,
0.00019706230270154078,
-0.00001288585329924086,
0.00000065284795235852,
-0.00000002645073717479,
0.00000000087803011712,
-0.00000000002434327870,
0.00000000000057261216,
-0.00000000000001157794,
0.00000000000000020347,
-0.00000000000000000314,
0.00000000000000000004

TTChebyshev<T, IntType> cheb = TTChebyshev<T, IntType> () ;
TTArraylD<T> arr = TTArraylD<T>(0,18,"TTChebyshev Arr");
cheb.TnOdd (x/8, arr) ;

for (IntType i = 0; i < 18; i++)
{

retval = retval + cnl[i] * arr(i);

return retval+(2/PI)* (GAMMA E+log(x/2))*J1 0 (x)-2/(PI*x);

}
#endif /*END OF TTBESSEL H */
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EK D.2 Bessel Fonksiyonlarimin Herhangi Bir Tamsayi

Indisindeki Degerleri

#ifndef TTBESSEL REC H
#define TTBESSEL REC H

/*

Tamsayi dederli Bessel fonksyionlarinin 0. ve 1. dereceden Bessel
fonksyionlari kullanilarak ileri ve geri Rekiirsif fonksiyonlari
kullanilarak bulunmasi.

Platform : Suse Linux 10.0

IDE : Edit Plus

Tarih : 12.01.2006

*/

template<class T, class IntType = long>
class TTBessel Rec
{
public:
//Neuman fonksyionunun dederleri
void NeumanRecurrence (T x,IntType N,TTArraylD<T>& arr);
//Bessel fonksyionlarinin degJerleri
void BesselRecurence (T x,IntType N,TTArraylD<T>& arr);
//1. Tipte Hankel Fonksiyonlarinin dederleri
vold HankelFirst (T x, IntType N, TTArraylD< std::complex<T>>&
arr) ;
//2. Tipte Hankel Fonksiyonlarinin dederleri
void HankelSecond(T x, IntType N, TTArraylD< std::complex<T>

>& arr);

private:
void BesselBackwardRecurence (T x, IntType N, TTArraylD<T>&
arr); //Geriye Rekiirsif hesaplama
void BesselDirectRecurrence (T x, IntType N, TTArraylD<T>&
arr);//Toplamsallik teoremi ile hesaplama
void NeumanDirectRecurrence (T x, IntType N, TTArraylD<T>&

arr); //Neuman dederlinin hesap edilmesi

//Hesap edilecek deferlerin hatayi minimize etmek icin
//toplamasallik mi1i yoksa geriye rekirsiyon ile yapilacadini bildirir
bool IsBesselBackwardRecurrence (T x, IntType N);
//Kritik n0 de§erini hesap etmek i¢in kullanilir
IntType Boundaries (T x, IntType N);

//M dederinin bulunmasi ic¢in kulanilair



void Boundaries (IntType n0O, T x, IntType& M);
//Bessel fonksiyonu i¢in toplamsallik ydnteminin 2
//adet parcasini hesap eden fonksiyonlar

T BesselDirectRecurrenceFirstPart (T x, IntType N);

T BesselDirectRecurrenceSecondPart (T x, IntType N,

//Yaratilan arraylerin memoryde yer tutmasini
//engellemek icin kullanilan null array
TTArraylD<T> null array;

};/*END OF TTBessel Rec*/

template<class T, class IntType>
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IntType

void TTBessel Rec<T, IntType>::NeumanRecurrence (T x, IntType N, TTArraylD<T>&

arr)

{
TTArraylD<T> arr ;
NeumanDirectRecurrence (x,N,arr );

arr_ .Swap(arr);

template<class T,class IntType>

void TTBessel Rec<T, IntType>::BesselRecurence (T x, IntType N, TTArraylD<T>&

arr)

{

if (x == T(0))

{
TTArraylD<T> arr (0,N);

arr (0) = T(1);
for (IntType i = 1; i <= arr .HBound(); i++)
arr (i) = T(0);

arr.Swap (arr_);

else

//hangi tipte hesap yapilacadini belirlemek icin kullanilir

if (IsBesselBackwardRecurrence (x,N))
BesselDirectRecurrence (x,N,arr);

else

BesselBackwardRecurence (x,N,arr);
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template<class T, class IntType>
void TTBessel Rec<T, IntType>::HankelFirst (T X, IntType N, TTArraylD<
std::complex<T> >& arr)
{
TTArraylD<T> bes ;

TTArraylD<T> neu ;

//****************************************************

if (N ==0) N = 1;//Algebraic sistemdeki hatalar yiiziinden eklendi

//***‘k*‘k*‘k‘k*‘k*‘k************‘k*‘k************************

TTArraylD< std::complex<T> > arr (0,N);

BesselRecurence (x,N,bes );

NeumanRecurrence (x,N,neu_ ) ;

for (IntType i = arr .LBound(); i < arr .HBound(); i++)

arr (i) = std::complex<T>(bes_ (i),neu (i));

arr.Swap (arr_);

null array.Swap (bes );

null array.Swap(neu );

template<class T, class IntType>
void TTBessel Rec<T,IntType>::HankelSecond(T x, IntType N, TTArraylD<
std::complex<T> >& arr)
{
TTArraylD<T> bes ;

TTArraylD<T> neu ;

//****************************************************

if (N ==0) N = 1;//Algebraic sistemdeki hatalar yuzinden eklendi

//****************************************************

TTArraylD< std::complex<T> > arr (0,N);

BesselRecurence (x,N,bes );

NeumanRecurrence (x,N,neu ) ;

for (IntType i = arr .LBound(); i < arr .HBound(); i++)

arr (i) = std::complex<T>(bes (i),-1 * neu (i));

arr.Swap (arr_);

null array.Swap (bes );

null array.Swap (neu );



template<class T,class IntType>
void TTBessel Rec<T,IntType>::BesselBackwardRecurence (T x,
TTArraylD<T>& arr)
{
IntType M = -1;

Boundaries (Boundaries (x,N),x,M);

TTArraylD<T> arr_(O,M);
arr (M) = T(O0);
arr (M - 1) = T(1);

for (IntType i =M - 1; i > 0; i--)

arr (i - 1) =2 * 1 / x * arr (i) - arr (i + 1);

TTBessel<T> bes ;
T besO = bes .J0(x);
T besl = bes .J1(x);

T C=1;
iT (fabs(bes0) > fabs (besl))
C = bes0 / arr (0);
else
C = besl / arr (1);

for (IntType 1 = 0; 1 < M; i++)

arr (i) *= C;

arr.Swap (arr_);

template<class T,class IntType>
void TTBessel Rec<T,IntType>::BesselDirectRecurrence (T X,
TTArraylD<T>& arr)
{
IntType M = 1;
Boundaries (Boundaries (x,N),x,M);

TTArraylD<T> arr (0,2,"BesselDirectRecurrence");
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IntType N,

IntType N,

arr (0)=BesselDirectRecurrenceFirstPart (x,N)*BesselDirectRecurrencesS

econdPart (x,N,M);

arr (l)=BesselDirectRecurrenceFirstPart (x,N)*BesselDirectRecurrenceS

econdPart (x,N,M+10);

arr (2)=BesselDirectRecurrenceFirstPart (x,N)*BesselDirectRecurrencesS

econdPart (x,N,M+20);
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while (fabs(arr_(2) - arr_ (1)) > fabs(arr (1) - arr_ (0)))

{
M += 10;

arr (0)=BesselDirectRecurrenceFirstPart (x,N)*BesselDirectRecurrenceS

econdPart (x,N,M);

arr (l)=BesselDirectRecurrenceFirstPart (x,N)*BesselDirectRecurrencesS

econdPart (x,N,M+10);

arr (2)=BesselDirectRecurrenceFirstPart (x,N)*BesselDirectRecurrencesS
econdPart (x,N,M+20);
}

M -= 10;
TTArraylD<T> arr_ (O,N);
for (IntType i = 0; 1 < N; i++)
arr (i)=BesselDirectRecurrenceFirstPart (x,1i)*

BesselDirectRecurrenceSecondPart (x,1i,M);

arr _.Swap(arr);

template<class T,class IntType>
void TTBessel Rec<T,IntType>::NeumanDirectRecurrence (T X, IntType
N, TTArraylD<T>& arr)
{
TTBessel<T> bes ;
TTArraylD<T> arr (0,N);
arr (0) = bes .Y0(x);

arr (1) = bes .Y1(x);

for (IntType i = 2; i < N + 1; i++)

arr (i) =2 * (1 - 1) / x * arr (i-1) - arr (i-2);

arr .Swap (arr);

template<class T,class IntType>

IntType TTBessel Rec<T,IntType>::Boundaries (T x, IntType N)

{
return max (N, IntType(x) + 5);

template<class T,class IntType>
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void TTBessel Rec<T, IntType>::Boundaries (IntType n0, T x, IntType& M)
{
T P = 1, computer error = COMPUTER EPSILON / 64;
x = Pow2(x / 2);
while (P > computer error)
{
P *=x * 1/ (n0 + 1);

++n0;

M = n0 + 2; //+2 de§eri hem M+1 hemde M+2 yi hesap etmek ig¢in
kullanilar

}

template<class T, class IntType>
bool TTBessel Rec<T, IntType>::IsBesselBackwardRecurrence (T x, IntType N)
{
it (N !=0)
return ((Pow2(x) / N > T(1/2)) 2 true : false);
else

return false;

template<class T, class IntType>
T TTBessel Rec<T,IntType>::BesselDirectRecurrenceFirstPart (T x, IntType N)

{
return exp (N * log(x/2) - FactoriallLog(N));

template<class T, class IntType>
T TTBessel Rec<T,IntType>::BesselDirectRecurrenceSecondPart (T x, IntType
N, IntType M)
{
T temp = T(0);

/*
http://gershwin.ens.fr/vdaniel/Doc-Locale/Cours-Mirrored/Methodes-
Maths/white/math/s8/s8bess/s8bess.html
yukaridaki internet sitesi uyarinca kullaniddimiz formiilde hatalar
bulunmakta bu ylizden asadidaki

gibi degilde calisan sekli ile degerlendirilecektir.

for (int i = 1; i < M + 1; i++)
temp_—zPowN(PowZ(x)/4,i)*exp(—FactorialLog(i)—
FactorialLog (i+N)) ;

return temp + 1;



std::cout << M << std::endl;

*/

for (IntType 1 = 1; 1 < M; i++4)
temp +=PowN ((-x*x/4),1i)*exp(FactoriallLog(N)-FactoriallLog (i) -

FactorialLog (N+1i));

return 1 + temp ;

}
#endif /*END OF TTBESSEL REC H */
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EK D 3 Bessel, Neuman ve Hankel Fonksiyonlarinin 1.

Dereceden Tiirevleri

#ifndef TTBESSEL DER H
#define TTBESSEL DER H

/*
Herhangi bir tamsayi indisinden bulunan Bessel, Neuman ve Hankel
fonksiyonunun tirevleri

Platform : Suse Linux 10.0

IDE : Edit Plus
Tarih : 12.01.2006
*/
/*
X o—mmm For Bessel-——-—-———--——--
* Jv'(x) = Jv-1(x) - (v/x) * Jv(x)
* Jv'(x) = -Jv+l(x) + (v/x) * Jv(x)
Kommm For Neuman-----------
* Yv'(x) = Yv-1(x) - (v/xX) * Yv(x)
* Yv'(x) = -Yv+l(x) + (v/xX) * Yv(x)
X
* J'(v,x) = -Besseld(v+l,x)+v/x*Besseld (v, x)
* Y'(v,x) = -BesselY(v+l,x)+v/x*BesselY (v, x)
*
* J''(v,x) = -BesselJ(v,x)+(v+l)/x*Besseld(v+l,x)-v/x"2*Besseld (v, x)+v/x* (-

BesselJ (v+1l,x)+v/x*Besseld (v, X))
* Y''(v,x) = -BesselY(v,x)+(v+l)/x*BesselY (v+l,x)-v/x"2*BesselY (v, x)+v/x* (-
BesselY (v+1, x)+v/x*BesselY (v, X))

*

**/

template<class T,class IntType=long int>
class TTBessel Der
{
public:
TTBessel Der();
vold BesselDerl (T x, IntType s, TTArraylD<T>& arr);//Bessel
Fonksiyonu 1. tirevi
void NeumanDerl (T x, IntType s, TTArraylD<T>s& arr);//Neuman
fonksiyonu 1. tiirevi
vold HankellDerl (T x, IntType s, TTArraylD< std::complex<T> >&

arr);//1.Tipte Hankel fonksiyonunun 1. dereceden tiurevi
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void Hankel2Derl (T x, IntType s, TTArraylD< std::complex<T> >

&arr);//2.Tipte Hankel fonksiyonunun 1. dereceden tiirevi
private:
TTBessel Rec<T,IntType> bes ;
protected:
}i

template<class T,class IntType>
TTBessel Der<T, IntType>::TTBessel Der ()
{

bes = TTBessel Rec<T,IntType>();

template<class T,class IntType>

void TTBessel Der<T, IntType>::BesselDerl (T x, IntType s, TTArraylD<T>& arr)

{
TTArraylD<T> arr (-1,s+1l);
TTArraylD<T> arr bes ;

bes_.BesselRecurence (x,s+3,arr_bes_);

for (IntType i=arr .LBound(); i<=arr_ .HBound(); i++)

arr (i) = -(i+1>=0 ? arr bes (i+l) : -arr bes (abs(i+l)))+

(T (1) /x)*(i>=0%arr bes (i):arr bes (abs(i)));

arr.Swap (arr_);

template<class T,class IntType>

void TTBessel Der<T,IntType>::NeumanDerl (T x, IntType s, TTArraylD<T>& arr)

{
TTArraylD<T> arr (-1,s+1);
TTArraylD<T> arr bes ;

bes .NeumanRecurrence (x,s+3,arr bes );

for (IntType i=arr .LBound(); i<=arr .HBound(); i++)

arr (i) = -(i+1>=0 ? arr bes (i+l) : -arr bes (abs(i+l)))+

(T(i)/x)*(i>=O?arr_bes_(i):arr_bes_(abs(i)));

arr.Swap (arr );

template<class T,class IntType>
void TTBessel Der<T,IntType>::HankellDerl(T x, IntType
std::complex<T> >& arr)
{
TTArraylD< std::complex<T> > arr (-1,s+1);
TTArraylD<T> arr bes;

TTArraylD<T> arr neu;

Sy

TTArraylD<
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bes .BesselRecurence (x,s+3,arr bes);

bes .NeumanRecurrence (x,s+3,arr_neu);

for (IntType i=arr .LBound(); i<=arr .HBound(); i++)
arr (i)=-(i+1>=0 ? arr bes(i+l) : -arr bes(abs(i+l)))
-std::complex<T>(0.,1.)* (i+1>=0?arr neu(i+l) :-
arr_neu(abs(i+1)))+(T(i)/x)*((i>:0?arr_bes(i):—
arr bes(abs(i)))+std::complex<T>(0.,1.)* (1i>=07?
arr neu(i):-arr neu(abs(i))));

arr.Swap (arr_);

template<class T,class IntType>
void TTBessel Der<T,IntType>::Hankel2Derl(T x, IntType s, TTArraylD<
std::complex<T> >& arr)
{
TTArraylD< std::complex<T> > arr (1,s);
TTArraylD<T> arr bes;

TTArraylD<T> arr neu;

bes .BesselRecurence (xX,s+2,arr bes);

bes .NeumanRecurrence (x,s+2,arr neu);

for (IntType i=arr .LBound(); i<=arr_ .HBound(); i++)
arr (i)=-(i+1>=0?arr bes(i+l):-arr bes(abs(i+l))) +
std::complex<T>(0.,1.)* (i+1>=0?arr neu(i+l):-
arr neu(abs (i+1)))+(T(1i)/x)* ((i>=0%arr bes (i) :-
arr bes(abs(i)))-std::complex<T>(0.,1.)* (i>=07?
arr neu(i):-arr neu(abs(i))));
arr.Swap (arr_);

}
#endif/*END OF TTBESSEL DER H */



