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Bu calisma bes bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde; tez de kullanilan

genel bilgileri verdik.

Ikinci boliimde; g-analog teorisini [13], tezin icerigi i¢in gerekli olan Leonard
cifti [23, 26] ve bu cift ile baglantili daha genel olan Leonard sistemin yapisini

olusturan elemanlar1 [24] cebirsel yonden inceledik ve yorumladik.



Uciincii  boliimde; Leonard ciftlerinin polinomlardan olusan lineer cebir
nesneleri oldugunu detayli sekilde agikladik ve Leonard sistemi olusturan tabanlari
[19, 26] verdik.

Dordiincii boliimde; Leonard ciftlerinin 6zel fonksiyonlarin [1] ortogonal
polinom [17] ¢Ozlimlerinde fayda sagladigin1 arastirdik ve quantum cebirinin [4],

Askey sisteminin [12] karsilastirmalarini yapip, yorumladik.

Besinci boliimde; Leonard ciftlerinin  matematiksel uygulamalarini ve
determinant kavramini agikladik. Ayrica [27] de verilen determinanti yorumladik.

A, A" m farkli durumlari i¢in determinant hesaplarini yapip , 6z degerleri inceledik.

Anahtar Kelimeler : Leonard ¢ift, Leonard sistem, 6zel fonksiyonlar, determinant,

Askey sistem, ortogonal polinomlar, 6z deger, g-racah polinomu.
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This study consist of five sections. In the first section; we have presented basic

concepts which used in thesis.

In the second section; we have examined and commented on the theory of g-

analog [13], Leonard pair that is necessary for content of thesis [23,26] and



associated with this pair, entry that construct structures of Leonard systems [24] with
the aspect of algebraic.

In the third section; we have detailed studied Leonard pairs that are constructed
with polynomials is the objects of Linear Algebras. We have given basis of Leonard

systems.

In the fourth section; we have searched the solitions of orthogonal polynomials
that are used in special functions of Leonard pairs, and commented on comparisons

of quantum algebra [4] , Askey system [12] , and characteristics of these concepts.

In the fifth section; we have presented mathematical apply of Leonard pairs and
determinant concept. Besides , we have commented on determinant given in [27].
We have studied calculations of determinat for different types of A,A" and

examined their eigen values.

KEY WORDS : Leonard pairs, Leonard systems, special functions,
determinant, orthogonal polynomials, Askey system, g-Racah polynomial, eigen

value.
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GIRIS

Leonard ¢ifti, P. Terwilliger tarafindan ortaya atilmistir . Bu ¢ift; D. Leonard
teoremiyle, g-Racah polinomlarinin olusturdugu ortogonal polinom aileleriyle ve
Askey goriisindeki polinomlarla baglantilidir. Yani polinomlarin olusturdugu bir

cebirdir.

Paul Terwilliger; kombinatorik, cebir ve o6zel fonksiyonlarla ilgilenmistir.
Bununla beraber birkag yil 6ncesinde ¢ Leonard ¢ift”’ olarak adlandirdigi cebirsel
nesnelerle ilgilenmeye baslamistir. Leonard ¢ift olarak adlandirdigi bu cebirsel
nesneler kombinatorik ve o6zel fonksiyonlardan gelmistir. Bu fikir basit olarak

asagidaki gibi tanimlanir [28 ].

K bir cisim ve V , K cismi tizerinde sonlu pozitif boyutlu bir vektér uzay

olsun. A:V - VveB: V- V lineer doniisiim ¢ifti

(1) A, bir kdsegen matris ve B de bir indirgenemez {iglii bant matris

olacak sekilde V i¢in bir taban,

(i) B, bir koOsegen matris ve A da bir indirgenemez liglii bant matris
olacak sekilde V i¢in bir taban ( Alt ve iist kdsegen elemanlari sifir

olmayan A {i¢lii bant matrisine indirgenemez denir.)

sartlarin1 saglasin, bu gibi A, B ¢iftine > Leonard ¢ift <> denir (Bu ismi g- Racah

polinomlarini igeren Leonard teoreminden faydalanarak bulmustur [21] ).

Burada tanimlanan Leonard ¢iftin bircok 6zelligi vardir. Ilk olarak, birinci
sinif lineer cebirsel nesnelerdir. Ikinci olarak, g-Racah polinomlarmin olusturdugu
ortogonal polinom aileleriyle baglantilidir [30]. g-Racah polinomlart da ; quantum

(Sl ) cebirinde ki Racah katsayilarii tanimlar. Ugiincii olarak, iiclii bant cebiri



olarak adlandirilan indirgenemez cebirle baglantilidir. Dordiincii olarak, diizgiin-
uzaklik grafiginde meydana ¢ikar [7]. Diizglin-uzaklik grafigi de iiclii bant cebirinin
gosterimini destekler ve bu gdsterim Leonard ciftini verir. Ayrica Leonard giftleri;
matrisler i¢in klasik mekanigi genellestirebilmeyi onerir ve A,A* Leonard ¢iftinin

uygun komiitatorle cebir iligkisini sagladigini gosterir.



I. BOLUM

LEONARD CIFTLERI ICIN TEMEL KAVRAMLAR

Bu bélim de ; tezde kullanilan genel bilgiler verilecektir.

1.1 GENEL BILGILER

Tamm 1.1.1. ( Cebir): Bir M ciimlesi bir K cismi {izerinde bir vektor uzay1

ve ayrica M X M — M carpma islemide
(i) A(B + C) = AB + AC
(i) (AB)C = A(BC)
(iii)(CA)B = A(CB) = C(AB)

sartlarini sagliyorsa bu M ciimlesine K cismi iizerinde cebirdir denir.

Tamm 1.1.2. ( Indirgenemez matris): P permiitasyon matris olmak iizere,
PT AP matrisi blok iist liggen ise A (n X n) kare matrisi indirgenebilir matristir. Eger

kare matris indirgenebilir degilse o halde indirgenemez matristir.

Tamim 1.1.3. ( Uclii bant matris): |i — j| > 1 iken a(i,j) = 0 ise A ya ii¢lii

bant matris denir. Yani ;



la, a, 0 . .. O 1
Ay 8y Ay - - 0
0 a, a; . . . O
0 0 0 an n-1 ann

seklindedir.

Tamm 1.1.4. ( Modiil): M bos olmayan bir kiime ve K, birimli, degismeli bir
halka olsun. Asagidaki Onermeler dogru ise M kiimesi K halkasi1 istiinde bir

modiildir denir.

(M1) M kiimesinde + ile gosterilen ve adina toplama denilen bir islem tanimlanmig

olan (M, +) degismeli gruptur.
(M2) KxM - M
(a,x) - ax

bi¢iminde, adina skalerle ¢arpma islemi denilen bir fonksiyon tanimlanmistir ve bu

fonksiyon asagidaki 6nermeleri dogrular.

a) Hera e K,herx,y € Migin a(x +y) = ax + ay

b) Hera,b € K, herx € M i¢in (a + b)x = ax + bx

c) Hera,b € K,x € M i¢in (ab)x = a(bx)

d) K nin ¢arpmaya gore birim elemani 1 olduguna gére, M nin her x elemani

igin, 1x = x tir.



Tammm 1.1.5. ( ikikésegen): i#j yada i#j—1 iken a(i,j) =0 ise A
matrisine st ikikOsegen. i j yada i# j + 1 iken a(i,j) = 0 ise A matrisine alt

ikikosegen denir.

Tamm 1.1.6. ( Germe): Alt uzaym bir germesi vq,v, vektorlerinden iretilir.

U1,V € V igin germe (vq,v,) = {rv; + sv,:r,s€ R }dir.

Tanim 1.1.7. ( Sifir uzay) : T, R™ ‘nin lineer doniisiimii ise, sifir uzay biitiin

X vektorlerinin kiimesidir ki T(x) = 0 dir. Null(T) = {X : T(x) = 0} dur.

Tanim 1.1.8. (Racah ve g-Racah polinomlar): Racah polinomlari; ortagonal
polinomlardir ve bu ortagonal polinomlarin ortagonallik iliskisiyle, Racah

katsayilarinin ortagonallik iligkisi birbirine esittir.

[33] Racah polinomlar;; n=0,1,2,...,N icin  4F;(a,b,c,d;e, f,g:x)

genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlar olmak iizere;

R,(A(x); %, B,8,y) = 4F; (—n,n+oc+ﬁ+1,—x+)/+6+1; 1) 1)

x+1,8+5+1,y+1
ifadesi ortogonal polinomlarin hipergeometrik sinifindan elde edilir.

AX)=Ax+y+6+1) (2)

ve



x+1=-N

B+6+1=-N

y+1=-N

esitliklerin her biri saglanir.( N, negatif olmayan bir tamsayidir.)

g- Racah polinomlari ise;

nab n+l ,—x x+1cd

—x x+1 . : = q_
pn(@™*+q* 'cd;a,b,c,d; q) = ¢3[ aq bdg cq

seklinde verilen temel hipergeometrik seriden bulunur (Askey ve Wilson, 1979).



ILBOLUM

LEONARD CIFTLERI

Bu boliim dort kisimdan olusmaktadir.

Birinci kisimda g-analog teorisi, ikinci kisimda Leonard giftleri , liglincii
kisimda Leonard sistemleri , dordiincii kisimda skalerler ve polinom ¢esitleri detayli

bir sekilde agiklanacak ve incelenecektir.
2.1. g-analog Teorisi

Tammm 2.1.1.( g-analogu): [1, 13] g-analogu; 6zel fonksiyonlar da teorem
veya birimin g-serisi i¢in ¢ = 1~ limit durumunda sonug verir. Ve g-analogu; temel

hipergeometrik seride, quantum grubunda karsimza ¢ikar. g-analogu ;

. 1—-q%
lim,_, T ©)

P'¢
ifadesine dayanir ve (1-q )/ (1-q) sayist [] temel sayisi olarak adlandirilir.

(Koekoek ve Swarttouw, 1998). g-analogu; ortogonal polinomlarin Askey- Wilson

siniflamasi i¢in taban olusturur.

O halde ; 0 < g < 1 oldugu kabul edilirse ,

@Sok _
k= Sk

limg_,q

(4)

dir.



2.2. Leonard Cifti

Tanmim 2.2.1. [28] V, K cismi {izerinde sonlu boyutlu bir vektor uzay olsun.
A V>V veB: V-V lineer doniisiim cifti

(i) A kosegen matris ve B de indirgenemez {iglii bant matris olacak sekilde V

i¢in bir taban

(i) B kosegen matris ve A indirgenemez {iglii bant matris olacak sekilde V
icin bir taban ( Alt ve list kosegen elemanlar1 sifir olmayan A iiglii bant matrisine

indirgenemez denir.)
sartlar1 saglanirsa A, B ye V de Leonard cift denir.

Tanimlanan “’Leonard ¢ift’” ismi Askey sisteminin baglantili polinomlarindan
[19,22] ve g-Racah polinomu igeren [21] Leonard teoreminin iligkisinden ortaya

cikmustir.

Ornek 2.2.2.

V=K* (siitun vektorleri) alalim. A ve B matrisleri

0 3 00 30 0 O

10 20 01 0 O
B= A=

0 2 01 00 -1 0

0 03O0 0 0 0 -3

seklinde olsun. A, B; V vektor uzayinda lineer doniistimdiir. K’nin karakteristigi 2
ve 3’ ten farklidir. Yani A matrisi indirgenemezdir. O halde A, B ¢ifti V’de Leonard
cifttir. Gergekten buradan Leonard ¢iftinin (i) sartinin saglandigi goriiliir. Simdi de

(11) sartin1 dogrulamak i¢in P ters matrisini bulalim. P ters matrisini bulmak i¢in 6z



degeleri ve bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorleri bulalim. Daha sonra bu Oz

vektorlerin olusturdugu matrisin transpozesini alip P matrisi elde edelim. Yani

=0, (A+3) (A-1) (A +1) (1-3)=0

oldugundan 11=3, 1,=-3, A3=-1, A4=1olur.
Bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorler ise ;

Vi=[1331]7, Vo=[11-1-1]7, Va=[1-1-11]", V4[1-33-1]" olur. Buradan

1 3 3 1
11 -1 -1
11 -1 -1 1
1 -3 3 -1
4
bulunur, P~1 = 24 ®)
det(P)
Buradan da
8 24 24 8
s 1(8 8 -8 -8
"64|8 -8 -8 8
8 -24 24 -8
olur.

PAP=

o O — O
O N O W
w O N O
o — O O
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olur.
30 0 O
1 01 0 O
P'BP=
00 -1 0
0 0 0 -3
olur. P matrisi
1 3 3 1
11 -1 -1
11 -1 -1 1
1 -3 3 -1
seklindedir.
P~'AP=B = AP =PB (5)
dir.

Simdi de [25] de verilen ifadeye donelim. K cisminin karakteristigi 0 veya d’

den daha biiytik ilk ¢ift say1 olmasi sart1 ile herhangi bir d tamsayisi igin

d 0
0 d-1
2 ..
A= B=kos (d, d-2, d-4, ..., d) (6)
1
d 0

cifti K4** vektdr uzaymda Leonard ¢ift olur . Bu ispat d= 3 igin ispatlanr.

P? = 24] ve AP= PB dir. P matrisinin ij elemani
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d (=) 2™ o
Py = ()i @22 0<ij<a) )

seklinde ifade edilir. (7) ifadesinin sagindaki toplam hipergeometrik seriyi verir.

2 Fi = (_2;] |2) negatif olmayan r,s tamsayilar1 icin hipergeometrik serinin
varolan analoglari ; F ; hipergeometrik seri olarak adlandirilir [11]. Ustelik var olan

bu g- analoglar1 | @ ; hipergeometrik seri olarak adlandirilir [13, 15] . Buradaki , F,
serisi ay, = 1 ve

Apt1 n+a)(n+a,) .. (n + ap)
@ (n+b)@n+by)..(n+by)

olmak tizere ,

anpz™

rFs(al, ey Qp; by, ...,bq;z) = Yo -

seklinde bir hipergeometrik seri ifade eder.

2.3. Leonard sistemleri

Leonard ciftleri ile ¢alisirken, Leonard sistemi olarak adlandirilan daha
genel nesneleri diisinmek gerekir ( Lemma 2.3.1.[28] )V, K cismi iizerinde sonlu
pozitif boyutlu vektor uzay olsun ve A, A* matrisleri de V vektor uzayinda Leonard
cift ifade etsin. O halde A’ nin 6z degerleri K cisminden alinir ve bu 6z degerler
birbirinden farkli olur. Ayn1i zamanda A*’ nin da 6z degerleri K cisminden alinir ve

bu 6z degerler de birbirinden farkli olur[28].

Leonard sistemini tanimlamak igin lineer cebirden birka¢ kavram hatirlayalim.
d negatif olmayan bir tamsay1 ve mat;,,(K) elemanlar1 K daolan(d +1xd +1)
matrislerinin olusturdugu K-cebiri olsun. Satir ve siitunlar1 0,1,2....d" den alalim.

K41 de ,(1xd+ 1) matrisininin olusturdugu K-vektér uzayr olsun. K4+ |
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mat,,4(K) i¢in sol modiildiir ve bu sol modiil indirgenemezdir[28,27]. A da ,

mat,,,(K)’ ya izomorf olan K-cebirini ifade edecektir.

V indirgenemez A-modiil olsun. V, A-modiiliiniin tek izomorfu olur ve V

vektor uzayr 1 boyutlu olur[25]. vy, vy, ... U4 ; V vektor uzayinin bir tabani olsun.

X eAve Y € matg,,(K) icin Xv; =Z?=0yij v; 0<j<d olur. Bir de
A€ A olsun. A nin K cismindeki birbirinden farkli 6z degerlerinin sayis1 d+1 ise A’

ya katl1 serbest denir.

A , A nin kath serbestini ve 8y, 604,...0; da A nin 6z degerlerini ifade

etsin[25]. 0 <i < d i¢in A’ nin birimi | olmak iizere ;

A-0;1
0;i-0;

E; = Hosjsd

Jj#i

(8)

olur.
Buradan da

(i AE;=6E; (0<i<d)
(i) EE; = 6;jE;

(i) XfoE =1

(v) A=3XL,6.E

olur [25,26].

D, A tarafindan iiretilen A nin alt cebiri olsun.(i)-(iv) i kullanarak K-vektor
uzay1 D i¢in E, E, ... E;4 dizisi bulunur. Buradaki E; ye 6; ile baglantili A nin ilkel
idempotenti denir. Bu ifade
V=E)V+EV+-:-+E;V (direkttoplam)

yi diigiinmemize yardim eder. 0 <i < d i¢in E;V (1 boyutlu) uzay1 V vektor
uzayinda 6; ile baglantili A’ nin 6z uzayi olur. {Ai \0<i< d} kiimesi K-vektor
uzay1 D igin taban ve [[% ,(A — 6;I) = 0 olur. A daki Leonard ciftten, A dan gelen

siral1 ikililer anlagilir ki bu sirali ikililer V' vektor uzayinda Leonard ¢ift olusturur.
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Buradaki A, Leonard ¢iftin ambient cebiri olur[24] ve bu ¢ift K cismi

tizerindedir. Simdi de ambient cebirinin tanimini inceleyelim.

Tanmim 2.3.2. [28] A daki Leonard giftten ®:= (A4, A*; {E;} iio; {E;} iio)
dizisi;

(i) A, A" 1n her biri A’ da katli serbestir.

(ii) Ey Ey, ..., E; A" 1nilkel idempotent siralamasidir.

(ili) Eg, Ef, ..., E} A ninilkel idempotent siralamasidir.

li—j|>1ise, 0

(V) EiAEj:{Ii—jl=1ise, £ 0

}(OSi,de)

li—j|>1ise, 0

V) Eidk, Z{Ii—jl = lise, #0

} 0<i,j<d)

sartlarini saglarsa <A ya ®- ambient cebiri denir.

Simdi de Leonard ciftle Leonard sistem arasindaki bagimntiyr inceleyelim. V

vektor uzayi indirgenemez A-modiil, ®:= (A4, A*; {E;} l.jo SAET} iio) A’ da Leonard
sistemve 0 < i <d i¢in v;; E;V de sifirdan farkli vektor olsun. Oyleki vy, vy, ... U4
vektorleri V' vektdr uzayi igin bir tabandir ve Leonard ¢ift tanimindaki (ii) sartin
saglar. 0<i<d i¢in v ; E/V de sifirdan farkli vektdr olsun. Oyleki
Vg, U1, ..., Vg vektorleri de V vektdr uzayr igin bir tabandir ve Leonard cift
tanmimindaki (i) sartin1 saglar. Bu sartlar sagladigindan dolay1r A, A* ¢iftine Leonard

cift denir.

Tamm 2.3.3. [26] ® Tanim 2.3.2 den Leonard sistem olsun. . 0 < i < d igin
0;(0;); E; (E}) ile baglantili A (A*) © m 6z degeri olsun. Buradan 6,0y, ...,0; © ye
®’ nin 6z deger dizisi denir. 8, 07, ...,0; * ye de @’ nin dual 6z deger dizisi denir.
0y, 04, -.., 8,4 6z degerleri birbirinden farklidir, benzer olarak 96‘,9{ , -, 05 0z degerleri

de birbirinden farklidir.
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Tanmm 2.3.4. [26] @ Tanim 2.3.2 deki Leonard sistem olsun. Oyleki A, Eg
elemanlar1 ve A, A* elemanlari birlikte ¢4 y1 olusturur. Bununla beraber E; da A”

da polinom olur.

Tamim 2.3.5. [26] Bir tane verilen Leonard sistemden birgok yeni Leonard
sistem diizenlenebilir. ® Tanim 2.3.2 deki Leonard sistem ve o, ™, 3,8 da K

cismindeki skalerler olmak {izere
(°<A+ﬁ1;°<* A"+ B LAE} ‘ AETY ¢ )
i=0 i=0
dizisi A da Leonard sistemdir.
o= (A% A EY 8 HEDY ),
&t = (4; A% (E} 2 (B} 2,
V= (4; A7 {Eq-} 2 (B} S
seklinde belirtilen ii¢ dizi de A da Leonard sistem olur.
*,1, U ler biitlin Leonard sistem kiimelerinde permiitasyon gibi davranir.
x2=12=2=1, 9)
Ux=xl, lx=+«0,6 W= (10)

esitlikleri vardir [28]. (9),(10)’ la baglantili *,{, U sembollerinden tiretilen grup, D,

dihedral grubudur. D, dihedral grup; kare simetrik gruptur ve 8 elemani vardir.

Tamm 2.3.6. ® Leonard sistem olsun. D, grubunda ki herhangi bir g ve @

-1
Leonard sistemi ile baglantili herhangi bir f elemam ig¢in ; f9 ;@ 9 elemanlar
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benzerdir. Bu bastan beri kabul edilen uygulamadan dolay1, E;/(®) = E;(®~) © dir
[24].

2.4. Skalerler ve Polinomlar

[29]7 da, Leonard sisteminin; polinom sistemlerinin cebir versiyonu
oldugundan bahsedilmistir. Bu kisimda da Leonard sistemini olusturan skalerler ve

polinomlardan bahsedilecektir.

Tamm 2.4.1. [25, 28] ® Leonard sistem ve pg, P4, ..., Pg+1 POlinom dizisi
po=1 (11)

Ap; = piy1 + aipi + Xipi-1 (0<i<d) (12)

seklinde ifade edilir. 0 <i <d+1 i¢cin buradaki p; polinomu i. derece monik

polinom olur.

Tamim 2.4.2. [28] @ Leonard sistem olsun.

Api = Piy1 + aip; + Xipi-1 (13)

den yararlanilarak

a;=iz(E;A) (0<i<d) (14)
ve
xi = iz(EAE_;A) (1<i<d) (15)

skalerleri bulunur.
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Lemma 2.4.3. [28] ® Leonard sistem ve p; Tanim 2.4.1." de ki polinom
olsun. V, indirgenemez A-modiil ve v, E;V de sifirdan farkli bir vektor olsun. O

halde 0 <i <d igin p;(A)v = E; A'v ve pg41(A)v = 0 olur.

ispat: (0 <i<d+1)icinv; = p;(A)volsun. 0 < i < d iginv; = EfA'v ve
v,4, = 0 olarak ifade edilir. (0 < i < d + 1) i¢in v; = v; oldugunu gosterelim.

Vo = v Ve v, = v’ dir. Bu yiizden v, = v, dir. (13) deki esitlikten
Av; = Vi + v + X0

ve

Avlt = v£+1 + aivlf + xivlf_1

ifadelerinden v_; = v_, = 0 olur. Bu ifadeleri ve v, = v, ‘ 1 kullanarak v; = v;
oldugu bulunur [25,27].

Tamim 2.4.4. [24, 28] ® Leonard sistem ve p;,, Tanim 2.4.3’de ki polinom
olsun. O halde asagidaki ;

(1) pgs+1,A’ ninkarakteristik ve minimal polinomudur.

(ii) pa+1 = TTZo(2 — 6;) * dir..

sartlar1 saglanir.

Ispat : ilk olarak pgzy; in A nin minimal polinomuna esit oldugunu

gosterelim. I, 4, ..., A% lineer bagimsizdir ve py44; d + 1 dereceli moniktir.

Pa+1(A) = 0 oldugunu gosterelim. V, indirgenemez A-modiil ve v, EgV de sifirdan
farkli bir vektér olsun. Lemma 2.4.3. den pg41(4) =0 oldugu bulunur.
Pa+1(A)EFV = 0 dir ,boylece py41(A)E; =0 oldugu bulunur. Karakteristik

polinom tanimindan A = det(Al — A) dir. Bu polinom d + 1 dereceli moniktir ve
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Pa+1 - cesitti. 0 < i <d i¢in 6; skaleri A nin 6z degeridir ve bu yiizden A * nin

karakteristik polinomunun kokiidiir.

Lemma 2.4.5. [24] ® Leonard sistem olsun. 0 <i<d icin v;, E/V de
sifirdan farkli bir vektér ve wvg,vq,...v4 ; V vektor uzay: igin bir taban olsun. B
matrisi , mat;,1(K) da A ya esit matris olsun. B matrisinin indirgenemez tiglii bant

oldugunu ifade edelim. Boylece bu B matrisi

() By =q 0<i<d
(i) Bij—1Bi-yy=x; (@A =<i<d)
(iii) ; % 0 (1<i<d (16)

sartlarini saglar.

Ispat: (i)-(ii) [23, 24] (0 < i < d) i¢in vy, vy, .. ile baglantili E} i ifade
eden mat,,,(K) da ki matrisin ii. eleman1 1, diger elemanlar1 0 olur. Tanim 2.4.2

deki ifadeler kullanilarak sonug elde edilir.

Teorem 2.4.6. [25] @ Leonard sistem, p; polinom ve y; skaler olsun. Oyleki

* (A)E;pi(A) .
Er = PiA)RoPRA) 0<i<d 17
‘ X1Xz2-Xi (0=i<d) (a7

olur.

Ispat : [32] t: A—A antiotomorfizm olsun. p;(A)E; = E; A'Ej; dir. Bu ifade
t ye uygulanarak Egp;(A) = EgA'E; oldugu bulunur.

Bu ifadeler kullanilarak
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pi(A)E;p(A) = EfA'EGATE]
= X1X3 .. ;E}

bulunur.

Tanmim 2.4.7. [25] ® Leonard sistem ve b: A - maty,1(K) [29] olsun.

0<i<d-1icin A" nini, i+1 inci elemam b; ve i, i—1 inci eleman: ¢; olsun. O
halde
a by . . . 0
¢ a; b
AP = €2 (18)
bg—1
0 . . - Cq ag

oldugu belirtilirse b; = 0 ve c; = 0 olur, ayrica
(1) bi_ici=x (1<i<d)
(iyci+bi+a; =60, (0<i<d)
(iii)boby ... by = pi(6p) O <i<d+1)

sartlar1 saglanir.

Teorem 2.4.8. [26, 28] ® Leonard sistem ve p; Tanim 2.4.5 deki polinom
ve 6, A nin E; ile baglantili 6z degeri olsun. 0< i < d igin p;(8,) # 0 dir. O halde

b; ve c; skalerler olmak iizere

Pl+1(90)
bl Pi(60) (O d) (19)
ve
¢, = 2010 (g < gy (20)

pi(0o)
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olur.

Tamm 2.4.9. [26] ® Leonard sistem ve p; Tanim 2.4.5 deki polinom olsun. p;

polinomunun 2. normalizasyonuna u; polinomu denir. u; polinomu ;

u; = Pi

"~ pi(60) (21)

seklindedir, uy =1 veu;(6p) =1 (0 <i <d) dur.

Lemma 2.4.10. [17, 25] ® Leonard sistem ve u; Tanim 2.4.9 da ki polinom olsun.

a; , b; ve c; skalerler olsun. O halde

u_, =0 (22)
olmak lizere

My = bjuj tau; +cu—; (0<i<d-—1) (23)

olur.

Sonug 2.4.11. [24] @ Leonard sistem ve u; Tanim 2.4.9 da ki polinom ve 6;

skaler olsun. O halde 0< i,j < d igin u_; =0 ve uy,; = 0 olmak iizere
Hjui (9]) = biui+1(0j) + a;u; (9]) + ciui_l(Hj) (24)

olur.

Teorem 2.4.12. [17] ® Leonard sistem , u; Tanim 2.4.9 da ki polinom ve u; ,

@* i¢in polinom olsun. O halde

w(6;) = () (0<i,j<d) (25)
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dir.
ispat: E\E[EE;" = EJEE;E, (26)
dir. Burada her iki tarafin iz fonksiyonu alinarak

iz E E; E;Ey =iz EJE;E{ E, (27)

bulunur. Bunlar diizenlenince de teorem ispat edilmis olur. [25].

Teorem 2.4.13. [25] @ Leonard sistem ve p; polinom olsun.

pi(6;) _ p;(67)
pi(6)  p;(65)

(28)

dir.

Ispat : Teorem 2.4.12 den bu teorem ispatlanir [28].

Lemma 2.4.14. [27] ® Leonard sistem ve u; Tanim 2.4.9 da ki polinom olsun.
O halde 0< i < d igin

Hiui (9]) = b;ul- (9]+1) + a]*ul(HJ) + C;ui(ej_l) (29)

elde edilir [25] . (29)’ a w; nin fark denklemi denir.

Lemma 2.4.15. [29] ® Leonard sistem ve d > 1 oldugu kabul edilirse ayn1

zamanda wu; Tanim 2.4.9 da ki polinom olarak alinirsa



0 —ap
u;(0;) = Bg—ag

olur.

Ispat : [29] ui(ej) =u;(6;)
dir. Ciinki ;
u;(6;) = mi'm; " iZEE{E;E;
a @" uygulaninca
u; (0;) = m;y'm;~YizEGEE E,
bulunur. (31) dai ve j nin yerleri degistirilirse
u; (0;) = m;~'m; YizEGE;E;E,
olur.
ESEETE," = EJE;E[E,
dir. Iki tarafin da iz fonksiyonu alininca

iZE EE} Ey =izESE;E; E,

21

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

oldugu bulunur. (32), (33), (34) diizenlenerek (30) esitligi bulunur. Buradan yola

¢ikarak teoremi ispatlamaya ¢alisalim. (31) de j= 1 alalim.
u;(61) = ui(6;)

oldugundan

u;(6;) = mj~my NiZE B} Ey Eg

dir.
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_ Pi
pi(6o)

U;

ye @* uygulanarak

p1
p1(6;)

u; =

oldugu bulunur.

p1(80) = mglizEoE; AE;

p1(8o)mg = izEoE; A'E;

dir.

Ap;i = piy1 + aip; + x;pi_1 € P* uygulanarak
pi=4—ag

bulunur. Verilenler diizenlenerek

* *
0; —ag

u;(6,) =

*

*
0 — ag

bulunur.

Lemma 2.4.16. [28] @’ nin Leonard sistem oldugu ve d= 1 oldugu kabiil
edilsin .O halde

b0, + a;0; +ci0;_, = 0.0] +a;(6,—6,) (0<i<d)
olur.

Simdi de u; ve p; polinomlarinin ortogonallik iligkisini sagladigini gosterelim.

Teorem 2.4.17. [17, 28] ® Leonard sistem ve u; Tanim 2.4.9 da ki polinom

olsun. O halde ;
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a
D w0 (6,0k; = 8yyvk;
r=0
da
D w6u )k = 8.5vk;™
i=0
ve

d
Z pi(6:)p; (0 )m, = &;jx1x; ... X;

=0

d
pi(gr)pi(gs) _ -1
- . — 6rsmr
X1Xo o X

i=0

toplamlart bulunur. (0 <i,j <d)ve (0 <r,s <d) dir.

Tanim 2.4.18. [28] ® Leonard sistem ve m; skaler olsun. (0 < i < d) igin

olur.

Lemma 2.4.19. [5] @ Leonard sistem olsun. O halde

(i) E;EqE; = m;E;
(il) EgEEq = myE;

(iii) m; # 0
(V) Sgm; = 1
(V) my = my

sartlar1 saglanir.
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Ispat: (i). E; ; E;AE; icin bir tabandir. E;EJE; ; E;AE; de ihtiva edilir

o;€ K vardir ve E;EjE; = o; E; dir. Bu esitligin her iki tarafinin izi alinarak ve
iz(xy) =iz(yx) kullanilarak iz(E;) = 1, oc;= m; bulunur.
(i1). (1)’ in ispatiyla benzerdir.

(iii). () den m;E; = E;EJE; dir ve E;EjE; # 0 dir. Buradan m;E; # 0 dir, boylece

m; # 0 olur.

(iv) X%, E; = I ifadesini sagdan Ej ile carparak ve sonra bu esitligin iz fonksiyonu

alarak sonug elde edilir.

(V). EqE; ve EGE, elemanlari ayni iz fonksiyonuna sahiptir.

Tanmim 2.4.20. [25] ® Leonard sistem olsun. my = mg oldugu kabul edelim.
Lemma 2.4.19 dan, v skaleri bu degerin ¢arpimsal tersini ifade etsin. O halde

V = v, olur. Ayrica;
izEgEy = vt

olur.

Lemma 2.4.21. [29] @ Leonard sistem ve v Tanim 2.4.20 de ki gibi skaler
olsun. O halde

(i) VEOESEO = EO
(ii). VESE,E; = E:

sartlar1 saglanir.

Tanim 2.4.22. [32] ® Leonard sistem olsun.

ki=mv (0<i<d) (36)
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olmak lizere

(i) ko=1
(i) k; #0
(i) Thoki=v

sartlar1 saglanir.

Ispat : (i). (35)dei= 0 alalim ve m{, = v~! oldugunu hatirlatalim.

(if). Lemma 2.4.19 (iii) e @* uygulanarak m; # 0 bulunur. Tanim 2.4.20
den v# 0 oldugu bulunur.

Lemma 2.4.23.[32] ® Leonard sistem ve k; skaler olsun. b; , c; skalerler

olsun. O halde

— bobl"'bi—l

C1C5...Cj

k; (37)

dir.

Tanim 2.4.24. [28] ® Leonard sistem ve p; polinomolsun. (0 <i < d) i¢in

v; polinomu;
v = — (38)
C1C3...Cj

olur, ayrica v, = 1 dir.

Lemma 2.4.25. [28] ® Leonard sistem ve v; polinom olsun. 6; , k; skalerler

olsun. O halde
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vi(6o) = k; (39)

dir.

Teorem 2.4.26. [29] ® Leonard sistem, v; polinom, V indirgenemez A-

modiil ve u, EyV de sifirdan farkli vektor olsun. O halde,
v;(A)Eju = Eju (40)

olur.

ispat: (0 <i<d) icin w; = v;(A)Eju ve w; = EJu yi olarak alalim.

w; = Wlj oldugunu gosterelim. Her bir wy, w, Eju a esittir boylece w, = w, dir.
AW = CipqWipg + qW; + biwiy (41)
w_y=0veb_; =0dir.

AW; = CipWiq + Wi +bi_qwi, (0<i<d-—1) (42)
ve w_; = 0 dur.

(41) ve (42) diizenlenirse ve wy = w, ikullanilirsa (0 < i < d) igin w; = w;
bulunur. Buradaki Wé, Wi,...,W;l ;. ®-standart tabani ifade eder. Daha sonraki

boliimler de bu taban1 daha detayl: bir sekilde agiklayacagiz.
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III. BOLUM

LEONARD SiSTEMININ TABANI VE PARAMETRIK GOSTERIMi

Bu boliim ti¢ kisima ayrilacaktir. Birinci kisimda standart taban, ikinci
kisimda split taban, {igiincii kisimda parametre dizisi ve siniflanan uzay detayli bir

sekilde aciklanacak ve arastirilacaktir.

3.1. STANDART TABAN

Lemma 3.1.1. [28] ® Leonard sistem ve V indirgenemez A-modiil olsun. O
halde

E;V=EEV, (0<i<d) (43)

dir. E;V uzayr E[E,V’ y1 ihtiva eden 1 boyutlu uzay olsun. E;EyV # 0 oldugunu
gosterelim. E,.EjE; 0<r,s <d elemanlar1 K- vektor uzayi A i¢in tabandir [25].
Buna @* uygulanarak E;E, # 0 bulunur. E/E,V # 0 olur. Boylece E;V = E;EyV"1

sonuglandirilmis olur.

Lemma 3.1.2. [28] @ Leonard sistem ve V indirgenemez A-modiil , u ;
E,V de sifirdan farkli vektor olsun. O halde (0 < i < d) i¢in Eju # 0 dirve EV

icin bir taban olur. Ustelik ;
Equ,E{u, ...,Eju (44)

dizisi V i¢in bir taban olur.
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Ispat : i tamsayi olsun. E;u # 0 oldugunu gosterelim. EoV 1n boyutu 1° dir ve
u, E,V de sifirdan farkli vektordiir. Boylece u vektorii EgV yi gerer. Buna E;
uygulanarak Efu ‘i E]EyV ‘1 gerdigi bulunur. Lemma 3.1.1” den E[E,V uzaymn

sifirdan farkli oldugu bulunur ve E;u # 0 oldugu ispatlanmis olur.

Tamm 3.1.3. [29] @ Leonard sistem ve V indirgenemez A-modiil olsun.

Eju,E{u, ...,Eju

dizisi V i¢in ®-standart tabandir. u ; E,V de sifirdan farkli bir vektordiir.

Lemma 3.1.4. [29] ® Leonard sistem ve V indirgenemez A-modiil olsun.

Vo, V1, -, Vg V de vektor dizisi olsun. O halde bu dizi ;

() v eEVdin(0<i<d)

(i) Lovi € EgV

sartlarini saglarsa V i¢in ®-standart taban olur.

ispat P Vo, Vq, -, Vg ; Vigin ®-standart taban olsun. Tanim 3.1.3” den E,V da
sifirdan farkli bir u vektori vardir ve (0 <i<d) i¢in v; = Efu , v; € E;V dir.

Buradan da goriildiigii gibi (i) sart1 saglanmis olur. I, A4’ nin birimi olmak {izere

I= Y% ,E; olsun. Bu, u vektoriine uygulanarak u = Y% ,v; oldugu bulunur ve
(11) sart1 saglanmis olur. Simdi de vy, vy, ...,v4 nin (i) ve (i1)’ yi sagladig1 kabul
edilsin. u vektorii u = Y%, v; seklinde ve u € EyV seklinde olsun. (i) kullamilarak
E{v; = 6;;v; oldugu bulunur , (0 <i<d) icin v; =Eju olur. vy, vy,..,v4
vektorlerinden en az biri sifirdan farkli oldugundan dolayr u# 0 olur. Tanim 3.1.3’

den vy, vy, ..., v4 vektorler dizisi V vektor uzayi igin ®- standart taban olur.
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Simdi baz1 notasyonlar1 hatirlayalim. de Z* , B mat,,,(K) da matris « , K
da skaler olsun. O halde (0 <i < d) i¢in By + Bj; + -* + B4 = olmak tizere B

matrisine oc satir toplamina sahiptir denir [25, 28].

Lemma 3.1.5. [25, 16] @ Leonard sistem ve 6;,6; skalerler olsun. V
indirgenemez A-modiill ve vy, vy,...,V4 vektorleri V i¢in taban olsun. Ayni

zamanda B, B* matrisleri mat;,,(K) da A matrisini ifade etsin.

Q) B, 6, sabit satir toplamina sahiptir.

(i)  B* = kosegen(8;, 65, ..., 07) dir.

sartlar1 birlikte saglanirsa vy, v4, ..., v4 vektorleri V igin ®@- standart taban olur.

3.2.Split Tabanlar ve Split Parcalanma

Tamim 3.2.1. [23] @ Leonard sistem ve V indirgenemez A-modiil olsun. V’
nin 1 boyutlu alt uzaylarindan olusan Uy, Uy, ..., U, dizisine V’ nin par¢alanmast

denir ve V vektor uzayi
V=U, + Uy + -+ Uy(direkt toplam) (45)

seklinde ifade edilir.

Tamm 3.2.2. [23] Tanim 3.2.1° den
A" =6;DU; cU;_1(1<i<d),(A"—0;1)Uy =0 (47)

olmak iizere V vektdr uzaymnin Uy, U, ..., U, pargalanmasina ®-split parcalanma

denir.



Tamm 3.2.3. [32]
Vij = Zheo ERV N Xio; ExV

olur.

Lemma 3.2.4. [32]
Vio= EQV+EV+ -+ EV (0<i<d)

dir.

Lemma3.2.5.[28] i<jise0<i,j<d

Lemma 3.2.6. [28, 32] Uy, Uy, ..., Uy V nin alt uzaylari olsun.

(1) U =(EVH+EVA+ -+ EV)NEV+E L V+--+E]V)
(i) Uy, Uy, ..., Uz 'V nin ®-split par¢alanmasidir.

iy (0<i<d) icin
Ui + Ui+1 + -+ Ud = ELV + Ei+1V + -+ EdV
U+ Ui+ + U =EV+EV+-+EV

sartlar1 denktir.

30

(48)

(49)

(50)

(51)
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Tammm 3.2.7. [23] ® Leonard sistem, V indirgenemez A-modiil ve
Uy, Uy, ..., Ug V nin ®@-split pargalanmasi olsun. i€ Z* olsun. (A* — 6;NU; = U;_4
ve (A—6;_11U;_y = U; elde edilir. Goriiliiyor ki U; ; (A—6;_4I) , (A" —6;1I)
i¢cin 6z uzaydir ve K cisminden alinan bu 6z degerler sifirdan farklidir . Bu 6z degeri
@; olarak ifade edersek ¢; 6z degeri V igin bir taban olur. Lemma 3.2.6(i)’ de i= 0
alirsak Uy = E5V olur.(0 <i<d) i¢in (A—6;_4I)...(A—0,1)V U; igin taban

olur . Buradan ve U,, Uy, ...,U; V nin par¢alanmasi oldugundan
A-0,_4)..(A—6,DV (52)

dizisi V igin bir taban olur. Bu tabandan olusan A, A* matrisleri

6 . . . . 0 0 ¢ . . . 0
1 6, . . . . .6 o,

16, .. . L6 )
o . . .1 8, o . . .. e

seklinde olur. (53)’ e V igin @-split taban olur ki v 0 € EjV olur. ¢4, @4, ..., 04 Y€
@’ nin ilk split dizisi denir. @, @,,...,0, de @* nin ilk split dizisi olsun ve bu
diziye de @’ nin ikinci split dizisi denir. Notasyonel uygunluk icin

©o=0, 4341 =0, @, =0, @,44, = 0 olarak ifade edilir.

Tamm 3.2.8. [30] V, K {izerinde sonlu pozitif boyutlu vektér uzay ve A, B
matrisleri de V de Leonard ¢ift olsun. Bu ¢ift i¢cin A indirgenemez tiglii bant matris
ve B koOsegen matris olsun. vy, v4,..,v; A, B c¢ifti i¢cin standart taban ;

Vg, Vg—1, -, Vp da A, Bifti i¢in standart tabandir.

Bu ifadelere gegmeden once II. Boliimde agikladigimiz kare matris igin alt

ikikosegen ve list ikikdsegen kavramlarini hatirlayalim.

Tamm 3.2.9. [30] V, K iizerinde sonlu pozitif boyutlu vektor uzay ve A, B V

de Leonard cift olsun. Bu ¢ift icin A indirgenemez alt ikikdsegen ve B
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indirgenemez st ikikdsegendir. ugy, uq,..., Uy ; A, B ¢ifti i¢in split tabandir o halde

Ug, Ug_1, ---, Ug de B, A Leonard gifti i¢in split tabandir.

Her bir Leonard ¢ift bir¢cok split tabana sahip olabilir ve asagidaki gibi elde
edilebilir. vy, vy, ...,v4 ; A, B ¢ifti i¢in standart taban ve vg,vy,...,v; de B, A

Leonard ¢ifti i¢in standart taban olsun.
(0<i<d)igin
span(vg, v4,..,vq) N span(v;, vy, ..., v3)

uzayr 1 boyutlu olur. [28] wu; bu uzayda sifirdan farkli bir vektor olarak alinirsa
Ug, Uq,---,Ug dizisi A, B igin split taban olur. Burada gosterildigi gibi [28] A, B ¢ifti
i¢in biitlin split tabanlar bu yolla elde edilebilir.

A, B ¢ifti i¢in split tabanli matrisler

d . .. . 0

1 d-2

A= —2
0 —d —d
d 2d . 0

d—2 2d-—2
B =

2
0 —d

seklinde olur.
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3.3. Parametre Dizisi ve Siniflanan Uzay

Bu kisimda 6z deger dizisi, dual 6z deger dizisi, ilk split dizi ve ikinci split
dizi arasindaki baginti ifade edilecektir. Bu ylizden asagida belirtilen kavramlar

kullanilacaktir.

Tamim 3.3.1. [29] de Z* olsun. K dan alman (6;,6;,i =0...d; ®j,Dj,j =

1...d) skaler dizisine d nin K tizerindeki parametre dizisi denir.
(PAL) i#jise0<i,j<d0;+0;,0; #6
(PA2) ¢; #0,0;#0 1<i<d

i—1 On—0q4— * *
(PA3) ¢; = 01 Yo ZO_Zd" + (6 — 65)(0;—1 — 04)

i—1 On—0a- * *
(PAY) @; = @1 Xito Zo_gdh + (6] = 05)(Og—i+1 — Bo)

0i—2—0i+1 6;—2_6;+1
(PA5) 0,_,—60; ' 0 .-67
i-1 i i-1 Vi

ifadeleri esittir ve 2<i < d — 1i¢in i den bagimsizdir.

sartlar1 birlikte saglanirsa vy, vy, ..., v4 vektorleri V i¢in @- standart tabandir ;

Teorem 3.3.2. [28] de Z* ve (6,6{,i=0..d;¢9,,0;j=1..d)K dan

alinan skaler dizisi olsun. O halde

0] (Hi,Bl-*,i=0...d; ©j,Dj,J = 1...d) dizisi K iizerinde parametre
dizisidir.

(i) K izerinde 6,,6y,..,0; 0z deger, 0g,65,..,0; dual 6z deger,
©1, P2, -, @q i1lk split ve @4, 0,,...,0, ikinci split diziye sahip @

Leonard sistem vardir.
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ifadeleri birbirine denktir.

Tanmm 3.3.3. [29] @ Leonard sistem olsun ve (Bl-, 0/,i=0..d; ©;,0j,j =
1...d) parametre dizisi verilsin. Teorem 3.3.2. den K iizerindeki parametre dizisi K

tizerindeki Leonard sistem i¢in siniflanan uzayin aynisidir.

Teorem 3.3.4.[32] @ (6,,6;,i=0..d;¢;,0;,j =1..d) parametre dizisine

sahip bir Leonard sistem olsun. O halde
()®* 1 parametre dizisi (9{*, 0,1=0..d;9,0q_j+1,] =1... d) dir.
(i)@' m parametre dizisi (Bl-, 00— i=0..d;Pg_j41,Pa-j+1,] = 1 ... d) dir.
(iii)@* 1n parametre dizisi (Hd_i, 0;7,i=0..d;0;,9;,j=1.. d) dir.

sartlar1 saglanir.

Tamim 3.3.5. [29] d > 1 tamsayisi verilmis olsun ve K dan 6,04, ...,0,;

05,01, ..., 0, skaler iki dizi alinsim. 0<i <d+ 1 i¢in
1 =[liZo 2 = 0n 7} = [Tio A — 6, (54)

m = [ho A — Oa—n, 1 = [Th2o A — 03_n (59)

K[A] da polinom olsun . Buradaki her bir polinom i. dereceden monik polinomdur.

Teorem 3.3.6. [28] ® Leonard sistem olsun ve

(6;,6;,i =0..d;9;,0;,j = 1...d) parametre dizisi olsun. u; polinom olmak iizere

. th(60)
u =y _——t—7 56
i Zh—o ©102.-On h ( )
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dir.

Ispat : [27,28] i bir tamsay1 olsun. u; , i. dereceden bir polinomdur ve

g, Xq, ..., X4 ler K dan alinan skalerler olmak tizere

olur.
OCh — Th( l)
P1P2 ---Pp

oldugunu  gosterelim. Bunun i¢gin &,=1 ve O0<h<i—1 igin
Xpi1 P = Xy (6] — 05) oldugunu gosterelim.(57) de A= 6, yazilarak u;(6,) =
Mo Xp Th(B) oldugu bulunur. u;(6,) =1  oldugunu hatirlatalim. (54)
kullanilarak ~ 7,(6;) = 1 olur. h=0 ve 1<h<i i¢in 7,(6,) = 0 dir. Bu
aciklamalardan o; =1 oldugu bulunur. Simdi de O0<h<i—1 igin
i1 Pre1 = Xp (0] — 0p) oldugunu gosterelim. V indirgenemez A-modiil olsun.
v, E5V de sifirdan farkli vektor ve 0<i < d i¢in e; = 7;(A)v olsun. ey, eq, ..., e4
dizisi V' vektor uzayi igin bir tabandir. Buradan hareketle (A* - Hj*)ej = @jej—1
1<j < dve (A" —651)ey = 0 bulunur. u;(A)E;V = E;V dir. Buradan ve v € EgV

den u;(A)v € EV bulunur. u;(A)v; A" igin 8; 6z degerli 6z vektordiir,
0=A"-06ly;(A)v
0 = A" =613 _, <, 1,(A)v
= A"~ 6;13h=0 % en
i1
= Z eh(‘xh+1 Pns1 —%p (6] — 9;:))
h=0

olur. Buradan ey , €4, ..., e4 ; lineer bagimsiz oldugundan 0< h <i—1 igin

Xpy1 Pre1 = X (6 — 6p) bulunur.
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Lemma 3.3.7.[17] 0< i < d igin

Pi(00) = “ (58)

olur.

Teorem 3.3.8. [17, 28] ®@ Leonard sistem ve

(6,67,i=0..d;9,0;,j = 1..d) parametre dizisi olsun. b; , ¢; skalerleri

i) b==Y)_ og<i<cqg_1

1~ _x *
Ti+1(9i+1

- Na-i(67) .
I c;=—24Lt _ 1<i<d
( ) ' 77:1—1'+1(9;—1)

sartin1 saglar.

Teorem 3.3.9. [28] @ Leonard sistem, (6;,6;,i =0..d;¢;,@;,j=1...d)

parametre dizisi ve p; bir polinom olsun.

O halde p; polinomu;

i * *
_\ P19z @a Th(6)
Lt 910z .. 0n T[(6)) "

Di 0<<i<d

seklindedir.

Ispat : p; = p;(6,)u; dir. Bu esitlikte (58)’ u kullanarak p;(6,) degerlendirilir

ve sonuca ulasilir [28].
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Teorem 3.3.10. [29] ®@ Leonard sistem olsun. O halde a; skaleri

— Pi Pi+1 .
a=0;,+——+—">—0<i<d 59
' boei-6i, 66, 9)

seklindedir.

Ispat : py, p1, ..., Pa41 POlinomlar ve i bir tamsayi olsun.

Ap; — Pisa (60)

polinomunu diisinelim. Bu polinom ifadesinden a;p; + x;p;—1 = AP; — Pi+1

oldugu bulunur.

Teorem 3.3.11. [23] x; skaleri polinomlarla

— . _T;—1(9;—1)U2—i(9;) .
= O ) LSS (61)

seklinde ifade edilir.
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IV. BOLUM
LEONARD SiSTEMi VE POLINOMLAR
4.1. Askey Sistemi ve Baz1 Polinomlar

Ik olarak u; nin Krawtchouk polinomuna nasil doniisecegi gosterilecektir.

d € Z™ olsun ve K nin agsagida belirtilen elemanlarini diisiinelim;
0, =d—-2i,0=d—-2i 0<i<d (62)
@, =-2i(d—i+1),0;,=2id-i+1) 1<i<d (63)

Buradaki K cisminin karakteristigi sifir yada d den daha biiyiik bir tek sayidir.
[30] dan K tizerinde (Hl-, 07,i=0..d;9;,0;,j=1.. d) parametre dizili ©

Leonard sisteminin oldugu bulunur. a; ,® i¢in skaler olmak iizere

a;=0 0<i<d (64)

b; , ¢; @ icin skaler olmak {izere
bj=d—-i, ¢,=1 0<i<d (65)

olur. O halde 0<i,j < d i¢in i,j yi herhangi bir tamsay1 alalim . Teorem 3.3.6 ya

® Leonard sistemi uygulanarak
(@),=ala+1)(@+2)..a+n-1) n=0,1,..

olmak tuzere

(=Dn(=jn2"
u;(6;) = Zﬁ:om (66)
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esitligi bulunur. Burada ifade edilen hipergeometrik seriler [1]> de ayrintili bir
sekilde agiklanmigtir. Bu tanimdan (66) da ki sagdaki toplam

o5 (T2 ]2) (67)

hipergeometrik serisidir. Krawtchouk polinomlar1 da [1, 11] de detayli bir sekilde
aciklanmistir. Bu tamim, (66) ve (67) ifadeleriyle beraber diizenlenerck genel

olmayan u; Krawtchouk polinomlart bulunur.

Ikinci olarak u; polinomlarmin g-Racah polinomlarina doniistiigiinii bulalim.

de Z* olsun ve

8o+h(1-q")(1-sq**?)

Qi - q (68)
« _ 05+h*(1-qY)(1-s"q'*?)
o; = Jrrlze) (69)
elemanlarini diisiinelim. 0<i<d ve 1<i<d igin
@i = hh'q" 2 (1-q")(1 - ¢ ") (1 - nq")(1 —1aq") (70)
hh* 1-21 1-— i 1-— i-d—-1 7 —5* i Tro— i
@, = (1-a')( a” )(r1=s"q")(r2-a") 71)

S
dir. h*,h,q, r,15,s",s K’ nin cebirsel kapanigindaki sifirdan farkli skalerler ise

. - - ; . s*q s*q -
nr = Ss*qd+1 olur. lsi<d 161 ql ’ qul ’ Tqu ’ 1 /Tl , 1 /T'z lerin ve

2<i<2d igin sq', s*q" larn her biri 1’ den farklidur.

[28]’den @, K cismi {izerinde (Hi,Hl-*,i =0..d;9;,0;,j=1 d) dizisine
sahip Leonard sistem ve b; , ¢c; ® ‘ de skalerler olsun. Teorem 3.3.6 ‘a ® Leonard

sistem uygulanarak

_ hG- a1 -rq)(1—rq)

by 1-—5*q?
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B h(l _ qi—d)(l _ S*qi+1)(1 _ qui+1)(1 _ rzqi+1)

b; (1- S*qz”l)(l _ S*qz”)
_ h(1-¢)(A-s"q" ) (r —5°q")(r — 5°q")
0T sq7 (1 —5°q?) A = 5°¢7")
- h(1—q)(r, —s*q*)(r, — s*q%)
¢ s*q4(1 - s7q*%)

skalerleri elde edilir .

0<i,j < d igin i, j herhangi bir tamsay1 olsun. Teorem 3.3.6 ya ® uygulanarak
(=10 -a)(1l-aq)..(1—aq™1) n=0,1,..

olmak tizere
w(6) = X075 D" D@7 D (5875 (72)

bulunur. [11] inci makale de temel hipergeometrik seriler agiklanmistir. Bu
tanimdan (72) de ki sagdaki toplam

—i ¥ i+1 1
q ls*q't,

q 71 sqlt
D5 r1q,729,9% /,q (73)

temel hipergeometrik serisini verir. [2] ve [29] makalelerinde g-Racah polinomu

daha detayli agiklanmistir. Bu tanimla beraber (73) , (74) diizenlenerek ve

i, = §s*q%*! esitligi gdz Oniine almarak w; nin  g-Racah polinomu oldugu

bulunur.



41

4.2. Leonard Sistemin Karakteristigi

® Leonard sistem ve pg,p4, ..., Pas1 POlINOM olsun. pg,pi, ..., pg; @* igin
polinomdur. Ayrica pg,P1, -, Pa+1; © nin monik polinom dizisi (MPS).

Po,Pi, -, Py da ® nin dual MPS sidir.
Xo, Xo, P-1, P-q nin sifir ve
a; = |Z(E1*A) ) a; = |Z(E1A*) 0<i<d

X; = |Z(EL*AE1*_1A) , x: = iZ(EiA*Ei_lA*) 1<i<d

oldugu yerde

Po=1, po=1 (74)
A = Pivitaipi +xipi-e 0si<d (75)
Mpi = Praa T aip; +Xpig (76)
ve

x;#0,x;#0 1<i<d (77)

esitlikleri elde edilir. 6,0, ,...,8; © nin 6z deger dizisini ifade eder ve

i#]ise 6; #0;, 0; # 6] (78)
Pa+1(60) = 0, pg41(6)) =0 0<i<d (79)
olur. Ustelik

pi(6y) #0, p/(6;) #0 0<i<d

olur. 0<i,j <d igin

pi(6;) _ p;j(65)
pi(6o)  pj(6p)

(80)
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esitligi vardir[28]. Asagida verilen teoremde de (73)-(80) esitliklerinin Leonard

sistemin karakteristigini gosterdigi agiklanmistir.

Teorem 4.2.1. de Z* olsun ve K[1] da

Po,P1, s Pd+1 (81)
Po, P1, s Pa (82)
polinomlar1 verilsin. K cismi iizerinde (76)-(80) esitliklerini saglayan

09, 01,...,04 (83)
0;,05,....0; (84)

skalerleri verilsin. K cismi {izerinde (81) MPS’ ye, (82) dual MPS’ ye, (83) 6z deger
diziye ve (84) dual 6z deger diziye sahip ® Leonard sistemi vardir. Buradaki @ ;
Leonard sisteme izomorftur.

Ispat: V' yi V = K4*1 seklinde alalim . A, A* matrisleri de mat,,,(K) da

ao 0
1
A= 2
. X4
0 1 ag

A" = kbs(6¢, 05, ..., 05)

seklinde matrisler olsun. A , A" ¢iftinin V’ de Leonard ¢ift oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in Leonard ¢ift tanimin1 uygulayalim. A indirgenemez ii¢lii bant matris ve
A" kosegen matristir. Bu yiizden Leonard ¢ift taniminin (i). sart1 saglanmis olur. (ii).
sart icin X tersinir matrisini ispatlayalim ki X 1AX matrisi kdsegen matris ve

X1A*X indirgenemez ii¢lii bant matris olsun.
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X, maty,,(K) “ da

_ pi(8;)p;(65)
Xl] o X1Xp..Xd (85)
_ pj(6])pi(6o)

elemanlarina sahip matris olsun. X tersinirdir ¢iinkii Vandermondedir. (74) ve (85) i
kullanilarak H matrisi H = k6s(0,, 84, ..., 04) olmak tizere AX = XH esitligi
bulunur. H= X~'AX ve H matrisi kosegen olur. (74) ve (86) i kullamlarak H*

matrisi
a 0
po | 1@
X
o . . .1 aj

olmak iizere A*X = XH* esitligi bulunur. H* = X"*A*H ve H* matrisi iiclii bant

olur. Sonug olarak A , A" matrislerinin V de Leonard ¢ift oldugu gosterilmis olur.

Diger taraftan j bir tamsayi olsun. H= X "1AX kullanilarak X nin j. satirinda
A nin 6; 6z degeri bulunur. A™ in tanimindan I * min j. satirinda A* 1n 6" 6z degeri
bulunur. Bir de E; (E]*) , 0 (9]-*) icin A(A*) m ilkel idempotenti olsun. A¢iklanan bu
ifadelerden ®, Leonard sistem olur. Ve ®, K cismi tizerinde olur. Bir de (81) in
® nin MPS’ si oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 0 < i < d i¢in a; = iz(E;A) ve
1<i<d igin x; = iz(E;AE;_{A) esitliklerinin saglandigin1 gosterelim. Lemma
2.3.2. (1) ve (ii)) ye @ uygulanarak a; ve x; skalerleri bulunur. O halde; (81) de ki

ifade ® Leonard sisteminin MPS si olur.
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4.3. Leonard Sistemi ve Polinomlar

Teorem 4.3.1. [32] K cisim ve K[A] cebir olsun. K iizerindeki @ Leonard
sistemden K[A] da

P0s P1s s Pdi Ps P1s ) Pa
monik polinom dizisi vardir. O halde
degp; = i, degp; =i, 0<i<d+1
pi(AE; = EfAE;,  pi(A)E, = EA"E,, 0<i<d
pa+1(4) = 0, pa+1(A7) =0
olur.
Bu polinomlar ;
Xo, Xo, P—1, p-q lerin her biri sifir ve
a; =iz(E;fA) , a; = iz(E;A")
x; = iz(EfAE;[_,A), x{ = iz(E;A"E;_{A")
x;#0, x;#0, 1<i<d (87)

olmak tzere

po=1,p5=1 (88)
Mi=pirtaptxpi, 05i<d (89)
i = piya+aipi +xipiy, 0<i<d (%0)

esitlikleri saglanir. pg, p1, ..., Pag+1; @® nin monik polinom dizisini (MPS)

Po» P1s - Pa+1 5 © nindual monik polinom dizisini olusturur.
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Ayni zaman da 6, 04, ... 0,4 ; @ nin 6z deger dizisi olsun i # j olmak ilizere

6, #6;, 0; #6;, 0<i<j (91)
ve
pa+1(8;) =0, pg1(6;) =0, 0<i<d (92)

esitlikleri elde edilir .O halde
pi(6) #0 , p/(65) #0,0<i<d (93)
ve

pi(6)) _ p;(67)
i60) 260

, 0<i,j<d (94)

olur.

Diger taraftan , K[1]’ da verilen

Pos P1s -+» Pa+1 (95)

06, P1) s Piea (96)

polinomlart (87)- (94) ifadelerini saglar, ayn1 zamanda K dan alinan
0o, 01, ..., 04 (97)
05,01, ..., 03 (98)

skalerleri de (88)- (94) ifadelerini saglar. O halde; K cismi tizerinde MPS, dual MPS
ve ® Leonard sisteminin varligi ispatlanmis olur. Ayrica, ® Leonard sistemi
varolan tek izomorfizimdir. Bu tanimdan; Leonard sistem ve (87)- (94) 1 saglayan

(95)- (98) sistemleri arasinda 1-1 6rtendir.

(87)- (94) ifadelerini saglayan (95)- (98) sistemleri ilk olarak K= R ig¢in;
Leonard [21] , Bannai ve Ito [7] tarafindan siirlandirilmistir. Yukaridaki 1-1
ortenlik, Leonard teoreminin “’lineer cebirsel versiyonu’’ olarak ifade edilebilir ve

ortogonal polinomlara alternatif olarak gosterilebilir.
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4.4. Leonard Sistemi ve Ortogonal Polinomlar

Leonard giftleri ile; g-Racah polinomlarinin olusturdugu ortogonal polinom
ailesi ve Askey goriisiindeki baglantili polinomlar arasinda dogal bir iligski vardir
[30]. Bu iliski, Leonard ciftlerine uygulanarak Krawtchouk polinomlarinin bir sinifi

elde edilir. Basit olmasi igin bu boliimde K nin karakteristigi sifir olarak alinacaktir.

Teorem 4.4.1. [30] de€Z* ve d,d—2,d—4,..,2—d,—d; K nin alt
kiimeleri olsun. Bu alt kiime 2 ve V; K cismi ilizerinde Q ‘ dan K ¢ ya tiim

fonksiyonlarin olusturdugu vektor uzay olsun. O halde V ; d + 1 boyutludur.
A:V >V veB:V - Volan iki lineer doniisiim tanimlayalim;
A ile baglayalim. Vf € V i¢in
(Af)(6) =06f(6) , VOEN
y1saglayan Af ; V vektor uzayinda bir eleman ve A da V * de lineer doniisiim olur.

Simdi B ¢ yi diisiinelim . Vf € V i¢in

d+ 6 d—2
(Bf)(8) = Tf(e—z) +Tf(9+2)

y1 saglayan Bf ; V vektor uzayinda bir eleman ve B de V vektor uzayinda lineer
doniistim olur. Buradaki A, B ¢iftinin Leonard ¢ift oldugunu gosterelim. A y1
indirgenemez t¢lii bant matris ve B yi kdsegen matris gosteren V igin bir taban

bulalim.

Ispat: 6;=d—-2i (0<i<d)ve0<j<d igin K;;
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K;(8)) = (4) oF _E;j/z

i saglayan eleman olsun. K;(#) ; 8 daj nin polinom derecesidir. Ornegin;

6% —2

KO(H) =1 ) Kl(e) =0 ) KZ(B) = 2 )

(V6 € N)

dir. Ky, Ky, ..., Kz polinomlar1 Krawtchouk polinomudur, fakat bu polinomun genel
hali degildir [1]. Ayrica bu polinom dizisi, V ig¢in bir taban olur. Bu tabanda ifade

edilen A ve B matrisleri

0 d . 0
10 d—1
A= ? ,
o1
0 d 0

B = kés(d,d—2,d—4,..,—d)

seklinde olur. Buradan A ve B matrislerinin Leonard ¢ift oldugu bulunur. Simdi A
matrisinin kosegen ve B matrisinin indirgenemez ii¢lii bant oldugunu gosterelim.
0<j<d icin K{'; K;/(8;) = &;; yisaglayan V vektdr uzaymnda bir eleman ve §;;
de kronicker delta olsun. O halde K, K7, ..., K;; dizisi V igin bir taban olusturur. Bu

tabandaki A ve B matrisleri

A= kés(d,d—2,d—4,..,—d)

0 d . 0
10 d—1
B= 2
.
0 . . .do

seklinde olur.
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Boylece yukarida verilen Krawtchouk polinomlarinin Leonard ¢iftlerle baglantili
olduklar1 gosterilmis olur. Benzer sekilde asagidaki tabloda verilen polinomlar da

Leonard ciftlerle baglantili olur.

TIP POLINOM

4F;3 Racah

I Hahn, dual Hahn
oF; Krawtchouk

4D3 g-Racah

30, g- Hahn, dual g- Hahn
204 - Krawtchouk

4.5. Leonard Cifti ve Uq(sl,)

Leonard ¢ift de; standart tabandan ziyade split tabanla galisilir. Bunu Uq(sl,)

de gosterelim.

Tamim 4.5.1. [24] Uq(sl,)

k— k-t
ket = e =1 ke = ek, kf = 7 flef = fe = — =

e,f,k, k=1 sembollerinden olusan K- cebiri olsun. Uq(sl,) i¢in indirgenemez sonlu

boyutlu modiilii hatirlayalim. Bunun i¢in

nez (99)

[n]q = q_q-l )
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notasyonunu kullanalim.

4.6. Leonard Cifti ve Askey- Wilson Sistemi

Tamm 4.6.1 [20] Her bir A 6z uzay1 1 boyutlu oldugundan A, A* Leonard
cifti; ticlii bant ¢ifti ile uyusur. Terwilliger ve Vidunos [22]; A, A* Leonard giftinin
B,v,y", «,x*,n,n* skalerlerii¢in

A2A" — BAA'A+ A"A% — y(AA" + A"A)—x A" =y A% + WA + 1l (100)

A2A — BATAA™ + AA™? —y*(A"A + AAY) —* A = yA2 + WA" +1°I (101)

seklinde verilen bagintilarin saglandigin1 goéstermislerdir. Bu sekilde verilen
bagintilar Zhedanov [27] tarafindan bulmustur ve adina Askey-Wilson bagintilar

denilmistir.
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V. BOLUM

DETERMINANT FONKSIiYONU

Determinant konusu lineer cebirin en onemli konularindan biridir. Bir ¢ok
problem determinant kullanilarak kolayca ¢oziilebilmektedir. Determinant teorisi,
1696 yillarinda Leibnitz tarafindan ortaya atildi ve kullanilmaya baslandi. Daha
sonra Bezout, Vandermonde, Crammer, Langrange ve Laplace tarafindan daha da
gelistirildi. 19. asrin ilk yarisinda Cauchy, Jacobi ve Sylvester’ de katildi. Bugiin
determinant bir ¢ok bilim dalinda ortak olarak kullanilmaktir [8].

5.1. A, A" Leonard cifti icin AA* — A*A nin determinanti

Teorem 5.1.1. (A, A" Leonard cifti icin AA* — A*A nin determinanti):

d =dim V-1 ve dtekolsun. O halde AA* — A*A tersinirdir ve determinant
hesaplanabilir [27].

Burada oncelikle bazi ifadeleri agiklayalim. A matrisini indirgenemez ii¢lii bant
ve A* matrisini kdsegen olarak ifade eden V i¢in bir vg, vy, ..., v; taban tespit edelim.

Bu tabandaki A , A* matrisleri ;

a, by, . . . 0 0, - .. .0
c; ay by . . . .67 .
A= ¢ - A= 02 (102)
ba-1

0 . . - Cq ag 0 . . PR 9;
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1<i<di¢in b;_ic; # 0 dir. Ayni zaman da A matrisini kosegen ve A* matrisini
indirgenemez ti¢lii bant olarak ifade eden V igin bir v, v4, ..., v, taban1 tespit edelim.

Bu tabandaki A , A* matrisleri ;

6 . . . . 0 a, by . . . 0
o, . . . . c; aj bj
A= - .0, L0 A= c; ... . (103)
ba—1
0o . . . . 8y 0 . . . cg ay

1<i<d i¢in bj_jc; # 0dir. 6,64,...,04 ; Anin 6z degerleridir [28]. Ayrica bu

matris formlar1 Leonard ¢ift sartini da saglar [26].

Teorem 5.1.2. [27] d tek olsun. O halde ,

det(AA* — A°A) = TThsiza biorc (Bp_1 — 6,)? (104)
i tek

det(AA* - A*A) = H15i5d bi_lci(9;_1 - 91*)2 (105)
i tek

olur.

Ispat: ilk olarak (105) esitligini ispatlayalim. B; kdsegen elemanlari 0 olan iiclii
bant matris ve 0 <r < d i¢in B, ; B nin alt matrisi olsun. O halde B4, Bs, ..., B4

determinatlar1 agagida verilen rekurrenti saglarlar [16,p. 28] ;
det(B,) = bycy (85 — 61)%,

det(B,) = b,_1c,(0;_, — 6;)%det(B,_,), (B <=<r<d,rtek).
Bu rekurrent ¢oziilerek ;

det(B,) = [licier bi—1¢;(8;—1 — 07)*, (1 <r <d,r tek) (106)

i tek

bulunur. (106) da r = d alinarak (105) elde edilir. (104) esitligi de benzer sekilde

ispatlanir.
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Simdi biz; bu determinant hesabindan yola c¢ikarak bazi ifadeleri hem
orneklerle karsilastiracagiz, hem de bulacagimiz ifadelerin 6z degerleri hakkinda

yorumlar yapacagiz.

Ornek 5.1.3.[25] A ve A* matrisleri

SO RN
S Ul bW
wwN o
O W o o

SO OoOoN
S O BN O
SO = OO
U1 © O O

olsun. Bu iki matris goriildiigli gibi Leonard ¢ift sartin1 saglar.
det(B,) = boc, (65 — 67)°
=3.1.(2—-4)*
=12
det(B;) = byc5(8; — 03)%det(B;) = 3.3.(1 —5)%.12 = 1728
Yani;
det(AA* — A*A) = 9.16.12 = 1728

olur. Bu ifadenin determinanti

4 12 0 O
«_[|2 16 2 0
At = 0 20 3 15
0 0 3 0
6
A*A =

oo b
—_
o
w oo
oOwo o



-2 -6 0
det(AA” —A*A) = —6| 0 0 12
0 -12 O

= 1728

seklinde de hesaplanir. O halde ; [27] deki determinant kurali saglanir.

0 -6 0 0
N 6 0
AA— AL = 0 —-15 0 -12
0 0 12 0
2 6 0
det(A*"A—AA) =60 0 -12
0 12 0
= 1728
olur. Ayni zaman da
8 18 0 0
. aea_|6 32 10 0
AL+ ATA = 0 25 6 18
0 0 18 0
32 10 0 6 10 0
det(AA*+A*A) =8{25 6 18/—-18|0 6 18
0 18 0 0 18 0

= —47952
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bulunur. Simdi de A*A — AA™ mn 6z degerlerini inceleyelim. D = A*A — AA™ olsun.

det(D—-2A)=0
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-1 -6 0 0
2 -1 6 0
0 -15 -1 -12
0 0 12 -2

det(D — Al) = = A* + 2461+ 1728 =0

/11 == 2,6l ) Az == _2,6l ) },3 = 15,4l ) 14 == —15,4l

dir. Reel sayilarda C = @ dir. Yani burada bulunan 6z degerler kompleks olur.

Ornek 5.1.4. A ve A* matrisleri

0 300
(10 2 0
A4=10 5 0 3

00 3 0

1000
., [0 2 0 0
=10 0 3 0

00 0 4

olsun. Bu iki matris goriildiigii gibi Leonard ¢ift sartin1 saglar.
det(AA* — A*A) = byc, (05 — 67)?byc3(05 — 63)?
=3.1.(1-2)233.(3—4)?
=27

dir. Bu ifadenin determinantin1 asagidaki sekilde hesaplarsak ;

0 3 0 0
e a_|-1 0 2 o0
av-aa=\" oo g
0 0 -3 0
-1 2 0
det(AA* —A"A)=-3|0 0 3
0 -3 0

= 27



oldugundan dolay1 [27] deki determinant kurali saglanir.

0 =3 0 0
a1 0 =2 0
aa-an=\o 0 0
0 0 3 0
1 -2 0
det(A*A— A4 =30 0 =3
0 3 0
=27
olur. Ayni zamanda;
0 9 0 0
. . [3 0 10 o
AN+ AA=] 0 e o 21
0 0 21 0
3 10 0
det(AA* + A*A) = —9|0 0 21
0 21 0
= _11907

dir. Simdi ise A*A — AA" 1n 6z degerlerini inceleyelim. D = A*A — AA™ olsun.
det(D—-A) =0

-2 -3 0 0

dget(p—a =t AT 0

o 0 3 -2

=24 4+2222427=0

A =110, A, =-11i, A3=45i, A, =—45i

dir. Reel sayilarda C = @ dir. Yani burada bulunan 6z degerler kompleks olur.

Ornek 5.1.5. A ve A* matrisleri
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0 3 00
[1 0 2 0
A_0201

0 0 3 0

30 0 0
. [0 1 0 o0
A_00—10

0 0 0 -3
olsun.

det(AA* - A*A) = bocl(eg - 9;)2b2C3(9; - 9;)2
=3.1.(3 - 1)%.1.3.(—=1 + 3)?
= 144

dir. Bu ifadenin determinantin1 asagidaki sekilde hesaplarsak ;

0 -6 0 0
e ea_l2 0 -4 0
av—-aa=(o ,
0 0 6 0
2 -4 0
det(AA*—A*A)=6l0 0 -2
0 6 0
= 144

oldugundan dolay1 [27]" deki determinant kurali saglanir.

2 4 0
det(A"A—AA")=—-6|0 0 2
0 -6 0
= —144

dir. Ayni zamanda
0 12 0 0
« aga_[4 0 0 0
AA* + A™A = 0 0 0 —a
0 0 -12 0
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4 0 0
det(AA"+A"A) =-12|10 0 -4
0 -12 0

= 2304
dir. Simdi ise A*A — AA" 1n 6z degerlerini inceleyelim. D = A*A — AA™ olsun.
det(D—A) =0

-2 -6 0 0
2 =1 -4 0

— = =4 2 =
det(D—a=|c S 77 O |=2t+400% +144 = 0
0 0 6 -1
/11 =2 ) ).2 = —2i , ).3 = 6l, 14_ = —6i

dir. Reel sayilarda ¢ = @ dir. Yani burada bulunan 6z degerler kompleks olur.
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SONUC VE ONERILER

Leonard ¢ifti sartlarin1 ve daha genel bir ifade olan Leonard sistemini detayli
bir sekilde inceledik. Leonard ciftleri ve bu ¢iftlerin baglantili olduklar1 polinomlar
arasinda olusan cebirsel oOzellikleri arastirdik.Ayrica [27] de verilen determinant

hesabinin 6zelliklerini ayrintili olarak inceleyip, yorumladik.

Yapmis oldugumuz bu ¢alisma iizerinde aragtirmalar yapilip yeni kavramlar ve

determinant hesaplamalari1 bulunabilir.
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