T.C.
ERCIYES UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

SUZGEC UZAYLAR

Tezi Hazirlayan
Selmin YAZGAN

Tezi Yoneten
Yrd. Do¢. Dr. Muammer KULA

Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi

Agustos 2008
KAYSERI



T.C.
ERCIYES UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

SUZGEC UZAYLAR

Tezi Hazirlayan
Selmin YAZGAN

Tezi Yoneten
Yrd. Do¢. Dr. Muammer KULA

Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi

Agustos 2008
KAYSERI



Yrd. Dog¢. Dr. Muammer KULA damismanliginda Selmin YAZGAN tarafindan
hazirlanan “Siizge¢ Uzaylar ” adli bu calisma, jlirimiz tarafindan Erciyes Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans tezi olarak kabul

edilmistir.

22.19%./.9008
JURI:

Uye “C\'bot..hf‘MLmMM?J‘ ..... \L Uk-A y@
Ued, Boe, D Al DRUVBCESHLLY A\

(e T =2 e, R MET N S DEBSa ee of —=

ONAY:

Prof. Dr. Nusret AYYILDIZ

Enstitii Miidiirii



II

TESEKKUR

Bu calisma konusunu bana veren, calismalarim boyunca tavsiye ve elestirileriyle, ilgi ve
yardimlarii esirgemeyen degerli zamanini bana veren ¢ok kiymetli sayin hocam Yrd.

Dog¢. Dr. Muammer KULA’ ya sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Tez caligmasi siiresince, bana verdigi maddi ve manevi destek, gostermis oldugu sabir
ve anlayistan dolay1 sevgili esim Murat OZER’ e, beni her zaman her konuda
destekleyen degerli aileme ve beni sabirla bekleyen minik oglum Kerem Efe’ye

tesekkiirlerimi sunarim.



111

SUZGEC UZAYLAR

Selmin YAZGAN

Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Agustos 2008
Tez Damsmam: Yrd. Do¢. Dr. Muammer KULA

OZET

Bu caligmanin amaci, Siizgegler ve Ultrasiizgeglerle ilgili temel tanim ve teoremleri
vermek, Siizge¢ uzaylarin yapisini ve tamlamalar1 incelemektir. Yakinsak Siizgeg

Uzay1 kategorisinin bir topolojik fanktor (kategori) oldugunu gostermek ve bu topolojik
kategori icin gecerli olan p noktasinda ki "l_"o, T,' , ve T, ayrma aksiyomlarini

incelemektir.

Bu tez dort boliilmden olusmaktadir.

Birinci boliimde, kisaca slizge¢ uzaylarin tarihgesi iizerinde durulmus olup, literatiir

taramasi mahiyetindedir.

Ikinci boliimde, amaca yonelik kategori, fanktor, topolojik fanktor, siizgec, diskre ve

indiskre yapilar gibi temel tanimlara ve bunlarla ilgili teoremlere yer verilmistir.

Uciincii boliimde, Siizgec uzay1 ve Yakinsak Siizge¢ Uzayi ile ilgili temel kavramlar,

Siizge¢ uzayinin yapisi ve tamlamalar ele alinmistir.

Dordiincii boliimde, Yakinsak siizge¢ uzayi kategorisinin, topolojik fanktor oldugu

gosterildi. Ugiincii boliimde incelenen yakinsak siizge¢ uzaylar kategorisinin diskre ve
indiskre yapilar1 karakterize edildi ve p noktasinda To, T,', ve T, ayirma aksiyomlar1

karakterize edildi.

Anahtar Kelimeler: Siizge¢c Uzayi, Cauchy Siizgeci, Tamlik, Yakmsak Siizge¢ Uzaylar,
Ultrasiizgecler.
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ABSTRACT

The purpose of this study is to examine the basic and related theorems of filter and
ultrafilters and also complements and structures of filter space. In addition, it will

be shown that the category of filter convergence space is a topological functor and
separation properties of To, T," and T; are examined at a point p in this topological

category.
This thesis are mainly composed of four chapters.

In the first chapter, the historical development of the filter space is given which includes

the literature researches.

In the second chapter, some basic definitions and related theorems about category,
functor, topological functor, filter, discrete and indiscrete structures which will be

needed later are given.

In the third chapter, the basic concepts of filter space and filter convergence space,

ultrafilters, complements and structures of filter space are given.

In the fourth chapter, filter convergence space has been showed that these category is an
topological functor. The discrete and indiscrete structures of the category of filter

convergence spaces which was investigated in the last chapter are characterized and the
separation properties of To, T,' and T; are characterized at a point p in this topological

category.

Keywords: Filter Space, Cauchy Filter, Completion, Filter Convergence Spaces,

Ultrafilter.
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1. BOLUM
GIRIS
Bu boliimde, kisaca siizgec uzaylarin tarihgesi tizerinde durulmus olup, literatiir

taramas1 mahiyetindedir.

Stizgec kavraminin ilk izleri 1914 yilinda Root’ un [1] makalesinde olmakla birlikte,
stizge¢ tanmimi 1937 de Cartan [2] tarafindan yapilmistir. Bourbaki [3] 1940 da
sizgecleri caligmalarinda kullanmis ve ultrasiizgecleri Cartan [4] 1937 de calismustr.
1955 yilinda Bartle [5] aglarla siizgegler arasindaki esdegerlikten bahsetmistir. 1961
yilinda Kowalsky [6], topolojinin gelismesi igin siizgecler iizerinde c¢alismalar

yapmistir.

Keller [7] 1968 de Cauchy Siizgecleri ciimlesini karakterize eden ii¢ aksiyomu diizgiin
yakinsak uzaylar (Cook ve Fischer [8]) yardimiyla belirledi. 1965 yilinda Katetov [9]
tarafindan tanmimlanan filtermerotopic uzaylarin FIL kategorisine gore isomorphic

oldugunu sirasiyla Bentley, Herrlich ve Colebunders [10] gostermislerdir.

X tzerindeki siizgeclerin ciimlesi C, Keller’ in ilk iki sartim1 saghyorsa C’ ye X
tizerindeki pre-cauchy yapisi denir. Biz bundan sonra pre-cauchy uzaylarmi siizgeg
uzaylar1 ile tanimlayacagiz. 1970 de Wyler [11] T, cauchy uzaylarinin tamlamasini
yapti. Ayni1 sene Reed [12] calismayir genisletti ve “se¢cme fonksiyonlarin”

climlesini kullanarak tamlamalarin ailesini yapti Ayrica FIL ilging ve onemli bir



kategori oldugundan CHY icin gelistirilmis tamlama teorisini Kent ve Rath [13] FIL

kategorisine genisletmeye caligmustir.

Cauchy ve siizgec uzaylarinin kategorik 6zelliklerini saglayan kaynaklar Preuss tur.[14]
[15] G. Minkler, J. Minkler ve G. Richardson [16] genisletilmis uzaylarmn ailesini

tanimladi.

Genel topolojide kapanis ve kompaktlik gibi kavramlarin dizilerle degil siizgecglerle

aciklanabilmesinden dolayi siizgecler tercih edilmistir.

Bizim amacimiz ise silizge¢ uzaymin tamimini, siizge¢ uzaylari ile ilgili temel
kavramlari, siizge¢ ve ultrasiizgecleri, slizge¢ uzaylarin yapisin1 ve tamlamalarini
incelemektir. Daha sonra Siizge¢ uzayi kategorisinin bir topolojik fanktor (kategori)
oldugunu gostermek ve bu topolojik kategorinin diskre indiskre yapilarini karakterize
etmektir. Ayrica FCO ic¢in gecerli olan p noktasinda ki aymrma aksiyomlarini

incelemektir.



2. BOLUM

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan genel tanimlar ve bunlarla ilgili

baz1 teoremler ifade edildi.

2.1. Kategori

Tanim 2.1.1 K bir smif olsun. ¥ nin kategori olmasi i¢in K daki tiim nesnelerin
(objelerin) sinif1, herhangi iki nesne arasindaki doniisiimlerin (morfizimlerin) ciimlesi
verilmeli ve ayrica verilen iki doniisiim i¢in bunlarm bileskesi tanimlanmalidir. Bu

bileske ayn1 zamanda asagidaki sartlar1 saglamalidir.

1. Kdakiher A nesnesiigin 1, : A — A birim doniisiimii vardir 6yle ki her f: A — B
doniistimii icin fol, =f veher g:B—> A donilisimiii¢in 1, og =g olmahdir.

2. f:A>B, g:B—>C, h:C—> D olmak iizere bileske “o” islemi birlesme
ozelligine sahip olmalidir. Yani, ho(go f)=(hog)e f saglanmaldir.

K da ki tiim nesnelerin (objelerin) sinifi kisaca Ob ( K) (veya Ox) seklinde, herhangi

iki nesne arasindaki doniisiimlerin (morfizimlerin) ciimlesi;
K(A,B)=Hom(A,B)={f | f:A— Bdoniisim } seklinde verilen iki
doniisiimiin bileskesi de
o: K (A,B)x % (B,C)— % (A,C)
(f.g)> o (f.g) =geof

seklinde gosterilebilir.

Ornek 2.1.2 K nin nesneleri A, B,C,... ciimleleri, doniistimleri fonksiyonlar ve bileske

islemi olarak da fonksiyonlarin bileskesini alalim.



K nm kategori oldugunu gosterelim.

1. Her A ciimlesii¢in 1,:A—> A birim fonksiyonu vardir. Ayrica her f:A— B
fonksiyonu i¢in fol,=f ve her g:B— A fonksiyonu icin 1,0g=g d.
2.f:A—> B, g:B—>C, h:C—>D olmak lizere fonksiyonlarda
ho(gof)=(hog)o f birlesme dzelligi saglanr.

Dolayisiyla K bir kategoridir. Bu kategoriye biitiin ciimlelerin kategorisi denir ve

K =SET seklinde gosterilir.

Ornek 2.1.3 % nmn nesneleri  (X,7), (¥,0), (2,6),... topolojik uzaylar,
doniisiimleri  f:(X,7)— (Y,0) siirekli fonksiyonlar ve bileskede fonksiyonlarin
bileskesi olsun.

K nin kategori oldugunu gosterelim.

1. (X,7)—>(X,7) olacak sekilde 1 v : X = X birim fonksiyonu vardir ve bu birim
fonksiyonu siireklidir. Ayrica her f:(X,7)— (Y,0) icin fol v =f ve her
f:(v,0)=(X,7) icin 1, og=g dir.

2. f:(X,7)>(,0), g:(v,o)>(2,8) ve h:(2,6)—>W,u) olmak iizere
f,g,h fonksiyonlar1 siirekli olduklarindan bunlarin birlesimleri olan /ho(go f) ,
(hog)o f de siirekli ve esittirler.

Dolayisiyla K bir kategoridir. Bu kategoriye biitiin topolojik uzaylarin kategorisi denir

ve K =TOP seklinde gosterilir.

Ornek 2.1.4 X nm nesneleri (G,o), (H,%), ... gruplar, doniisimleri grup homo -
morfizmi ((G,0), (H,x) ikigrupve f:G — H bir fonksiyon olsun. Her a,be G
icin f(aob)= f(a)* f(b) oluyorsa bu fonksiyona grup homomorfizmi denir) ve
bileske islemi de fonksiyonlarin bileskesi olsun.

Kolayca goriiliir ki K bir kategoridir. Bu kategoriye biitiin gruplarin kategorisi denir ve
K =Grps seklinde gosterilir. Ayrica bilinmektedir ki grup homomorfizminin

bileskesi de grup homomorfizmidir [17].



Tanim 2.1.5

1. K bir kategori olsun. Verilen bir C  kategorisi i¢in; eger (' nin nesne ve
doniistimleri K nin bazi nesne ve doniisiimlerinden olusuyorsa ve K da ki islem C
ye kisitlandiginda kategori icin gerekli sartlar saglaniyorsa C ye K nm alt
kategorisi denir.

2. Eger nesnelerde kisitlama olup, doniisiimlerde kisitlama olmuyorsa yani

C (A,B)=% (A,B) ise C ye K mn dolgun (full ) alt kategorisi denir [17].

Tanim 2.1.6 K bir kategori ve T, K nin bir nesnesi olsun. Eger K nin herhangi bir

nesnesi A olmak tizere K(A,T)={ f|f:A—T doniisim } tek elemanli ise T ye

K nin son (terminal) nesnesi denir [17].

Tanim 2.1.7 K bir kategori ve A, Be Ob( K) olsun. f : A — B izomorfizmdir ancak

ve ancak en az bir g: B — A vardir 6yle ki go f =1, ve fog=1; dir [24].

2.2. Fanktor

Tamm 2.2.1 ¥ ve X iki kategori olsun. Eger X da ki her A nesnesi icin F(A),
' niin nesnesi ve K nmn her f: A— B doniisimii icin F(f): F(A)—> F(B),
7(' niin bir doniisiimii oluyorsa ve;

1. F(1,)=1,, (Her Ae Ob(XK) icin)

2. Fgo f)=F(g)oF(f)

sartlar1 saglaniyorsa F: K — 7(' ye K dan 7(' ne bir fanktor denir [17].

Ornek 2.2.2 U :TOP—SET , U (X ,T) = X seklinde tanimlanan U nun bir fanktor
oldugunu gosterelim.

U:TOP—SET de U(X,z)=X ve f:(X,7)=(V,0) icin U(f)=f:X Y
olarak tanimlansin. Bu taktirde kolayca goriiliir ki U bir fanktordur.

a) U (1(X,'r) ) =L x =1k

b) U(go f) yine U(g)=g ve U(f)=f olduklarindan U(g)oU(f)=go f tir.
Dolayisiyla U bir fanktordur. Bu fanktora wunutkan (forgetful) fanktor denir.



Tanim 2.2.3 F: K — 7(' fanktor olsun.

1. Her A,Be Ox ve her bir f : F(A)— F(B) icin F(g)= f olacak sekilde bir en az
bir g:A — B ye doniisiimii varsa F ye dolgun (full) fanktor denir.

2. Eger her A,Be Ox ve f,g:A — B doniisiimleri icin F(f) = F(g) oldugunda
f =g ise F ye diizenli (faithful) fanktor denir.

3. F ye amnestik denir ancak ve ancak f:A— A izomorfizmi igin eger
F(f)=Id=1F(A) ise f=Id, =1, olmaldir.

4. F hem diizenli fanktor hem de amnestik ise F ye belirli (concrete) fanktor denir

[17].

Tanim 2.2.4 K ve 7(' iki kategori olsun. Eger F : K — 7(' fanktoru diizenli, dolgun
ve X' niin her A objesi icin en az bir Be Ob(%X) vardir 6yleki F (B)= A oluyorsa X ve

7(' kategorilerine denktir denir [18].

2.3. Topolojik Fanktor

Topolojik uzay kavrami; yakinsak uzay, limit uzayi, bornolojik uzay ve preorder
uzaylarin1 da icine alarak Herrlich [19], Kent [20], Wyler [11], Schwartz [21] ve
digerleri tarafindan topolojik kategori kavramina genellestirilmistir. Topolojik kategori
degisik yollarla tanimlanmustir. Ornegin, Herrlich [19] de belli kaynaklarin baslangic
kaldirmalarinin (initial lift) varhi§ina dayanarak topolojik kategoriyi tanmimlamustir.
Wyler [11] de topolojik kategori tamimini tam lattice kategorisindeki fanktora

dayandirarak tanimlamistir.

Tanim 2.3.1 K ve Z Kkategorileri verilsin. Eger U : K — Z fanktoru asagidaki
sartlar1 saghyorsa U ya topolojik fanktor yada ¥« ya Z Kkategorisi iizerinde
topolojik kategori denir.

1. U belirli (concrete) olmalidir.
2. U kiiciik demetlere sahiptir. Yani, her Be Oz icin U™ (B) bir ciimledir. Burada
U™ (B) ={Xe Ox | U (X ) =B } seklinde tanimlanir ve B lizerindeki demet olarak

adlandirilir.



3. Her U -kaynagii¢in Z ‘de g,:B —U(X,) ailesii¢in K ‘da ]_‘l : X = X, ailesi vardir
oyle ki U(j_fl.)zgl. dir ve eger U(h;:Y = X,))=g,  k:UY)—=>B=UX)->U(X,)
ise bu taktirde k:UY - UX =B nin en az bir k:Y — X kaldirmas: vardir, yani

Uk)=k dir ve j_fl.Dl;:h,. dir. Bunu diagramla gosterelim.

K z
£ g,
X —> X, B——>UX,)
A U
ki k& Uh,)
Y u(y)

Bu son sartin anlami, her U - kaynag1 bir baslangic kaldirmaya (initial lift) sahiptir.
Keyfi bir U - kaynaginin baslangi¢ kaldirmasinin varhigi, keyfi U -kavsagi (U -sink)
icin bitis kaldirmasma (final lift) denktir (Bitis kaldirma, baslangic kaldirmanin
dualidir) [19].

Tamm 2.3.2 U: K — Z topolojik fanktorunda her Ze @, sabiti icin U"'(Z) tek

bir yapiya sahipse bu takdirde U ya normallestirilmis denir.
Burada son nesnenin alt nesneleri sabit olarak adlandirilir ( Z sabittir ancak ve ancak

Z — 1=son eleman olmalidir).

Uyan 233 U: K —Z  bir topolojik fanktor olsun. Her A€, icin
U'(A)={(A,0)IUA,0)=A ve f:(A,0)—(A,0) doniisimi icin U(f)=1,}

seklinde tammlansm. U ' (A), K nm bir alt kategorisidir [21].

Teorem 2.3.4 f, : (A7) > (Ai , Z'i) stirekli fonksiyonlar ailesi olsun. 7 =7, olmasi i¢in
gerek ve yeter sart her (B,o) topolojik uzayr ve her g, :(B,o)—(A,7,) siirekli
fonksiyonlar: i¢in eger g, = f, oh olacak sekilde en az bir 7: B— A fonksiyonu

varsa, h sureklidir [17].



Burada 7, , f, ler tarafindan dogrulan topolojidir. Yani, S =U { £ (H):He T, }

iel
alt baz1 tarafindan meydana getirilen topolojidir. Buna dogrulan (induced) topoloji

denir ve 7, ile gosterilir. Bu topoloji f.:(A,7)— (Ai,ri) fonksiyonlarim siirekli kilan

l

en kiiciik topolojidir [17].

Teorem 2.3.5 f, : (Ai’Ti ) — (A, 7) siirekli fonksiyonlar olsunlar. 7 = 7* olmasi i¢in gerek
ve yeter sart her (B, o) topolojik uzayi ve her g, :(A,,7,) = (B,o) siirekli fonksiyonlari

icin g, =ho f, ise h fonksiyonu da siireklidir (#: A— B bir fonksiyon) [17].

Burada 7 ={ U c A | her ie I i¢in fl._l(U)e T, } A iizerinde bir topolojidir. Bu
topolojiye zayif (coinduced) topoloji denir. Bu topoloji f, leri siirekli kilan en

biiyiik topolojidir [17].

Ornek 2.3.6 U :TOP —SET normallestirilmis topolojik fanktordur.

ispat: 1. U nun belirli oldugunu gésterelim. f,g : (A,7) — (B,7") siirekli iki fonksiyon
ve U(f)=U(g) olsun. U:TOP—SET de U(X,7)=X ve f:(X,7)—(Y,0) icin
U(f)=f:X =Y olarak tamimlansin. Bdylece U unutkan (forgetful) fanktor olur.
Bundan dolay1 U(f)=f ve U(g)=g dir. Boylece f =g olur. Dolayisiyla U
faithfuldur.

f:(A,7)— (B,7") siirekli, U(f)zlA ve f homeomorfizm olsun. U(f)= f =1,
oldugundan A=B dir. Dolayisiyla f:(4,7)—(A,7") olur. Bu durumda 7=7
oldugunu gostermeliyiz.

f siirekli oldugundan f'()cr dur. fof ' (¢)c f(r) dan 7 c f(z) olur.
f =1 oldugundan 7' c7 dur.

g¢:(A,7) > (A7) olsun. g siirekli oldugundan g~'(r) = 7 diir. gog~'(r) < g(¢') den
rcg(z’) olur. f'=g=1 idi. Oyleyse 77" olur. Yani U amnestiktir.

O halde U hem faithful, hem de amnestik oldugundan, belirli (concrete) dir.



2. U'(A)={ (A7) | UA7)=A, zcP(A) ve f:(A7)—>(A7) sirekli ve
U(f)=1,:A— A }ise her Ae SET icin U ' (A) nmn bir ciimle oldugunu gosterecegiz.
U~'(A), TOP un alt kategorisidir. Ote yandan; ®={ 7| 7, A iizerinde bir topoloji }
olsun. 8:U'(A) = © alalim. H(A, 1) =7 seklinde tanimlanirsa kolayca goriiliir ki &,
bire bir ve drtendir.

Dolayistyla, U™'(A) =® c P*(A) dir, yani U'(A) bir ciimledir.

3.Eger { f:A—>U(A,r,)=A,, iel} SET de herhangi bir U - kaynagi ve T,

tiretilen (induced) topoloji olsun.

Teorem 2.3.4 den f, : (A,z, ) - (A[ , Ti) verilen kaynagin baslangic kaldirmasidir.
Yine; { f,:U(A.,7,)=A, — A, ie1 }, SET de herhangi bir U -kavsagi (U -sink)
ve 7" zayif (coinduced) topoloji olsun.

Teorem 2.3.5 den f;: (Ai , Ti) — (A, T*) verilen kaynagin bitis kaldirmasidir.
Dolayisiyla U : TOP—SET topolojik fanktordur.

Son olarak U nun normallestirilmis olup olmadigia bakalim.1={x} tek nokta ciimlesi

son nesne oldugundan bunun alt nesneleri Z=¢ ve Z={x} dir.

U@ =049} ve U"({x) = ({x} . {9.{x} }) dir

Boylece tek nokta ve bos cilimle iizerinde sadece bir tek topoloji oldugundan
U :TOP —SET normallestirilmistir.

Ohalde U :TOP—SET normallestirilmis topolojik fanktordur.

Tamm 2.3.7 (X,7) bir topolojik uzay ve R, X iizerinde bir denklik bagintis1 olsun.

f:(X,1) = (X/R,t) fonksiyonu boliim fonksiyonudur.

Tamim 2.3.8 X bir ciimle ve pe X olmak iizere X[ X, X in ayrik iki kopyasi olsun.
X in p de wedge carpimi XX in p de cakismasidir ve XV, X seklinde gosterilir
[30].

X =R, reel sayilar ciimlesini ve p=0 alwsak XV X wedge carpimi, koordinat

diizleminde (0,0) noktasinda ¢akisan iki dogrudur.
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2.4. Siizgecler

Tanmm 2.4.1 (X,7) bir topolojik uzay ve x € X olsun.

1. Bir U c X alt ciimlesine x noktasinin bir komsulugudur denir < en az bir Ge 7

vardir 0yle ki xe G c U dur.

x noktasinin 7 topolojisine gore biitiin komsuluklarindan olusan ailesi UT(x) veya

topolojinin belirtmenin gerekmedigi yerlerde kisaca U(x) ile gosterecegiz ve buna “x in

komsuluklar sistemi” diyecegiz.
2. M c X alt cimle ise bir U < X alt ciimlesine M nin bir komsulugudur denir < en

az bir Ge 7t vardir 6yle ki M c G c U dur [23].

Tanmim 2.4.2 X bos olmayan bir ciimle ve P(X) ={A|A C X} , X’in kuvvet ciimlesini
gostersin. @, P(X)in bir altsmifi asagidaki 3 kosulu sagliyorsa X iizerinde bir

slizgectir.
f1) ¢ [ dir,
f2) VA,Be [1 icin AnBe [] dir,

f3) VAe J ve AcB ise Be 1 dir [31].

Birinci ve ikinci aksiyomdan & siizgecine ait sonlu sayida kiimelerin kesisiminin bos

olamayacagi ve tigiincii aksiyomundan [] siizgecine ait keyfi sayida kiimelerin
birlesiminin [] siizgecine ait oldugu anlasilir. Yine {i¢iincli aksiyomu ise siizgeclerin

artan bir yapida oldugunu gosterir.

X kiimesi iizerinde bir [] siizgeci var ise bu kiime iizerinde bir yapi tanimlanmis

demektir ve X kiimesi de [ ile siiziilmiis kiimedir.

Ornek 2.4.3 X herhangi bir kiime ve X in bos olmayan bir alt kiimesi Y olsun. X ’in

alt kiimesi olan Y’ yi kapsayan kiimelerin sinif1 olan

0 ={AlY cAcX]
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kiimesi X tizerinde bir siizgectir. Gergekten,

1) Y#0=Y c A oldugundan Y ’nin iist kiimesi olan A ’larda bostan farklidir. O
halde ¢¢ [] dir.

2)ABeU=>YcAcXve YcBcX
=>YcAnNBcX
= AnNBe ] dir.
3) Ae [l ise YCAcXve AcBise YcCAcBcX
= Be [ dir.
Bu tiir stizgeclere temel siizge¢ denir.

Ornek 2.4.4 Bir X kiimesi iizerinde bos olmayan siizgecler ailesi { Di}iel olduguna gore

0= ﬂ [l de X tlizerinde bir siizgectir.

iel
D {0} #0=n[}#6 ohalde o0& N[}
=o0¢ [ dir,
2) A,Be [] ise AnBe [ oldugunu gosterelim.

A,Be Nl ise [} ’ler siizge¢ oldugundan AnBe [[,AnBe [},,..,AnBe Hien

=>AnNnBenl]

iel
= AnNBe [l dir.
3) Ae 1 ve AcB ise Be [J oldugunu gosterelim,

Ae (WIDi ise Ae [,Ae [,...,Ae [l AcB ve L] ’ ler siizge¢ oldugundan

=Benll

iel

= Be [J dir.
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Teorem 2.4.5 Hicbir sonlu arakesiti bos olmayan [ < P(X) ‘in sonlu arakesitlerinden

olusan M smifinin yani

M:{G:ﬂA|Lc[ sonlu}

AeL

simifinin kiimelerini kapsayan tiim altkiimelerinin olusturdugu
1 ={F[F>G,Ge M}

siifi X lizerinde [  y1igeren bir siizgectir.
Ispat.
A c [ oldugu asikardir. Simdi [ ‘nin X iizerinde bir slizge¢ oldugunu gosterelim.

(1) 0¢ M oldugundan VFe [J icin F# ¢ yani ¢¢ [ ] dir.

(2) VE,E e [l icin E NE e [ dir. Ger¢ekten F € [J oldugundan 3G, € M vardrr ki
E 5 G, dir. Benzer sekilde F, e [1 oldugundan 3G,e M vardr ki F, G, dir. O
halde E N"E, G, NG, den ENE e [ elde edilir.

(3) VFe [ ve Fc K ise Ke [] dir. Bunu gostermek icin, Fe [] oldugundan

3G e M vardrr ki F> Gdir. Bu durumdaK > G olacagindan Ke [J dir.

Siizgecler artan bir yapida oldugundan P(X) kiimesinin C bagmntisina gore kismi

stralanmig bir kiime olmasindan asagidaki tanimi verebiliriz.

Tanmm 2.4.6 P kiimesi < bagimtisina gore kismi sirali bir kiime olsun. Asagidaki

ozellikleri saglayan F c P kiimesine P iizerinde bir siizge¢ denir.

1) F kiimesi P kiimesine esit degildir

2) Herhangi iki eleman x,ye P i¢in onlardan daha kiiciik bir ze P vardir.
3) xe F,ye P i¢cin x <y ise ye F dir.

Iki tanimda ayni1 matematiksel yapiy1 tammlamaktadir. Kiimeler kuraninda siizgecin

kardesi ideal denilen yapilardir. F’ nin artan yapisi ideallerde azalan yapilara doniisiir.
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Tamm 2.4.7 1< P(X) altkiimesi agagidaki kosullar1 sagliyorsa X kiimesi iizerinde bir

idealdir.

1) oI fakat X 1
2) A,Belise AuBel
3) Ael ve Bc A ise Bel

F ve I kiimelerinin her ikisi de tanim geregi bos kiimeden farklidirlar. *: P(X) — P(X)
operatoriinii S” ={X-A:AeS} seklinde tammlarsak siizgeclerle idealler arasindaki

iliski F =1 ve I =F seklindedir.

X kiimesi sonsuz elemanli ise X’in sonlu altkiimelerinin kiimesi I bir idealdir. T" ile

elde edilen siizgece Frechet siizgeci denir.

Ornek 2.4.8 (Frechet Siizgeci)

0={A

Acl sonlu} kiime smifi [J {izerinde bir siizgectir. Bu siizgece Frechet
slizgeci denir.
(1) ¢e [ dir.
(2) A,Be [1 i¢gin AnBe [ dir. Gergekten A€ [] ise A° sonlu ve
Be [] ise B sonlu = A°UB° sonlu
= (ANB) sonlu
=(ANB)e [ dir.
B)Ael] ve AcB = Be [] dir. Ger¢ekten
Ae [] ise A° sonlu oldugundan

AcB = B°c A° sonlu

= (B%) el
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= Be [J dir.

Tamm 2.4.9 X iizerindeki tiim siizgeclerin sinift F(X) ile gosterilir. Eger F ve G iki

siizgec ve Fc G ise, G’ ye F’ den daha incedir veya F * ye, G * den daha kabadir
denir, F<G veya G >F seklinde gosterilir.

F siizgeci icin G>F oldugunda F=G oluyorsa F’ e ultrasiizge¢ denir. Bu da F den

daha ince siizgecin var olmadigi anlamina gelir. X {izerinde ultrasiizgeclerin sinif1

U(X) ile gosterilir.

) siizgeg ve N{F:Fe (1} #¢ ise [] e sabit siizge¢ denir. Ayrica N{F:Fe [1}=¢ ise

] ’e free siizgec denir.

Tanim 2.4.10 Teorem 2.4.5’de belirttigimiz [] siizgecine [ ’nin dogurdugu siizgec
ve [ ya bu siizgecin alttaban1 denir. M de biraz sonra gorecegiz ki siizge¢ tabanidir.

Buradan [1 € M c F oldugu asikardir. Teorem 2.4.5 de [J nin dogurdugu [ siizgeci

] y1igeren siizgeclerin en kabasi olan [ () ya esittir.
Ispat: [ "y1igeren tiim siizgegler {E}._ olduguna gore

0 0(0)=E dir.

iel
Buradan [ (1)< [J oldugu bellidir. Simdi [ < [1([]) oldugunu gosterelim.
VFe [ oldugu i¢in []’ in tanimindan 3A € [ vardir ki, F 5 A dir. Diger taraftan
< () olduguna gére Ae [1([1) dir. [I([1) siizge¢ oldugundan (f3) aksiyomu
geregince Ae [ (1) ve Fo Aoldugundan Fe I (1) olur.

Bundan sonra A c P(X) in dogurdugu siizgeci [1 (A) ile gosterecegiz.

Tek nokta {x} ciimlesi tarafindan iiretilen sabit siizge¢ X ile ya da [x] gosterilir. Bu ise

tek nokta {x} ciimlesi tarafindan iiretilen sabit siizgecin ultrasiizge¢ oldugunu dogrular.
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Gercekten her bir sabit ultrasiizge¢ tek nokta ciimle tarafindan tretilmistir. Siizgec
tanim1 liciincii aksiyomu X iizerindeki biitiin siizgeclerin X’ 1 igerdigini gerektirir.
Boylece X iizerindeki en kaba siizge¢ % dir. Bu da Ve F(X) i¢in [1>X dir

(O daha incedir).

Tamm 2.4.11 (X,T) topolojik uzaymin keyfi bir x noktasmin tim komsuluklarinin

climlesi bir siizgectir ve bu siizgece x noktasinin komsuluklar1 siizgeci denir. Bu siizgec

7 (x) ile gosterilir ve
x> (x) dir.

Tamm 2.4.12 (x,): X’in elemanlarindan olugan bir dizisi olsun. x, dizisi ile
birlestirilmis temel siizge¢; (x,) dizisinin sonsuz terimini igeren X’ in tiim

altctimlelerinin smifidir. x_ dizisinin birlestirilmis temel siizgeci olan [] siizgeci

[l —(x,) notasyonu ile gosterilir.
Eger (x,) dizisinin birlestirilmis temel siizgeci [ ve (x,) dizisinin bir alt dizisinin
birlestirilmis temel siizgeci G ise G =] dir. Ciinkii (x,) dizisinin sonsuz terimini

iceren bir climle ayn1 zamanda o dizinin keyfi bir alt dizisinin sonsuz terimini de ihtiva

eder.

2.5. Siizge¢ Tabanlan

Tanim 2.5.1 X’ in kiimelerinin bir sinift [ olsun. [J kiime smif1 asagidaki iki 6zelligi

saglhyorsa []’ye X {izerinde bir siizgec tabani denir.
1) U#0 ve 0 [
2) VA,Be [] iken C c ANB olacak sekilde 3Ce [] vardur.

Ornek 2.5.2 X kiimesinin bostan farkli A alt kiimesi sadece X iizerinde bir siizgeg

taban1 olusturur, yani siizgeci iiretir. [1={A} bir siizge¢ tabamidir ve Ornek 2.4.3 deki

slizgeci Uretir.
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Sonug 2.5.3 Her siizge¢ ayn1 zamanda bir siizgeg tabanidir fakat tersi dogru degildir.

Siizge¢ olma birinci ve ikinci aksiyomu siizge¢ tabani aksiyomlarini sagladigindan her

slizge¢ ayn1 zamanda bir siizge¢ tabanidir.

Ornek 2.5.4 (X, 1) topolojik uzaymin herhangi bir x noktasimin E(x) komsuluk tabani

bir siizgec tabanidir.
(1) VAe E(x) icin xe A=>A#0
= ¢« E(x) dir.
(2) VA,Be E(x) i¢in AnBe [I (x)dir. O halde 3Ce E(x) vardir ki Cc ANB dir.

O halde E(x) komsuluk tabanidir.

Sonu¢ 2.5.6 X iizerindeki her [ siizge¢ tabani elemanlar1 [ nin kiimelerinin st

kiimelerinden olusan bir [ siizge¢ belirtir.

Ispat: [ ={F | FoBe u} kiimeler simifinin X iizerinde bir siizge¢ oldugunu, yani 3
slizge¢ aksiyomunu sagladigini gosterelim.
(1) 0¢ 1= ¢e [ dir.
(2) VE,E e[l =3B,,B,e [I1>E>B,E, ©B,
= FEnNF 2B, NB, dir.

] silizge¢ tabaninin ikinci aksiyomundan VB,,B, e [] i¢in en az birBe [J vardir ki
BcB,NB, dir. (B,nB,>B) O halde FENF, B olur. Buda FNF, € [] oldugunu

gosterir.

(3) VEe lJ,E cFE iken F e[l oldugunu gosterelim. F e [Ilise en az bir Be [

vardir 8yle ki F © B dir. F cF, oldugundan E, DB =F, € [J dir.

Tanimdan anlasildig: gibi [] nin her climlesi [ nin bir climlesini igerir.
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Buradaki [ siizgecine [ siizge¢ tabanmin irettigi (dogurdugu) siizgec denir ve
[Jc [ dir. Genel olarak X iizerinde bagka siizge¢ tabanlar1 da vardir. Cogu zaman bir

stizgecin kendisiyle ¢aligmaktansa siizgec baziyla ¢calismak daha kolaydir.

Ornek 2.5.7 (X, 1) topolojik uzaymnin herhangi bir x € X noktasmin E(x) komsuluk

temeli bir siizgeg tabani idi. Bu taban [1 (x) siizgecini iiretir ve E(x) < [ (x) dir.

Ornek 2.5.8 X ={x,,x,,...x,} kiimesini alalm. Vke[ igin S, ={x

n= k} olmak

n

izere [ = {Sk |ke (] } siif1 X iizerinde bir siizge¢ tabanidir.

Ispat:

(1) Vkel i¢in S, # ¢ oldugundan ¢¢ (| ve U # ¢ oldugundan [} ¢ dir.
(2) Vk,,k,el] icin S, ,S, € [l dir.

k =max{kk,} olmak iizere S, =S, NS, dirve S, €[], S, NS, 5,

7] siizgeg tabanma (X, )neD dizisinin bilesen siizgec tabani denir.

X’ in alt ctimlelerinin bir sinift S ve [J de S’ nin climlelerinin sonlu kesisimlerini ihtiva
etsin. Bu durumda S nin sonlu higbir altkiimesinin bos kesisimleri yoksa [ bir siizgec
bazi olusturur. Eger [ bir siizge¢ bazi olusturuyorsa bu durumda [1 siizgeci [

tarafindan iiretilir ve S’ yi kapsayan en kaba siizgectir. S’ ye [] ’ nin alt baz1 denir.

Ornek 2.5.9 X ve Y iki ciimle f:X — Y bir fonksiyon ve [I, X iizerinde bir siizgeg

ise {f (F)|Fe (1} goriintii kiimesi bir siizgeg tabanidir.
Coziim: f (F) goriintii kiimesinin baz aksiyomlarini sagladigini gosterelim.
(1) F#¢ iken f (F)# ¢ oldugunu gdsterelim,

Her Ae [ i¢cin A#¢0=f(A)#0¢ ve ¢ [ oldugundan ¢¢ f (1)
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(2) HerA,Be f(F) ise en az bir Cef(F) i¢cin Cc ANB oldugunu gosterecegiz,
A,Bef(F) ise A=f(F) ve B=f(F,)olacak sekilde F,F €[] vardr. E,F,e [ ve

U] silizge¢ oldugundan F NE, € I olur.

ANB=f(E)nf(F)>f(ENFE) oldugundan C=f(FEnE)ef(1) alnirsa

Ccf(E)nf(E) olur.

Buradan C c A N B elde edilir.

Uyan 2.5.10 Eger f : X — Y fonksiyonu orten ise {f (F)|Fe u} goriintii kiimesi de bir

slizgectir.

Teorem 2.5.11 X ve Y herhangi iki kiilme ve f:X — Y bir fonksiyon olsun. Eger [],

X tizerinde bir siizgec tabani ise
() -{r(B)Be ]
goriintiisii de Y {izerinde bir siizge¢ tabanidir.
Ispat: () nin baz 6zelliklerini sagladigin1 gosterelim
(1) [0 siizgeg tabani oldugundan (1# ¢ ve ¢& [ dir. f([1)#¢ ve ¢ f([]) oldugunu
gosterelim. VBe [ i¢in [1# 0 =f(1)#¢ veayrica ¢& [| oldugundan ¢¢ f (1) dir.
(2) Her f(B,),f(B,) i¢in f(B)cf(B,)nf(B,)olacak sekilde en az bir f(B)e (1)
oldugunu gosterelim. f(B,),f(B,)e f () alalm.
B,,B, € [l ve [ siizgec¢ tabani oldugundan 3Be [ vardir ki B < B, nB, dir.
O halde,
f(B)cf(B,nB,)cf(B,)nf(B,) oldugundan

f(B)cf(B,)nf(B,) elde edilir.
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Tanmm 2.5.12 f:X —>Y fonksiyon ve [ de X ilizerinde bir siizge¢ olsun

{f (F)| Fe [} goriintii kiimesini taban olarak kabul eden Y iizerindeki siizgece [

sizgecinin f* e gore goriintiisii denir ve f (1) ile gosterilir.

f(0)={F'>f(F)[Fe U}

Tanmm 2.5.13 f:X — Y bir fonksiyon ve [1' de Y {lizerinde siizge¢ olsun. Tabani

{f_l(A)|AE u‘} kiimeler smnifi olan X {izerindeki slizgece []' siizgecinin f

fonksiyonuna gore ters goriintiisii denir ve £~ ([1") ile gdsterilir. O halde;

f(0)={A>f"(A)]Ae 0] dir

Tanmim 2.5.14 X kiimesi lizerinde bos olmayan siizgecler ailesi {Di}iel olsun. X

iizerinde tim [} ’den kaba olan (I siizgeci [1=(")(} dir. Bu [ siizgeci {[}]

iel

i€l

ailesinin en biiyiik alt siniridir.

Teorem 2.5.15 [} ve [}, X kiimesi iizerinde iki siizge¢ tabani olsunlar. Bu taktirde

asagidaki ozellikler denktir.

(1) [}’ inUrettigi [} stizgeci, [, nin iirettigi [}, slizgecinden incedir.

(i) [}, ’nin herhangi bir kiimesi, [} in herhangi bir kiimesini kapsar.

Ispat. (i) = (i) [}, o[}, ise [} D[, >} oldugundan VA, e [, kiimesi [}’ e aittir.

Sonug 2.5.6 ° ye gore L[}, 'nin herhangi bir A, kiimesi; [ in L[], tabanma ait bir A,

kiimesini kapsar.

()=(1) VA,e [}, kiimesi bir A €[] kiimesini kapsiyor ise [} D[}, oldugunu

gosterelim.
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VE, € [, alalim. Sonug¢ 2.5.3 e gore en az bir A, e [}, vardir ki A, CF, dir. A, DA,

oldugundan yine Sonug 2.5.3 geregince A, e [ = [] D [}, dir.

Bir X kiimesi itizerindeki {[i}iel sizgeclerinin ne zaman en kiigiik iist smnira sahip

olacagini belirten asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.5.16 X kiimesi tizerindeki {(1;} _ tabanl siizgegler smfi {[]} _ olsun

i€l

{ [i}iel sizgeclerinden daha ince olan bir siizgecinin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

I ya ait her farkli i,i,,...,i, "ler i¢in ve B e Eij(j:1,2,...,n) olmak iizere ﬂBij =0

i=1
olmasidir.
Ispat. (=): {{}}_, siizgeclerinden ince olan bir [ siizgeci var olduguna gore Vie I

icin [, < [ dir. Ayrica V, € I igin [} < [} dir. Yani {[}} | tabanina ait olan her kiime

[ siizgecine de aittir. O halde (f,) ve (f,) aksiyomlar: dikkate almrsa (B, # ¢

=l

oldugu gosterilmis olur.

ler I ya ait farkh elemanlar ve Bje [}, olmak iizere ﬂBij *0
j=1

(<) ipigoni

n

seklindeki kiimelerin olusturdugu kiime sinifi [] olsun; yani [/= {ﬂ Bij‘Bij € E%} olsun

=1

b,) ﬂBij # ¢ oldugundan ¢¢ [] olur.

j=1
b,) By lerin tammndan VB, ,B, € [J i¢in 3B, € [l vardirki B, ,B; 5B, dir.

) nin dogurdugu siizge¢ { [} ., lerin hepsinden ince olan [ siizgecidir.

i

Bu teoremdeki 1 siizgeci kismi siralanmus olan { [} ., ailesinin en kiigiik tist siniridur.

i
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Teorem 2.5.17 A c X ve X iizerindeki siizge¢ [] olsun. A kiimesinin [ den daha

ince bir siizgece ait olmasi1 icin gerek ve yeter kosul, A° kiimesinin [J siizgecine ait
olmamasidir.
Ispat: (=): A kiimesinin [ den daha ince bir siizgece ait olsun. A°¢ [1 oldugunu

gosterelim.

Olmayana ergi metodunu kullanalim. [] siizgecinden daha ince siizge¢ [} olsun.
Ae [] ise A®¢ [ oldugunu gosterecegiz; kabul edelim ki A®e [} olsun. A,A%e []
olduguna gore (f,) geregince ANA°=¢e [| elde edilir. Buda [}’ in siizge¢ olmasi

ile gelisir A®¢ [ dir.

(<): A°e [ ise, A kiimesinin [ den ince olan bir [} siizgecine ait oldugunu

gosterecegiz. Fe [ olsun. Bu durumda F & A® dir. Ciinkii Fc A® olsaydi. Siizgeg
olma {igiincii aksiyomu geregince [ ile A’ nin iist kiimelerinden olusan siizgecin en

kiiciik st sinir1 vardir ve bu A y1 ihtiva eden [J den ince bir [, stizgecidir.

Tamm 2.5.18 1, (X,t) uzaymdaki bir siizge¢ ve xe€ Xolsun. Eger [ siizgeci x
noktasinin [ (x) komsuluklar siizgecinden daha ince ise, yani [ (x)c [ ise [J
slizgeci x noktasina yakinsiyor denilir ve [ — x veya lim []=x seklinde gosterilir.

Eger X {iizerindeki bir [] siizgeci x noktasina yakinsiyor ise, X iizerinde [] den ince

olan tiim siizgeclerin de x noktasina yakinsayacagi tanimdan asikardir. Ayrica X kiimesi

lizerinde x noktasina yakinsayan tiim siizgeglerin arakesiti de [ (x) komsuluklar

stizgecidir.

Tamm 2.5.19 [,(X,7) topolojik uzayimndaki bir siizge¢ tabani ve x€ X olsun. [J nin

her [ kiimesi [ (x) nin bir N kiimesi tarafindan ihtiva ediliyor ise, [ siizgeg tabani x

noktasma yakmsiyor denilir. Yani [ nin dogurdugu [ siizgeci x noktasma yakinsiyor
ise, [ siizgec tabani x noktasma yakinsiyor denir. Bir slizge¢ veya tabani birden fazla

noktaya yakinsayabilir.
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Bir siizge¢ veya silizge¢ tabami birden fazla noktaya yakinsayabilirken daha sonra

ispatlayacagiz ki eger uzay hausdorff uzayi ise tek noktaya yakinsarlar.

Teorem 2.5.20 X uzaymin Hausdorff uzay1 olmasi icin gerek ve yeter sart bu uzaydaki

yakmsak bir siizgecin tek bir noktaya yakinsamasidir.

Ispat: (=): X uzay1 Hausdorff uzay olsun. Bu uzaydaki yakinsak bir [1 siizgecinin

tek bir noktaya yakinsadigini gosterecegiz. [] siizgecinin x ve y gibi farkl iki noktaya

yakinsadigini kabul edelim. X uzay1 H-uzayi oldugundan 3INe (] (x) ve IMe [ (y)

vardir ki NNM =¢ dir. Oysa [ siizgeci x noktasina yakinsadigindan [ (x)c (] dir

ve dolayis1 ile Ne [1 dir. Benzer sekilde Me [ dir. Siizge¢ olma ikinci

aksiyomundan NNM =¢e [1 elde edilir ki, bu da Siizge¢c olma birinci aksiyomu ile

celigir. O halde x=y dir, yani [] tek noktaya yakinsar.

(<): Yakinsak bir siizge¢ tek noktaya yakinsasin, X uzaymin H-uzayir olmadigini
kabul edelim. O halde 3x,ye X vardr ki VNe [ (x),vMe [ (y) icin NNM #¢
dir. Buradan N & M° elde edilir ve Teorem 2.5.17 geregince VMe [ (y) igin
Me [ (x) dir. O halde (] (y)< (I (x) elde edilir ki bu da hipoteze aykiridir. Ciinkii

X uzaymndaki [] (x) siizgeci hem x hem de y noktasina yakinsar.

Teorem 2.5.21 X ve Y herhangi iki kiime f:X — Y fonksiyon ve [, Y iizerinde bir

slizgec tabani olsun.

Bu taktirde f7'()={f"(B’)

B'e D'} kiimeler smmifinin da X iizerinde bir siizgec

taban1 olmas i¢in gerek ve yeter sart B’e [ i¢in f™' (B") # ¢ olmasidir.

Ispat: (=): 7' () smift X iizerinde siizgeg tabam olduguna gére VB'e [ igin

£~ (B")# ¢ dir.

(): VB’e [V igin ™' (B") # ¢ oldugundan birinci aksiyom saglanur.
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Vi (A)),£7 (B')e £ (1) igin

(A )nf ()=t (A'nB)
A’,B’e ' ve ["’niin X lizerinde siizge¢ tabam olmas1 nedeniyle 3C’e (1" vardir ki
C’'cA'NB dir.

Buradan f (A )Nt (B)=f"(A'"nB) o™ (C) elde edilir.

2.6 Topolojik Kategori Ornekleri

A bir ciimle ve GCP(A) olsun. [6]={ Bc Al en az bir Ce o vardrr dyle ki
CcB } seklinde tanimlansin [22].

Tanim 2.6.1 Eger [O'] =0 ise OC P(A) ya A iistiinde bir yigin (stack) denir. Yani &

stiper ciimle altinda kapahdir [21].

o, A iizerinde bos olmayan bir y1gin olsun. Eger B,Ce a iken BN Ce & oluyorsa «
ya A lizerinde siizgec (filter) denir [21].

a yiginmin (stizgecg), 6z yigin (siizge¢) (proper)olmasi icin gerek ve yeter sart ¢& o,
yani & # [P(A)] olmasidir. Aksi durumda & ya 6z olmayan yigin (siizge¢) (improper)
denir. A {izerinde y1gin ve siizgeclerin ciimlesi sirasiyla S(A) ve F(A) ile gosterilir.
Eger «ve fecF(A)ise bu taktirdle anf={BcA |B€ o ve Bef }da bir
siizgectir. Yani [@nf]=an B dir. an B < [a@n B] siizgeg tanimindan agiktir.
Simdi [a@nf]lcanf oldugunu gosterelim. Be [@nfB] alalim. En az bir
Geanf vardrr 6yle ki G B dir. Ge anf oldugundan Ge ¢ ve Ge f dur.
a ve B siizgeg oldugundan Be ¢ ve Be 8 dur.

A bir ciimle ve K:A — P(F(A))her bir ae A i¢in K(a) , A nmin a noktasina

‘yakinsayan’ bos olmayan tiim siizgeclerin climlesi olacak sekilde tanimlanan bir

fonksiyon olsun.
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Tamm 2.6.2 (A,K) yakinsak siizgec uzay1 ve a€ A olsun. Eger V ae A ve K(a) da
ki biitiin siizgeclerin kesisimi N, olmak iizere, N, € K(a) ve N, “VeB, ise her
be V icin Ve B,” sartim1 saglayan bir B, bazina sahipse (A,K) ya siizge¢

topolojik uzay denir [20].

Tamm 2.6.3 K ve K  birer kategori, F ve G de K dan X~ ne iki fanktor olsunlar. Eger
her A,Be Ob(X) ve her f:A — B doniisiimii i¢in oa: F(A)— G(A) K~ de bir
doniisim ve G(f)oa, = a, o F(f) oluyorsa o.: F — G ya bir dogal doniisiim (natural

transformation) denir. Buda asagidaki diyagramin degismeli olmasina karsilik gelir.

K > K

A F(A)

G(A)

v

f F(f) G(f)

v

B F(B) oz  G(B)

Yani G(f)oa, = a; o F(f) olmasidir.
Tanim 2.6.4 % ve A birer kategori, R ve L de fanktor olmak iizere; KL) A

L
fonksiyonlar1 i¢in asagidaki sartlar saglanirsa L ye R nin sol adjointi veya R ye L nin

sag adjonti denir. L— R seklinde gosterilir. Bu sartlar;

(1) n:T—>RoLvee:LoR — I dogal doniisiimler olmalidir.

(2) L— > LRL—%—Lde(eL)o(Ln) =1 ve

R—® SsRLR —% 5R ve (Re)o(MR) =1 esitlikleri saglanmalidir.

Tanim 2.6.5 1) U:E — B topolojik fanktoru bir D: B — & sol adjointine sahiptir ki bu
sol adjointe diskre fanktoru denir. Yani E = D(U(E)) nesnesi, £ de diskre nesne olarak

adlandirilir.
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2) U:E — B topolojik fanktoru bir D":3—E sag adjointine sahiptir ki bu sag adjointe
indiskre fanktoru denir. Yani X= D*(U(X)) nesnesi E den indiskre nesne olarak

adlandirilir [19].

Teorem 2.6.6 1) E topolojik kategori olsun, e€ E nesnesi diskredir. Yani e=D Ue
olmasi icin gerek ve yeter sart her ce E icin her Ue — Uc dOniigiimiiniin, e = ¢

doniisiimiine kaldirilabilir olmasidir.

2) de E indiskre, yani d=D"Ud olmasi igin gerek ve yeter sart her ce E icin her

Uc — Ud doniisiimiiniin, ¢ — d doniisiimiine kaldirilabilir olmasidir.

Ispat: 1.(=) e diskre her ce E icin f:Ue—Uc olsun. En az bir k:e—>c

doniistimiiniin var oldugunu ve U(E) =f oldugunu gosterecegiz.

U topolojik fanktor oldugundan ?:; — ¢, f nin baslangi¢c kaldirmasi olsun. Burada
Ue=Ue ve e diskre oldugu i¢in tanim geregi e<e drr, yani h:e —e bir doniisim

vardir 8yleki U(h) =Id: Ue — Ue = Ue dir. k = f oh olsun.
U(k) = U(foh) = U(f)oU(h) = fol = olur.

(<)Her ce E icin her Ue — Uc doniisimii e — ¢ doniisiimiine kaldirilabilsin, e’nin
diskre oldugunu gosterelim. Ozel olarak Ue—Uc ve id: Ue—Uc alalim, hipotezden
k=e—>c ye bir doniistim vardir dyle ki U(k) = id dir. Bu demet iizerinde alinan her ¢

nesnesi icin gecerli oldugundan, e bu demet de en kii¢iik nesnedir. Bu da e’ nin diskre

oldugunu gosterir.

2. (=) d indiskre ve her ce E i¢in f : Uc — Ud olsun, U topolojik fanktor oldugundan

f:c—d f'nin bitis kaldirmasi olsun.

Burada Ud)=Ud) ve d indiskre oldugu icin d<d dur, yani h:d—d ye bir doniisiim

vardir, 6yleki Uh = id: Ud = Ud — Ud dir. k =hof olsun,

Uk)=U(hof)=U(h)oU(f)= Iof =f dolayisiyla U(k)={ dur.
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(<) Her ce E i¢in her Uc — Ud doniisiimii, ¢ — d doniisiimiine kaldirilabilsin, d” nin

indiskre oldugunu gosterelim.

Ozel olarak Ud = Uc ve id: Uc — Ud alalim. Hipotezden k:c—d doniistimii vardir,

oyle ki U(k) = id dir. Bu doniisiim her c i¢in gecerli oldugundan d bu demette en biiyiik

nesnedir. Bu da d’ nin en bilyiik oldugunu gosterir, yani d indiskre nesnedir.

Goriiliir ki e e E diskre nesne kavrami, topolojik uzaylarin kategorisi Top’ daki e diskre
topolojik uzay1 kavraminin genellestirilmesidir. Ciinkii tanim ciimlesi diskre uzay1 olan

her fonksiyon siireklidir.

Tanmim 2.6.7 K, C nin alt kategorisi ve Fc:K—C inclusion (i¢ine) fanktor olsun. Bu
takdirde K’ nin C’ nin reflective (yansiyan) alt kategorisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Fc nin bir R sol adjointe sahip olmasidir veya asagidaki kosullar1 saglamalhidir:

Her bir Xe|C

,en az bir X, € |K| objesi ve r, : X = X bir C morfizmi i¢in, ayrica
herhangi bir Y€|K| objesi ve her bir f:X — Y morfizmi i¢in, asagidaki diagram

komutatif olacak sekilde bir tek f : X — Y K morfizmi mevcut olmalidir.

—_ ‘

Xk
rx e K ya gore X e |C| nin reflection (yanimast) ve R ye de reflector (yansitict) denir.

Tanmm 2.6.8 U: K — SET bir concrete kategori olsun. X, Ye Ob( K ) olmak {izere,
eger K daki her g: Z —Y morfizmi ve her bir 42:U(Z) — U(X) fonksiyonu ig¢in
U(g)=U(f) oh oldugunda fo h =g olacak sekilde tek bir 4 : Z—X morfizmi mevcut

oluyorsa X —— Y morfizmine gomme (embedding) denir.

Tamm 2.69 (X,p) bir dizgin uzay ise her xeX ve Ue¢ icin
U(x)={ye X:(x,y)e U} seklinde tanimlanur.
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Teorem 2.6.10 (X, 7) bir topolojik uzay ve xe X ise U(x) komsuluk sistemi asagidaki

ozelliklere sahiptir.

a)Ue U(x) = xeU dr

b) Ue U(x) ve U cV iseV e U(x) dur.

¢) U,Ve Ulx)=UnVe U(x) dr.

d) U e U(x) ise bir V e U(x) vardir 6yle ki her ye V icin U € U(y) dur.

Tersine olarak X # ¢ bir kiime ve her xe X icin bir U, c P(X) ailesi a, b, ¢ ve d

ozelliklerini saglayacak sekilde verilmis olsun. Bu X cilimlesi iizerinde dyle bir topoloji

vardir ki bu U _ ailesi o topoloji i¢in x noktasindaki komsuluk sistemini olusturur.



3. BOLUM

SUZGEC UZAYLAR

Bu boliimde yakinsak siizge¢ uzaylarin tanimi, ultrasiizgecler ve siizge¢ uzayi ile ilgili
teorem ve Orneklere yer verilmistir. Bunlarla ilgili [13], [16], [27], [29], [34], [35]

referanslarindaki temel kaynaklar verilebilir.

3.1. Yakinsak Siizge¢ Uzaylarin Tanimi

Tanim 3.1.1 A bir ciimle ve K:A—PF(A) her bir a€ A icin K(a), A nin a noktasina
“yakinsayan” bos olmayan tiim siizgeclerin ciimlesi olacak sekilde tanimlanan bir
fonksiyon olsun. Eger K asagidaki sartlar1 sagliyorsa (A,K) ¢iftine yakinsak siizgec

uzayi (filter convergence space) denir.
1. Her a€ Aigin [a]e K(a),burada[a] = {B c A| ae B} dir.

2. ave B, A istiinde siizgecler ve a3 olsun. Eger ae€ K(a) ise fe K(a) dur.
(AK) dan (B,L) ye bir f doniisimi, f:A—>B fonksiyondur o&yle ki eger
ae K(a) ise f(a)e L(f(a)) dir. Yani f siireklidir.

Burada [for] = {U| U c B ve en az bir Ce aiginU > £(C)} seklinde tanimlanir.

Nesneleri yakinsak siizge¢ uzaylar ve doniisiimleri yukarida tanimlanan sinifa yakinsak

slizgec uzaylar kategorisi denir ve FCO ile gosterilir [2 1].

Ornek 3.1.2 A={x,y,z} olmak lizere;
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K)={[x], [y]. [z]. [2], [{x.y}1}, K(y)={ly], [z]. [9]. [{y.z}]}, K(2)={[z], [x], [4]}

verilsin. (A,K) nin Siizgeg uzay1 oldugunu gosterelim.

1) Vae A igin [a]e K(a) dir. Yani [x]e K(x), [y]le K(y), [z]e K(z) dur.

2) VaeA icin VoeK(a) ve acP ise pe K(a) dir. Yani;

[x]e K(x) ve [x] c[4] ise [gle K(x), [yle K(x) ve [y] c[¢] ise [¢ ] € K(x),

[z]e K(x) ve [z] c[g] ise [¢] eK(x), [{x,y}]c[g] ise [¢ ] e K(x), [{x,y}][x] ise
[x] e K(x), [{x,y}]I<[y] ise [y] € K(x) dir.

[yle K(y) ve [yl c[g] ise [@dle K(y), [z]le K(y) ve [z] c[¢] ise [¢ ] € K(y),

{y.z}1c[g] ise [¢ ] eK(y), [{y.z}]c[y] ise [yleK(y), [{y.z}]c[z] ise [z]e K(y)
dir.

[z]le K(z) ve [z] c[g] ise [g]le K(z), [x]e K(z) ve [x] c[g] ise [¢ ] € K(z) dir.
Ornek 3.1.3 K =FCO, tiim siizgeclerin sinif1 bir kategoridir.

K nin objeleri (A,K), (B,L), (C,M)... yakinsak silizge¢ uzaylar, doniistimleri de
K((A,K),(B,L)) ={f ‘f :A > B>ae K(a)igin f(a)e L(f(a))} fonksiyonlar olarak

verilsin. Bileske islemi olarak fonksiyonlarin bileskesini alalim.
(A,K)—— (B,L)—— (C,M) go f siirekli oldugunu gosterelim.

Vae A i¢in ae K(a) olsun. f siirekli oldugundan f( o )e L(f(a)), g stirekli oldugundan
g(f(a))e M(g(f(a))) olur. Bu durumda go f siireklidir.

1. Her A ciimlesi i¢in 1, ,, :(A,K) — A, K) birim fonksiyonu vardir. 1, . nimn strekli
oldugunu gostermeliyiz. o€ K(a)olsun. 1, , (a)=ae K(a) oldugundan 1

(A.K)

sureklidir.

Ayrica her f:(A,K)—(B,L) fonksiyonu i¢in fol,, = f sirekli ve her

g:(B,L) — (A, K) fonksiyonu igin 1, ., 0 g =g siireklidir.
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2. (A,K)—/— (B,L)—— (C,M)——(D,N) olmak iizere f, g ve h fonksiyonlar

siirekli oldugundan ho(gof) = (hog)of siireklidir. Birlesme 6zelligi saglanir.

Dolayisiyla K =FCO bir kategoridir.

Tanim 3.1.4 a,ﬂeF(A), yeF(B) ve f:A—>B bir fonksiyon olsun.
anf={U|UcaveUe B}, auf={ UCA |UDVAW,Vea ve Wep }

ve [ (y)={U|U>f(C)olacak sekilde en az bir Cey mevcuttur } seklinde

tanimlanirlar. Goriiliir ki bunlarin her biri birer siizgectirler [25].

Tamm 3.1.5 (A,K) yakinsak siizge¢ uzay1 ve a€ A olsun. Eger Vae A, ave fe K(a)
oldugunda a() B K(a) ise (A,K) ya limit uzayi denir.

Doniigiimleri Tanim 3.1.1 deki gibi tanmimlanan siirekli fonksiyonlardan olusan ve
nesneleri yerine de limit uzaylar alinarak elde edilen sinifa limit uzaylarin kategorisi

denir ve Lim ile gosterilir [24].

Tanmm 3.1.6 (A, K) yakinsak siizge¢ uzay olsun. Eger K sabit fonksiyon ise (A, K) ya
sabit yakinsak siizge¢ uzayr denir. Nesneleri sabit yakinsak siizge¢c uzaylar ve
doniistimleri Tanmim 3.1.1 deki gibi tamimlanan sinifa sabit yakinsak siizge¢ uzaylarin

kategorisi denir ve ConFCO ile gosterilir. ConFCO, FCO nun dolgun alt kategorisidir.

3.2 ULTRASUZGECLER

Tanmim 3.2.1 Eger &, A iizerinde en biiyiik 0z slizge¢ ise & ya maksimum siizgec

( ultrafilter) denir ve & asagidaki gibi karakterize edilebilir.

A nin her B alt ciimlesiicinya Be @« yada B°ea dir.

Teorem 3.2.2 X kiimesindeki [] siizgecinin ultrasiizge¢ olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul VAc X icinya Ae [1 veya A°e [] olmasidur.

Ispat: (=): [, X iizerinde bir ultrasiizgeg olsun. Bu taktirde ya Ae [ veya A‘e [

oldugunu gosterecegiz.
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A°¢ [ olmasi halinde Ae [ oldugunu gosterelim Teorem 2.5.17" ye gore A kiimesi

] siizgecinden daha ince bir [} siizgecine ait olmalidir. Oysa hipotezde [}
ultrasiizge¢ oldugundan [] =[] dir. O halde Ae [] dir. Benzer olarak A¢ [ olmasi
durumunda da dogrudur.

(<): VAcX iginya Ae ] veya A°e [ ise [ siizgecinin ultrasiizge¢ oldugunu
gosterelim. Olmayana ergi metodunu kullanalim.

] ultrasiizge¢ olmasin. Bu taktirde [] den kesinlikle daha ince bir [} siizgeci vardir.
Yani [J c [ dir. Buda [} i¢inde [ ’e ait olmayan A gibi bir kiime oldugunu gosterir.
Ag [1 ve hipotezden A°e [l ve [J c [} oldugundan A°e [} olur. Ae [J idi. [
sizge¢ oldugundan siizge¢ olma ikinci aksiyomundan ANA®e [ olmalidir.

ANA®=¢, 0 [} olur ki bu da geligskidir. [ ultrasiizgectir.

Ornek 3.2.3 X herhangi bir kiime ve xe X olsun. [] ={ACX|X€ A} sinift X

tizerinde bir ultrasiizgectir.

U cly i¢in =[] oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in [} c[] oldugunu
gostermeliyiz. A, e [} alalm. [1 < [] olduguna gore xe A, veya x¢ A, dir. X¢ A,

olmas1 miimkiin degildir. Ciinkii xe A} = Aj € [, den
= A, NA] =¢e [ celiskisine varilir.
O halde xe A, yani A, e [ dolayisiyla [, < [] bulunur.

Teorem 3.2.4 f:X — Y fonksiyon ve [ de X lizerinde bir ultrasiizge¢ olsun. Bu

taktirde [] siizgecinin f’e gore

f(0)= {F' >f(F)|Fe D} goriintii siizgeci de bir ultrasiizgegtir.

Ispat: A'c Y olsun. f (1) nin ultrasiizge¢ oldugunu gostermek igin iistteki teoremi

kullanacagiz. Buna gore A'ef(F) ya da A"“(Yyegore)ef(F) oldugunu
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gostermeliyiz. [, X lizerinde ultrasiizge¢ oldugundan ya f ‘I(A')e ] ya da

[£7(A)] € 11 olmalidir.

£ (A)e O isef (f'(A))ef(0) dir. f(f'(A'))c A" olduguna gore A'e f (F) dir.

[£7(AY)] e 0 ise, [ (A)] =f"(A"}) olduguna gore f (£ (A'y))e f(1)
=f(f7(A')))c A ef (D) elde edilir.

Onerme 3.2.5 a) {0, e A}, X iizerindeki siizgeglerin bir smifi olsun. Siizgegler

siifinin infimumu ﬂ = {U E :E, e Du} dir.

aeA aeA

b) Kabul edelim ki [ ve [, X iizerindeki iki siizge¢ olsun. [] ve [] nin supremumu

(v vardir & Fe [ ve VGe [l icin FNG#¢ dir. Eger [1 v [] varsa bu durumda

JvI={FNG:Fe [l ve Ge [} dir.

Ispat: a) Kabul edelim ki H= {U Fu| E e Du} olsun. Bu durumda herhangi F, e [,

[0/

icin A€ [] olmast A= U E, *y1 gerektirir. Bu yiizden Voe A i¢cin A D F, ve bundan

aen

dolay1 Vae A i¢in Ae [, dir veya Ae ﬂ [}, dir. Tersine olarak Ae ﬂ [, olsun.

aeA aeA

Buradan Voe A i¢cin Ae [, dir. Su halde A = U E, burada [], ‘lar A ya esit olan

aen

bir ciimledir. Buradan Ae H dur.

b) Eger [l v I[] varsa tim Fe [ ve Ge [] leri igcerir ve bundan dolay1 siizge¢ olma
ikinci aksiyomundan Fe [1, Ge [] ise FNG € [] dir. Buradan tim Fe [ ve Ge []
ler i¢in siizge¢ olma birinci aksiyomundan FNG # ¢ dir. Diger taraftan tim Fe [ ve

Ge [l i¢cin FNG # ¢ oldugunu kabul edelim.

1 ={FNG:Fe 1 ve Ge [} olsun. ]’ siizge¢ aksiyomlarini sagladigina dikkat

edelim. Ger¢cektende VFe [ ve Ge [l icin FNG # ¢ oldugundan Xe [1 ve Xe []
den dolay1 X e [ dir. Boylece [1# ¢ dir.
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Ayrica Ae [l ve Be [l olmast AnBe [] olmasmi gerektirir ve siizge¢ olma ikinci
aksiyomundan saglanir. Simdi herhangi Fe [J ve Ge [l icin HOFNG olsun. Bu

sebepten HUFe [1 ve HuUGe [ dir.

Buradan H=HU(FNG)=(HUF)n(HUG)e [ du.

Simdi de | m [] ve [] nin supremumu oldugu gosterilecektir. Her Fe []icin
F=FnXe ] ve her Ge [l icin G=XNGe [] tir. Bu sebepten [1, [1 ve [] den

daha incedir. Simdi K nin [] ve [ den daha ince bir siizge¢ oldugunu kabul edelim.
Herhangi Fe [ ve Ge [ igin H=FNG (He (1) olsun. K> [], K2 (] oldugundan

ve siizge¢ olma ikinci aksiyomundan FNGe K durr. Buradan He K ve K> [J dir. Bu
sebepten [ =[] v [] dir.

Onerme 3.2.6 {1, :0€ A} X iizerindeki siizgeglerin bir smifi olsun. {[], :x € A} nin
supremumu vardir ancak ve ancak herhangi sonlu {a.,,...0, } € A alt sinifi ve herhangi

Ei€ g, 1=12,..n i¢in E, N...nE,#¢ dir ve v [, ile gosterilir. Bundan baska

oi ?
aEA

v [, varsa v [ ={F(,] Nn..E, a0 }cA Eell, i:1,2,...n}

aeA aeA

[, X iizerinde bir siizge¢c ve A, X in bir alt ciimlesi olsun. Eger her Fe [] icin

ANF=¢ ise bu durumda {ANF:Fe [} siizge¢ bazi olusturur ve bu siuf [ den

daha ince bir siizge¢ iiretir. Bundan baska {ANF:Fe [1} A da [, ile gdsterilen bir

slizgec olusturur ve bu siizgece A iizerinde [ in izi denir.

Genellikle ultra siizgeclerle ¢calismak daha uygundur. Asagidaki 6nerme bir ultrasiizgeci

karakterize etmek i¢in diger iki sart1 saglar.

Onerme 3.2.7 (1€ F(X) olsun. Asagidaki durumlar birbirine denktir.

a) [] bir ultrasiizgectir.
b) AuBe [l ise Ae[] veya Be [] dir.

c) AcX ise Ae ] veya X—Ae [] dir.
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Ispat: (a) = (b) Ae [ olsun. Be [ oldugunu gosterelim. A¢ [ oldugunda tiim
Fe (] icin ADF veya A°NF#¢ (tim Fe [ icin). Bu durumda {A°NF:Fe [}, F
den daha ince bir siizgeg iiretir. Bu siizge¢ A® ni igerir. Bu siizge¢ [ ile gosterilsin, [
bir ultrasiizge¢ oldugundan [ =[] dir. Buradan A€ [] elde edilir. AUBe [ ise
A°n(AUB)e [ dir. Siizgeg olma ikinci aksiyomundan A°N(AUB)=A°NBe []
dir. Stizge¢ olma iiciincii aksiyomundan A°"Be [l ve BDA°NB ise Be [] dir.

Benzer olarak B¢ [ alalim, Ae [] oldugu goriiliir.

(b) = (¢c) AuBe ] iken Ae ]l veya Be [l olsun. AcX ise Ae[] veya
X—Ae [ oldugunu gosterelim. X=AU(X—-A)e [ seklinde yazdigimizda (b) den

Ae ] ve X—Ae [J dir.

(c) =>(a) Ac X olsun. [] in ultrasiizge¢ oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki [ den

daha ince ve []’e esit olmayan bir [] siizgeci olsun. A¢ [ olacak sekilde Ae []

vardir. Kabulden ve (c) den X—Ae [1 <[] olmasm gerektirir ve siizge¢ olma ikinci
aksiyomundan AN (X-A)=¢e [ olmasm gerektirir. Bu ise siizge¢ olma birinci

aksiyomundan ile celisir. O halde [] den daha ince bir [] siizgeci yoktur. [

ultrasiizgectir.

Sonu¢ 3.2.8 [1,[le F(X) ve [1eU(X) olsun. Eger (121N ise [1>[] veya

[ > 1] dir.

Ispat: Kabul edelim ki Fe [ olacak sekildle Fe [ olsun. Ge [0 olacak sekilde

Ge [J vardir. Bu durumda [] bir ultrasiizgec oldugundan Onerme 3.2.7(c) den,

F°,G°e [1 dir. Buradan (FUG)c =[°N[IFel elde edilir.

Fakat Onerme 3.2.5 (a) dan FUGe [1 N [1< [ olur ki buda celiskidir.

Onerme 3.2.9 Her [ F(X) i¢in [1> ] olacak sekilde bir [] ultrasiizgeci vardur.

Ispat: Her siizgecin bir ultrasiizgec tarafindan kapsandigim gosterelim.
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Zorn lemmasina gore kismi siralanmis ve zinciri (lineer sirali altctimleler) bir iist sinira

sahip olan bir kiimenin herhangi bir a elemani icin b >a olacak sekilde bir b maksimal
elemant vardir. O halde her [1e F(X) igin [J <[] olacak sekilde bir [ maksimal

slizgeci vardir.

Simdi [J nin ultrasiizge¢ oldugunu gosterelim. Herhangi Le F(X) igin [J<L olsun.

Bu durumda [ maksimal oldugundan [J=L olur. Bu da [] nin ultrasiizge¢ oldugunu

gosterir.

Onerme 3.2.10 Her [ e F(X) siizgeci [1 den daha ince olan X’ deki ultrasiizgeglerin
bir kesigimidir.
Ispat: Kabul edelim ki [I1= ﬁ{ DeU(X): 02 D} olsun. Bu durumda [1>[] dir.

Tersine olarak A e [J olsun. Bu durumda [] >[] olacak sekilde her [ ultrasiizgeci

icin Ae [ dir. Eger A¢ [] ise {A° NF:Fe D} '] den daha ince bir siizgeg iiretir ve
[} ile gosterilir.

Onerme 3.2.9 den [} den daha ince olan [J, ultrasiizgeci vardir. Bu durumda

A®e [} c [, dir. Fakat [, > oldugundan Ae [], dir. Bu ¢eliskidir. Ae [ olmasi
gerekir ve boylece [1=1[] dir.
Kabul edelim ki f:X—Y bir donisim ve [1eF(X) olsun. Bu durumda

{f (F):Fe D} Y’de bir siizgeg iiretir f (1) veya f [ ile gosterilir.

Onerme 3.2.11 Kabul edelim ki f:X — Y bir doniisiim olsun. Eger [1 € U(X) ise

feU(Y) drr.

Ispat: Kabul edelim ki A, Y’ nin bir alt ciimlesi ve A¢ f (1) olsun. Dikkat edelim ki
£ (A)e [ olmast f(f"'(A))ef olmasmm gerektirir. ADf(f"'(A)) oldugundan

slizgec tanimi {igiincii aksiyomundan A e f [J tir. [ bir ultrasiizge¢ oldugundan
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£ (A%)=(f"(A)) € U dir (Onerme 3.2.7 (c) den).
Bu durumda f(f’1 (A“))e f ve A°2f(f(A)) oldugundan A°e f I olur.

Boylece Onerme 3.2.7 den f [] bir ultrasiizgectir.

X bir ciimle F(X) de X iizerindeki tiim 6z siizgeglerin ciimlesini gdsteren ve kismi

stralt alt kiime bagintisi ile tanimlansin.

[x]z {Ac X:xe A}, her xe X icin {x} tarafindan iiretilen ultrasiizgecleri gostersin.
,0eF(X) tim Fell ve Gell i¢in FNG=#¢ ise [Ivi], X iizerinde
{FNG:Fe [l ve Ge [} tarafindan iretilen siizgegleri gostersin. Eger FNG=¢
olacak sekilde Fe [l ve Gell mevcut ise [1vI[l mevcut degildir denir.
(X,C) bir siizge¢ uzayi, [J,[le F(X) iki siizge¢ olmak iizere eger sonlu sayida
H,,H,,...,H, siizgecleri icin [IvH, H vH,,..,H vG varsa [l ve [1’ye C-linked

(bagly) denir. [ [ L[ ile gosterilir. A¢ik¢a “l] " C* de bir denklik bagntisidir.
[D ]C: 1 ’yiigeren U ye bagl bir denklik sinifidir.

Cauchy yapilan ilk olarak bazi diizgiin yakinsak uzaylarin cauchy siizgeclerinin bir
climlesi olarak tamimlandi. Simdi siizge¢ wuzaylar1 ve c-slizge¢ uzaylarini

tanimlayacagiz.

Tanmim 3.2.12 X ciimlesi lizerindeki siizgec¢lerin bir siifi C, asagidaki sartlar1 sagliyorsa
C alt ctimlesine X ciimlesi iizerinde Cauchy yapist ve ( X ,C ) ikilisine de Cauchy

Uzayi denir.
(c,)Vxe Xigin[x]e C,
(c,)1eC ve 1 <[ ise [Ne C dir.

(c,) Eger [1eC, e C ve [ vl meveutise (1 NJeC dir
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(c,) ve (c,) sartim saglayan (X,C) ikilisine pre-cauchy uzayi C ye pre-cauchy yapi

denir. C deki siizgeclere cauchy siizgecleri denir (ilk iki aksiyomu saglayan (X,C) ye

sabit siizge¢ uzayida denir).

(X,0) ve (Y,D) iki cauchy (siizge¢) uzayr olmak iizere f:(X,C) — (Y .,D)
doniisiimii cauchy (siizgec) siireklidir ancak ve ancak f : X — Y bir fonksiyon olacak

oyleki [1eC ise f (1)e D saglanmalidir.

(X,C) siizgeg uzay1 ve C asagidaki (c,) sarti sagliyorsa (X,C) nin c-siizge¢ uzay1
oldugu goriiliir.

(c;) 10, [x] ise I N[x]eC dir

(X,C) bir yakinsak siizge¢ uzay ise [1 € C oldugunda [, x’ e q yakimsaktr denir ve

[ —4>x ile gosterilir. Bundan baska eger her siizge¢ bir noktaya g-yakinsaksa

(X,C) ’ye hausdorf denir.

X i¢in verilmis herhangi iki 6n yakinsak yapi p ve q olmak iizere eger [| ——x
olmasi, (] —2—x olmasini1 gerektiriyorsa p <q olur.

f:(X,q) —>(Y,p) iki 6nyakinsak uzay arasinda tammlanms f doniisimii [ —>x
oldugunda f ([ )—2—f(x) oluyorsa siireklidir.

Objeleri Siizge¢ (Cauchy) uzaylari, doniistimleri siizge¢ (cauchy) siirekli doniistimler

olan kategori FIL (CHY) ile gosterilir. Ayrica FIL (CHY) deki tiim objeler

‘FIL‘ (‘CHY‘) ile gosterilir.

C, D X iizerinde iki cauchy yapisi olsun. C<D olmasi i¢in gerek ve yeter sart DcC

dir. Eger C<D ise, “C,D’den daha kaba” veya “D, C’den daha ince” diyoruz.

(X.C).(X.D)e [FIL|(|cHY|) igin C =D oldugunda D <C ile tammlani. Buna

bagli olarak X’ deki tiim siizge¢ (cauchy) yapilar1 complete lattice olusturur.
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Kabul edelim ki pc ; (X,C) ic¢in olusturulmus On-yakinsak yapi olsun.
F—2 X & Fl % (F—>x & FnxeC) dir.

Eger objeler ve fixed (sabit) morfizmler i¢in ( p(f) ve f, her fe FIL icin aym

fonksiyonlar olsun)

P: FIL - PCONV

P(X,C)=(X,p,.) ile tammlanmigsa P bir fanktordur.

(X,C) siizge¢ uzay1 ve (X,C) i¢in olusturulmus 6n yakinsak p. yapist bir yakinsak
yap1 ise (X,C)ye yakisak siizge¢ uzay1 veya kisaca c-siizge¢ uzay1 denir. Bu durumda
C, c-precauchy yapisidir.

Tiim On yakinsak uzaylar (yakinsak uzaylar, limit uzaylar1) ve siirekli doniisiimler

PCONV (CONV,LIM) ile gosterdik.
Yani acikca CONV ve LIM, PCONV’ nin bireflektif alt kategorileridir.

X bir ciimle A ve B, X x X ’in birer alt kiimesi ve A~ ={(y,x)‘(x,y)e A} ve

AoB ={(x,y)‘5|ze X>(x,z)e B ve (z,y)e A} ile tammlanir. Siizgeglerin tersi ve

birlesimi de ayn1 sekilde tanimlanir.

Tanim 3.2.13 X bos olmayan bir ciimle, F (Xz), X’ iizerindeki tiim siizgeclerin
ciimlesini gostermek {lizere 4= {a toe F(X2 )} olsun. [x]={AcX:xe A} ve
a ={F 1 Fe a} olmak {lizere eger asagidaki sartlar saglanwrsa w4 ye diizgiin
yakimsak yap1 ve (X, ﬂ) ikilisine de diizgiin yakinsak uzay denir.

(1) Her xe X icin [x]x[x]e u

Q2)acuveacpis feu

B acuise a'e u

4) a,f e u ise aoff € u olmahdir. Burada

ao,B={U c X?: en azbir F € a ve en az bir Ge f vardir oyleki FOGCU}
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5) a,fe uise an fe u dir[26].
(1)-(4) sartim1 saglayanlara Ondiizgiin yakinsak yapi, # diizgiin yakinsak yapisi

asagidaki (6) sartim1 da saghiyorsa u ye c-diizgiin yakinsak yap1 denir.
6) [x] x Fe i ise [x] x (FN[x])e u

Eger (X,u) cauchy siizgegleriyle olusturulan diizgiin  yakinsak uzaysa,
C, ={D € F(X): xlle u} de bir on-cauchy yapidir. Eger y c-Ondiizgiin yakinsak
yap1 (ya da diizgiin yakinsak yap1) ise bu durumda (X,Cu) bir c-siizgec uzayi (ya da,

cauchy uzay1) dir.

(X,C) siizgeg uzay1 igin

W ={Ae F(XxX)| O 0. Ove [ x<A olacak sekilde 301, 0e C Vardlr}
Yapist C, =C olacak sekilde X iizerindeki en ince ondiizgiin yakmsak yapidir.
Eger (X,C) bir c-siizgeg uzay1 ise, |1, bir c-Ondiizgiin yakinsak yapidir.

Eger (X,C) bir cauchy uzay1 ise
Vo= {Ae F(XXX)‘A > Jrix0} olacak sekilde 37},..., [, e C vardlr}
o1

yapisit C, =C olacak sekilde X iizerindeki en ince diizgiin yakinsak yapidir.

c-Ondiizgiin yakinsak uzaylar ve diizgiin yakinsak doniisiimlerin kategorisi PUCON

olsun.

F:PUCON — FIL, F(X,u)=(X,C,)

U:FIL — PUCON, U(X,C)=(X.u,)

V:CHY — UCON, V(X,C)=(X,v,) fanktorlar1 tanimlansin.

Onerme 3.2.14

(a) U, F nin sol adjointidir.
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(b) U‘CFILL’ F|CUCON nun sol adjointidir.

() V, F|UCON un sol adjointidir.

Dikkat edelim ki UoF, PUCON da bir co-reflektérdiir ve sonug¢ olarak FIL, full
altkategoridir. PUCON’a coreflektif olarak gomiilmiistiir (embeding) diyebiliriz.

Sonug¢ 3.2.15 (X,C) bir siizge¢ (ya da c-siizgeg, cauchy) uzayidir ancak ve ancak
p’de C=C, olacak sekilde bir ondiizgiin (ya da c-Ondiizgiin, diizgiin) yakinsak yap1

vardir.

(X,p) bir ondiizgiin yakmsak uzay ise PoF(X, u)z(X,pCu) onyakinsak uzaylarla

kurulmustur.

Dikkat edelim ki; (X,n)e PUCON igin
(a) (X,11)e CUCON

(b) F(X.t)e CFIL

(c) PoF(X,pt)e CONV ifadeleri denktir.

*(X,q) 6n yakinsak uzayr [x]e q(y) oldugunda x =yoluyorsa T, dir. Ve x#y
oldugunda q(x)Nq(y)=¢ oluyorsa T, dir. c/q, (X,q) i¢in kapanig operatorii olmak
tizere [ € q(x) oldugunda c/ql] € q(x) oluyorsa (X,q) ya regulerdir denir.

Dikkat edelim ki, her regular 6n yakinsak uzay, yakinsak uzaydir.

* T, reguler uzaya T, uzay1 denir.

* Bir reguler on yakmnsak uzaya [ eq(y) ve [yleq(x) oldugunda [ € q(x)
oluyorsa, bu uzaya simetriktir denir.

* Eger Ayt kapsayan her ultra siizge¢ A’ da bir noktaya q-yakinsaksa, (X,q)

Onyakinsak uzayin bir A alt climlesi kompakttir.



41

* Eger her q yakinsak siizge¢ bir kompakt ciimleyi kapsiyorsa, (X,q) lokal kompakttr.
* Bger [x][, [y] olmast x =y olmasini gerektiriyorsa, (X,C)siizge¢ uzay1 T, dir.
* Eger [1 € C oldugundan c/p,1 € C ise (X,C) regulerdir.

* Bger her cauchy siizge¢ p, yakinsaksa, (X,C)’ye tamdir denir ve eger her ultrafiltre

C de ise, (X,C) ’ye tam sinirl denir.

* (X,p,) lokal kompaktsa (X,C) ye lokal kompakt denir.

Onerme 3.2.16 (X,C) bir siizge¢ uzayr olmak iizere asagidaki ifadeler birbirine

denktir.

(1) (X,C) bir T, siizge¢ uzay1
(2) P(X,C) bir T, 6nyakinsak uzay1

(3) P(X,C) bir T, dnyakinsak uzayi [13]

Onerme 3.2.17 (X,C) reguler bir siizge¢ uzayi ise (X,C) bir c-siizgeg uzay1 ve

P(X,C) simetrik yakinsak uzaydir.

Asagida, PCONV ve FIL kategorilerinden uygun alt kategorilerine birka¢ fanktor

tanimladik.

X iizerindeki q dnyakinsak yapi i¢in Yq(Aq,0q) ile gosterilen yap1 X iizerindeki q dan

kalin, en ince yakinsak yapi1 (limit yapisi, simetrik yakinsak yap1)dir.

Kabul edelim ki SCONV, (objeleri simetrik yakinsak uzaylar olan) CONV nin full alt

kategorisi olsun ve

R, :PCONV — CONV, R (X,q)=(X,yq)

R, :PCONV - LIM, R, (X,q)=(X,Aq)
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R, :PCONV — SCONV, R_(X,q)=(X,0q) fonksiyonlarini tammlayalim. Buradan
RY , R, ve R, nn PCONV iizerindeki reflektorlerdir.

X tizerindeki c-precauchy yapist icin C_ (C,,C,) X’ de C’ den daha kalin en ince

c-precauchy (cauchy yapisi, regiiler precauchy) gostersin. Objeleri regiiler siizgec

uzaylar1 RFIL, FIL in full (dolgun) alt kategorisi olsun.

M, :FIL - CFIL, M_(X.C)=(X.C,)

M, :FIL - CHY, M_(X,C)=(X,C.)

M, :FIL > RFIL, M, (X,C)=(X,C,) fanktorlar: tanimlansin.

Dikkat edelim ki bu fanktorlar FIL uizerindeki reflektorlerdir. Bu reflektorler arasindaki

iligkiler asagidaki 6nermede verilmistir.

Onerme 3.2.18
a) PoM, =R oP
b) PoM oM_=R,0R oP

Burada, tiim yakinsak yapilarin [27] de limit yapis1 oldugunu kabul edildiginden bizim

kullandigimiz ‘ 6q’° notasyonu [27] deki ‘Acq’ ya benzemektedir.

Onerme 3.2.19

1) (X,C) bir siizgeg uzayi ise
Ccp =Cul{l Nx,IN..n[x, ]: 00O [x] olacak sekilde X de OeC ve

3x,,...,x, vardir 1<i< n}dir.

2) (X,C) siizgeg uzayu ise,

C, ={0e F(X):C'de[(}] =..=[,] ve 0=[) 1} olacak sekilde 3(J,,..., [}, vardir}dur

i=1
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3) (X,C) siizgeg uzayi ise C, C,, ve C, aym ultra siizgegleri igerirler.

ispat. 1) in ispat1 kolay, 3) ise 2) ve 1) den kolayca elde edilebilir. Bu sebepten biz 2) yi

ispat edecegiz.

2) yi ispatlamak i¢in siizgeglerin 6zgiin ciimlesinin (C' ile gosterelim) Keller’in 3.
aksiyomunu sagladigini gostermek yeterli olacaktir. Yani; [1, [Je C' ve [1v[] varsa

0N [deC' oldugunu gostermeliyiz. Eger [1,[1e C' ise bu durumda C' iinde

[Dl]cz...z[Dn]C, [[”c:'":[[uc’ DZﬁDi ve DZh [} olacak sekilde
i=l =1

Csees UL 00, [, slizgeglerd vardr.

Kabulden [1v [ varsa [} v [] var olacak sekilde i ve j indislerinin oldugu sonucunu

cikaririz. Buradan

[Dl]C =.= [[n]C = [Q]C = ...[[k]c elde edilir. Ve boylece

n k
0 mmz(ﬂ Dijm(ﬂ DJ.J
i=1 j=1
olmast 1 N [Je C' olmasim gerektirir O halde

C'=C

C

oldugu sonucuna ulasiriz.

(X,C) siizgeg uzay1 ise dnceki Snermeden

PoM, (X,C)=R,0P(X,C), PoM_ (X,C)=R,0P(X,C), P(X,C), M,oP(X,C) ve

M_oP(X,C) nin tiimiiniin aym ultrasiizge¢ yakinsakliga ve sonug¢ olarak da ayni

'

kapanis operatdriine sahip oldugu elde edilir.Bu diisiinceyi ve Onerme 3.2.19 i

kullanarak Onerme 3.2.20 ’yi elde ederiz.

Onerme 3.2.20 (X,0), T, (swasiyla regiiler lokal kompakt, tam, tam sinirl) olan bir

siizge¢ uzayi ise bu durumda M (X,C) ve M, (X,C)benzer sekilde T, (Ya da

regular, lokal kompakt, tam, tam sinirl) dir.
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(X,C) siizgeg uzayr [, (e C ise Onerme 3.2.19’dan 110, [ [ U, U bu sebepten
. Ue OnbdeC,  oldugu  sonucunu  ¢ikaririz.  Ayrica e C i¢in

[D ] o [D ] c, v¢ [D ] c. denklik smiflarinin hepsinin ayni ultrasiizgecleri ihtiva ettigine

dikkat edelim. Bu diisiinceler diger boliimlerde ispatlarda kullanilacaktir.

3.3. SUZGEC UZAYI TAMLAMALARI

Bu boliimde zaten var olan cauchy tamlamalarini, siizge¢ uzaylar1 tamlamasinin bazi

basit kurallarini olusturmak i¢in kullanacagiz.

Kabul edelim ki T, objeleri ile tanimlanan T,FIL (ya da T,CFIL, T,CHY) FIL (ya da
CFIL, CHY) in full alt kategorisi ve kabul edelim ki, tam objelerle tanimlanan
T,FIL* (yada T,CFIL*, T,CHY *), T,FIL in (yada T,CFIL, T,CHY) full alt
kategorisi olsun. Onerme 3.2.16 da tanimlanan M, fonksiyonu ile FIL’e tamimlanmis
M. ve FIL in T,FIL ya da T,CFIL full alt kategorilere olan kisitlamalar1 arasinda

C

notasyonal bir fark yoktur. Ayni durum M_ ve M, fanktorlar1 i¢inde gegerlidir. Kabul
edelimki (X,C) bir siizge¢ uzay1 olsun. (Y,D) tam siizge¢ uzayr ¢(x), Y de yogun
olacak sekilde, @:(X,C)—(Y,D) cauchy embeddigi boyunca ((Y,D),9) ye (X,C)

nin siizgec uzayi tamlamasi denir.

Tanmim 3.3.1 (X,C) cauchy uzaymin (Y,D,k) tamlamasi, (Y,D) tam cauchy uzayi ve
k:X—Y cauchy gommesinden olusuyor ve burada k(X), Y de yogundur. (X,C)

cauchy uzaylarin1 T, olarak alacagiz.

Tamm 3.3.2 ((Y,D),(p) cifti, (X,C) T, cauchy uzayinin tamlamasi denir gerek ve

yeter sart;
(1) (Y,D), tam T, cauchy uzayidir.
2) 0:(X,C)— (Y,D) cauchy gobmmesidir.

3) ¢ (X), Y de yogundur yani clgpp @ (X)=Y
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Her T, cauchy uzayi T, tamlamasina sahiptir.

(X,C) cauchy wuzayinm ((Y1,D1),01) ve ((Y2,D2),02) iki tamlamalar1 verilsin.
((Y1,D1),01), ((Y2,D),02) den daha incedir gerek ve yeter sart asagidaki diagram
komutatif olacak sekilde h:(Y,D1)—(Y2,D,) en az bir cauchy siirekli fonksiyonu varsa:

(X.C) P2 »(Y2.D5)
(0J]
h
A 4
(Y1,Dy)

Bu durumda biz ((Y1,D1), ¢1) = ((Y2,D2), ¢,) yazariz.

“Tam” terimi “siizge¢ uzay tamlamasi” na Karsilik gelecektir. Eger (Y,D) tamlama

uzay1 T, (ya da c-6n cauchy, cauchy, tam smirl) ise ((Y,D),¢) de T, (ya da c-6n

cauchy, cauchy, tam sinirli) tamlama olacaktir.

Ayrica c-6ncauchy tamlamalari c-siizgec uzay1 tamlamasina karsilik gelecektir.

Tamm 3.3.3 (X,C) cauchy uzayinin ((Y,D),9) ve ((Y',D'),(p') iki T, tamlamalar1

denktir denir eger en az bir y:(Y,D) — (Y ',D') cauchy izomorfizmi varsa, oyle ki

asagidaki diagram komutatiftir:

(X.C) P >(Y'.D')

¢

v

(Y,D)
Bagka bir deyisle ((Y,D), @) ve ((Y',D'),¢ ') iki tamlamalar1 denktir gerek ve yeter sart

((Y.D),9) 2((Y'.D'),0") ve (Y'.D"),¢") 2((Y.D), ¢) ise.
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3.4. WYLER TAMLAMASI

1970’de Wyler [11], diizgiin yakinsak uzaylar i¢in bir tamlama yapti. Daha sonra
Reed [12] aynmi yapiyr cauchy uzaylari terimine cevirdi. Bu cauchy uzaylar:
tamlamasi, Wyler tamlamas1 olarak biliniyor. X tizerindeki herhangi bir C cauchy

yapist ile birlikte asagidaki gibi tanimlanan “[J.” bir denklik bagintis1 vardir;

(X,C) T, olsun, (X,C) siizge¢ uzayi igin X*C={[F]C:Fe C} climlesi ‘(J.’ nin

denklik siniflar1 ile tanimlansin. [x]C =[§7]C < x =y elde ederiz. Bu sebepten her

V xe X i¢in j(x)=[x] ile tammlanmis X — X_. i¢ine doniigiimdiir ve

C’={A 13 FeC 6yle ki A > j(F)n[F]} olsun.

((X*,C*), 1), (X,C) nin T, tamlamasidir. Bu T, tamlamasina (X,C) cauchy uzayinin

T,-Wyler tamlamasi denir.
pc+ yakinsak uzayi ile ilgili iki uyar1 asagidadir;

() Eger Ae F(X*) ise bu takdirde 4 —=— [F] dir gerek ve yeter sart [G] = [F]
olacak sekilde en az bir Ge C i¢in j (G)N[F] < A duir.

(ID) X"\ j(X) i ihtiva eden bir siizgecin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart bu

slizgecin sabit ultrasiizge¢ olmasidir.

(IT) yi kullanarak Miller [28], X"\ j(X) in kalaninin bu tamlik icinde her zaman

diskre oldugunu gostermistir.

Tamm 3.4.1 Eger Y=X', ¢=j ve j(F) —2—[F] (j(F)0,[F]|) FeC icin, (X.C)

nin ((Y,D), @) tamlamasina standart formda denir. Reed [12], her T, cauchy

tamlamasinin standart formdaki tamlamalardan birine denk oldugunu gosterdi.
Wyler tamlamasinin standart form ic¢inde en ince tamlama oldugu anlasiliyor.

Ayrica bu tamlama asagidaki genel 6zellige sahiptir.

Onerme 3.4.2 (X,C) i siizge¢ uzaymin her tamlamasi standart formdan bir tamlamaya

denktir.
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Ispat: ((Y,D),9), (X,C) nin bir tamlamast olsun. o:Y — X, o(Y)=[F] olsun.
Burada Fe C ve ¢(F)e PD(Y) dir. 6’ mn iyi tammli ve bijektif (1-1) doniisiim
oldugunu gosterebiliriz.

C'={o(l)):e D} olsun. Buradan (XE,C') niin tam siizge¢ uzayr ve
((XZ,C'), j), (X,C) nin standart formdaki tamlamasi oldugunu elde edilir ki buda

o:(Y,D)— (X*C, C ') bir cauchy isomorfizmi olmasini verir.

Bu sebepten, genelligi kaybetmeden (X,C) siizge¢ uzayinn tiim tamlamalari standart
formdadir.
Eger her p. yakinsak olmayan Fe C siizgeci ve ij[F]eD ise, (X,C) nin

((XZ,D) , j) tamlamasina kararhdir denir.

Burada dikkat edelim ki herhangi c-siizge¢ tamlamasi (6zellikle herhangi T, tamlamasr)

kararhdir.

Kararli tamlamamn bir 6rnegi de K’ =((XZ,C*),j) Wyler tamlamasidir. Wyler

tamlamasinin birka¢ 6zelligi asagidaki 6nermede toplanmuistir.

Onerme 3.4.3 Wyler tamlamas: siizge¢ uzaymnm en genis kararli tamlamasidir.
f:(X,C)—(Y,D) bir cauchy doniisiimii ve (Y,D) bir c-siizge¢ uzay1 ise bu durumda
£ ([F]) = [f (F)] ile taniml ve

(X,C)——(Y,D)

il g

(X €)= ()

diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek f :(X*,C*) - (Y*,D*) seklinde kisitlanmis
cauchy doniisiimii vardir.
Eger (X,C) bir c-siizge¢ uzay1 (ya da bir cauchy uzayi) ise K" bir c-siizge¢ uzay1 (ya

da cauchy uzay1) tamlamasidir ve her iki durumda da en ince tamlamadir.
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Onerme 3.44 W: T,CFIL — TZCFIL* fanktori V(X,C)e T,CFIL ve
f:(X,C)— (Y,D) morfizmi icin W(f)=f olacak sekilde W(X,C)= (X,C) ile
tanimlansin. Burada f', f in tek genislemesidir, ayn1 zamanda bireflector olan

kovaryant fanktordiir. Bu W fanktoriine Wyler tamlama fanktorii denir.
Sonu¢ 3.4.5
(a) W, T,CFIL den T,CFIL* a bireflektordiir.

(0) Wiicuys T,CHY den T,CHY * a bireflektordiir.

W fanktoruna Wyler tamlama fanktoru denir.

Buradaki W fanktoru T,FIL den T,FIL* a tanimlandiginda bireflektor degildir.

Gergekten de boyle bireflektdr yoktur. Boyle olsaydi T,FIL deki her (X,C) objesi bir

en ince tamlamaya sahip olurdu. Asagidaki 6nerme X j(X) sonsuz ise hi¢ bir tane en

ince tamlama olmadigini gosterir.

Onerme 3.4.6 (X,C) bir siizgeg uzayi, ve X ‘](X) bir sonsuz ciimle ise (X,C) nin en

ince bir siizgec tamlamasi yoktur.

Ispat: Tersine olarak (X*C,D), (X,C) nin standart formdaki en ince siizge¢ uzay1

tamlamasi olsun.

Durum 1: (X*C,D)z(XZ,C*) Wyler tamlamast olsun. [H]Ce X

i(X), ile A X,

lizerinde X j(X) i ihtiva eden herhangi bir free ultrasiizgeg olsun. Kabul edelim ki

D', D den her Ge [H]  icin j(G)m[H] silinerek de her Ge [H] i¢in j(G)NA ve
AN[H] eklenerek tiiretilir. Dikkat edelim ki, her Ge [H] igin (G)0,, [H], olup
buradan da, (H)m[H} D de olup, D' iinde olmadigindan (X;,D'), (X,C) nin

standart formdaki tamlamas1 (XE,D) den daha kalin degildir.

Durum 2: (X;,D) Wyler tamlamas: olmasm. Bu durumda j(H)m[H] ¢ D olacak

sekilde [H]e X\ X(j) vardrr. (X, D) den daha ince olacaktir.
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j(H)O, [H] saglanmasi gerektiginden AnHe D olacak sekilde X;\X(j) i iceren
X_. de bir A ultrasiizgeci vardir. Fakat bu (X*C,D) nin Wyler tamlamasindan daha ince
degildir.

Sonuc 3.4.7 T,FIL*, T,FIL in bireflektif altkategorisi degildir.

(X,C) siizge¢ uzay1 ve FeC olsun. Onceki bolimde Onerme 3.2.20 de
[D] oo [D] . ve [D] . denklik smiflarinin hepsinin ultrasiizge¢ oldugu gosterilmisti.
Sonug olarak X, XZCP ve XZ climleleri arasinda dogal bir (1-1) bijektion vardir. Bu

climleleri tantmlama ve ti¢iiniin yerine de X * sembolii kullanmak uygun olacaktir.

Notasyondaki bu kolaylik genelligin kaybolmasini gerektirmez. Bu (X,C), (X,Ccp)

ve (X, C, ) nin tamlamalarinin karsilastirilmasini kolaylastirir.

Bir sonraki 6nerme, Onerme 3.2.19 ve Onerme 3.2.20 ’den direkt olarak elde edilir.

Onerme 3.4.8 Kz((X*,D), j), (X,C) siizge¢ uzaymin bir tamlamasi olsun. Bu

durumda K =(MCID (X*,D),j), MCID (X,C) nin c-siizge¢c uzayr tamlamasi ve

p

K = (MC (X*,D),j), M, (X,C) nin cauchy tamlamasidur.

C

Eger K, T, (ya da tam sinirl)) tamlamasi ise bu durumda K, ve K, de T; (ya da tam

sinirl1) tamlamalardir.

Onerme 3.4.9 (X,C), siizgeg uzay1 igin, (K*) M, (X,C) nin Wyler tamlamasi ve

cp

(K*) , M, (X,C) nin Wyler tamlamasidir. (X,C)e CFIL i¢in

C’

WoM, (X,C)=M_ oW (X,C) dir.

Kabul edelim ki (X,C), bir siizgeg uzayi, Kz((X*,D),j), M, (X,C) nin bir

cauchy  tamlamast  olsun. D, ,={AeD:X*\j(X)e A}  olarak  alalim.
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D'={j(F):Fe C,}u{Be D:B=Anj(F)uD, olacak sekilde JA € D, ve Fe C_, vardir}

ve D"={j(F):Fe C}u{Be D:B=An j(F) olacak sekilde JA e D, ve Fe C} olsun.

Onerme 3.4.10 (X,C), bir siizge¢ uzay1 ve K = ((X*,D),j), M, (X,C) nin bir cauchy
tamlamasi olsun. K':((X*,D'),j) ve K":((X*,D"),j) olsun (D' ve D" yukarida

tanimlandig1 gibidir). K', M_(X,C) nin c-siizge¢ uzayi tamlamasi ve K" (X,C), nin
tamlamasi olsun. Eger K bir T, (ya da tamsinirli) tamlamasi ise K' ve K" de T, (ya da

tam simirli) tamlamalardir.

Ispat: (X*,D') nin bir tam c-siizge¢ uzayr ve (X*,D") niin bir tam siizge¢ uzayi
oldugu kolaylikla dogrulanir.

Tanimlardan, j:MCID (X,C) - (X*,D') ve j: (X,C) - (X*,D") doniistimlerinin cauchy

embeddingi oldugu aciktir. Dikkat edelim ki D, D' ve D" tam olarak ayni

ultrasiizgecleri ihtiva ederler ve bu sebepten p,, p, ve p,. ayni kapanis operatoriine

sahiptir. Ozellikle j(X), X" da yogun olmasi p,, ve p,. ne baghdir.

Son olarak, kabul edelim ki D, T, olsun. Eger Fe CCp ise bu durumda

clp, j(F)=cl, j(F)=j(cl;, F)nB dir ki buradan B, X / j(X) iizerindeki c/, j(F)in

cp?

izidir. Bu sebepten ¢/, Fe C_, Be D, ve ¢/, j(F)e Doldugundan c/, j(F)e D"diir.

Diger iki durumda benzer ¢ikarimlari ihtiva ettigi icin, D' niin T, oldugunu sonucuna

ulasiriz. Ayni sebep D" niin T, oldugu sonucuna gotiiriir.
Sonug 3.4.11 (X, C) siizgeg uzay! i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(1) (X,C), T; tamlamaya sahiptir.

2y M, (X,C), Ts c-siizgeg tamlamasina sahiptir.
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(3) M, (X,C) nin T3 cauchy tamlamasi vardir.

Onerme 3.4.12 Tam smirl siizgeg uzaymin T, tamlamas1 da tam (total ) sinirhidir

ISPAT: ((X*,D), j) total (tam) smirh (X,C) stizge¢ uzaymin T, tamlamasi olsun. A
ise X* tizerinde bir ultrasiizge¢ olsun. O halde X'te A 2c/l,, (F) olacak sekilde bir F

ultrasiizgeci vardir. (X,C) tam sl oldugundan Fe C dir. (X*,D) regiiler

oldugundan A e D dir.

Her T, cauchy uzayinin regular cauchy tamlamasinin olmadig: ¢ok iyi bilinir [27]. Bu
sebepten Sonug 3.4.11 dan her T, siizge¢ uzaymnin bir T, tamlamasi yoktur.

Bir cauchy uzay1 C; diir gerek ve yeter sart Cauchy uzayi, T; tamlamasina
sahiptir. (X,C) siizge¢ uzaymin T, tamlamasi her C, siizge¢ uzay: olacak sekilde
tammlayalim. Bu tammma gore C, cauchy uzayr C, siizge¢ uzaymnin tamlamasina
sahiptir.

Bu sebepten bizim C, tammmimiz cacuhy uzaylarina uygulandiginda [27] ve [29] daki

“C, Cauchy Uzay1” ile uygunluk gosterir.

C,FIL objeleri C, siizge¢ uzaylari olan T,CFIL bir alt kategorisini gostersin.

Onerme 3.4.13 (X.C) siizgec uzay1 C, tir < (¢ C oldugunda, T; cauchy uzay
olan bir (Y,D) tamlamasi1 ve f(D )65 D olacak sekilde bir f :(X,C)—(Y,D) caucy

doniisiimii vardir.

ispat : (X,0) Gz ise Sonug 3.4.11 den M (X,C) de T; tiir. Bir tamlamanin varligi

f ()¢ D olacak sekilde T3 cauchy uzay1 Onerme 3.4.2 den gbriilebilir.

f:(X,C)—(Y,D) zaten bir cauchy doniisiimii oldugundan sartlar saglanir.

Tersine olarak, sartlar saglansm fakat [ ¢ C_ olsun. Bu durumda []¢ C oldugundan

ve Onerme 3.4.2 den M. (X,C) bir Cs tiir. Istenilen sonuca Sonug 3.4.11 den ulasilir.
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Bir siizge¢ uzayma Cauchy-ayrilmis (separeted) denir eger [, [elC ve [k [
oldugundan, f(1) ve f([J) R'de ayrik noktalara yakinsayacak sekilde

f:(X,C)—(R,Cy) bir cauchy doniigiimii vardur.

(X,C) bir cauchy- ayrilmig olmasi igin & M_ (X,C) bir cauchy- ayrilmis olmasidir.



4. BOLUM
SUZGEC UZAYLARIN TOPOLOJiK KATEGORISi

Bu boliimde yakinsak siizgec uzaylar kategorisinin (FCO) nun SET iizerinde bir

topolojik kategori oldugu gosterildi. Bu topolojik fanktorun diskre ve indiskre yapilari

verildi. Ayrica p noktasindaki To, T,' ve T, ayrilma aksiyomlar: karakterize edildi.

4.1. FCO Topolojik Kategori

Teorem 4.1.1 E = FCO olsun. U: FCO — SET topolojik fanktordur.

Ispat: Once fanktor oldugunu gosterelim. (A,K), (B,L) siizge¢ uzayinda herhangi
iki obje olmak iizere;

U(A,K) = A € SET ve f:(A,K) — (B,L) icin U(f) = f:A — B tanimlansin.

1) U(l(ax)=luk oldugunu gosterelim.

liax):(AK) = (A,K) siirekli birim morfizm olmak iizere

U(lax) : A > A=U(A,K) =1, birim fonksiyon ve

U(lax)=1a=1luak U(lnx)=1uak) olur.

2) (A LK) —/— (B,L) —— (C,T) tanimlansin.
U(gof) = gof = U(g)oU(f) olur. Boylece bu bir fanktordiir. Simdi diizenli oldugunu

gosterelim.
1) (AJK), (B,L) €E, f, g:(A,K) — (B,L) ve U(f) = U(g) olsun. Tanimdan U(f)=f ve

U(g)=g oldugundan f =g dir. Boylece U diizenlidir.



54

f:(A,K) — (A,L) olacak sekilde U(f)=f=1,:A — A ve f izomorfizm olsun. K=L.
oldugunu gosterelim.

Vae A igin o.e K(a) olsun, f siirekli oldugundan f(a)e L(f(a))

InnA—=> A = 1, (v)e Ld,(a)) ise aoe L(a) olur ki Vae A i¢in K(a)c L(a) dir.
Benzer sekilde Vae A icin ooe L(a) ve f ' siirekli oldugundan

f'(a)e K(f'(a)) danf=1: A— A ise f'=l1,0lur.

Ia(o)e K(lA (a)) ise oe K(a) olur. L(a)c K(a) dir. Boylece K = L elde edilir.

f = 1(ax) olur yani f amnestiktir. Hem amnestik hem diizenli oldugundan belirlidir.
2) U'(A)={(A,K) | UA,K) = A} ve ¢ = {K|Kc (A,P(F(A))} olsun.
o:U" (A) > ¢ de 0 (A,K)=K seklinde tanimlanir.

0 birebirdir ve 8 genelde 6rten degildir. Dolayisiyla U™(A) = G(U_I(A)) cQveo
ciimle oldugundan U™ (A) da bir ciimledir. Buradan U kiiciik demetlere sahiptir
3) (A;,K)), E nin nesneleri ve fi : A - U (A;,Kj) = Aj, i €l SET kategorisinde U

kaynagi olsun. Vae A icin K(a)={ al fi(a)e Kj(fi(a)), ie I} seklinde tanimlansin;
(A,K)e Ob(E) oldugunu gosterelim.

Vae A i¢in, [a] € K(a) oldugunu gosterelim

fila] = [fi(a)] € Kj(fi(a)) dir. Ciinkii (A;, K;) E de bir objedir. K(a) nin tanimindan
[a]e K(a) olur.

Yine o€ K(a) ve oo <P olsun. e K(a)oldugunu gosterelim. f,(a)e K, (f;(a)) ve
o < B oldugundan fi( o) f,(B) dir. (A;,K;) E de bir obje oldugundan f, ()€ K, (f;(a)),

K(a) nin tammmindan Be K (a) dir. Dolayisiyla (A, K) € E dir.

Simdi f,:(AK) - (A,Kj)) nin f{:A —A; nin baslangic kaldirmasi oldugunu

gosterelim. Bunun i¢in E deki her (B,L), (Ai,Ki) objeleri ve E de herhangi
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h, :(B,L)—>(A,,K;) doniisiimlerin ailesi i¢in en az bir k:B —A vardir ve

U (f,)ok =U(h,) dir.

Gosterecegiz ki en az bir k : (B,L) — (A,K) vardir dyle ki U(k )=k dur.

E=FCO Set
(AK) f »AK) A b >A fiok=h,
R K,
k N hl \\ hl
(B.L) B

Yani Vbe B, Voe L (b) igin koe K(E(b)) oldugunu gostermeliyiz.

be B ve ae L(b) olsun, h; siirekli olduklarindan h; (o )e K, dir. k= k olsun.
Diger taraftan f; o k =h; oldugundan

hi(o)=fi(k (00)=(U(E)(UK)(a)=U(h; )(ax) = h; (@) € K, (;(k(b))) olur. Béylece
fik(o) € K, (f,(k(b))) ve K nin tammindan k(o) € K, (k(b)) dur.

Dolayisiyla U:E — SET bir topolojik fanktordur. Simdi U: E — SET normallestirilmis

oldugunu gosterelim.

U™(9) =(0.{0})=(¢,K) yani K=(¢} dur.

U™ ({xH=({x}, K) K={[x],[¢]} dur.

Dolayisiyla ¢ ve tek nokta ciimlesi iizerinde yalniz tek bir yap1 vardir. Bundan

dolayr U:E — SET normallestirilmistir.

Simdi de bu kategorinin bitis kaldirmalarini1 karakterize edelim.

f.:(AL,Ki) —(AK) epi-kavsagt FCO da bitis kaldirmadir ancak ve ancak
Vae Aveaec K(a) icin o >Df Polacak sekildeda, € A, ve P vardir Oyleki

f (a,)=avePe K, (a,) k=1,2,...,ndir.

Uyan 4.1.2 FCO kategorisinde (A,K) objesi diskre objedir < Vae A icin
K(a)={[a],[¢]} dir.
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2- (A,K) nin indiskre uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart K=F(A) olmasidir.
Ispat: Teorem 2.4.11 den yararlanarak:

1. e=(A,K)e FCO, c¢=(B,L)eFCO olsun. Eger f:A—B bir fonksiyon ise bu
takdirde f, FCO da (A,K)—(B,L) doniisiimiine kaldirilabilir. Yani ae K(a) ise
f(a)e L(f(a)) oldugu gosterilmelidir. aeK olsun. o=[a] veya [¢], buradan
f(a)=[f(a)] veya [ @] dur. Dolayisiyla f(a)e L, yani f siireklidir.

2. d=(A,K)eFCO, c=(B,L)eFCO olsun. Eger f:B—A bir fonksiyon ise f
kaldirilabilir. aeL ise f(a)e K oldugunu gostermeliyiz. Hipotezden K=F(A) idi.
o€ L olsun, bu durumda f(a)e F(A) olur. O halde f(a)e K dir.

4.2. Noktada ayrilma aksiyomlar:

X bir ciimle ve pe X, X Vp X de X in p wedge carpimi olsun.

Tanim 4.2.1. p de Temel Eksen Doniisiimii (Principle p Axis Map):
A, XV X - X2, A, (x)=(x,p), A, (X,)=(p.X),
p de Skewed Eksen Doniisiimii (Skewed p Axis Map):
S, : XV X — X2, X; =S, (X)=(X,x) ve x, =S (X,)=(p,X)
p de Katlama Doniisiimii (The Fold Map):
Vp: X VPX — X, Vp(xi) =X, i=1,2 olarak tanimlanir [30] ve [25].

Ornek 4.2.2 X ciimlesi yerine IR reel sayilar ciimlesini ve p = 0 olarak alirsak p
de Temel Eksen Doniisiimiiniin goriintiisii x ve y eksenlerinin birlesimi, Skewed

Eksen Doniistimiiniin goriintiisii y = x dogrusu ve y ekseninin birlesimidir.

Tamm 4.2.3 (X ,7) bir topolojik uzay ve pe X olsun.
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(1) (X ,t) uzaymm p de T olmasi i¢in gerek ve yeter sart her 7 p i¢in p nin q yu
ihtiva etmeyen en az bir N, komsulugu veya ¢ nun p yi ihtiva etmeyen en az bir Ng
komsulugunun olmasidir [31].

(2) ( X ,©) uzaymmn p de T, olmas1 igin gerek ve yeter sart her q# p icin p nin ve q

nun N, ve Nq komsuluklar1 vardir, 6yle kiq ¢ N,ve p ¢ Ng dur.

Teorem 4.2.4 (X ,T ) bir topolojik uzay ve pe X olsun.

(1 (X ,T ) uzaymin p noktasinda Ty olmasi i¢in gerek ve yeter sart X Vp X iizerinde
{ A XV X - X2, Vi XV.X = (X,PX) } fonksiyonlar1 tarafindan dogrulan
topolojinin diskre olmasidir.

2) (X ,T ) uzaymin p noktasinda T; olmasi i¢in gerek ve yeter sart X Vp X lizerinde

{ Sp :XVPX ->X>, Vv o' XVPX — (X,PX) } fonksiyonlar1 tarafindan dogrulan

topolojinin diskre olmasidir.
U: K — SET topolojik fanktor X de % nin bir nesnesi ve p de UX = B nin bir elemant

olsun.

Tanim 4.2.5 (1) X in p de To uzay1 olmasi icin gerek ve yeter sart

{ A, :BVB — U(X*)=B? ve V,:BVB —UDB=B } U-kaynaginin baslangic

kaldirmasinin diskre olmasidir. Burada D diskre fanktordur [30] ve [25].
(2) X in pde T,' uzayr olmasi i¢in gerek ve yeter sart
{ld:BVB ->UXV,X)=BV,Bve V:BV,B - UDB=B |} yani

{ 1,1, : B — BVPB }U—kavsagmm bitis kaldiwrmasidir. Burada 1;, i, kanonik

doniisiimleri gostermektedir [30] ve [25].

(3) X in p de T, uzayi olmasi igin gerek ve yeter sart
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{S,:BVB 5UX*)=B’ve V:BVB —»UDB=B | U-kaynagmmn baslangig

kaldirmasmin diskre olmasidir [30] ve [25]. Burada X V, X, % nin wedge ¢carpimudir.

Uyan 4.2.6 {{ :(AK) —(A;K)) ie I } kaynagi baslangi¢ kaldirmadir ancak ve ancak

o€ K(a) oldugunda tiim i€ ligin f, (o) € K, (f;(a)) dir.[30]

Uyar1 4.2.7 pi p>, Vp, =

1

sirastyla 1+p, p+1, 1+1: BV B—>B w +m, :B? VPB2 — B
ile gosterilir. Burada 1: B — B birim doniisiim, p: B — B p noktasi sabit doniisiim ve
7. :B> > B i. izdiisiim doniisimdir (i=1,2). Dikkat edelim ki TA,=p =TS,

T,A, =p,, T,S, =V, kiburada A, ve S, temel eksen ve skewed eksen doniisiimleridir.

Kolayca gosterilebilir ki A, (p1 ve p2) ve S, (p1 ve V) nin baslangi¢ kaldirmalarimni
gostermekle aynidir. [30]

Teorem 4.2.8 X =(B,K) FCO nun bir objesi olsun. (B,K) p de T, dir & B deki her

farkli x ve p noktalar1 icin [x]e& K(p) veya [p]¢ K(x) dir [30].

ispat: Kabul edelim ki X p de fo olsun. Yani 4.2.6, 4.2.7, 4.1.2, ve tanim 4.2.5 den,

Wedge carpimindaki her ¢ siizgeci ve Wedge carpimindaki herhangi z noktasi icin

poeK(pz), p,oe K(n,z) ve Vo=[Vz] veya [0] tur & o=[0] veya [z] dir.
Gosterecegiz ki B deki her farkli x ve p noktasi i¢in [x]e K(p) ise [p],K(x) de
degildir.

Eger [p]eK(x) ise bu durumda o=[(p.x)| alahm.  po=[p]e K(x),
p,6=[x]e K(p) o=[x] dir ve ch[(x,p)] ur. X , p de To oldugundan buradan,

6=[z]=[(x.p)] dir. Buise x # p oldugundan celiskidir. [p]e K (x) dir.
Benzer olarak gosterilebilir ki herhangi x # p i¢in [p]e K(x) ise [x]e K(p) dir.

Tersine olarak, sartlarin saglandigin1 kabul edelim. X, p de To oldugunu gosterecegiz.

Eger 6, p,oe K(p,(x,p)), p,o€ K(p,(x,p)) ve Vo=[x] veya [0] ise bu durumda,
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o=[(x.p)].[(p.x)].[0] ya da 6[(x.p)u(p.x)] oldugunu gérmek kolaydrr. Biz
GZI:(X,p):I veya [0] oldugunu gostermeliyiz. Eger 6=[(p,x):| ise bu durumda
p,o=[p]e K(x),p,0=[x]e K(p) olur ki buda kabuliimiizle ¢elisir. Buradan
c #[(p,x)]dir. Eger Gz[(x,p)u(p,x)]ise bu taktirde plcz[xup]z[{x,p}]c[p]
ve p,06=[pux]c[x] ve sonu¢ olarak [x]e K(p) ve [p]e K(x) olur ki buda

celigkidir. Buradan o # I:(X, p)u(p, X):I dir.

Simdi gosterelim ki Gi[(x,p)u(p,x)]vc 6 #[0] olmak iizere GDI:(X,p)U(p,X):I
dir. Eger [¢]¢G¢[(X,p)u(p,x):| ise GDI:(X,p)U(p,X):I olmasi i¢in <
G=|:(X,p):| veya I:(p,x):l olmasidir. Acikca eger G=[(X,p):| veya I:(p,x):l ise

6> [(x,p)u(p,x)] dir.

Tersine olarak eger 6| (x,p)u(p.x)] ve [0]#06#[(x.p)uU(p.x)] ise bu durumda
Uz{(x,p),(p,x)} ve U=#0 olacak sekilde Ue o vardir. {(x,p),(p,x)}ec ve ©
siizgeg oldugundan Un {(x,p).(p.x)} =(x,p) veya (p,x) olur ki bunlarda ¢ dadir. Bu
yiizden o=[(x,p)] veya [(p.x)] dir. Yukarda ¢#[(p.x)] oldugu gésterildi. Bu
sebepten =[] veya o=[(x,p)] dir. Benzer olarak gosterilebilir ki p,ce K(p),
p,o€ K(x) Vo=[x] veya [¢] sarti saglanirsa o=[(p.x)] veya [¢] dir. Eger o,
p.oe K(p), p,oe K(x) Vp=[p] veya[o] sarti saglanirsa G=[(p,p)] veya [0] dr.

Sonug olarak V™' (p)=(p,p) oldugunda ¢ = [(p,p)] =|z] dir.

Bu yiizden X p de Todr.

Teorem 4.2.9 FCO da ki tim X =(B,K) objeleri p de T, " dir.

Ispat: Kabul edelim ki X p de, T,'olsun. X =(B,K) nmn p de T," olmasi igin Wedge

carpimindaki herhangi © siizgeci ve Wedge carpimindaki herhangi z noktasi icin
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Jo,e K(x)> 62i,0,, k=12 icini, =z ve Vo=[x] veya [0] & o=[z] veya
[0]olmasidir. Jo, € K(x) icin eger 6>i,0, ve Vo=[x] veya [¢] ise bu taktirde
kolayca gosterilebilir ki o=[(x.p)].[(p.x)].[0] veya o>[(x.p)u(p.x)] dir.

6,€ K(x) , 6 21,0, oldugundan G=[(X,p)] veya [¢] olmahdur.

Benzer olarak, 6, K(x) i¢in 61,0, ise bu durumda i,(x)=(p,x) oldugundan
G:[(p,x)] veya [0] dur. 6,,6,€ K(p). K(p)=(p,p) k=1 veya 2 i¢in eger 61,0,
ve ch[p] veya [¢] ise bu durumda V_l(p)z(p,p) oldugundan G=|:(p,p)] veya [(1)]

dur. Bu da ispati tamamlar. X pde T,' dir.

Teorem 4.2.10 X =(B,K) FCO nun bir objesi olsun (B,K) p de T; dir < B deki her

farkli x ve p noktalar1 icin [x]¢ K(p) ve [p]e K(x) dur.

ispat: Kabul edelim ki X, p de T, olsun. Yani4.1.6, 4.1.8, 4.1.7 ve tanim 4.2.5 den ve

Wedge carpimindaki herhangi ¢ siizgeci ve wedge carpimindaki herhangi z noktasi i¢in,

poe K(p,,z), Voe K[Vz], Vo=[Vz]veya [¢] dir & o=[z] veya [¢] dur. Biz
x#p ise [x]e K(p) oldugunu gosterecegiz. [x]e K(p) ise o= (x,p)| dir. Dikkat
edelimki p,o =[x]e K(p), Vo=[x]e K(x) drr. X, T, oldugundan 6 =[(p.x)] olup,
buda celigkidir. Buradan [x]e K (p) dir.

x # p olmak iizere eger [p]e K(x) ise o=[(p.x)] dir. Agik¢a p,c=[p]e K(x) ve

Vo =[x]e K(x) olur ki bu X in p de T, olduguyla gelisir. Buradan [p]e K(x)dir.
Tersine olarak, farz edelim ki sart saglansin. o, p,oe K(x), Voe K[x] veVo=[x]
veya [0] ise bu taktirde kolayca gosterilebilir ki o=[(x.p)].[(p.x)].[6] veya
6>[(x.p)u(p.x)] drr.

Simdi 6=[(x.p)] veya [0] oldugunu gosterelim. o=[(p.,x)| bu taktirde

po=[p]le K(x), olur ki buda celiskidir. Eger Gz[(x,p)u(p,x)] alirsak
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p,c=[xuUplc(p] ve  buradan [p]e K(x) dir, yine  celiskidir.
[0] 0+ [(X,p) u(p, X):I olacak sekilde eger 0> [(X,p) u(p, X):Iise, bu durumda
Teorem 4.2.8 in ispatinda kullanilan ayni yaklagimla, ve kabulden 6=[(X,p):| veya
[(p.x)]dir. Buradan o #[(p.x)]oldugundan o=[(x,p)] veya [¢] elde ederiz.
Benzer olarak eger =p,c€ K(p), Voe K(x) ve Vo =[x] veya [¢] sartlar1 saglansin.
Bu taktirde o= (p.x)] veya [¢]dur. Eger 6=p,ceK(p). VoeK(p) ve Vo=[p]
veya [¢] sartlari saglamyorsa 6= (p.p) | veya [¢] dur.V™'(p)=(p.p) dir. Bu yiizden

X,pde T, ’ dir.
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