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Bu ¢alisma ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, maksimumlu ve minimumlu

fark denklemleri ile ilgili yapilmis bazi ¢calismalar hakkinda bilgi verdik.

Ikinci boliimde, fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremleri verdik.

Ugiincii béliimde, A<0 ve baglangi¢ sartlar1 sifirdan farkli reel sayilar olmak

1 1
lizere X, ,, =max {—, Ayn_l} , Y., =max {—, AXn_]} maksimumlu fark denklem
Yy

n n

sistemini tanimladik ve ¢éziimlerinin periyodikligini inceledik.

Anahtar Kelimeler: Maksimum Operatorii, Fark Denklem Sistemi, Coziim, Periyodiklik.



ABSTRACT

The Post Graduate Thesis

A STUDY ON THE SYSTEMS OF THE MAX-TYPE DIFFERENCE EQUATIONS
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Supervisor : Assist. Prof . Dr. ibrahim YALCINKAYA
2009, 74 Pages
Jury: Prof. Dr. Esref HATIR
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Assist. Prof . Dr. Ibrahim YALCINKAYA

This study consists of three sections. In the first section, we gave information about

some difference equations with maximum and minimum studied before.

In the second section, we gave general definitions and theorems about difference

equations.

In the third section, we defined the difference equation system with maximum

1 1
X,,; = max {—, Ayn1} . Y, =max {—, AXM} and investigated its periodic solutions
Yy

n n

where the initial conditions are nonzero real numbers and A<0.
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1. BOLUM
GIRIS

Bu c¢aligmada, maksimumlu fark denklem sistemlerinin periyodikligi {izerine
calisilmigtir. Bu amagla maksimumlu fark denklemleri ile ilgili yapilmis ¢alismalarin

biiylik bir kismi1 incelenmistir. Bu arastirmalar sonucunda, A<0 ve X, X, Y, Y,

baslangi¢ sartlari sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere,

Xn+l =max {L’ Ayn—l} b yn+1 =max {ia Axn—] } 9 n= 0:192:"-
y X

n n

maksimumlu fark denklem sistemi tanimlanmis ve ¢6ziimleri incelenmistir.

1.1. Maksimumlu Ve Minimumlu Fark Denklemleri ile Tlgili Yapilmus

Calismalar

Bu béliimde, maksimumlu ve minimumlu fark denklemleri ile ilgili yapilmis

bazi ¢aligmalar hakkinda bilgi verilmistir.

X, X

Amleh ve ark. (1998), X, = max{i,i} fark denkleminin ¢oziimlerinin

n n-1
periyodikligini inceledikleri calismada; A ve baslangic degerleri sifirdan farkli reel
sayilar olmak iizere bu fark denkleminin her ¢ézlimiiniin er ge¢ periyodik oldugunu

gostermislerdir.

Amleh (1998), doktora tezinde; fark denklemlerinin ii¢ farkli konusunu ele

almugtir. i1k béliimde, X, ., = max{ﬁ,i} fark denkleminin ¢6ziimlerinin sifirdan
X, X,

n n

farkli reel sayilar olan A,B parametreleri ve X ,X, baslangic degerleri i¢in



. . < .. S T, Xp + X X
periyodik oldugunu géstermistir. Ikinci bolimde, X,,, = —"~—"1-"2 rasyonel fark
X X +X

n“n-1
denkleminin global asimptotik kararliligit ve son bdliimde ise Plant-Herbivore

sisteminin ¢oziimlerinin sinirliligi tizerine ¢alismistir.

max{x,’j , A}

Janowski ve ark. (1998), X, = fark denkleminin ¢6ziimlerinin

n-1
siirlilik ve salmimlilik &zelliklerini incelemislerdir. A, k parametreleri ve
baslangi¢ degerleri pozitif sayilar olmak {izere bu denklemin ¢éziimlerinin siirli ve

saliniml1 olma sartlarini elde etmislerdir.

a,x, +b .
Grove ve ark. (1998), X,,, = ————=" otonom olmayan Lyness fark denklemi

n-1
rnax{an y,,b, }
Yo

e y,,, = maksimumlu fark denklemini incelemislerdir. Katsayilar

negatif olmayan {a, }::O ve {b, }::0 dizileri olmak iizere bu fark denklemlerinin her

pozitif ¢ozlimiiniin siirekli ve sinirlt olabilmesi i¢in yeter sartlar elde etmislerdir.

Papaschinopoulos ve Schinas (1998), A ve baslangic degerleri pozitif sayilar

B max{xn »Yns A} 3 max{xn Yo A}

olmak tizere X,,, =—————, Y,,, = ——————— fark denklem sisteminin

anl ynfl

¢oziimlerinin salinimhiligin1 ve periyodikligini incelemislerdir.

o . a,x, +b
Valicenti (1999), doktora tezinde; X,,, = ————" otonom olmayan Lyness
Xn—l
.. max{a, x,,b, } : e -
fark denklemi ile X,,, = —————— maksimumlu fark denkleminin ¢dziimlerinin
X

n-1

periyodikligini ve global asimptotik kararliligini incelemistir.



Xy, A
Feuer ve ark. (2000), X, = M maksimumlu Lyness fark denkleminde
X, X

n“*n-1
A bir reel say1 ve baslangi¢ degerleri de sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere

¢Ozlimlerin asimptotik kararliligini salinimliligini ve periyodikligini incelemislerdir.

Teixeria (2000), yaptig1 doktora tezinde; ilk bolimde A bir reel say1 ve
max{xn,A}
Xn anl

baslangi¢ degerleri sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere X, ,, = fark

denkleminin ¢dziimlerinin periyodikligini incelemistir. Ikinci boliimde ise,

a b c  d TS : -
Xpy =—+—, Yo = — +— fark denklem sisteminin ¢6ziimlerini analiz etmistir.
Xn yn Xn yn
Son bolimde ise, VY, = PV fark denkleminin ¢6ziimlerinin pozitif
AYn + Yo

parametreler ve baslangi¢c degerleri altinda asimptotik kararliligini incelemistir.

Papaschinopoulos ve Hatzifilippidis (2001), katsayilar1 pozitif say1 dizileri

max{an( f[ X; ),bn}

i=n—-k+1

ﬁxi

i=n-k

olmak iizere X, = fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin

stirekliligini, sinirliligin1 ve periyodikligini incelemislerdir.
. A B . . .
Mishev ve ark. (2002), X,,, = maxy—,—— fark denklemini incelemislerdir.
Xn

Xn—2

A, B katsayilan ile baslangi¢ degerleri pozitif sayilar olmak {iizere denklemin

¢Oziimlerinin er ge¢ periyodik oldugunu gostermislerdir.

Voulov (2002), yaptig1 iki caligmadan birincisinde; A ile B pozitif reel sayilar

A , i} fark
Xn—k Xn—m

denkleminin ¢dziimlerinin er geg¢ periyodik oldugunu ispat etmistir. Ikincisinde ise

ve k ile m pozitif tam sayilar olmak {izere X, :max{



A, B,C parametreleri negatif olmayan reel sayilar olmak tizere A+B+C >0 igin

A B .. o
X, = max{ , , ¢ } fark denkleminin her ¢Oziimiiniin er gec¢ periyodik
X Xn—3 Xn—S

n-1

oldugunu gostermistir.

Papaschinopoulos ve ark. (2003), yaptiklar1 calismada; daha oOnce Feuer

max{x,, A}
Xn Xn—l

tarafindan ¢alisilmis olan X, ,, = denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligi

ve sabit aralig1 iizerine calismiglardir.

Feuer (2003), daha once Janowski ve arkadaglarinin da inceledigi

3 max{xn , A}

nal = maksimumlu Lyness fark denklemi {izerinde yaptig1 calismada A
X

n-1

ve baslangic degerlerini pozitif reel sayilar oldugunu kabul ederek denklemin

s . g g o .. X ,A

coziimlerinin periyodikligini incelemistir. Calismasinin sonunda X, z—max{ n }
Xan—l

fark denklemiyle iliskili benzer sonuglar ortaya koymustur.

Papaschinopoulos ve ark. (2003), yaptiklar1 ¢aligmanin birinci bdliimiinde

maxy b, X, Vo Xy > & . - .. <
= { Rl S ”} fark denkleminin ¢oziimlerinin = smirliligimi  ve

X, X, X

n“*n-1"n-2

n+1

3 max{an yn,bn}

periyodikligini  incelemislerdir. Ikinci bélimde ise ] = —,
ynxn—l
B max{c,x,,d, }

nn>
yn+1 -
Xn yn—l

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin sinirliligint ve

periyodikligini incelemislerdir.



Patula ve Voulov (2004), yaptiklar ¢alismada; A, ve B,, 3 periyotlu pozitif

A B,

say1 dizileri olmak tizere X,,, =max{—,
X, X,

} fark denkleminin c¢oziimlerinin
n

periyodikligini incelemislerdir.

Cinar ve ark. (2005), A, B >0 olmak iizere sifirdan farkli baglangic degerleri

.. . |A B . A B
1¢1n Xn+1 =mimns—,—— veE Xn+1 = min ,
X X -2 Xn Xn—l "'Xn—k Xn(k+2) "'Xn—(2k+2)

n n

minimumlu fark denklemlerinin pozitif ¢éziimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Elabbasy ve ark. (2005), A, 2 periyotlu bir pozitif say1 dizisi olmak iizere
A,

Xpyy = max{L,—} fark denkleminin ¢oziimlerinin siirliligini ve periyodikligini
X, X

n n-1

incelemislerdir.

Simsek ve ark. (2006), pozitif baslangi¢ degerleri i¢in X ,, = max{l/ X, X }

n-1°"n-1

fark denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Yang ve ark. (2006), A>0 ve O0<a<l icin X, :max{%,i} fark
X Xn-2

n-1

denkleminin pozitif ¢oziimlerinin kararliligini ve periyodikligini incelemislerdir.

Berenhaut ve ark. (2006), k ve m dogal sayilar1 i¢in Yy, = max{c, y”‘k} fark

n-m
denkleminin pozitif ¢oziimlerinin simirhiligini incelemislerdir. ¢ >1 icin ¢oziimlerin

sinirli oldugu ve ¢ € (0,1) i¢in ¢ézlimlerin sinirlt olmadigi sonucuna ulagsmislardir.

Stefanidou ve Papaschinopoulos (2006), A,, A, ve baslangic degerleri pozitif

fuzzy sayilari, kK ve m parametreleri pozitif tam sayilar olmak {izere



X, = max{ A ,— } fuzzy fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin periyodikligini
Xn—k Xn—m
incelemislerdir.

Yalginkaya ve ark. (2007), A bir reel say1 ve baslangi¢ degerleri de sifirdan

farkl reel sayilar olmak tizere X, ,, = max{i, Axn_l} fark denkleminin ¢oziimlerini
Xn

incelemislerdir.

Xp
Stevic (2008), p ve ¢ pozitif sayilar olmak {iizere X,,, :max{c, L } fark

denkleminin pozitif ¢ézlimlerinin sinirliligini ve kararliligini incelemistir.

Sun (2008), A,B>0 ve O<ea,f <1 olmak lizere X, :max{%,%}
Xn—] Xn—2

Lo
fark denkleminin pozitif ¢dziimlerinin szaX{A“”,Bﬁ”} denge noktasina

yakinsadigin1 géstermistir.

Stevic (2009), k pozitif bir tamsay1 A, A,,...,A, >0 ve 0<¢a,,2,,....a, <1

AA A

- } fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin

olmak iizere X, =max , ,
- Xn—z Xn—kk

1 1

ay+1 ai +1

X = max{ Af”l A, LA } denge noktasina yakinsadigini gostermistir.

Elsayed ve Stevic (2009), yaptiklar1 ¢aligmada; x,,, =max{i,xn_2} fark

Xy

denkleminin ¢6ziimlerinin er ge¢ 3 periyotlu oldugunu gostermislerdir.



Gelisken (2009), yaptig1 doktora tezinin bir boliimiinde; Grove ve Ladas (2005)

3 max{x,, A}

n+1
Xn—l

tarafindan acik problem olarak verilen, X fark denkleminin

¢ozlimlerinin periyodikligini, A pozitif bir reel say1 ve r, ile r, da pozitif rasyonel
sayilar olmak tizere, X , = A" ve X, = A" baslangi¢ degerleri altinda incelenmistir.

Diger bir boliimiinde ise A pozitif bir reel say1 ve « ’ da 0 < a <1 olacak sekilde bir

.. A 1 .. cp e ..
reel say1 olmak iizere x, =max{ , fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin
Xn1 Xni

periyodikligi ve kararlilig1 incelenmistir.

Simgek ve ark. (2009), yaptiklar1 ¢aligmada; pozitif baslangic degerleri i¢in

A A X . .. - .
Xns1 :max{—,—}, Yo :max{—,—"} fark denklem sisteminin ¢oziimlerini

n Yn

incelemistir.



2. BOLUM
FARK DENKLEMLERI iLE iLGIiLi GENEL
TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir.

X bagimsiz degiskeninin tanimli oldugu aralikta, y(Xx) bagimli degiskeninin

degisimi y (X), Y (X),..., Y™ (X),... tiirevleri yardimiyla acgiklanabilmektedir. Ancak

X’in kesikli degerler almasi durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz.
Bu boliimde X’in tamsay1 degerler aldigi durumlarda ortaya ¢ikan ve i¢inde sonlu

farklarin bulundugu fark denklemleri tizerinde duracagiz.

Tanmm 1.1. n bagimsiz degisken ve buna bagimli degisken de y olmak {izere,

bagimli degisken ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin

E(Y), E*(),E*(¥), s E"(Y), -

gibi farklarini igeren bagintilara fark denklemi denir.

Fark denklemlerinin mertebesi, denklemdeki en biiylik indis ile en kiigiik

indisin farkina esittir.

Birinci mertebeden bir fark denklemi;

a,y(n)+ay(n+1)=f(n)
seklindedir.

Ikinci mertebeden bir fark denklemi;

a,y(n-1+ay(n)+a,y(n+1)=g(n)
seklindedir.



Teorem 1.1. | reel sayilarin herhangi bir alt araligi olmak iizere, f:1*" — I
stirekli diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise X, X_,_y,--, X, € | baslangi¢ sartlari
igin

Xn+1 = f(XnﬂXn—lﬂ""Xn—k)ﬁ n=0,1,2,,,, (11)

denklemi bir tek {X, }::_k ¢ozlimiine sahiptir.

Tamm 1.2. (1.1) denkleminde

sartin1 saglayan X noktasina (1.1) denkleminin denge noktasi denir.

Tamm 1.3. X, (1.1) denkleminin denge noktast ve X, X, .., X, €| olmak

uzere:

(i) Her £ >0 igin
Xy = X|+ %, = X[ +...+|x, —X| <&

iken her n>0 i¢in |Xn —X|<5 olacak sekilde bir 6 >0 sayisi varsa X denge

noktasi kararlidir denir.

(ii) X denge noktas: kararli ve lim X, = X olacak sekilde,

nN—o0
Xy = X|+ %, = X|+...+]x = X| < ¥
sartin1 saglayan y > 0 sayisi varsa X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir denir.

(iii) Eger limx, = X ise X denge noktasina ¢ekim noktasi denir.
nN—oo
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(iv) Eger X denge noktasi kararli ve ¢ekim noktasi ise, X denge noktasina

global asimptotik kararlidir denir.
(v) Eger X denge noktasi kararli degil ise, kararsizdir denir.

(vi) Eger

Xy = X+ %, = X|+...+[x, —X|< ¥

ve baz1 N > —1 sayilari i¢in

olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa X denge noktasina repeller denir.

Tamim 1.4. (1.1) denkleminden elde edilen

y ki X)y
n+l Zox Xyeees ni

denklemine, X denge noktasi civarinda lineer denklem denir.

(1.2) denkleminin karakteristik denklemi

k
P i %o ) =0
iz OX,,_

seklindedir.

Teorem 1.2. (Lineer Kararhhk Teoremi)

(1.2)

(1.3)

(i) Eger (1.3) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiiciik ise X

denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

(ii) Eger (1.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik

ise X denge noktas1 kararsizdir.
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Tanim 1.5. {Xn }::_k ¢Oziimlerinin hepsi birden X denge noktasindan ne biiylik ne de

kiiciik ise bu ¢ozlimlere X denge noktasi civarinda salinimlidir denir. Aksi halde bu

¢oziimlere salinimli degildir denir.

Tanim 1.6. {Xn }:O?k dizisinde her n i¢in P < x, <Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayilar1 varsa {Xn }:;k dizisi sinirhdir denir.

Tanmim 1.7. X, (1.1) denkleminin denge noktasi olsun. | >—k, m < oo olmak iizere

{X, I T Xm} dizisinin her eleman1 X denge noktasindan biiyiik veya esit, | =—k

veya |>-K i¢in X_, <X ve M=o veya M<o igin X, 6 <X oluyorsa

{X, 3 X spoeees Xm} dizisine {Xn}:;k ¢Ozlimiiniin bir pozitif yar1 ddnmesi denir. Benzer
sekilde, | >—k, m <o olmak tizere {X, 3 X g oeees Xm} dizisinin her eleman1 X denge
noktasindan kiigiik, 1 =—k veya | >—-k i¢in X, , >X ve M=o veya m<oo igin

Xma 2 X oluyorsa {X;,X,,....X, | dizisine {x,}”  ¢dziimiiniin bir negatif yari

—k

donmesi denir.

Tamm 1.8. Eger bir {x, }::_k dizisinde n > —k olmak {izere her n tamsayisi igin

olacak sekilde bir p pozitif tamsayisi var ise {Xn} dizisi p periyotludur denir. Bu

sart1 saglayan en kiiclik p pozitif tam sayisina ise esas periyot denir.

Tanim 1.9. Eger bir {Xn }:;k dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye

kalan sonsuz sayidaki terim i¢in

ise {xn}::_k dizisine er ge¢ p periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiigiik

pozitif tamsayidir.
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3. BOLUM

Xo,y = Max {i, AY, } s Yot = Max {i, Axn_l} FARK DENKLEM SISTEMININ
y X

n n

COZUMLERI

Bu bolimde A<0 ve X, X,,Y .Y, baslangi¢ sartlar1 sifirdan farkli reel

sayilar olmak {izere,

X,,, = max {L, Ayn_l} , Yy, = max {i, AXn_l}, n=0,12,.. (3.1
y X

n n

maksimumlu fark denklem sistemi tanimlanmis ve ¢6ziimleri incelenmistir.

Lemma 3.1. {(x,,y, )}::-1 , (3.1) denklem sisteminin bir ¢6ziimii olsun. Eger

Xk = Xkgr2 0 Xgr1 = Xp13 V€ Yiy = Yigr2s Yigr1 = Yigs3 (3.2)

olacak sekilde k, e N, U {-1} sayis1 mevcut ise o zaman (3.1) denklem sisteminin

{(Xa> Y7, ¢Oziimii er geg iki periyotludur.

Ispat. (3.1) denklem sisteminin {(x,,y,)}" , ¢6ziimiiniin er ge¢ iki periyotlu

oldugunu ispatlamak i¢in me N olmak tizere
Xko = Xk0+2m’ Xk0+l = Xk0+2m+1 Ve yko = yk0+2m H yk0+1 = yk0+2m+1 (33)

oldugunu gostermeliyiz. Ispat1 m {izerine tiimevarim ile yapabiliriz.
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m=1 i¢in (3.3) lin dogru oldugu agiktir.

1<n<m, olmak lizere m; e N i¢in

Xko = Xk0+2m0 > Xk0+1 = Xk0+2m0+1 Ve yko = yk0+2m0 H yk0+1 = yk0+2m0+1 (34)

oldugunu kabul edelim ve m, +1€ N i¢in dogru oldugunu gosterelim. k, mn tek veya

cift olusuna gore iki farkli durum s6z konusudur.

k, 1n tek oldugunu kabul edelim. Bu durumda, (3.1), (3.2) ve (3.4) den

1 1
Xk0+2(m0+1) = max Ve iz _1 5 Ayk0+2m0 =max Vo R Ayk0 = Xk0+2 = )(k0 ,
0+2Mp + o+

1 1
Yo +2(mg+1) = MAX s Ay som, [ =mMax = Ay 1= Yige2 = Vi »
Xk0+2m0+1

ko+1

Xi+2(mg+1)+1 = MAXy ——————, Ay rp 0y e =maxy——, AYy 4y 0= Xy 13 = X1 5
yk0+2m0+2 yk0+2

1 1
Yko+2(mp+1ys1 = Max > Axk0+2m0+1 =max > Axk0+1 = Y3 = Yigut -
k0+2m0+2

oldugu goriiliir ki k, 1n tek oldugu durum igin ispat tamamlanir. (k, 1n ¢ift oldugu

durum i¢in de ispat benzer sekilde yapilabilir.)

Sonu¢ 3.1. Lemma 3.1 den dolay1 (3.1) denklem sisteminin ¢dziimlerinin er ge¢ iki

periyotlu oldugunu gdstermek i¢in
Xk = Xkgr2 o Xgr1 = Xip13 V€ Yiy = Yigaas Vi1 = Yig+3

sartim1 saglayan k, € N, U {~ 1} sayistnin bulunmasinin yeterli oldugu agiktir.
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Teorem 3.1 (3.1) denklem sisteminin ¢Oziimleri iki periyotlu veya er gec¢ iki

periyotludur.

Ispat.(a) 0<y,,y_, ve 0<X,,X, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢dziimler:

Xl—max{i,Ay_l}:L ylzmax{L’Ax_l}zL
Yo Yo Xo Xy
1 1 1 1
X, =maxq—, Ay, r=—=X =maxq—,AX, r=—=
T T T I
X3=max{i,Ayl}=i=L y3=max{i,Axl}=i=L
1 1 1 1
X, =maxq—, Ay, r=—=X =maxs—,AX, p=—=
4 {y3 yz} V. 0 Ys {X3 2} X, Yo

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin

1 1
(Xn) = (_9 yoay_a yoa"*)

(X,»Y,) = ’ ’
(V) = (S X %)
n XO’ O’XO, 09"

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.

(b) 0<y,,X, ve Y ,,X, <0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda dort farkli

durum s6z konusu olur:

(b1) RS > Ay |, ve i > AX_, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢oziimler:
0 0
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xlzmaX{L’Ayl}:L ylznﬁlax{Lanl}:L

Yo Yo X, X,
1 1 1 1

X, =maxq—, Ay, r=— =X =max<—,AX, p=—=

2 {yl yO} yl 0 y2 {Xl 0} Xl yO

X3:max{i,Ayl}:L:L y}:max{i’Axl}:L:i
1 1 1 1

X, =maxq—, Ay, r=—=X =max<{—,AX, p=—=

4 {ys yz} y3 0 y4 {X3 2} X3 yO

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimlerinin

1 1
(X)) = (X505 Xp5---)

y Y

(X Yo) = 1° 1°
(yn) = (_9 Yoo —> y05"‘)

X X

0 0

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.

(b2) Ay , > RS ve i > AX_, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢6ziimler:
0 XO
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seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin

(X ) = (Ay 1sX0>Ay_1aX0>---)

X s I I I
( n yn) ( ) (

seer)

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.

(b3) RS > Ay , ve AX > i oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢ozlimler:

0 0
1 1 1
X, =maxq—,Ay  r=— y, =max<—,AX , = AX,
Yo Yo Xo
1 1 1 1 1
X, =maxs—, Ay, r=—= =max<{—, AX, r=—=
2 {yl yo} yl AX—l y2 {Xl 0} Xl yO
X3:maX{LaAy1}:L:_ y3=maX{L,AXI}=L= AX1
Y, Y. Yo X, X,
1 1 1 1 1
X, =maxs—, Ay, r=—= =max<{—,AX, f=—=
4 y3 y2 } y3 AX_l y4 { X3 2 } X3 yO

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢6ziimlerinin

1 1
AT A (y—ovy—oﬁ )

(yn) - (Axfla y()s AXﬁl, yoa"')

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.

(b4) Ay , > € ve AX > L oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢ézlimler:
0 XO
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X, = max {L, Ayl} = Ay, Yy, = max {L, AXI} = AXx
Yo X
Y Y, Ax, X X Ay,
1 1 1 1

Xy =maxq—, Ay, r=—=Ay y; =maxq—,AX = —=AX,
Y, Y, X, X,
Y y;  AX, X X, Ay

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éz{imlerinin

1 1
=(Ay,,— Ay ,—,...
(%) =(Ay, A Y, A )
(X Y) = ] 1
=(AX,,— A ,,—,...
(yn) ( 1 Ay_l lAy_l )

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.

(©) 0<Yy,,Y, ve X;,X, <0 olsun. Bu durumda iki farkli durum s6z konusu

olur:

(c1) y, > Ax, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢oziimler:
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X3:max{_:Ay1}: ! = y3:maX{i,AX1}:L:AX1
Y, Y. Yo Xy X,

X, =max—, Ay, o = L - y, = max|—, AX —L—y

) y3’ ’ Y X ) X3, i X '

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimlerinin

1 1 1 1

)

(Xn)z( s s s
(Xnayn): Yo AX—l Yo AX—I

(yn) = (AX—P yosAxfla yo:---)

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.

(c2) AX, > Y, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢oziimler:

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin
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()=
(Xn’yn): yO’Axfl,AXO,Axfl,AXO’“.

(V) = (AX, Ay, AX A, AX..)

)

seklinde ve er gec iki periyotlu oldugu goriiliir.

(d 0<y,,X, ve X,, Y, <0 olsun. Bu durumda kirk iki farkli durum soz

konusu olur:

(d1) S > Ayfl,L > AX,, % > AY,, Y, > AX,, Ae[-1,0) oldugunu kabul
y X

0 0

edelim. O zaman, ¢éziimler:

X, —max{L,Ay_l}:L Y, :max{L,Ax_l}:i
Yo Yo X, X,
1 1 1 1
X, =max<s—, Ay, r=— =X =max<{—, AX r=—=
N T A
X3=max{i,Ayl}=A y3=max{i,AX1}=A
y2 XO X2 yO
X4=maX{L,Ay2}=Ay0 y, = max i,sz _%
Y3 A
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seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢6ziimlerinin

Ay A

0

(Xn’yn):

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu goriiliir.

@) —> Ayl,%> AX13 %> Ay, Yo > A%, Y > A'Xy, Ae(-0,-1)  oldugunu

0

kabul edelim. y, < A’X, olsun (Ae(-o0,~1) igin lim A*""'x, =+ olacagindan

belirli degerden sonra A*™*'x, >y, olacaktir). O zaman, ¢oziimler:
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X, = max L,Ay6}:A2x0 Ve :max{i,Axé}:Nxo
Y7 X;

Xy = max L,Ay7 _ L Y, = max L,AX7 = 21
y8 AXO XS A XO

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin

1 1 A 1 1
(Xn):(_oxoa _9A2X07_9A2X07_3A2x09_9"')
B Yo Ax, Yo AX, Ax,
(Xr19yn)_ A

1 1
(yn):(_9y s Axos_ay ) A3X05 ,A3X0,...)
X ’ Yo Yo ’ Azxo Azxo

b

> | >

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu goriiliir.

(d3) yi > Ay, ’Xi > AX_, , AY, > X, AX, > Y, A€ (—0,—1) oldugunu kabul

0 0

edelim. x, > A’y, olsun (Ae(-w,-1) igin lim A*"'y, = -0 olacagindan belirli

degerden sonra X, > A>™"'y, olacaktir). O zaman, ¢dziimler:

X, :max{i,Ay_]}:L Y, :max{L,Ax_]}:L
yO yO XO XO

XZ = max {yia Ayo} = Ayo y2 = max {i, AXO} = AXO

1



{ 1 } A { 1 } 1

X; =maxq— — Y, =max{—,AX » =

y2 XO X2 AyO
1 1 )

X, =max—, Ay, = Ay, y, =maxy—, AX, r = A"y,
y3 X3

X5=rn21x{L,Ay3}=L yS:max{i,AX3}: 1
y4 yO X4 AyO
1 1 2

X, = max<—, Ay, = Ay, Y, =maxy—, AX, - = Ay,
Ys Xs

X7:matx{L,Ay5}:L y7:max{L,AX5}: L
Yo Yo Xs AY,

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin

1 A 1 1
(Xn) =(_,Ayoa_,Ayoa_aAym_:'")
(Xn y ): 0 XO yO 0
o 1 1 ., 1 ., 1

, AY,,—,...)

(yn):(_anoa_ y PN
XA A A,

seklinde ve er gec iki periyotlu oldugu goriiliir.

1

(d4) —> Ay, ,XL > AX,, AY, > X, Y, > AX, oldugunu kabul edelim

0 0

(A €[-1,0) olur). O zaman, ¢oziimler:

Xlzmax{i,Ayl}zL ylzmax{L,Axl}:i
Yo Yo X, X,

22



X, = max {L, Ay, » = Ay, y, = max{i, sz} =Y,
Ys X
X5=m21x{L,Ay3}=L yszmax{L,A@}:A
y4 yO X4 yO
1 1
Xg :max{—,Ay4}: Ay, Ys :max{—,AX4}: Yo
Ys Xs
seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin
1 1 1
(Xn) = (_a Ay()a_a Ayoa_a Ayoa)
Yo Yo Yo
(X, ¥y) =
1 A A
(yn) = (_5 y09_9 y()a_a yoa"')
XO 0 0

seklinde ve er gec iki periyotlu oldugu goriiliir.

(ds) L > Ayfl,i > AX_, % > AY,,AX, >y, oldugunu kabul
y X

0 0

(Ae(—1,—o) olur). O zaman, ¢dziimler:

Xlzmax{i,Ayl}zL ylzmax{L,Axl}:i
Yo Yo X X

edelim

23



seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimlerinin

1 A A
(Xn) = (_’ X()a_a Xo;_;---)
(X,1Y,) = oo KR
o 1 1 1
(yn) = (X_’ AXO,X_’ AX()ax_a---)
0 0 0
seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu goriliir.
1 1 1 5
(d6) y_ > AY ,— < AX |, XY, > ok Y, > AX, oldugunu kabul
0 XO

24

edelim

(Ae[-1,0) olur). x,y, < % olsun (Ae[-1,0) i¢in %g{l@% =400 olacagindan

belirli degerden sonra X ,Y, < % olacaktir). O zaman, ¢ozlimler:

X, = max {L, Ayl} _L Yy, = max {i, AXI} = AX
yO yO XO
X, = max iAy L y, = max iAx =Yy
2 yl H 0 AX 1 2 Xl H 0 0
X, =max{L,Ayl}= A’X Y, :maX{L,AXl}:A
Y, X, Yo
1 1 1
X, = max<—, Ay, r = Ay, Y, =maxy—,AX, r =—
Y; X AX
X, = max LAy = A’X Y. = max LAX _ !
5 y4 H 3 -1 5 X4 b 3 Ayo
1 1 1 1
X, =max<s—,Ay, r = —— =max<—,AX, r =
¥ {ys y4} AX_, Yo {xs 4} A’X,



seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢6ziimlerinin

1 1 1
(Xn) = (—’—,Azxil,AyO,Azxfl,AX—, AZX b

0 —1

(Xn’ yn) =

A
(yn) = (AX_U y()ay_a

0

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu goriliir.

1

1
a7 —>Ay ,Ax, > x_ » X, Y, >

0 0

edelim. O zaman, ¢éziimler:

X, = max{i, Ayo} = L
Yi AX,

X; = max {L, Ayl} = A’
Y

X, = max{i, Ayz} = L
Ys AX

1

Ax Ay, AX,

-1

3

3

_1»

1

1

A%X

-1

-1

JAMX )

JAX )

25

%, Ax, >Y,,Ae[-1,0) oldugunu kabul
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1 1 1 1
X, =max<s—, Ay, r=—— =max<—,AX, r =
6 { yS y4 } AX_l y() { XS 4 } AZ X_l
1 2 ! 3
X, =max<—, Ay, r = A'X Yy, = max X—,Ax5 =AX,
6 6

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimlerinin

(Xn):(LnLaAZquL:AZX,I,L,AZXA,...)
(Xys Yp) = Yo AX, AX,, AX,
(yn):(Axfl,Axo,Axfl,z;,Nx

AT T A

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu goriiliir.

(d8) yi> Ayl,Xi < AX L, XY, > % » Yo < AXy, A€ (—o0,—1) oldugunu kabul

0 0

edelim. O zaman, ¢éziimler:

X, = max {L Ay_]} = L Yy, = max {i Ax_l} = AX,
Yo Yo X
X, = max iAy L y, = max iAX = AX
2 yl 4 0 AX71 2 Xl > 0 0
X; = max {L, Ayl} = A’ Yy, = max {i, Axl} = AX
Y X
X4=max{i,Ay2}=L Y, =maX{L,AX2}=L
Y; AX—I Xy X,
X; = ma 1 Ay, + = A’ = ! =
. =max<{—, Ay, r = A'X Y, =max<—,AX, r = AX
Y X
Xﬁmax{gm}:; yé:max{i,m};
Ys AX—I Xs X
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1 2 1

X, =max<—, Ay, r = A'X Y, =maxy—,AX, r = AX_
Y Xs

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimlerinin

(Xn)z(i,A)l( ,AZXI,A)I( ,AZX,I,L,AZX%,...)
yo —1 —1

1 1
(yn) = (Axfp AXO’AXA’X_’ AX,I,X_,AX 1,...)

—1

—1

(Xna yn) =

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu goriiliir.

(d9) yL > Ayl,Xi < AX L, XY, < %, Y, > AX,, Ae[-1,0) oldugunu kabul

0 0

edelim. O zaman, ¢oziimler:

X, = max {L Ay_]} = L Yy, = max {i Ax_]} = AX,
Yo Yo X
1 1
X, :max{—,Ayo}: Ay, Y, :max{—,Axo}: Yo
Yi X
X3=rnax{i,Ayl}=L y3=max{i,Axl}=A
Y> Yo X, Yo
1 1
X, =max{—,Ay2}= Ay, Y, =max{—,AX2}= Yo
Ys X
AT o)
X; =max<4— Ys; = max _’A)(3 =
Y yO X Yo

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢6ziimlerinin
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1 1 1
(Xn) = (y_: Ay(]ay_a Ayo;y_a"')
X — 0 0 0
(X, Y) A

A
(yn) = (AX_la yoay_a yoa_a"')

0 0

seklinde ve er gec iki periyotlu oldugu goriiliir.

1 1
(d10) 1 > Ay ,— < AX [, XY, < ek Yy, > AX,, A e (—o0,—1) oldugunu
X

0 0

kabul edelim. O zaman, ¢oziimler:

Yo Yo X
1 1
X, =max{—,Ayo}= Ay, Y, =max{—,AX0}= Yo
Yi X
X, =rnax{i,Ayl}=i A =maX{L,AXI}= !
y2 yO X2 AyO
1 1 )
X, = max{—, Ay, » = Ay, y, =max<s—,AX, r = A%y,
Ys X3
X; :max{L,Ay3}:i A :max{i,AX3}: !
Y Yo X AY,
1 1 )
Xs = max{—,Ay4} = Ay, Yo = max{—,AX4} =A%y,
Ys Xs

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimlerinin

1 1 1
(Xn)z(_aAyOJ_JAyOJ_aAyoa"')
0 Yo Yo
(X5 Yn) = { i

=(AX ,VY,,—, A%y, —, A’y ...
(¥n) = (AX, Y, Ay, Yo Ay, Yos---)
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seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu goriliir.

Benzer sekilde, asagidaki durumlarda da (3.1) denklem sisteminin
cozlimlerinin er ge¢ iki periyotlu oldugu kolaylikla gdsterilebilir. Bu nedenle, bu

durumlar ispatsiz olarak verilmistir.

1 1 1 1
(d11) y_0> Ay71sx_0< Axfn Yo < AXoaxflyo <F9A2X71 >A_X0

1 1 1 1
(d12) —> Ay_l,X—< AX_, Y, < A%y XY, <?,A2x_1 <E,Ae (—00,~1)

0 0 0

1 1 1 1
(d13) —> Ay ,— < AX, Y, < AX,, XY, <E’ A’X <E,A2XO >ﬁ,

0 0 A
Ae[-1,0)
1 1 1 N 1 ) Yo
(d14) —0> Ayfl,—0< AX [, XY, <F,y0 < AX,, A'X, <A—XO,A X, <K’
Ae[-1,0)

1 1 1 A
d15) Ay, >—,—> AX, X, > Ayo,v> AX, , Ay , >X—,Ae[—1,0)

0 XO -1 0

1 1 1 A
(d16) Ay , >—,—> Ax ., X, > AyO,A—> Ax,, Ay, >X—,Ae (—o0,—1)

0 XO -1 0

1 1 1 A
d17) Ay, >—,—> AX,,X, > Ayo,v> Axo,x—> Ay ,Ae[-1,0)

0 XO -1 0

(d18) Ay, >i,i > AX_, X, > Ayo,ﬁ > AX, ,Xé> Ay ,Ae(-mo,-1)

0 XO -1 0
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1 1 1
(d19) Ay, >—,—> AX, X, > Ay, , AX, >F’Ae[_l’0)

0 0

-1

1 1 1
(d20) Ay , >—,—> AX ,, X, > Ay,, AX, >A—,Ae (—o0,—1)

0 XO

1 1 1
(d21) Ay, >—,X— > AX_,, Ay, > XO’A—

0 0

1 1 1
d22) Ay  >—,—> Ax_,, Ay, > X, ,——
( ) y—l X 1 yO 0 Ay

0 0

Ac[-1,0)

1 1 1
(d23) Ay, >—,X— > AX_,, Ay, > XO’F

0 0

A e (—,—-1)

(d24) Ay >L,Ax_] >i,L>
Y

0 0 -1

Ae[-1,0)

1 1 1
(d25) Ay, >y—,Ax_l >—,—>Ay,,

0 0 AX—]
A€ (—,—-1)
(d26) Ay >L AX >i 1 Ay
-1 yo 9 —1 XO ’ AX_] 0°
(d27) Ay >L AX_, >— L Ay
1 yo ) _1 XO 9 AX71 09

A e (—,—-1)

-1

> AxO,A> Ay_l,AL> A’y

-1 XO 0

> Axo,ﬁ> Ay , A’y >AL’
Xy Yo

-1

> AxO,A> Ay, A’y >AL,
X Yo

-1

1
v > AX,, Ay, > A, Ax, > Ay,

-1

1
Ay > AX,, Ay, > A, Ax, > Ay,

-1

> Ax,, A’ > Ay |, A, > Ay

1
F > AX,, A%, > Ay, Ay, > AX

-1



(d28) Ay >— !

0

Ac[-1,0)

@29) Ay, >,

0

d30) Ay, >,

0

@31) Ay, >—,

0

@32) Ay, >—,

0

@33) Ay, >—,
Y

0

@34) Ay, >1,
Y,

0
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1 1
GJAX | > — ,——> Ayo 9A_> AXosAZX—l >Ay_1,A2y_1 > Ax—l’
Yy

-1

AX >i,L> AyO,Ax0>AL,Ae[—1,O)

0 —1 -1

1 1 1 1
AX  >— > A >——,—> A’X_, Ae(—0,—1
—1 XO b AX_l yO b AXO y_l AXO —1° ( )
Ax >i Ay L L>A><0 L>A2y A e (—oo,-1)
T T A AY Ay, v
1 11 o,
AX, > —, Ay, > —— ,—— > A% ,—— > A’y ,, Ae[-1,0)
X, Ax, Ay, Ay,
Ax_, >—,Ay >L — > Ax,, A’y | >—
B 0 ’ ’ AX 1 ’ 1 " B 0

|
AX—I >L’Ayo>K’AX0 >_,L> A2y71 ,Ay0 > AZXO,

-1 AYo

Ae[-1,0)
(d35) Ay >i Ax >L Ay, > 1 AX, > L L>A2 A’x, > Ay
-1 , ’ —1 XO ’ 0 AX_l ’ Ay Ayo y 19 0
e[-1,0)
(d36) Ay >i A >4 Ay, > Ax0>— Y, L > A’X
Ty T ,’ A A S

Ax, > A’y,, Ae[-1,0)
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1 1 1 1 1 1
d37) Ay > — ,AX, >— Ay, >— ,Ax >—— , A’y >—, > A’X,
(T A R A iy 2 Sy, ey, A
A%y, > AXy, X, > Aly,, Ae[-1,0)
(d38) Ay >i AX >i Ay >L AX >L A’y >L —>A
1 yO s AR, XO ’ 0 AX_I ’ 0 Ay_l ’ 1 Ayo 9 Azy_l Xoa
Ay, > AX,, A’y > X, Ae[-1,0)
(d39) Ay LI Ay 1 AxO>L Ay, > A’ L>A2y
- Yo T X o AX—I ’ Ay—l o "’ A2X71 v

A e (—,—-1)

1 1 1 1 1
d40) Ay  >—,Ax >—,Ay, >——,Ax, >—, Ay, > A’X,, Ay, >——,
( ) y— 1 yO —1 XO y() AXﬁ 1 AXO Ay71 yO 0 y() A2 X71

A€ (—,-1)

1 1 1 1 1
(d41) Ay71 >y_9AX71 >X_’Ay0 >K9AX0 >A_’A2X0 > Ayan>A2y09

0 0 -1 -1 1
Ae (~0,~1)
(d42) Ay, >L,Ax_1 >L,Ay0 >L,AX0>L,A2XO > AYy, Ay, >——,
Yo X, AX Ay, AX,
Ae(—x,-1)

() 0<Y,, XY, ve X, <0 olsun. Bu durumda iki farkli durum s6z konusu

olur:

1 :
(e1) — > Ax_, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢6ziimler:
0
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Xlzmax{i,Ayl}:L ylzmax{i,Axl}:i

yO yO XO XO

X, = max<—, Ay, r = X, Y, =max—,AX, r =Y,
Yi X

X3:max{L,Ayl}:L y3:max{i,AX1}:i
y2 yO X2 XO

X, =max—, Ay, r =X, y, =maxy—,AX, r =Y,
Ys X

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin

1 1
(Xn) = (_5X05_axoa"')
0 0

(X, Y,) = { )
(yn) = (_7 yoa_a y()a"')
X X

0 0

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.

1 :
(e2) Ax , >— oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢dziimler:

XO
1 1 1
X, =max<{—,Ay  r=— y, =max—,AX , = AX
Yo Yo X
X—maxiAy _ ! y, = max iAX =y
2 yl 4 0 AX71 2 Xl > 0 0
1 1 1
X; = maxy—, Ay, r =— Y, =max3—,AX ;= AX
y2 yO X2



seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin

(Xps Yo) =

(%) = (

111

yo ) AX_I 9 yo ’ AX_I geee

(Vo) = (AXp, Yoo AXp, Ygs-en)

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.

)

34

® 0<y,x,,y, ve X,<0 olsun. Bu durumda yirmi farkli durum soz

konusu olur:

(f1) Xi > AX 5 X, > AY, 5 Y, > AXys Y, > A'X,, Ae (—0,—1) oldugunu kabul

0

edelim. y, < A’X, olsun (Ae(-oo,—1) igin lim A" =+ olacagindan belirli

degerden sonra y, < A>™'x, olacaktir). O zaman, ¢oziimler:

Yy, = max {l
Xl

{ 1
Yy, = max{—
X2

{ 1

y, = max<—
X3
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X, = max LAy ——2 Y, = max iAX _ ]
7 y6 4 5 yo 7 X6 ’ 5 AZ XO
1 2 1 3
X, = maxy—, Ay, r = A'X, Yy = max{—, AX, r = A'X,
Y7 X
Xy = max L,Ay7 L Y, = max L,AX7 = 21
Ys AX, X A™X,

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin

2
(Xn):(i,xo,ﬁ,ﬁ’L,A2X0,i,AZXO’L’Azxo’L’.“)
(X.y)= Yo X, A AX, ) AX, AX,
B P V. U UL SRV Wy VS B VRS SR
n X09 0° yoa 09 yoa 0° AZXO’ 09 A2X0, 09 A2XO geee

seklinde ve er gec iki periyotlu oldugu gortiliir.

(f2) 1. AX_, %, > AY,, Y, > AX,,X, > A'y,,Ae[-1,0) oldugunu kabul

Xy

edelim. x, < A’y, olsun (Ae[-1,0)igin lim A*"' =0 olacagindan belirli degerden

sonra X, < A"y, olacaktir). O zaman, ¢dziimler:



Xy :max{L,Ayl}:A A :maX{L,Axl}:A
y2 XO X2 yO
1 1 X
x4:max{y—3,Ay2}:Ay0 Y, —max{x—a,sz}:Ko
X; =max{L,Ay3 :A Ys :max{i,Ax3}: !
y4 XO X4 Ayo
1 1 5
Xs =max|—, Ay, r =X, Y, = max<—,AX, r = A7y,
Ys Xs

1 1 1 1
X, =maxq—, Ay, = — Yy, =maxq—,AX, r =——
Yio A%y, Xio Ay,
seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin
1 A A 1 1 1
X,)=(—,X 9_9A =5 X 3—7A3 ) 7A3 ) 9o
( ) ( n ) ( , 0 X, Yo X, 0 Az Yo Yo Az Y Yo Az Yo )
Xy Yn) =
1 X, 1 , A 1 ) 1
=\ a_a_a_aA :_:A s aA 5 geee
(¥n) =( X, Yo v AT AY, Yo X, Yo AY, Yo AY, )

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu gortiliir.

36
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(3) LN AX 5 X, > AY,, Y, > AX,, A'Y, > X,, Ae[-1,0) oldugunu kabul

0

edelim. O zaman, ¢oziimler:

X, —max{i,Ay_l}=L Y, =max{i,Ax_l}=i
Yo Yo X, X,
X, = max4{—, Ay, r =X, Y, =maxy—,AX, =Y,
Y X
Xy :max{i,Ayl}:A A :maX{L,Axl}:A
y2 XO X2 yO
1 1 X
X4:max{y_3aAY2}:Ayo Y4:max{x_3,AX2}:K0
2
Xs :mal)({L,Ay3}:A Ys :max{i,AX3}:—
Y4 X X, X
1 1 X
2
X; :maX{L’Ays}:A Y, _max{ians}:_
1 1 X
-l L -, ST

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢6ziimlerinin

1 A A A
(Xn):(_axoa_aAy()a_ax()a_axoa"')
yO XO XO XO
(Xps Yn) = 2 2
(y)_(Ly A X A X A X )
n XO’ 0° O’A’XO’A’XO Aa

seklinde ve er gec iki periyotlu oldugu gortiliir.



1
(f4) —> AX_, %, > Ay, , AX, > Y,

0

¢Oziimler:

X =max4—
Yo

X, = max4{—, Ay, r =X,
Yi

X, :max{i,Ayl}:A

Y2 Xy

X, =max—,Ay, r =X,
Ys

{ 1 } A

X = max{— —

y4 XO

oldugunu kabul

y, = max{i,
XO
{ 1
Y, = maxq—,
Xl
{ 1
Y, = maxy—
X2
{ 1
y, = max<—
X3
{ 1
Ys; = max<{—
X,

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin

(x) =, 2 xo,f,...)

(%, Yn) = 1° | |
(yn):(_7 ) '

X % X % X

seklinde ve er gec iki periyotlu oldugu gortiliir.

(fS) 1 > AX_, Ay, > X, Y, > AX,
X

0

¢Oziimler:

X = max{L, Ayl} = L
Yo Yo

38

edelim. O zaman,

X0

AXO}z AX,
,Axl}:—
XO

,sz}: AX,
,AX, p=—
3} XO

oldugunu kabul edelim. O zaman,
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1 1

X, = max {—, Ay, ¢ = Ay, Yy, = max {_, AXO} =Y,
Yi X

X, :max{i,Ay1 :i Y, :max{L,AX1 :A
Ya Yo X Yo

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin

1 1 1
(Xn) = (_: Ayo:_: Ayo:_"")
0 y() 0
1 A A
(yn) = (_a yoe_a yoa_a"')
X Y Y

0 0

(eryn):

seklinde ve er gec iki periyotlu oldugu gortiliir.

Benzer sekilde, asagidaki durumlarda da (3.1) denklem sisteminin
¢Ozlimlerinin er ge¢ iki periyotlu oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu nedenle, bu

durumlar ispatsiz olarak verilmistir.

(f6) xi > AX 5 AY, > X, AX, > Y, A%, > Y, Ae[-1,0)

0

1
(f7) — > AX_, Ay, > X, AX, > Y, , A’Y, > Xy, A€ (—00,—1)

0

(f8) Ax >XL,AL> Ay,,Y, > Ax,, AX >A,Ae (—o0,—1)

0 —1 0



40

1 1 A
(f9) Ax, >—,A—> Ay,,Y, > Ax,, Ax , >—,Ae[-10)

0 -1 0

11 A 1
(f10) Ax_ >X—,A—> Ay,, Y, > AX),— > AX_, XY, >F’Ae[_l’0)

0 —1 0

(f11) Ax >XL,AL > Ay, , AX, > Y,, Ae(-w,—-1)

0 —1

11
(f12) AX, >—,——> Ay, AX, > Y,,Ae[-1,0)

0 -1

1 1
(f13) Ax >X—,Ay0 >K,y0 > AX,, Ae[-1,0)

0 -1

1 |
(f14) Ax >X—,Ay0 >K’ Y, > AX,, A e (—o,—1)

0 -1

(f15) Ax >Xi,Ay0 >$,AX0 > yO,AL> A*X_, A%, > Yy, Ae[-1,0)

0 —1 0

1 1 1
(f16) Ax >X—,Ay0 >K,AX0 > Yooy o> A’X LY, > A'x,, Ae[-1,0)

0 -1 0

(f17) Ax_, >Xi,Ay0 >§,AX0 > yO,AL > A’X_,, AX, > A’Y,, Ae (—o0,—1)

0 -1 0

1 1 1 1
(fl8) AX_] >X—,Ay0 >K,AXO > yO,AZX_] >E, YoX. <F,AE (—OO,—I)

0 —1 0
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1 1 1
(f19) Ax >~ Yo% <77 AX, > Y,, A’X_, >E’A3X° > Vo, VoX, <1,
0 0

Ac[-1,0)

1 1 1
(f20) Ax, >g, YoX,, <E’AX“ >V, AX >E, A%, <Yy, YoX_, <1,A€[-1,0)

(@ 0<Yy,,X,,X ve Yy, <0 olsun. Bu durumda iki farkli durum s6z konusu

olur:

1
(g1) — > Ay, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢dziimler:
0

X :n’lax{iaAy1}:L Y zmax{i,Axl}zi
Yo Yo X, X,

X, = max4{—, Ay, r =X, Y, =maxy—,AX, r =Y,
Yi X

Xy :max{i,Ayl}:i A :max{i,Axl}:i
Y2 Yo X, Xy

X, =max—, Ay, r =X, y, =maxy—,AX, r =Y,
Ys X

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimleri

1 1 1
(Xn) = (_5X05_5X05_>'“)
Yo Yo Yo

1 1 1
(¥Yn) = (Yoo Yoo ")
X X X

0 0 0

(Xn7 yn) =

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.



(g2) Ay, > S oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢éziimler:
0

X, = max L,Ay_l}= Ay, Y, =max{i,AX_l}=i
yO X0 XO
X, = max LAy =X y, = max iAx L
2 y] 4 0 0 2 Xl 4 0 Ay_1
1 1 1
X; = maxy—, Ay, r = Ay , Y, =max{—,AX, r=—
Y> X, Xy
X, = max LAy =X Yy, = max iAx L
4 y3 ’ 2 0 4 X3 ’ 2 Ay_1

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimleri

(Xn) = (Ayfpxoa Ay71aXoa~~)

1 1 1 1
(yn) = (_3 s o 9.
XO Ay71 XO Ay71

(X ¥o) =

)

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.
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(h) 0<y,,x,,y, ve y,<0 olsun. Bu durumda on alt1 farkli durum soz

konusu olur:

1 :
(h1) —> Ay ,X, > Ay,,AX,>Y, oldugunu kabul edelim. O zaman,

0

¢Oziimler:



X :max{i,Ayl}:L Y, :max{i,Axl}:—
yO yO XO XO
1 1
X, = max<—, Ay, r = X, Y, =maxy—, AX, = AX,
Yi X
X, =max{i,Ayl}:A Y zmax{i,Axl}:i
y2 XO XZ XO
1 1
X, =max—, Ay, r =X, y, =max—, AX, » = AX,
Ys X
1 A 1
Xs = max —,Ay3}:— yszmax{—,AXS}:—
Y4 Xy X, X,

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢oziimleri

(%) = (%,
Y

0

A A

_5X03_"")
XO XO

(Xna yn) =

1 1 1
(yn) = (_a AXoa_a Axoa_a"')
X0 X

0 0

seklinde ve er gec iki periyotlu oldugu goriiliir.

(h2) 1. AY %, > A, Y, > AX,, Y, > A%, Ae[-1,0)  oldugunu

Yo

edelim. y,<A’%, olsun (Ae[-1,0) igin limA*'x, =0 olacagindan

degerden sonra A>"'x, >y, olacaktir). O zaman, ¢dziimler:

43

kabul

belirli
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Xy :max{L,Ayl}:A A :maX{L,Axl}:A
y2 XO X2 yO
1 Y, 1

X, :max{y_;Ayz}:KO Y4 :max{x_;AXz}: AX,

X; ZmaX{L,A)G}: 1 Ys =max{i,Ax3}:A
Ys AX, X, Yo
1 ) 1

X, = max<—,Ay, r = A’X, Y, =max—,AX, r =Y,
Ys Xs

X, = max {L, Ay, + = A’X, Y, = max {L,AX() = A’X,
Y7 X

X, = max L,Ay7 L Y, = max L,AX7 = 21
Y AX, X AX,

X, = maxy—, Ay, r = AX, Yo =maxi—,AX = A'X,
Yo X

X, :max{L,Ay9 L Vi, :max{L,AX9 = 21
le AXO XlO A XO

(%)= (%,
(XY =

1 1
(yn):(_:y 5_’Axoa_>y 5
% Yo e A,

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu goriiliir.
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Benzer sekilde, asagidaki durumlarda da (3.1) denklem sisteminin
¢Ozlimlerinin er ge¢ iki periyotlu oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu nedenle, bu

durumlar ispatsiz olarak verilmistir.

1
(h3) — > Ay |, %, > AY,, Y, > AXy s X, > A'y,, A€ (—o0,—1)

0

1
(hd) — > Ay |, Ay, > X,, Y, > A%, A’Y, > X,

0

(h5) L> Ay, Ay, > X, 5 AX, > Y, Ay, > X, Ae[-1,0)

0

1
(h6) — > Ay |, Ay, > X, , AX, > Y, A'X, > Y,, A€ (—o0,—1)

0

1 1 A
(h7) Ay, >y—,x0 > AyO,A—> AX,, Ay , >—,Ae(—x,-1)

0 -1 0

1 1 1
(h8) Ay, >y—,x0 > AY, L, XY, >1,Y X, >?,y_lx0 >F’Ae[_l’0)

2
0

1 1
(h9) Ay, >y—,x0 > AY,, Y X, >F XY > 1,y % > A Ae (—wo,—1)

0

1 1
(h10) Ay, >y—,x0 > Ay, , AX, >F’AE (—o0,—1)

0 -1

(h11) Ay, >i,x0 > Ay, , AX, >AL,Ae[—1,0)
Yy

0 -1

1 1 1
(h12) y vy, >X,Ay0 > XO’F> AX,, Y,Y, >E

-1
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1 1 1
(h13) Ay, >y—,Ay0 > X, 5 AX, >F, VoY, >F’A2X° > Ay, , A (—o0,-1)

0 -1

(h14) Ay, >yi,Ay0 > X, 5 AX, >ﬁ, YoV >%,Ay0 > APX, s AX, > Yy,

0 -1

A e (—,—-1)

1 1 1 1
(h15) Ay, >y_9Ayo > Xy 5 AX, >F)E> YoY-1s %Y. <FaA€ (=o0,=1)

0 -1

(h16) Ay , >yi,Ay0 > X, 5 AX, >AL,A3yO > X,, Ae[-1,0)

0 -1

(i) 0<X,Y, ve Y, X, <0 olsun. Bu durumda otuz bir farkli durum soz

konusu olur:

1 1
(i) —> Ay ,,—>AX X > AY,, Y, > AX,, Y, > A%, Ae[-1,0) oldugunu

0 0

kabul edelim. y, > A’X, olsun (Ae[-1,0) igin lim A>™' =0 olacagindan belirli

degerden sonra y, > A*""'x, olacaktir). O zaman, ¢dziimler:

X :maX{LaAyl}:L Y zmax{i,Axl}zi
Yo Yo X, X,
1 1
= 7]5 Ay() y2 =max ;l, AXO = yO
= {i }zﬁ y3:max{L,Axl}:A
Y, X X, Yo
1 Y, 1
X, :max{z,Ayz}:KO Y, :max{Z,sz}: AX,
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Xs —mal)c{L,Ay3}:L Ys :max{L,Ax3}:A
y4 AXO X4 yo
1 ) 1
X, = max 7,Ay4 = AX, Y, =max—,AX, r =Y,
5

1 g 1
X, =max<s—, Ay, r=— = max LJAX =
7 { y6 yS} yo y7 X6 5} A2 XO
1 2 1 3
X, = maxy—, Ay, r = A'X, Yy = max{—, AX, r = A'X,
Y7 X

)(9:1’1'13)({i,16\y7}:L ygzmax{i’AX’]}: 21

Ys AX, Xq A’X,
1 2 1 3

X, = max—, Ay, r = AX, Y, = maxq—, AX, r = A’X,
Yo %

X, :max{L,Ay9 L Vi, :max{L,AX9 = 21
le AXO X]O A XO

oAy, 1 o, A, 1,
(Xn):(_ax():_:_oa_oAXQ:_:AX()a_sAX():_a )

_ N e ™

(Xn’yn)_ 1 A A 1 1 1
(yn)z(_’y s o a_ay ,_’A3 5 aA3 s 5 s )

x 7y AX, v R X Px, X I

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu goriiliir.

(i2) L>Ay_1 , i>Ax_l s X > AY, 5 Y, > AX, , X, > Ay, , Ae(-o,-1)

0 0

oldugunu kabul edelim. A’y,>x, olsun (Ae(-o,—1) igin lim A*™'y, =00

olacagindan belirli degerden sonra A*"*'y, > x, olacaktir). O zaman, ¢ziimler:
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seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢&ziimleri
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seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu goriiliir.

Benzer sekilde, asagidaki durumlarda da (3.1) denklem sisteminin
cozlimlerinin er ge¢ iki periyotlu oldugu kolaylikla gdsterilebilir. Bu nedenle, bu

durumlar ispatsiz olarak verilmistir.

(i3) L. Ay, ’xi > AX_, X, > AY, s AX, > Y, AX, > Y, A (—00,—1)

0 0

(i4) S > Ay, ,i > AX_, X, > Ay, , AX, > Y,, Ae[-1,0)
X

0 0

(@i5) L> Ayfl,i> AX , AY, > X, , AX, > Y, Ay, > X,
X

0 0

(i6) L > Ay, ,i > AX |, AY, > X, Y, > AX,

0 0

i7) L > Ay, Ax, >i,L > Ay, , Ax, > Y,
0 0 AX—I

con | 1 1 A 1
(i8) —> Ay, Ax, >—,A—> Ay,,Y, > AX),— > AX’”F> X, Yo

0 0 X—l 0

(i9) i> Ay ,,Ax >L,Ay0 >AL,y0 > AX,, A e (—0,-1)
X X

0 0 -1

(i10) i> Ay ,, AX >i,Ay0 >AL,y0 > AX,, Ae[-1,0)
X X

0 0 —1
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1 1 1 1
(i11) —> Ay ,Ax, >—, Ay, >AX—, Ax, > yO’K > APX_, A%, > Y,

0 0 -1 0

A e (—,—-1)

(i12) L> Ay, AX >XL,Ay0 >AXL,AXO > yo,ﬁ> APX ,, AX, > A%Y,,

0 0 -1 0

Ae[-1,0)

1

. 1 1 1 1
(i13) — > Ay, Ax,, >X—,Ay0 >K’AX° > Y, AX > oYX >

0 0 —1 0

(i14) Ay, >i,i > AX_, X, > Ay, , AX, >AL,Ae [-1,0)

0 XO -1

. 1 1 1
(i15) Ay, >—,X— > AX, X, > Ay, , AX, >A—,Ae (—o0,—1)

0 0 -1

. 1 1 1 A
(i16) Ay , >—,—> AX,,X, > Ayo,v> Ax,, Ay , >—

0 XO -1 0

(i17) Ay, >i,i>Ax_1,xO > Ayo,ﬁ>Ax0,$>Ay_l,xoy_l > A%, Ae(—o0-)

0 -1

. I 1 1 A 1
(118) Ay71 >V,_>AX71,XO > /A\y0 ,V>Axo,g>Ay71,X0y71 >E,AE[—1,0)

0 -1

. 11 1 1
(i19) Ay, >—,—> Ax, Ay, > XO’F> AX,, Y,Y, >E

0 0 -1

. 1 1 1 1
(i20) Ay, >—,X—> AX_,, Ay, > X, , AX, >F,y0yf1 >E,Ay0 > A’X,

0 0 -1

Ay, > A*X,, Ae (—0,-1)
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. I 1 1 1 1
(121) Ay—l >—0,Z> /A\X71 ’AyO > XO,/A\X0 >V,F> y0y715F>X0y71’

-1

Ae(—0,—1)

(i22) Ay >i,xi > AX_,, AY, > X, , AX, >ﬁ,A3yo > X,, Ae[-1,0)

0 0 -1

(i23) Ay, >L,Ax71 >i,L > Ay, , AX, >L,x0 >A,Ae (—o0,—1)
Yo X, AX, Ay, X,

(i24) Ay, >L, Ax >i ,L > Ay, , AX, >L ,A > X,y A€ (—0,—1)
yO XO AX—I Ay—l X—l

(i25) Ay, >yi,Ax_] >i,L> Ay, , AX, >ﬁ,i> X, X, Ae[-1,0)

3
0 XO Xfl -1

(i26) Ay, >yi, AX >L,L> Ayo,$> AX,, Ay, > A’ , AX, > Ay,

0 0 —1 -1

A’y > X, ,Ae(~o,-1)

1 1 1 1
i27) Ay >— ,AX, >—,——> Ay ,——> Ax,, Ay . > A’x_, Ax , > A’y ,,
( ) y—l yO 1 XO AX_l yO Ay_1 0 yfl -1 -1 y—l

A'x >y ,Ae[-1,0)

(i28) Ay, > yi ,AX > 1 ,L > Ay, ’AL > AX,, Ay, > A’ , Ay, >AX,

0 0 AX—] -1

1 1 1 1
i29) Ay , >— ,AX, >—,—> Ay, ,——> AX,, A’X_, > Ay ,Ax, > A
( ) y—l yo —1 XO AX_I yO 'Ay_1 0 —1 y—l —1 y—l
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1 1 1 1
i30) Ay, >— ,Ax >—,—> Ay,,—— > AX,, A’X_, > Ay , A’y >AX,,
( ) y— 1 yO —1 XO AX71 yO Ay7 1 0 —1 y—l y—l 1

y, > A, Ae(-o,-1)

@i31) Ay, > L , AX | > L ,

1 1
— > Ay, ——> Ax,, Ax_, > Ay, Ay >AX
yo Xo AX_I yo Ay 0 —1 y—l b y—l ~19

-1

x> Ay ,Ae[-1,0)

(G x,,¥y,>0 ve 0>y,X, olsun. Bu durumda on ii¢ farkli durum soz

konusu olur:

G1) L > Ay, ,L > AX_ ,, Ae(-o0,—-1) oldugunu kabul edelim. O zaman,
X

0 0

¢Oziimler:

X —max{i,Ay_l}=L Y, =max{i,Ax_l}=i
Yo Yo X, X,
1 1

X, = max<—, Ay, r = Ay, y, =maxy—,AX, = AX,
Yi X

X, =rnax{i,Ayl}=A Y =maX{L,AX1}=A
y2 XO X2 yO
1 Y, 1 X

X, = max4—, Ay, » == = max{—, Ax, b =2

) {Y3 yz} A . {X3 2} A

X; =maX{L,Ay3}=A 2 =max{i,Ax3}=A
Y X X, Yo
1 Y, 1 X

X, = maxs—, Ay, r == = max{—, Ax, b =2

6 {ys Y4} A Ye {Xs 4} A

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin



1 A A
(Xn)z(_>Ay07_aﬁa_aﬁa“')
Yo X A X A
(. ¥n) = 1 Ax A X
(yn)z(_aAX():_a_Oa_a_:“')
X Yo Ay, A

seklinde ve er gec iki periyotlu oldugu gortiliir.
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1 .
(G2) —>Ay,,—> Ax,,A€[-1,0) oldugunu kabul edelim. O zaman,
y X

0 0

¢Oziimler:

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimlerinin

1 1
(Xn) :(_a Ayo’_’ Ayo’_’"-)
Goy)= 0

1 1
(y”)_(xo’AX“’AyO’AX‘”AyO"")

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu gortiliir.
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Benzer sekilde, asagidaki durumlarda da (3.1) denklem sisteminin
cozlimlerinin er ge¢ iki periyotlu oldugu kolaylikla gdsterilebilir. Bu nedenle, bu

durumlar ispatsiz olarak verilmistir.

1 11
(3) —> Ay, AX > —,— > A’X_,, Ae (—o0,—1)

0 0 AXO
oy L | 1
(49 —> Ay, A, >—,AX, >—,Ae(~mo,~1)
0 0 A 0

i5) LR Ay |, AX, > Ac[-L0)
Vi X

0 0

(j6) Ay, > 1 ,i > AX, ,L > A,L > A’y
yO XO AyO XO AyO
(G7) Ay, > RS ,i > AX, ,L > A, A’y > AL
0 0 0 0 0
(8 Ay, > RS ,i > AX_, ,A > L,L > A’y
yO XO XO AyO AyO
(9 Ay, > 1 ,i > AX, ,A > L, A’y > 1
0 0 XO AyO AyO
(j10) Ay, >L , AX, >i,L > A’X ,L > A’y
Yo X, AX, Ay,

. 1 1 1 1
G11) Ay, >y—,Ax_l >—,—> A%, Ay, >—

0 XO AXO AyO
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(j12) Ay, >L,Ax_] >i,A2x >L L> A’y

-1 ’

Yo Xo Ax, Ay,
(j13) Ay >i Ax >i A’X >L A’y >L
B yO ’ N XO ’ N AXO ’ - AyO

(k) x,,%x,>0 ve 0>y,,y, olsun. Bu durumda iki farkli durum s6z konusu

olur:

(k1) x, > Ay, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢oziimler:

1 1 1
X, = max|—, Ayl} = Ay, y, = max{—, Axl} =—
Yo X, X,
X, = max LAy =X Y, = max iAX b
’ yl ’ ’ ’ ’ Xl ’ ’ Ay—l
1 1
X; =maxy—, Ay, r = Ay, y; =max{—,AX r=—
Ys X X
X, = max LAy =X Y, = max iAx L
! y3 , ’ ’ ! X3 ’ ’ Ay—l

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimlerinin

(Xy) = (AY_;, Xy, AY_|, Xg5--2)

1 1 1 1
(yn) = (_7 s o 9.
XO Ay71 XO Ay71

Xy, ¥y) =

)

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.

(k2) Ay, > X, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢6ziimler:



seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin

(X35 Yo) =

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu gortiliir.

(%) = (AY_;, Ao, Ay, AYy, AY 5.0

1 1 1

x, Ay Ay, Ay, Ay,

)
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M x,>0 ve 0>Y,,y ,X, olsun. Bu durumda sekiz farkli durum s6z konusu

olur:

1

a1 —>Ax, ’AL > AX, ,A > Ay , oldugunu kabul edelim. O zaman,
X

0 -1

¢Oziimler:

X, = max {L, Ay_l} = Ay,

0
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1 1 1

X, = maxq—, Ay, r = A =max{—,AX, p =——
N e R T Y

X3 :max{i:Ayl}:A Y; :max{ianl}:L

y2 XO X2 AyO

1 1 X
X4:max{y_3aAY2}:Ayo Y4 :maX{Zanz}:KO
Xs :maX{L,Ay3}:A Ys :max{i,A)%}:L

Y4 Xy X, Ay0

1 1 X
Xe :maX{I:AW}:AyO yézmax{x_saAX4}:KO

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin
A A
(x,) = (Ay_,, AyO,X—, Ayo,x—, Ay,,...)
(Xn > yn) = ’ ’
) =m0
"x, Ay, Ay, ATAy, A’
seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu goriiliir.
1 1 A 5 .
(12) —> Ax Ay > AX, , Ay , > — oldugunu kabul edelim. O zaman,
0 -1 0

¢Oziimler:



1 1 1
X, = max<{—, Ay, r = Ay_ =max<—,AX, r=—
’ {yz yl} . 8 {Xz 1} AY,
X, = max L Ay, » = Ay Yy, = max i AX —L
4 37 2 0 4 X3a 2 Ay_l
X, = max L Ay, » = Ay Y. = max i AX —L
5 4’ 3 -1 5 X4’ 3 Ayo

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimlerinin

(%) = (AY_, AY,, AY 5 AY, AY 5.

1 1 1 1 1
(yn):(_a s 5 5 a)
X AV, AY, Ay, Ay,

(X0 Yn) =

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu gortiliir.

Benzer sekilde, asagidaki durumlarda da (3.1) denklem
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sisteminin

cozlimlerinin er ge¢ iki periyotlu oldugu kolaylikla gdsterilebilir. Bu nedenle, bu

durumlar ispatsiz olarak verilmistir.

(13) Xi > AX_,, AX, > AL ,Ae (—o0,—1)

0 -1

1 1
(14) — > Ax_,, Ax, > Y Ae[-1,0)

0 -1

1 1
(15) Ax, >— VI Ax,, Ay, > A’x

0 -1

16) Ax_ > 1 ,L > Ax,, A’ > Ay,

0 -1
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17) Ax > 1 , AX, > 1 ,L > A’X
X, Ay,  AX,

(18) Ax >L,Ax0 >L,A2x | L

Xo Ay, AX,

(m) x,>0 ve 0>Y,,Y ,,X, olsun. Bu durumda dort farkli durum s6z konusu

olur:

1 .
(m1) — > Ax_,, X, > Ay, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢dziimler:

XO
1 1 1
X, =maxq—,Ay = Ay, Y, =max4{—,AX , r=—
Yo X, X,
X, = max LAy =X y, = max lAX L
’ yl ’ ’ ’ ’ Xl ’ ’ Ay 1
1 1 1
X, :max{—,Ayl}: Ay | A =max{—,Axl}=—
Y, X, Xy
X, = max LAy =X Y, = max iAX L
! Y3 , ’ ’ ! X5 ’ ’ Ay 1

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢6ziimlerinin

(Xn) = (Ay—l’XO’ Ay—l’ Xo’---)

1 1 1 1
(yn) = (_’ [ I
XO Ay—l XO Ay—l

Xy, ¥o) =

)

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.
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1
(m2) — > Ax_,, X, > Ay, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢oziimler:

XO
1 1 1
X, =maxq—,Ay = Ay, Y, =max4{—,AX , r=—
Yo X, X,
X, = max L Ay, r =X y, = max 1 AX L
2 yl > 0 0 2 Xl > 0 Ay71
X, = max iAy = Ay Y, = max iAx L
3 o : Ay,
X, = max L Ay, + = Ay Y, = max 1 AX b
! y3 ’ ’ ’ ! X3 ’ ’ Ay—l
X; = max L Ay, » = Ay Y. = max 1 AX L
5 v, 5 X, Ay,
X, = max L Ay, r = Ay Y, = max 1 AX -
6 ys ’ 4 0 6 Xs ’ 4 Ay_1

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimlerinin

(Xn) = (Ayfp Ay()a Ayfp Ayoa quw-)

1 1 1 1 1
(yn ) = (_ s s 5 5 geee
X Ay, Ay, Ay, Ay,

(%, Yn) =

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu gortiliir.

Benzer sekilde, asagidaki durumlarda da (3.1) denklem sisteminin
¢ozlimlerinin er ge¢ iki periyotlu oldugu kolaylikla gdsterilebilir. Bu nedenle, bu

durumlar ispatsiz olarak verilmistir.

1 1
(m3) Ax , >—,——> Ay,

0 -1



(m4) Ax >i, Ay, >——
X

m) y,>0 ve 0>Y,X%,X,

konusu olur:

1 1
nl) —>Ay ,——
(n1) Yoo

0 —1

¢Oziimler:

X—ma{

;<|~
>
‘<

;/_/

<<

> Ay, , AX > A oldugunu kabul edelim. O zaman,

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢éziimlerinin

1 1 1
(X ¥n) = 0= ( VA AT A, )
(¥y) = (Ax_l,Axo Aonx

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu gortiliir.
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olsun. Bu durumda sekiz farkli durum soz
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(n2) L > Ay | ’AL > Ay, ,A > AXx_, oldugunu kabul edelim. O zaman,
X

0 —1 0
¢Oziimler:
1 1 1
X, = max{—,Ay  r=— y, =maxy—,Ax = AX,
Yo Yo X
X, = max 1 Ay L Yy, = max S AX, r = AX
2 yl’ 0 AX_l 2 Xl’ 0 0
1
Xy = max{—,Ayl} L y, = maX{L,AXI} _A
Y, AX, X, Yo
1 y 1
X, = max{—, Ay, ==L =max<{—, AX, ; = AX
4 {y3 yz} A y4 {X3 2} 0
1 1 1 A
Xs = max{—,Aﬁ} =— Ys :max{—,AXS} =—
Y4 AX, Xy Yo
1 y 1
X, =max{—,Ay, =22 =maxs—, AX, = AX
B RN B e

(XY,) =
(yn>=<ml,m,§,m,§,m,...>

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu gortiliir.

Benzer sekilde, asagidaki durumlarda da (3.1) denklem sisteminin

cozlimlerinin er ge¢ iki periyotlu oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu nedenle, bu

durumlar ispatsiz olarak verilmistir.
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(n3) L > Ay, Ay, > L ,Ae(—0,—-1)
Y, AX

0 —1

(n4) L > Ay, Ay, >L,Ae [-1,0)
AX

0 -1

(n5) Ay, > RS ’AL > Ay, , AX, > A’y

0 -1

(n6) Ay, > € ,ﬁ > Ay, , A’y > AX,,

0 —1

1 1 1
n7) Ay , >—, Ay, > , > A’y
(n7) Ay, e Yo A, Ay Y,

m8) Ay, >, Ay, > ——, Ay, >
Y

0 AX Ay

0

©) y,>0 ve 0>y ,,X,,X, olsun. Bu durumda dért farkli durum s6z konusu

(01) L > Ay, Y, > AX, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢6ziimler:
0
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seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimlerinin

1 1 1 1

(Xn) =( L) )
(Xn’yn): Yo AX—I Yo AX—I

(yn) = (AX—D Yoo AX71: yoa---)

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.

(02) L > Ay_,, AX, > Y, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢6ziimler:
0

X, = max L, Ayl} = L Yy, = max {i, Axl} = AX,
Yo Yo X
X, = max iAy b Y, = max iAx = AX
2 y] ’ 0 AX_I 2 X] ’ 0 0
1 1 1
X, :max{—,Ayl}:— Y, :max{—,Axl}: Ax,
Y, AX, X
X, = max LAy L Y, = max iAx = AX
4 y3 s 2 AX_I 4 X3 s 2 0
Xs = max LAy 1 Y = max LAX = Ax
5 y4 H 3 AXO 5 X4 4 3 —1

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimlerinin
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1 1 1 1 1
(Xn)z(_, s 5 5 9eee
(Xn, yn) = Yo AX—I Axo AX—I AXO

(¥,) = (AX_,, Axg, AX,, Axy, AX.,...)

)

seklinde ve er gec iki periyotlu oldugu goriiliir.

Benzer sekilde, asagidaki durumlarda da (3.1) denklem sisteminin

¢cozlimlerinin er ge¢ iki periyotlu oldugu kolaylikla gdsterilebilir. Bu nedenle, bu

durumlar ispatsiz olarak verilmistir.

(03) Ay, > L ’AL > AX,

0 -1

() 0>Y,,Y ,,X,, X, olsun. Bu durumda dért farkli durum s6z konusu olur:

(p1) AL > Ay, ’AL > AX, oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢6ziimler:
X -1

X, = max L Ay_l} = Ay, Yy, = maX{L,AX ,} = AX,
Yo X

X, :max{i,Ayo}: : Y, =max{i,AXO}: !
Yi AX, X Ay,
1 1

X; = maxy—, Ay, r = Ay , Y, =max<—, AX, = AX
Y> X,

X4=maX{L,Ay2}=L y4=max{i,AX2}=L
y3 AXfl X3 Ay—l



66

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢6ziimlerinin

1 1
=(Ay,,— Ay ,,—,...
(%) =(Ay, A Y, A )
(X Yo) = 1 {
=(AX,,— , A ,,—,...
(yn) ( 1 Ay_] lAy_l )

seklinde ve iki periyotlu oldugu goriiliir.

(p2) AL > Ay, , AX, > oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢éziimler:
X

X, = max L, Ayl} = Ay71 y, = max{i’ Axl} = AX .
Yo X
X, = max iAy L Y, = max iAx = AX
2 y] ’ 0 AX_I 2 X] s 0 0
1 1 1
X :max{_aAy1}:_ Y, zmax{—,Axl}:Ax |
Y, AX, X,
X, = max LAy L Y, = max iAx = AX
4 y3 ’ 2 AX_I 4 X3 9 2 0

seklindedir. Buradan, (3.1) denklem sisteminin ¢ézlimlerinin

1 1 1 1
%) =AY —y————,...
(Xn: yn) = 1 AX—I Axo Ax—l AX0

(¥n) = (A, A, AX, A%y, AXy,...)

)

seklinde ve er geg iki periyotlu oldugu gortiliir.
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Benzer sekilde, asagidaki durumlarda da (3.1) denklem sisteminin
¢Oziimlerinin er ge¢ iki periyotlu oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu nedenle, bu

durumlar ispatsiz olarak verilmistir.

1 1
(p3) Ayo > K T > AXO

—-1 -1
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3.1. Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, (3.1) denklem sisteminin ¢oziimlerine ait niimerik ornekler

verilmigtir.

Ornek 3.1. A=-0,5 ve baslangi¢ degerleri x , =10,x,=-0,25,y,=-2,Yy,=0,6

olmak iizere (3.1) denklem sisteminin ¢oziimleri agagidaki tablo ile verilmistir.

n Xn yn n Xn yn n Xn yn
-1 10 -2 8 -0,25 0,5 17 2 -1
0 -0,25 0,6 9 2 -1 18 -0,25 0,5
1 1,666667 -4 10 -0,25 0,5 19 2 -1
2 -0,25 0,6 11 2 -1 20 -0,25 0,5
3 0 -0,833 12 -0,25 0,5 21 2 -1
4 -0,3 0,5 13 2 -1 22 -0,25 0,5
5 2 -1 14 -0,25 0,5 23 2 -1
6 -0,25 0,5 15 2 -1 24 -0,25 0,5
7 2 -1 16 -0,25 0,5 25 2 -1
Tablo 3.1

Ornek 3.2. A=-0,5 ve baslangic degerleri X ,=4,X,=5,y,=3,2,y,=0,6

olmak iizere (3.1) denklem sisteminin ¢6ziimleri agagidaki tablo ile verilmistir.

n Xn yn n Xn yn n Xn yn
-1 4 3,2 8 5 0,6 17 1,666667 0,2
0 5 0,6 9 1,666667 0,2 18 5 0,6
1 1,666667 0,2 10 5 0,6 19 1,666667 0,2
2 5 0,6 11 1,666667 0,2 20 5 0,6
3 1,666667 0,2 12 5 0,6 21 1,666667 0,2
4 5 0,6 13 1,666667 0,2 22 5 0,6
5 1,666667 0,2 14 5 0,6 23 1,666667 0,2
6 5 0,6 15 1,666667 0,2 24 5 0,6
7 1,666667 0,2 16 5 0,6 25 1,666667 0,2
Tablo 3.2

Ornek3.3. A=-0,5 ve baslangic degerleri x , =-0,1,x,=5,y ,=-2,Yy,=-0,01

olmak iizere (3.1) denklem sisteminin ¢6ziimleri agagidaki tablo ile verilmistir.
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n Xn yn n Xn yn n Xn yn
-1 -0,1 -2 8 5 1 17 1 0,2
0 5 -0,01 9 1 0,2 18 5 1
1 1 0,2 10 5 1 19 1 0,2
2 5 1 11 1 0,2 20 5 1
3 1 0,2 12 5 1 21 1 0,2
4 5 1 13 1 0,2 22 5 1
5 1 0,2 14 5 1 23 1 0,2
6 5 1 15 1 0,2 24 5 1
7 1 0,2 16 5 1 25 1 0,2
Tablo 3.3

Ornek 3.4. A=-25 ve baslangi¢ degerleri x , =-5,%,=0,25,y ,=4,y,=-16

olmak iizere (3.1) denklem sisteminin ¢6ziimleri agagidaki tablo ile verilmistir.

n Xn yn n XI'] yn n Xn yn
-1 -5 4 8 156,25 -6,25 17 -0,16 4
0 0,25 -16 9 -0,16 4 18 156,25 -6,25
1 -0,0625 125 10 156,25 -6,25 19 -0,16 4
2 400 -6,25 11 -0,16 4 20 156,25 -6,25
3 -0,16 1,5625 12 156,25 -6,25 21 -0,16 4
4 156,25 -6,25 13 -0,16 4 22 156,25 -6,25
5 -0,16 4 14 156,25 -6,25 23 -0,16 4
6 156,25 -6,25 15 -0,16 4 24 156,25 -6,25
7 -0,16 4 16 156,25 -6,25 25 -0,16 4
Tablo 3.4

Ornek 3.5. A=-150ve baglangi¢ degerleri x_, =-76,%,=-25,y,=0,1,y, =—45

olmak iizere (3.1) denklem sisteminin ¢oziimleri agagidaki tablo ile verilmistir.

n Xn yn n Xn yn n Xn yn

-1 -76 0,1 8 0,3 3750 17 0,000267 3,333333
0 -25 -45 9 0,000267 3,333333 18 0,3 3750

1 -0,02222 11400 10 0,3 3750 19 0,000267 3,333333
2 6750 3750 11 0,000267 3,333333 20 0,3 3750

3 0,000267 3,333333 12 0,3 3750 21 0,000267 3,333333
4 0,3 3750 13 0,000267 3,333333 22 0,3 3750

5 0,000267 3,333333 14 0,3 3750 23 0,000267 3,333333
6 0,3 3750 15 0,000267 3,333333 24 0,3 3750

7 0,000267 3,333333 16 0,3 3750 25 0,000267 3,333333

Tablo 3.5
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SONUC VE ONERILER

Bu calismada, A<0 ve X, X,,Y,,Y, baslangi¢ sartlar1 sifirdan farkl reel

sayilar olmak iizere

Xn+l = max {L’ Ayn—l} 9 yn+1 = max {La AXn—l}
Ys X,

fark denklem sistemi tanimlanmis ve ¢Oziimlerinin periyodikligi incelenmistir.
Calisma sonucunda bu sisteminin ¢oziimlerinin 2 periyotlu veya er ge¢ 2 periyotlu

oldugu gosterilmistir.

Tanimlanan bu fark denklem sisteminin 1s1ginda katsayilar birbirinden farkli
reel sayi, dizi veya fonksiyon alinarak yeni denklem sistemleri tanimlanabilir ve
¢oziimleri bu c¢aligmada verilen yontemle incelenebilir. Ayrica yeni tanimlanacak

denklem sistemlerinin sinirlilig1 ve kararliligi da incelenebilir.
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