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OFFSET EGRILERI ve YUZEYLER
Zeynep CESUR
Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Yiiksek Lisans Tezi, Temmuz 200?
Tez Damismani : Yrd. Do¢. Dr. Nural YUKSEL

OZET

Bu caligma 6 boliimden olugsmaktadir.

Birinci bdliimde, tezin igerigi ile ilgili giris yapildi.

Ikinci boliimde, egriler hakkinda temel tamimlar ve teoremler verildi.

Ucgiincii boliimde, egrilikler hakkinda tanmimlar ve teoremler ifade ve ispat edildi.

Dérdiincii boliimde, Bertrand Egrileri hakkinda temel tanimlar ve teoremler ifade
ve ispat edildi.

Besinci boliimde, offset egrileri ve yiizeyler hakkinda tanimlar, teoremler ifade ve
ispat edildi.

Altinc1 boliimde ise, genel olarak tam offset egrileri, degisken yar1 capl offset
egrileri ve sabit yar1 ¢capli offset egrileri ifade edildi. Ayrica, gerekli teoremler
ispatlandi.

Anahtar Kelimeler: Egri, Egrilik, Frenet Vektorleri, Bertrand Egrileri, Offset
Egrileri
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OFFSET CURVES AND SURFACES

Zeynep CESUR

Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M. Sc. Thesis, July 2008

Thesis Supervisor: Assist. Prof. Nural YUKSEL

ABSTRACT

This study has six chapter.
In the first chapter, the introduction about content of the thesis is made.
In the second chapter, it is given the bacis definitions and theorems about curves.

In the third chapter, it is expressed and proved about the definitions and theorems
of curvatures.

In the fourth chapter, it is given the basic definitions and theorems about Bertrand
Curves.

In the fifth chapter, it is expressed and proved about the definitions and theorems
of Offset Curves and surfaces.

In the sixth chapter, it is generally expressed the Exact Offset Curves, Constant

Radius Offset Curves and Variable Radius Offset Curves. Also, it is made
generatizations and the required theorems are proved.

Keywords: Curve, Bertrand Curves, Offset Curves, Curvature, Frenet Vectors
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1. BOLUM

GIRIS

Bu ¢alismada, Offset Egrileri ve Tam Offset Egrileri hakkinda temel kavramlar ve
teoremler verildi.

Diferensiyel geometride énemli bir yeri olan Bertrand Egrileri incelendi. Ayrica
diferensiyel geometrinin bir ¢ok konularinda temel teskil eden Egrilikler, iki ve n-
boyutlu uzayda ifade ve ispat edilerek, Serret Frenet Vektorleri, Bertrand Egrileri

ve Offset Egrileri tanimlanarak, aralarindaki iliskiler incelendi.



2. BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Tamim 2.1.1 (Egri ). { < IR bir aralik olmak iizere,
a:1—>E"

£ () = (@, (), 0, (1), 1, (1)

seklinde taniml1 fonksiyon diferensiyellenebilirse & (D yva E"’de (I,a) koordinat

komsulugu ile tanimlanmis bir egri ad1 verilir.

o
[ i ]
i

Sekil 2.1.1 Egri

Tamm 2.1.2 ( Parametre Degisimi ). E"de M egrisi (I,a ) ve (J, B) koordinat

fonksiyonlar ile tanimlanmig olsun.



h=a"'of:J—>1
s> h(s)=t

seklinde tanimli diferensiyellenebilir fonksiyona parametre degisim fonksiyonu

denir [1].

a
E £ a
!
h=a'op B
E 5 a
I

Sekil 2.1.2. Parametre degisimi
h=a'op

a B P=acoh
a=pBoh"

h

Buradan;
B(s)=(aoh)(s)

= a(h(s))



olur.

Tanmim 2.1.3 ( Bir Egrinin Hiz Vektorii).
a:1>E"
t = a(t) = (o), o,(1),...,a,(1))
egrisi icin;

: do
a () =—=
(1) g
_(% d%j
dt 77 dt

olmak iizere (a(t),a'(t)) ikilisine & egrisinin 2(f) noktasindaki tanjant vektdrii

veya a'(f)ye hiz vektorii adi verilir. xz(xl"XZ""’xn) de egrinin a(1)

noktasindaki vektorel ve parametrik denkleminden,

Sekil 2.1.3. Hiz Vektorii

Ox=0a(D) +Aa (t)



Or=0a(D) + A‘Zl—‘:

da
=at)+A—
x=a(t) 7

elde edilir.

Tamim 2.1.4 (Skaler Hiz ve Skaler Hiz Fonksiyonu). E"’de ¢ egrisi parametrik

olarak,
a:1—>E"
t = a(t) = (o (1),...a, (1))

seklinde tanimlansin.

oty =% 4o
dt 7 d

\ d
o' @] =

]

i=1

olmak tizere,

”a' (t)” :I —> IR

t =o' () = Z(%T

i=1

seklinde taniml1 fonksiyona skaler hiz fonksiyonu ve =%

n

e = 3[4, < e

i=1

reel sayisina da skaler hiz ad1 verilir [1].



Teorem 2.1.1. E" de M egrisi (I,a) ve (J,ﬂ ) koordinat komsuluklar ile verilsin.

Bu durumda
h=a'of:J =1
parametre degisim fonksiyonu olmak {izere,
B =20 sy =L a1y
ds ds
dir.
Ispat: Parametre degisim fonksiyonunun tanimi geregi Sekil 2.1.2 den,
B(s) = (aoh)(s)
= a(h(s))
oldugu biliniyor. Bu esitligin her iki tarafinin s e gore tiirevi alinirsa;

(5)=22
ﬁ(S)—dS

—a '(h(s)).%

:ga (f)

bulunur. Bu da ispati tamamlar.
Tamm 2.1.5 (Yay Uzunlugu).
a:1->E"

t = a(t) = (o (1),...a, (1))

egrisi verilmis olsun. %-% €T olmak iizere,
)
5= | (1))t
4

reel sayisina ¢ egrisinin & (t) ve a(%,) noktalar arasindaki yay uzunlugu denir.

Tanim 2.1.6 (Birim Hizli Egri).

a: 1> FE



s = a(s) =(a(s),....a,(s))
egrisi verilsin.

do

“%0 -1
ds

Jor (s)] =

ise egriye birim hizli egri s parametresine de yay parametresi ad1 verilir [2].

Tanmm 2.1.7 (Regiiler Egri).
a:1—>E"
t = a(t) = (o (1),...a, (1))

egrisi i¢in;

ise egriye Regiiler Egri denir.

2.2 Serret - Frenet Vektorleri.

E" de M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile tanimlansin. Bu egrinin hiz

_(% dij
alt) dt > dt

da, 0
2y

i=1

vektorii;

a'(1)

a(t)=0

a(t)

seklindedir.

a:M-|]J T,(m

meM

m—a'(m)=a ()

a(t)=m

t—oa(t)



, ) . d
a € y(m)c y(E") E"’de kovaryant tiirev operatorii D olmak iizere Do :E

operatorii goz ontine alinirsa,

a'(t):(dal da, docnj

dt * dt 77 dt
. da
D a=—=a"(t
8 o ()

(d’e, d’a, d’a,
dar* 7 d 77 dr
(2 ()., () = (1)

D.a :di
« dt

(61’3051 d’a, d3anj

e " a7 de

(&) (@), () =" (1)

D .o"Y = do"™
o dt

(d'a, d'a, d'a,
dr" " odt" T dt”

=a" (1)
elde edilir. Boylece;
S = {a'(z), a"(t),...,a(">(t)}

climlesi bulunur. Bu S ciimlesinde de lineer bagimsiz vektorlerin maksimum sayisi

r olmak tlizere,

S = {a'(t),a"(t),...,a“’(t)}



lineer bagimsiz sistemi g6z Oniline alinsin. Bu sisteme Gramm-Schmidth

ortogonollestirme ve ortonormallestirme metodu uygulanacak olursa;
E =al()

_<a ().E > E

E,=a'(t
2 ) <E.,E, >

1

r—1 (r) E
E, =a(t)-y ~L 22

k
o <E,,E, >

seklinde tanimlanan {ElaEz’---aEr} ortogonal sistemi elde edilir. Ortogonal sistemi
normlamak sureti ile;

_E  _E _E
A R A

n

seklinde taniml @, V(). V,()} ortonormal sistemi bulunur [3].

Burada

dir.

Tamm 2.2.1 (Frenet Vektorleri). E" de M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile

verilsin.
S = {a'(t),a"(t),...,a“)(t)}

lineer bagimsiz sisteminde elde edilen {Vl(f)aVz(Z)a-~-aVr(t)} sistemine Servet-

Frenet r ayaklis1 veya r ayakli alan1 adi verilir. Buradaki her bir I/i(t), I<i<r

vektorlerine Frenet Vektorleri ad1 verilir.
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Sekil 2.2.1. Frenet Vektorleri

Ornek 2.2.1. 1= {t 0<r< 277} olmak iizere;

a:l—>FE’
t2
t—>at)= (cos t,sin t’?j

seklinde taniml1 egrinin t=0 ve t# 0 noktalarinda Frenet r ayaklilarini bulunuz.
Coziim: a (1) = (—sin t,cos t,t)
a (t) =(—cost,—sint,1)

a (1) =(sint,—cost,0)

t# 0 ise {05'(1‘),0! (1), m(f)} sistemi birbiri ile lineer bagimsizdir. Bunlarda birbiri

ile lineer bagimsiz oldugundan Frenet 3-ayaklis1 bulunur.
t=0 ise;
a (0)=(0,1,0)
a (0)=(-1,0,1)

a (0)=(0,-1,0)

olup {a'(O), a' (0)} lineer bagimsizdir. Dolayisiyla Frenet 2- ayaklis1 hesaplanir.
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E, =a(0)
: '(0),E
Ez—a(o)_<<aE( )E 1>> 1
1>
E, =(-10,1)
E
Vlzm =(0,1,0)

-1 1
Buradan {(0, L, 0) ’ (ﬁ 0, E)} Frenet 2-ayaklis1 bulunur.

Tanim 2.2.2 (n=3 Ozel Hali). E’de M egrisi (I,@) koordinat komsulugu ile
a:1->FE
t = a(t) = (o (1), 0, (1), 05(1))
seklinde tanimlansin.
E =a(t)

olmak tizere,

=10 = - £Q
1(t) =T@) = ||E1|| - ”a(t)”

vektoriine egrinin birim teget vektor alan1 ad1 verilir. Eger,

a:1->E,
S—>a(s)= (al (s),a,(s), a5 (S))

seklinde yay parametresi ile verilmis ise Ha (s )H =1 olacagindan;

Vi (s) = T(s) =a'(s)
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<a(s)a(s)>

B=a ) a ) >

a'(s)
olup,
le' )| =1=< & (s).'(5) >=1
dir. Her iki tarafin s e gore tiirevi alinirsa;
<a'(s),o(s)>+<a(s),a (s)>=0

=<a (s),0(s)>=0

=E,=a'(s)

bulunur.
V() =N(s)
_ E, _ a“(s)
[E.[ [

olup, buna da egrinin birim normal vektor alani1 ad1 verilir. Boylece,

_d(s)ad (s)
el
elde edilir. Buna da egrinin binormal vektor alani denir.
Burada,

VoAV, =V,

onv =V,
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AN

dir. Ayrica,

Sekil 2.2.2 Frenet 3- ayakhis1

(T',T)=(B,B)=(N,N) =1

TAN=B, NAB=T, BAT=N

TAT=0, NAN=0, BAB=0
seklindedir [4].

a:l—-E’

s — a(s)

T(s) =V (S) =a'(s)

Ns) =) = %)

20

Bs)=V,(s) = L1 (5)

e (s)]
dir.

Teorem 2.2.1. E’’de M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. t keyfi bir

parametre olmak iizere;

a:1->E;
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t = a(t)=(o(1),a,(1), 05(1))

seklinde tanimlansm. Bu durumda {T(®),N(@®),B()} Frenet 3-ayaklisi;

_a(1)
O]

N(@t) = B(t) AT()

_ a (t)na' (1)
BO) o ()red (0]

dir [4].



3. BOLUM
EGRILIKLER
Tamm 3.1.1 (i-inci Egrilik). E"de M egrisi s yay parametresi ile
a:1->E"
s = a(s) =(a,(s), o, (5),.... 2, (s))

seklinde verilsin. « egrisinin « (s) noktasindaki  Frenet r ayaklist

{V1(S)» VZ(S)V'"I/V(‘S)} olmak tizere,
k,:1— IR
s>k (s)=<V.(s),V,,(s)> 1<i<r

seklinde tanimli fonksiyona i-inci egrilik fonksiyonu S€l icin £k (s)eIR

sayisinda i-inci egrilik adi verilir. Buna gore;
i=1 icin ky(s) =<V, (5),V,(s) >

i=2 icin ky(s) =<V, (5),V;(s) >

i=r-1 igin k() =<V, (s),V,(s)>
dir [5].

Tamim 3.1.2 (Involiit ve Evoliit). M, N c E" egrileri siras ile (I,a ) ve (I,,B )

koordinat komsuluklar: ile verilmis olsun. a(s) ve P(s) noktalarinda Frenet r-

ayaklilari;
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M = {#(5), V(). ¥, (5)}
AEHAOVAOSAGY

ile gosterilsin. Eger; < Vi(s), V' (s)>=0 jge N’ye M’nin involiitii, M’ye de N’nin

evoliitii denir [6].

Teorem 3.1.1. M, NcE" egrileri (I,a) ve (Lﬁ) koordinat komsulugu ile

verilsin. Eger N M’nin bir involiitii ise,
d(a(s),ﬂ(s)) =lc—s|, celR
dir.

Ispat:

@) V, v,

J| B(s)

Sekil 3.1.1. Egrilerin Involiit ve Evoliitleri

Sekil 3.1.1°den,

Bls)=a(s)+aVi(s)
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yazilir.

d , ,
%za (s)+A7V,(s)

Vi(s)=V(s)+ AV, (s)+ kY,
V7 (s) :(1+A')Vl(s)+ﬂk1V2
bulunur. Buradan,

<V V() >= (14 4) <V Wy > + 4k, <V, ¥, >
_ —_— —_

0 1 0
= 0=4+1
dA
= —=-1
ds
=dA=—ds

elde edilir. Her iki taraftin integrali alinirsa,
A=c—s

bulunur. Buna gore;

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.2. M,N c E" egrilikleri birbirinin invaliitii olan egriler olsunlar. M nin

a (S) noktasinda Frenet r-ayaklisi {Vl (), V3(s),..., 7V, (S)} ile N nin B (S)
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noktasindaki Frenet r-ayaklisi {K*(S)aVz*(S)a-~-aVr* (S)} ile gosterilsin. M’nin
egrilikleri % (s), 1<i<r ve N'nin egrilikleri & (5) 1<i<r olmak iizere,

it (S)2 _ kl(s)z +k2(s)2
1 ky(s)’ (c—s)’

dir [7].

Ispat: Teorem 3.1.1 geregince
B(s)=a(s)+Vi(s)
=a(s)+(c-sV(s) (3.1.2)

oldugu biliniyor. M nin yay parametresi s ve N nin yay parametresi s~ €1 olmak
iizere (3.1.2) esitliginin her iki tarafinmn §€lyay parametresine gore tiirevi

alinacak olursa,

chi;s =a'(s)—Vl(s)+(c—s).V]'(s)
d,B*_dS =(c—9)kV,
ds

ds”

v (S)z =(c—9).kV,

bulunur. /" ile V> lineer bagimli oldugundan W= olup,

s
v, (s) d—ss =(c—s).kYV,

*

S
=—=(c—-5)k
s (c—s)k

elde edilir. Burada Vi () =7,(s) ifadesinin her iki tarafinin s yay parametresine

gore tiirevi alinirsa;

dv’ ds”
dsl* . ds —h (S)

= _lel +k2V3
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. ds”
4 (S)c; =—kV, +kV,

k() V2 (5)- & =kt 4 k0,

ds

kl* (s) — —kV + KV,

. ds”
£ (S) ds

— —kV + KV,
/A (S)(c—s)-k1

dir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

ok (S)2 +k, (s)2
k, (S) = (c—s)? _kl(s)z

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.



4. BOLUM
BERTRAND EGRIi CiFTi

Tanim 4.1.1 (Bertrand egri cifti). Birim hizli
a:l— IR’

egrisi ile ayni aralikta tanimli
a :1— IR’

egrisi verilsin. Her bir 5 € licin " () noktast ile @(5) noktasini birlestiren dogru,
a” egrisinin @ () noktasindaki birinci normalini ve & nin @(5) noktasindaki
birinci normalini kapsiyorsa, @ egrisi & egrisiyle Bertrand egri ¢ifti olusturuyor
denir. Kisaca karsiliklt noktalarinda ayni asal normale sahip olan egri ¢iftlerine

Bertrand egrileri ad1 verilir. [8].

B(s)

Sekil-4.1.1. Bertrand Egrileri
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Teorem 4.1.1. & egrisi ¢ egrisiyle Bertrand egri ¢ifti olusturuyorsa, k sabit bir

say1 olmak iizere, @ " egrisi

a =a+kN

4.1.1)

seklindedir.

ispat: @ :1— IR egrisi birim hizli bir egri olsun. Bertrand egri ¢ifti tanimina

gore a * egrisi,
" ()= (s)+ ()N (5)
seklinde verilebilir.
(a*)' =a +uN+uN
=a + u N+ pu(—«T +yB)
ve buradan,
(@) == ux)T + u' N + uyB
bulunur. (") () vektri T (5) vektoriine paralel oldugundan;
(a7) (5) L V" (5)
dir. N"(5) vektori N (5) vektoriine paralel oldugundan,
(@) (5) LN (5)
olur. O halde,
< (a* ) ,N>=0
dir. Burada (05 " ) yerine yukarida bulunan esiti yazilarak, 4 "= 0elde edilir. Buna

gore

u=1->IR

fonksiyonu sabittir. 4= k  denirse buradan (4.1.1) esitligi elde edilir.
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Sonuc 4.1.1. @ * egrisi ¢ egrisiyle Bertrand egri ¢ifti olusturuyorsa,
(@) =(1-ki)T + kyB (4.1.2)
dir [9].

ispat: «: 1 — IR’ egrisi birim hizl bir egri olmak iizere, @ * egrisi & egrisiyle

Bertrand egri ¢ifti olusturuyorsa, (4.1.1) esitligine gore
a’ =a+kN
seklindedir. Buradan,
(a*)l =a +kN
=T +k(—«T + yB)
=(1-kx)T + kyB

elde edilir.

Teorem 4.1.2. Bertrand egri ¢iftlerinin karslikli noktalardaki teget vektorleri

arasindaki aginin 6l¢iisii sabittir.
Ispat: < T, T>=0 oldugu gosterilirse ispat yapilmis olur.
(T°.T) =((T"), T)+(T",T")
=(V'K'N",T)+(T",&N)
=V'k (N, T)+x(T",N)
dir. N (s)//N(s)ve N(s)LT(s) oldugundan <N T>=0 qir. T LN ve
N/IN” oldugundan, <T*,N>=0 dir. Demek ki <T",T>=0 dir.

Teorem 4.1.3 «:1 — IR’ birim hizli bir egri olmak iizere, & :1 — IR’ egrisi
@ eprisi ile Bertrand egri ¢ifti olustursun. @ egrisinin egrilik ve burulma

fonksiyonlar1 ¥~ ve Y" olduguna gore,

o ki —sin’ 0
ke 4.1.3)
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* _ 1 . 2
14 —Esm 0 (4.1.4)

oldugunu gosteriniz. Burada €0s@ =(T".T) dir [10].

Ispat: (4.1.3) ve (4.1.4) esitliklerinin birincisine gore,

oldugundan, (05 " ) =v'T" dqir. T"=(cos0)T~(sin0)p esitliginden yararlanarak,
(05* ) =v"(cos@)T—v"(sinf)

bulunur. (4.1.2) esitligine gore,

(a”) =(1-ki)T +kyB

oldugundan,
v (s)cos @ = (1-kx(s))
(4.1.5)
v (s)sin =—kY(s)
yazilir.
a 1 — IR’

* * -1 *
egrisinin yay uzunlulugu fonksiyonunu J/~ ile gosterilsin ve (f ) =h" olsun

f(s)=t ise B (t) =5 olur. /" (1)=7 olmak lizere;
aoh :J—>IR

egrisi birim hizli bir egri olur. @ =a+kN esitliginin her iki yamnin #°

fonksiyonu ile bilegkesi alinarak,

aoh"=aoh +k(Noh")
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ve buradan,
aoh =aoh"—(Noh)
elde edilir. N" =N oldugundan, bu esitlik,
aoh =a’oh —k(No h")
bi¢iminde yazilabilir. Demek ki,
aoh :J—>IR
egrisi birim hizls,
aoh”:J—>IR’
egrisi ile Bertrand ¢ifti olusturur [11].
(ao h*)o (h*)fl =a
ve @ birim hizli bir egri oldugundan o i egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu /"

dir. /7 (5)=1 olsun

(") ()=

(/) ()

1
oldugundan "(t ) - v ( S) olur. Baska bir anlatimla,

v(t)v'(s)=1

dir. Simdi,
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aoh :J—>IR’
egrisinin, birim hizl
a'oh :J—>IR’
egrisi ile Bertrand ¢ifti olusturdugu g6z oniine alinarak (4.1.5) esitlikleri yazilsin.

Bu esitliklerde, k yerine —k, @ yerine —0 gelecektir. Boylece,

v(t)cosO =1+« (¢)

W(t)sin@ = —ky" (¢)
elde edilir. Burada & (¢) ve y" () ile @’oh’ birim hizh egrisinin egrilik ve
burulmas1 gosterildi. K () =x"(s)ve )/*'(t) =7 (s) oldugundan,

v(t)cosO =1+ ki’ (s)

(4.1.6)

v(t)sin @ = —ky " (s)
olur. (4.1.5) ve (4.1.6) esitliklerinin birincileri taraf tarafa ¢arpilarak,

cos’ @ =(1-kx)1+kx") 4.1.7)
bulunur. Buradan (4.1.3) esitligi elde edilir.
(4.1.5) ve (4.1.6) esitliklerinin ikinci taraflan taraf tarafa carpilarak,

. 2 2 *
sin” 0 =k”yy (4.1.8)

bulunur. Buradan (4.1.4) esitligi elde edilir. Buda ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.4. & ve B bir Bertrand egri ¢ifti olsun. ¢ ’nin yay parametresi S ile

B >min yay parametresi de s~ ile gosterilsin. Bu durumda Vs €1 i¢in

d(a(s),ﬂ(s))z sabit

dir.
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Ispat:

as) V, Vv, \ B(s)

V'
V.,
() (8)
Sekil 4.1.2 Bertrand Egri Cifti
Sekil 4.1.2°ye gore,
B(s)=a(s)+ AV, (4.1.9)

dir. (4.1.9) esitliginin her iki tarafinin s yay parametresine gore tiirevi alinacak

olursa,

dp ds® . , ,
— = + AV, + AV
ds' ds (s) 2 2

*

*

)L V) AV 4 AR+ )

v (s)‘ilis = (L= kW, + AV, + Ik, V,

s" /.
—; AN AR S N ARV AVARYI RN A
=0=1

= A =gabit bulunur.
(4.1.9) esitliginden,
d(a(s),B(s))=|B(s)-a(s)|
=[]

=
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sabittir. Buda ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.5. @, f3: 1> E’ egrileri verilmis olsun. & 'nin egrilikleri ki(s) ve

k,(s) (a,ﬁ) ‘nin Bertrand egri ¢iftidir < Ak, + pk, =1 djr.

Ispat: @, bir bertrand egri cifti olsun. a(s ) noktasinda Frenet 3 ayaklisi
{Vl ONACNE (S)} ile B(5) noktasinda Frenet 3 ayaklis1 da {Vl*(S)JVZ*(S)’ V3*(s)}

ile gosterilsin. (0":3 ) bir Bertrand egri ¢ifti oldugundan 7> (S ) ile V2’ (S ) lineer

bagimli olup;

<V V) >=<V]"V, >=<V,V," >=0

dir. W/ (S ) ile Vl(s ) vektorleri arasindaki ac1 @ olmak iizere,

00 -4

v

Vi

Sekil 4.1.3. Vektorler Arasindaki A1
Sekil 4.1.3’den

V" =cosOV, +sin 6V, (4.1.10)

yazilabilir. ¢ *nin yay parametresi s, B nm yay parametresi de s~ olmak iizere
(4.1.10) esitliginin her iki tarafinin s yay parametresine gore tiirevi alinacak

olursa;
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dv', ds’ _ d(cos8)

. d(sin0) o
Vi+cosOV, + ——=V, +sin 0V,

ds ds B ds ds
©_d(cost d(sin0 e
V*l (S) ds :LS)I/I +C0$9k1V2 +(SL)I/3 +sin@ _kZI/z +k31/1
ds ds ds
N . ds* d(cos6 . d(sin®
ky (S)-V z(S)' s :(T)Vl +(cost9k1 —sm6?k2)V2 + (ds )1/3
(4.1.11)
dir. (4.1.11) esitliginin her tarafi V, ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa;
: r—/()% :—£—| 0 . 0
6 ()L < T 5= DO G s < coso —sinok, <77+ L0
@ 5 ds )
d 0
_, d(c0s)
ds

= 6 = gabit demektir.

B(s)=a(s)+ AV,

*

= ) —a(s)+ V]
ds
= Vl(s)+ ;L(_kll/l + k2V3)
* dS*
= Vi) === (= 2k, + 2k,
S

%@089% +Sin6V,) = (1 Ak W; + 2k,

* *

dLCOSHZl—Uﬂ ve disin@:&k2
ds ds

olmalidir.

*

ds’ 11—k, ds 7k,
ds cos @ ve ds sin@

-k, Ak,
- L=
cosd sind
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1=k, = %9 g
sin 6

= 1- Ak, = ik,

= Ak, + pk =1

dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Ornek 4.1.1. Karsilikli noktalardaki tegetleri ¢ acis1 yapan (& ,ﬂ) Bertrand egri
cifti igin gosteriniz ki, k,=0 ise her egrinin sonsuz sayida Bertrand ¢ifti vardir.

Coziim. (¢, B ) Bertrand egri ¢ifti verilsin. B ve @ nm Frenet elemanlari
sirastyla k7K VTV ve kskys Vs Vs Vs olsun., (Wa Vl) =@ =sbt veriliyor.

% ‘ninsve B ’ninda s* yay parametresi olsun.

ky=0 ise (¢ ) ) Bertrand egri ¢ifti olacak sekilde sonsuz ¢oklukta £ nin meveut

oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in VA € IR ’ye karsilik,
B(s) = a(s)+ AV,(s)

olmak iizere (% B ) nin bir Bertrand egri ¢ifti oldugunu gostermek yeterlidir.

*

B (s) = Ofdi = Vi (5) + Ak, (s)V,(5) + 0 (5))
A)

= as Vi (s) = (1= 2k, ())V,(s)
ds

=V (s)=4V,(s)

olup; k,=0 iken ¢ diizlemsel oldugundan, B ; tanim geregince, ¢ nin yattigi
diizlemde kalir ve boylece k,=0 dir. O halde; ¢ ve B nin Frenet 2 ayaklilari
mevcuttur.

Halbuki /" =F] dir. O halde; ¢ ve B nin 2-Frenet vektorleri lineer bagimli
olur. Buna gore (¢, £ bir Bertrand egri 2-lisidir.

Ornek 4.1.2. E’ de yay parametresi ile verilmis bir ¢ egrisi i¢in 6yle bir B

vardir ki ¢ ve B bir Bertrand egri ¢ifti olusturur.
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Coziim:

(a)

O

Sekil 4.1.4 Bertrand Egri Cifti

Sekil 4.1.4°e gore,

B(s) = a(s) + AV, (s) olmak iizere bunun s e gore tiirevi alinirsa,

dp_dp ds
ds ds* ds
:d—a+@V2 +2 v,
ds ds ds
elde edilir.
. ds da dA
I/l g:Vl “r‘g‘i‘sz +ﬂ(—k11/l +k2V3)
=(1-4k)V, +%V2 + Ak, V,
drr.
<K*,V2>:0:ﬁ=0=ﬂ:sabit
ds

dir. Buradan,
B(s)=a(s)+cl,(s)

c¢’nin her bir degeri i¢in bir B egrisi vardir.
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Ornek 4.1.3. E’ de 3. smiftan diferensiyellenebilen bir regiiler egri ¢ ve ¢ ‘nin

k, egriligi sifirdan farkli olsun. @ egrisi bir dairesel helistir <> @ egrisi birden

fazla Bertrand ciftine dahildir.

Coziim: a(s) = \/—( cOs §,—sin s, s)

(sins,—coss,1)

a'(s)= \/E

= HOCV(S)” =1 olup @ nin yay parametresi s dir. Dolayisiyla

(coss,—sins,0)

a'(s)= \/_
= V,(s) =(coss,sins,0)

2

dir. Buna gore, ¢ ‘nin Bertrand ¢ifti olarak karsilig A= E i¢in ,

B(s) = ( coss,—sins,s)+ coss,sin s,0)

=

%l

= L(cos s,sin s, s)
V2

dir. Diger taraftan,

o(s) = %(cos s,8in s, 2s)
egrisi icin,

0 (s)= g(—sin 5,c085,2)
oldugundan

o ] = 2245 = sab

ve dolayisiyla

o (s)= %(—cos s,—sins,0)
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= V,(s) =—(coss,sins,0)
dir. Buna gore ¢ ;

B(s) = Tz(cos s,sins,2s)+ L(cos s,sin s,0)

22

= L(coss,sin 5,5)

V2

olup, B egrisi hem ¢ hem de © ’nin Bertrand ciftine dahildir.



5. BOLUM
OFFSET EGRILERI ve YUZEYLER

Egrileri ve yiizeyleri temsil etmek i¢in iki yol vardir. Bunlar parametrik ve implicit
gosterimlerdir. Parametrik gosterimler pratikte implicit gosterimden daha ¢ok

tercih edilir. Ciinkii egrilerin ve ylizeylerin ¢iziminde daha etkilidir [11].

Egri ve ylizeyler boyunca offset egrileri ve yiizeyler; geometrik modellerin

meydana ¢ikmasi gibi genis bir uygulama alanina sahiptir [12].

Bu boliimde offset egrileri ve ylizeylerinin 6zelliklerini arastiracagiz.

5.1. Diizlem Egrilerinin Offsetleri
C(Oy=(x(, (), tel

bir parametre ile parametrelendirilen bir diizlem egrisi olsun. Burada I, [0,1]
araligidir. Kabul edelim ki C egrisi regililer bir egri olsun. Regiiler teriminin

anlami C’nin birinci mertebeden tiirevi,
C'()=(x .y ®)

asla sifir degildir.
C)#0, Viel i,

C regiller egri oldugundan her zaman, V?/€l i¢in egrinin N(t) normal

vektoriinii (¢ 0) nonzero alarak tanimlayabiliriz.

C(1) =(x(0), (1))

regiiler diizlemsel egri i¢in birim normal vektor,
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(—y').x©)
JeY + (0

N(t) =

(5.1.1)

seklinde tanimlanir ve agik olarak,
C'(t),N'(t):O, Viel icin
dir [13].

Tamm 5.1.1 (Offset Egrisi). C(t) bir t parametresi ile parametrelendirilmis
regiiler diizlemsel egri ve “r” de pozitif bir sabit olsun. r offset yaricap1 ile C(t)

icin Cy(t) offset egrisi
Ct)=C@)+r.N()

seklinde tanimhi bir diizlemsel egridir. Offset egrilerinin bu tanimi N normal
vektoriinlin yonlendirmesine gore bir yanl offseti verir, diger yanl offset r ile —r
degisimi ile elde edilir. Diferensiyel geometride offset egrileri paralel egriler
olarak bilinir ve offsetler Betrand egrilerinin 6zel bir durumu olarak 1850 de

Betrand tarafindan ¢alismaya baslanildi [14].

Offset egrileri, ayn1 zamanda egrilerin bir ailesinin Ortiisii olarak tanimlanabilir.

Bunu yapmak i¢in,
F(t,x,y): IRXIR*> — IR

bir fonksiyon olsun ve F*i €l ile parametrelendirilen (x,y) deki

fonksiyonlarin bir ailesi olarak diisiinebilir. Kabul edelim ki V¢ €/ igin,
F(x,y)=F(tx,)

OFt

fonksiyonunun regiiler degeri “0” olsun. Yani £ (x "y ) =0 olmasi demek ox

OFt
E kismi tiirevlerinin her ikisi birden sifir degildir anlamindadir. Bu kabul ile

OFt OFt

“0” ayn1 zamanda F’nin regiiler degeridir. Ciinkii, su gercek ki, e oy nin
bazilart sifirdan farklidir.

Tamm 5.1.2 (Envelope = Ortii). F ailesinin ortiisii,
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) oF
D:{(xay)E[R |F(taan/):E(faxay):O,fEI}

oF
cimlesidir [15]. (x,y)eD ve F(t,x,y)= E(I,X,y) =0 alindig1 zaman t
parametresi (x,y) ye karsilik geliyordur denir.

Boylece ‘v’(x,y ) €D j¢in 3t elemant vardir ki (x,y) ye karsilik gelen C(t)’nin

offset egrisi olmasi durumunda,
F(t,x)= (x — C(t))-(x— C(t)) — 7
(5.1.2)

ile cemberlerin ailesi tanimlanabilir.
Burada™" skaler carpim, r offset yaricapi ve X =(x,») € IR’ dir.

Boylece V! igin F ~(0) bir dairedir. “0” Ft nin regiiler degeridir.

Gosterilir ki (5.1.2) deki F in ortiisii C i¢in bir offset egridir, C ye gore F in

tiirevleri hesaplanirsa,

oF .
P —2C(1)-(x-C(1))

drr.

Bir ortii olmasi i¢in 88_F =0 olmali ve baz1 4 = A(?) skalar fonksiyonu i¢in
4

x—C(t) = AN(1)

esitligi elde edilir. F=0 degeri (5.1.2) denkleminde yerine konursa, 4 =¥ ve

sonug olarak,
x=C@)Fr.N(t)

elde edilir. Boylece r yaricapli ¢cemberlerin F ailesinin Ortiisi offset egriler icin
istenilendir. Pratikte bir C(t) egrisi genellikle polinom veya rotational
fonksiyonlar1 tarafindan parametrelendirilir[11]. Fakat C nin offset egrileri N(t),
(5.1.1) deki kokli  terimden dolayr rotational fonksiyonlar1 ile

parametrelendirilemez. Bununla birlikte hiz;
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lco]=|(x©) +(y o)

bir polynomol ile ifade edilebilen egrilerin bir ¢esidi vardir ve onlar “pythogoreon
hodogroph egriler” olarak adlandirilir [16]. Bdoylesi egriler i¢in offset egriler

donme parametreleri ile temsil edildi.

Diger yandan 6nemli bir sonu¢ vardir ki donme parametreli egri i¢in herhangi

offsetler cebirsel egrilerdir. Eger,
C@)=C(t)Fr.N(t)
ile birlikte i¢ ve dis offsetler géz Oniine alinirsa onlar implicit formdadir. Bu sonug
F= o =0
ot

denkleminde t parametre degiskeni elimine edilerek bulundu.

5.2. Offset Egrilerinin Analitik Ozellikleri

Bu kisimda diizlem egrileri i¢in offset egrilerinin analitik 6zellikleri

arastirilacaktir.

C(t), t keyfi parametresi ile parametrelendirilmis regiiler bir egri ve s de C(t)’nin

t, ‘dan t’ye
=] le]-a

yay uzunlugu olsun. Burada norm
SN ,
lco| =co-co

i¢ carpimi ile tanimlidir.

Kabul edilebilir ki C egrisi genelligi bozmaksizin s yay uzunlugu ile
parametrelendirilmistir. Bu durumda,

dC(s)

t(s)=C'(s) = s
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birim vektordiir ve C(s) in birim tanjant vektorii olarak adlandirilir. Regiiler egriler

incelendiginden her zaman C(s) i¢in birim tanjant vektorii vardir. ||f(5)||=1

gerceginden
fl(S)'f(S)ZO, Vs icin
(5.2.1)
s e gore her iki yandan diferensiyellenebilir olan (5.2.1) esitligi elde edilir.
Eger N birim vektorii ile ¢ niin yonii gosterilirse, K(s) skaler fonksiyonu igin

t(s)=K(s).N(s)
(5.2.2)

esitliligi elde edilir.
(5.2.2) de tanimlanan N birim vektorii C i¢in normal vektordiir ve s de K skaler

fonksiyonunun degeri C(s) nin egriligi olarak adlandirilir.

(5.2.2) denkleminde C' =K.N olarak yeniden yazilabilir ve N ile her iki yan i¢

carpima tabii tutulursa;

K=C'N
(5.2.3)

elde edilir. Bu su anlama gelir, egriligin degeri C' niin C iizerine izdiisiimiiniin

uzunluguna esittir.
Esitligin 1/K(s) tersi C(s)’nin egriliginin yaricap1 olarak adlandirilir.
N(s) birim vektor oldugundan[N()]| =1 dir ve
N(s)-N'(s)=0
dir. Boylece bazi a(s) fonksiyonlar1 igin
N (s) = a(s).4(s)

dir. a(s) i hesaplamak i¢in (5.2.1) de t.n=0 oldugundan t(s) ile her iki yanin i¢

carpimi alinarak,

a(s)=t(s).N (s)



38

=—1(5).N(s)
=K (s)
elde edilir. Boylece;

N'(s)=—K(5)-t(s)
(5.2.4)

dir. Ci(s), r offset yarigap1 ile C(s) i¢in bir offset egrisi olsun.
C.(s)=C(s)+r.N(s)

dir. Burada s, C’nin yay uzunlugudur.

C;’nin singiiler noktasi, burada C; i¢in tanjant vektorii tanimlanamaz ve bdylece
C.(s)=0

dir. (5.2.2) ve (5.2.4) deki bagintilar kullanilarak s’e gore C; (s) nin tiirevi,
C.(s)=(1-r.K(s)).C'(s)

C ' (s) asla sifir olmadigindan (regiiler) singiiler nokta so dir [17].



6. BOLUM
TAM OFFSET EGRILERIi

Bu boliimde, parametri ve tam yiizeysel egriler i¢in cebirsel formiille sinirlanan

tam, sabit ve degisken yaricapli egriler elde edilecektir.

6.1. Sabit Yaricaph Offset Egrileri

C(t):(x(t),y(t)) bir parametrik egrisi i¢in P=C(t):(x(t),y(t)) noktasinda

egrinin V() = Nc(t) = Np birim normal vektérii;

(Y.~ )

N, =Np = ' '
VX @)+ (1)

seklindedir. Bir r yarigapina gore C(1) *nin

C.()=(x,(),,(®)
Offset egrisi;
C,(t)=(x.(1),»,()

=C(t)+rN(t)

y(@)+

9 r | |
JX O+ (1) JxX @ +y (1)

_ [x(mr y(® —x (1) J

olarak verilir. Boylece;

(x, ()= x(1),y,() = (1)) = [r y () e a0) J

9 r | |
JX@ +y (0} Jx @ +y @)
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veE

03O~ x(0) 4 O (3, - y(0) = 22O v OO __,
JX@ 4507 Y@ +y @)

elde edilir.

C. (1) offset egrisi (6.1.1) ve (6.1.2) denklemlerini saglar.

X (O)(x, ()= x(@)+y Oy, ()= y(1)) =0 (6.1.1)
(x, ()= x()* +(y, ()= y(1)* =1’ (6.1.2)
Burada;

yor . (Xo)

(D=0 + Oy 0) = e T Ty @

= ]/'2
oldugu gosterilir.

(6.1.1) ve (6.1.2) denkleminde X, =*.() ve ¥, = ¥.(8) yazilarak (6.1.3) ve (6.1.4)

denklemleri bulunur. x(t)=t, y(t)=t> olmak iizere;
C@)=(11")

C.(0)=(x,).5,()

=C(t)+rN(t)

dir.

2rt

) =x(t),y, ()= y(t)) =] t ——t,tz—;—tzj
(2, () =x(®), () = ¥(©)) [J“m a2 +1
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_ 2rt —r
Jar +1 4 +1
—_ —

x(O)-x(@)  yr(O)-y()

ise,

X (O).(x,(0)=x(0)) + ¥ (0)-(3,() - ¥(®)) =1'( 427 ]*2”(«/4;:1 ] -

- +1

dir. Boylece (6.1.1) elde edilir.

(x,()—x())" +(y, (O~ y(@)) =7

( 2rt ] +( —r ] _4rzt2+r2
Va2 +1 VAt +1 4r* +1
2

=r

dir. Buradan da (6.1.2) bulunur. Bu esitliklerden

x () (x, ()= x(0))+y () (», @) - y())=0 (6.1.3)
(%) =x(O)) +(3, —y(®) =7 (6.1.4)
elde edilir.

C, (1) offset egrisi icin /7(X>.)=0 tam cebirsel denklemi (6.1.3) ve (6.1.4)

denklemlerinden “t” degiskeni elimine edilerek elde edilir.
x, —t+2ty =2t =0
=x, —t=-2ty, =2
=-21(y, —1*)
bulunur. Bulunan deger (6.1.4) denkleminde yerine yazilirsa;
(2t(y, =) +(y, =) =1’

=47 (y, =) +(y, ') =17
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r

=, —1)=——
VAt +1

elde edilir. x(t) ve y(t) iki koordinat fonksiyonu oldugunda t’nin integral

polinomlaridir.

f(x,y)=0 seklinde tanimlanan bir implicit C egrisi i¢in p=(x,y) non -singiiler

noktasinda egrinin N, birim normal vektori,

o)

P /fx2+fyz

olarak verilir. Bir r yaricapina gore C’nin C; offset egrisi;
Pr = (xr s yr)

=p+rN,

f /,
xX+r '—fxz-i-fyz ,y+r Tcz+fy2

olacak sekilde P =(x,,y,) noktalarinin ciimlesidir. P. =(x,,y,) noktas1 ayni

zamanda (6.1.5), (6.1.6) ve (6.1.7) denklemlerini de saglar.

Jx»)=0 ye p=(xy)eC (6.1.5)
(x, =x)f,(x, )=y, = ») [ (x,) =0 (6.1.6)
(x, = x) +(y, —y)=r’ (6.1.7)

C.(1) offset egrisi igin f.(x,,y,)=0 implicit denklemi yukaridaki (6.1.5) ve

(6.1.7) denklemlerinden x ve y degiskenleri elimine edilerek elde edilir.

f.(x.,y,)=0 cebirsel egrisidir.

6.2. Degisken Yaricaph Offset Egrileri

r(t) bir degisken offset yarigap fonksiyonu igin C(t) egrisi boyunca t’nin bir

fonksiyonu olarak verilen C(t) offset egrisine karsilik gelen egri,
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C.(t)=C@)+r()N()

() —x (1)

=| x(1)+r(t)—= - V(@) +r(t)—= -
X (@) +y (1) X (@) +y (1)

ile verilir. C, (?) offset egrisi (6.2.1) ve (6.2.2) denklemlerini saglar.

X () (x, (1) —x(2)) + y'(t)( ¥, ()= y())=0 (6.2.1)
(x,()—x(0)) +(»,(O~y(t)) =r@t)* (6.2.2)

C, (1) offset egrisi icin, f.(x,y,)=0 implicit cebirsel denklemi (6.2.3) ve (6.2.4)

denklemlerinden t degiskeninin elimine edilmesiyle elde edilir.

X () (%, —x(0)+y @)y, = (1) =0 (6.2.3)
(x, —x(0)) +(, —y(@)) =r() (6.2.4)

(6.2.3) ve (6.2.4) denklemleri (6.2.1) ve (6.2.2) denklemlerinde x,= x.(t) ve y~=
yr(t) yazilarak bulundu.

r(x,y) bir degisken offset yarigap fonksiyonu icin f(x,y)=0 ile tanimlanan C egrisi
boyunca P=(x,y) noktalar1 i¢in tanimlandi [17].

1(x,y) yarigapina gore C’nin C; offset egrisine karsilik gelen,
R = (xr b y;)

=p+r(x,y)N,

/, /,
=| x+r(x,y)——=,y+7r(x,y) ——
[f;Z_i_f‘yZ 'f;c2+fy2

noktas1 ayni zamanda (6.2.5), (6.2.6) ve (6.2.7) denklemlerini de saglar.
J(x,y)=0 ye p=(x,y)eC (6.2.5)
(x, =x)/,(6,3) =y, =) [:(x,y)=0 (6.2.6)

G, =x) +(y, =) =r(x,p)’ (6.2.7)
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C, (1) offset egrisi igin, f.(x,y)=0 implicit cebirsel denklemi (6.2.5) ve (6.2.7)

denklemlerinden x ve y degiskenlerini elimine edilerek elde edildi.

6.3. Offset Egrileri icin Tiirevler

C,(?) sabit yarigapl offset egrisi ayni1 t parametresine baglh C(t) orjinal egrisi ile

ayni1 tanjant yoniine sahiptir. Buradan;
C.()/1C (1) icin YO<t<1 ve buna denk olarak
C.(t) = p(0).C (1)

bazi #(f) reel fonksiyon i¢in () fonksiyonu t de C(t) nin K(*) egriligine
baglidir.

offset egrisi
C.(t) = p(0).C (1)

= (1+r.x(t)).C (t)

ile hesaplanan C (D) tiirevine sahiptir.

ispat: L2 (i (o (07 ) )

di ¥ @ +y ey di

3

=y O(XO +y @) 2=y O(X¥ @O +y @) > (xx +»y)

YOEO Y @O) YO Ox O+ 0y 0)
(XY@ +y @) (XY@ +y @)

YOO 0-y 0x'0)
(Y@ +y @)
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veE

d —x'(£) dl . 5
— =—| —x(@)(x (¢ 1) ?
m(Jxaf+y%0{] ﬁ( OO ) J

3

=X (O(X O +¥ @) 2+ X O(x O +¥ ) ) > (xx +y)

X (O(X @ +y @)+ x O (x Ox' O+ )y (©))
(XY@ +y ')

NOIGESIGING)
(XY@’ +y @)

=y'(t).(

dir. Buradan,

N() = y(0),~x (1)
JX (0 + 5 ()

! dl y(@),-x )
N'()=—
© df(Jx'(r)%y'(t)zJ

_XOYO-yOX @) () )

(X@r+ye)y T

K (1)
= N (1) =x(t).C (¢)
bulunur. Béylece,
C'(t)=C(t)+rN(t)
=C () +rx(t).C ()

= C'(0).(1+rK(2))
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sartlar1 saglanir. Bu da ispati tamamlar.

Simdi C(t) degisken yaricapli offset egrisini goz oniline alalim. Bununla birlikte bu
durumda C,(f) tam degisken yaricapl offset egrisi t de C(t) orjinal egrisi ile ayn1

tanjant yoniine sahip olmayabilir [18].

Lemma 6.3.2. 1(t) degisken offset yarigcap fonksiyonuna gore C(t) parametrik
egrisi igin C, () degisken yarigapli offset egrisi olmak iizere C, (?) nin tiirevi olan

C.(6)

C.(t) = 1+ 7(O)x(t).C' () + 7 (E)N(?)

=().C()+7r ()N(1)
o) 0|
_co. X (1) +y (1)
md0) o)
X (@ +y @) |

ile hesaplanir.

Ispat: C.(t))=C(@t)+r()N(t)

Offset egrisinin tiirevi alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,
C.()=C@)+r ()N@)+r)N (?)

=C'(O)+r OON@)+r{)x(t).C (1)

= {1 + (1) K(t)} C () +7(t).N(1)
NG ik

(1)

=().C () +7 (t).N(t)
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:d®m@+@ﬁrﬂﬁj r &) ]

TRty @

(10 N (I | '
=cm(01}mw%xmya»& Oj 7 @)

x(@)+y (1)’
. ()
—C(0) (‘0 ® J+ c() O 4y 0
Lo p@ ' 7 (£) 0
VX @) +y (1)
o(t) md0)
¢ V@ +y @

r (1)

t
NX O+ (@) oo

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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