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OFFSET EĞRİLERİ ve YÜZEYLER
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Tez Danışmanı : Yrd. Doç. Dr. Nural YÜKSEL

ÖZET

Bu çalışma 6 bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölümde, tezin içeriği ile ilgili giriş yapıldı. 

İkinci bölümde, eğriler hakkında temel tanımlar ve teoremler verildi.

Üçüncü bölümde, eğrilikler hakkında tanımlar ve teoremler ifade ve ispat edildi.

Dördüncü bölümde, Bertrand Eğrileri hakkında temel tanımlar ve teoremler ifade 
ve ispat edildi.

Beşinci bölümde, offset eğrileri ve yüzeyler hakkında tanımlar, teoremler ifade ve 
ispat edildi.

Altıncı bölümde ise, genel olarak tam offset eğrileri, değişken yarı çaplı offset 
eğrileri ve sabit yarı çaplı offset eğrileri ifade edildi. Ayrıca, gerekli teoremler 
ispatlandı. 

Anahtar Kelimeler: Eğri, Eğrilik, Frenet Vektörleri, Bertrand Eğrileri, Offset 
Eğrileri
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OFFSET CURVES AND SURFACES

Zeynep CESUR

Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences 
M. Sc. Thesis, July 2008

Thesis Supervisor: Assist. Prof. Nural YÜKSEL

ABSTRACT

This study has six chapter.

In the first chapter, the introduction about content of the thesis is made.

In the second chapter, it is given the bacis definitions and theorems about curves.

In the third chapter, it is expressed and proved about the definitions and theorems 
of curvatures.

In the fourth chapter, it is given the basic definitions and theorems about Bertrand 
Curves.

In the fifth chapter, it is expressed and proved about the definitions and theorems 
of Offset Curves and surfaces.

In the sixth chapter, it is generally expressed the Exact Offset Curves, Constant 
Radius Offset Curves and Variable Radius Offset Curves. Also, it is made 
generatizations and the required theorems are proved.

Keywords: Curve, Bertrand Curves, Offset Curves, Curvature, Frenet Vectors
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SİMGELER LİSTESİ

IR :    Reel sayılar cümlesi                                 

nE :   Öklid uzayı                     

D :     Kovaryant türev operatörü

ik ( )s :    i-inci eğrilik fonksiyonu                       

C(t) :    Regüler düzlemsel eğri

N(t) :     Birim normal vektör 

Cr(t) :     Offset eğrisi

Λ :     Vektörel çarpım



1. BÖLÜM

GİRİŞ

Bu çalışmada, Offset Eğrileri ve Tam Offset Eğrileri hakkında temel kavramlar ve                                             

teoremler verildi.

Diferensiyel geometride önemli bir yeri olan Bertrand Eğrileri incelendi. Ayrıca 

diferensiyel geometrinin bir çok konularında temel teşkil eden Eğrilikler, iki ve n-

boyutlu uzayda ifade ve ispat edilerek, Serret Frenet Vektörleri,  Bertrand Eğrileri 

ve Offset Eğrileri tanımlanarak, aralarındaki ilişkiler incelendi. 
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2. BÖLÜM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanım 2.1.1 ( Eğri ). IRI  bir aralık olmak üzere,

: n   

      1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))nt t t t t    

şeklinde tanımlı fonksiyon diferensiyellenebilirse ( )  ’ya n ’de   , koordinat 

komşuluğu ile tanımlanmış bir eğri adı verilir. 

                                                                                                 

                                                                                                 
n

                  

            

                                                         Şekil 2.1.1 Eğri

                                                                                                     

Tanım 2.1.2 ( Parametre Değişimi ). n de M eğrisi  , ve (J, B) koordinat 

fonksiyonları ile tanımlanmış olsun. 

                                    
                                 ( )t
                                    
     
       

         ( ) 
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         1 :h J   

         ( )s h s t 

şeklinde tanımlı diferensiyellenebilir fonksiyona parametre değişim fonksiyonu 

denir [1].

                                                      

    ( )t B s                       

                           a

                                                              

         

1h                       

       

                  Şekil 2.1.2. Parametre değişimi

                                                                    

                                                                          

1

1

h

h

h

 
 

 
















                                                                                          

Buradan; 

    ( ) ( )s h s  

 ( )h s

h
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 t

        1t h t   

   1h t 

( )s

olur.

Tanım 2.1.3 ( Bir Eğrinin Hız Vektörü).

: n   

                  1 2( ) ( ), ( ),..., ( )nt t t t t    

eğrisi için; 

' ( )
d

t
dt

 

         
1 ,..., nd d

dt dt

    
 

olmak üzere  '( ), ( )t t  ikilisine  eğrisinin ( )t noktasındaki tanjant vektörü 

veya 
' ( )t ye  hız vektörü  adı verilir.  1 2, ,..., nx x x x de eğrinin ( )t

noktasındaki vektörel ve parametrik denkleminden,

                       

                                                                   Şekil 2.1.3. Hız Vektörü

              )()( ' ttOOx  
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dt

d
tOOx

  )(

               
dt

d
tx

  )(

elde edilir.

Tanım 2.1.4 (Skaler Hız ve Skaler Hız Fonksiyonu). n ’de  eğrisi parametrik 

olarak,

: n   

       1( ) ( ),..., ( )nt t t t   

şeklinde tanımlansın.









dt

d

dt

d
t n

 ,...,)( 1'

dt

d
t

 )('

2n

i ı

d i

dt




   
 



olmak üzere,

IRIt :)('

   )(' tt 
2

1

n

i

d i

dt




   
 



şeklinde tanımlı fonksiyona skaler hız fonksiyonu ve  0t t

 
2

'
0

n

t
i ı

d i
t IR

dt




   
 



reel sayısına da skaler hız adı verilir [1].
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Teorem 2.1.1. En de M eğrisi (I,α) ve (J,  ) koordinat komşulukları ile verilsin. 

Bu durumda

h= 
1 :o J   

parametre değişim fonksiyonu olmak üzere,

     
' '( ) ( ( ))

dh
s h s

ds
  ' ( )

dh
t

ds


dir.

İspat: Parametre değişim fonksiyonunun tanımı gereği Şekil 2.1.2 den,

( ) ( )( )s oh s 

         ( ( ))h s

olduğu biliniyor. Bu eşitliğin her iki tarafının s e göre türevi alınırsa;

' ( )
d

s
ds

 

         '( ( )).
dh

h s
ds



         
' ( )

dh
t

ds


bulunur. Bu da ispatı tamamlar.

Tanım 2.1.5 (Yay Uzunluğu).

: n   

      1( ) ( ),..., ( )nt t t t   

eğrisi verilmiş olsun. 1 2,t t  olmak üzere, 

 
2

1

' .
t

t

s t dt 

reel sayısına  eğrisinin 1( )t ve 2( )t noktaları arasındaki yay uzunluğu denir.

Tanım 2.1.6 (Birim Hızlı Eğri).

: n   
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                 1( ) ( ),..., ( )ns s s s   

eğrisi verilsin.

 ' 1
d

s
ds

  

ise eğriye birim hızlı eğri s parametresine de yay parametresi adı verilir [2]. 

Tanım 2.1.7 (Regüler Eğri).

: n   

      1( ) ( ),..., ( )nt t t t   

eğrisi için; 

 ' 0
d

t
dt

  

ise eğriye Regüler Eğri denir.

2.2 Serret - Frenet Vektörleri. 

n de M eğrisi  , koordinat komşuluğu ile tanımlansın. Bu eğrinin hız 

vektörü; 

' ( ) 1
( ) 0

( )
,...,t n

t
t

dd

dt dt








   
 

( )

n
i

t
i ı i

d

dt x 









şeklindedir.

' : ( )M
m M

M m


 

  '
( )' ( ) t mm m t    

' ( )t t
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' n(m) (E )    nE ’de kovaryant türev operatörü D olmak üzere 
' d

D
dt

 

operatörü göz önüne alınırsa,

' 1 2( ) , ,..., nd d d
t

dt dt dt

      
 

'

'
' ''( )

d
D t

dt

  

22 2
1 2

2 2 2
, ,..., ndd d

dt dt dt

  
  
 

 " " ''
1 ( ),..., ( ) ( )nt t t  

  '

''
'' d

D
dt

 

33 3
1 2

3 3 3
, ,..., ndd d

dt dt dt

  
  
 

 "' "' '''
1 ( ),..., ( ) ( )nt t t  

                     

 
 

'

1
1

n
n d

D
dt




             

             1 2, ,...,
nn n

n
n n n

dd d

dt dt dt

  
  
 

     ( )n t

elde edilir. Böylece; 

  ' ''( ), ( ),..., ( )nS t t t  

cümlesi bulunur. Bu S cümlesinde de lineer bağımsız vektörlerin maksimum sayısı 

r olmak üzere, 

  ' ' ''( ), ( ),..., ( )rS t t t  
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lineer bağımsız sistemi göz önüne alınsın. Bu sisteme Gramm-Schmidth 

ortogonolleştirme ve ortonormalleştirme metodu uygulanacak olursa; 

'
1 ( )t 

''
'' 1

2 1
1 1

( ),
( )

t
t

   
   

   

    

 
 1

1

,
( )

rr
r k

r k
k k k

t






  
   

   

şeklinde tanımlanan  1 2, ,..., r   ortogonal sistemi elde edilir. Ortogonal sistemi

normlamak sureti ile;

1
1

1

V



 , 

2
2

2

V



 , …,

r
r

r

V





şeklinde tanımlı  1 2( ), ( ),..., ( )rV t V t V t ortonormal sistemi bulunur  [3].

Burada 

1 ,
,

0 ,i j ij

i j
V V

i j


  
       

dir.

Tanım 2.2.1 (Frenet Vektörleri). n de M eğrisi  , koordinat komşuluğu ile 

verilsin.

  ' ' ''( ), ( ),..., ( )rS t t t  

lineer bağımsız sisteminde elde edilen  1 2( ), ( ),..., ( )rV t V t V t sistemine Servet-

Frenet r ayaklısı veya r ayaklı alanı adı verilir. Buradaki her bir ( )iV t , 1 i r 

vektörlerine Frenet Vektörleri adı verilir.     
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                                                      Şekil 2.2.1. Frenet Vektörleri

Örnek 2.2.1.  0 2t t      olmak üzere;

3:   

2

( ) cos ,sin ,
2

t
t t t t

 
   

 

şeklinde tanımlı eğrinin t=0 ve t 0 noktalarında Frenet r ayaklılarını bulunuz.

Çözüm:  ' ( ) sin ,cos ,t t t t  

 '' ( ) cos , sin ,1t t t   

 ''' ( ) sin , cos ,0t t t  

t 0 ise  ' '' '''( ), ( ), ( )t t t   sistemi birbiri ile lineer bağımsızdır. Bunlarda birbiri 

ile lineer bağımsız olduğundan Frenet 3-ayaklısı bulunur.

t=0 ise;

 ' (0) 0,1,0 

 '' (0) 1,0,1  

 ''' (0) 0, 1,0  

olup   ' "(0), (0)  lineer bağımsızdır. Dolayısıyla Frenet 2- ayaklısı hesaplanır. 
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'
1 (0) 

''
'' 1

2 1
1 1

(0),
(0)

   
   

   

 2 1,0,1  

            
1

1
1

V



    0,1,0

           
2

2
2

V



   

1 1
,0,

2 2

   
 

Buradan     1 1
0,1,0 , ,0,

2 2

  
  

  
Frenet 2-ayaklısı bulunur.

Tanım 2.2.2 (n=3 Özel Hali).  3 de M eğrisi  , koordinat komşuluğu ile

3:   

       1 2 3( ) ( ), ( ), ( )t t t t t    

şeklinde tanımlansın.

   
'

1 ( )t 

olmak üzere,

1( ) ( )V t t  1

1






'

'

( )

( )

t

t






                    

vektörüne eğrinin birim teğet vektör alanı adı verilir. Eğer,

3:   

 1 2 3( ) ( ), ( ), ( )S s s s s    

şeklinde yay parametresi ile verilmiş ise  
' ( ) 1s  olacağından;

    '
1 ( )V s s s  
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'' '
'' '

2 ' '

( ), ( )
( ) ( )

( ) ( )

s s
s s

s s

  
 

 
   

  
                                                                                                                 

olup,                                                                                                                                     

' ' '( ) 1 ( ) ( )s s s        

dir. Her iki tarafın s e göre türevi alınırsa; 

'' ' ' ''( ) ( ) ( ), ( )s s s s         

'' '( ) ( )s s    

''
2 ( )s 

bulunur.

   2V s s 

          
2

2






''

''

( )

( )

s

s






olup, buna da eğrinin birim normal vektör alanı adı verilir. Böylece, 

   3V s B s

             1 2V s V s 

                         T s s  

             
 

''
'

''

s
s

s





 

          
   

 

' ''

''

s s

s

 





elde edilir. Buna da eğrinin binormal vektör alanı denir.

Burada,

1 2 3V V V 

2 3 1V V V 
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2 1 1V V V                                                                                                                       

dir. Ayrıca,                                                                                                                                                          

                       

                                  Şekil 2.2.2 Frenet 3- ayaklısı

                     

, , , 1T T B B N N        

, ,T N B N B T B T N       

0, 0, 0T T N N B B       

şeklindedir [4].

3: E  

     ( )s s

    '
1 ( )s V s s  

 
 

''

2 ''
( ) ( )

s
N s V s

s




 

 
 

' ''

3 ''

( )
( ) ( )

s s
B s V s

s

 



 

dir.                                                                                                                                                               

Teorem 2.2.1. 3 ’de M eğrisi  , koordinat komşuluğu ile verilsin. t keyfi bir 

parametre olmak üzere;

3:   
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 1 2 3( ) ( ), ( ), ( )t t t t t    

şeklinde tanımlansın. Bu durumda  ( ), ( ), ( )T t N t B t Frenet 3-ayaklısı; 

 
 

'

'
( )

t
T t

t






( ) ( ) ( )N t B t T t 

   
   

' ''

' ''
( )

t t
B t

t t

 
 






dır [4]. 
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3. BÖLÜM

EĞRİLİKLER

Tanım 3.1.1 (i-inci Eğrilik).  n de M eğrisi s yay parametresi ile

: n   

     1 2( ) ( ), ( ),...., ( )ns s s s s    

şeklinde verilsin.     eğrisinin  (s)  noktasındaki  Frenet r ayaklısı 

 1 2( ), ( ),..., ( )rV s V s V s olmak üzere, 

:ik IR 

                  1( ) ( ), ( )i i is k s V s V s i r   

şeklinde tanımlı fonksiyona i-inci eğrilik fonksiyonu s için ( ) IRik s 

sayısında i-inci eğrilik adı verilir. Buna göre; 

i=1 için
'

1 1 2( ) ( ), ( )k s V s V s 

i=2 için 
'

2 2 3( ) ( ), ( )k s V s V s 



i=r-1 için 
'

1 1( ) ( ), ( )r r rk s V s V s  

dır [5].

Tanım 3.1.2 (İnvolüt ve Evolüt). M, N n  eğrileri sırası ile   ve  

koordinat komşulukları ile verilmiş olsun. ( )s ve ( )s noktalarında Frenet r-

ayaklıları; 
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 1 2( ), ( ),..., ( )rV s V s V s 

 1 2( ), ( ),..., ( )rV s V s V s   

ile gösterilsin. Eğer; 1 1( ), ( )V s V s   ise N’ye M’nin involütü, M’ye de N’nin 

evolütü denir [6]. 

Teorem 3.1.1. M, N n  eğrileri   ve   koordinat komşuluğu ile 

verilsin. Eğer N  M’nin bir involütü ise,

 ( ) ( ) | |,d s s c s c IR     

dir. 

İspat:

Şekil 3.1.1’den,

   s s  


     1s s V s   

O

N

1V 2V 

2V

( )s

( )s

1V 

M

Şekil 3.1.1. Eğrilerin İnvolüt ve Evolütleri
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yazılır. 

   ' '
1( )

d
s V s

d s

   

     '
1 1 1 1 2V s V s V s k V    

     '
1 1 1 21V s V s k V    

bulunur. Buradan,

   
'

1 1 1 1 1 2 1

0

( ), ( ) 1 , ,V s V s V V k V V 



       


' 1  

1
d

ds


  

d ds  

elde edilir. Her iki taraftın integrali alınırsa,

c s  

bulunur. Buna göre; 

        , ,d s s s s   


                 s s  

  1V

  1

1

.c s V 

  c s 

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

Teorem 3.1.2. M,N n eğrilikleri birbirinin invalütü olan eğriler olsunlar. M nin 

 s noktasında Frenet r-ayaklısı  1 2( ), ( ),..., ( )rV s V s V s ile N nin  s
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noktasındaki Frenet r-ayaklısı  1 2( ), ( ),..., ( )rV s V s V s  
ile gösterilsin. M’nin 

eğrilikleri  ik s , 1 i r  ve N’nin eğrilikleri  *
ik s 1 i r  olmak üzere, 

 
2 2

2 1 2
1 2 2

1

( ) ( )

( ) ( )

k s k s
k s

k s c s
 




dır [7].

İspat: Teorem 3.1.1 gereğince 

     1s s V s   

           1( ) ( )s c s V s      (3.1.2) 

olduğu biliniyor. M nin yay parametresi s ve N nin yay parametresi s  olmak 

üzere (3.1.2) eşitliğinin her iki tarafının s yay parametresine göre türevi 

alınacak olursa, 

   ' '
1 1( ) ( ).

d ds
s V s c s V s

ds ds

 


     

1 2( ).
d ds

c s k V
ds ds

 

   

 1 1 2( ).
ds

V s c s k V
ds


                                                                                   

bulunur. 1V 
ile 2V lineer bağımlı olduğundan 1 21.V V    olup,

 2 1 2( ).
ds

V s c s k V
ds



  

1( ).
ds

c s k
ds



  

elde edilir. Burada 1 2( ) ( )V s V s  ifadesinin her iki tarafının s yay parametresine 

göre türevi alınırsa;

             '1
2

dV ds
V s

ds ds

 

  

                             1 1 2 3k V k V  
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            1 1 1 2 3

ds
V s k V k V

ds


    

   1 2 1 1 2 3

ds
k s V s k V k V

ds


     

                    
 

 
1 1 2 3

1

2

k V k V
k s

ds
V s

ds






 




                                
1 1 2 3

2 1( )

k V k V

V s c s k

 


 

dır. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa,

                        
 

2 2
2 1 2

1 22
1( )

k s k s
k s

c s k s
 


 

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.



20

4. BÖLÜM 

BERTRAND EĞRİ ÇİFTİ

Tanım 4.1.1 (Bertrand eğri çifti). Birim hızlı 

3: IRI 

eğrisi ile aynı aralıkta tanımlı 

3* : IRI 

eğrisi verilsin. Her bir s için ( )s 
noktası ile ( )s noktasını birleştiren doğru, 

  eğrisinin ( )s 
noktasındaki birinci normalini ve  ’nın ( )s noktasındaki 

birinci normalini kapsıyorsa,   eğrisi  eğrisiyle Bertrand eğri çifti oluşturuyor 

denir. Kısaca karşılıklı noktalarında aynı asal normale sahip olan eğri çiftlerine 

Bertrand eğrileri adı verilir. [8].

 s

 s



 

 s
 s 

 s

Şekil-4.1.1. Bertrand Eğrileri

B(s)

B*(s)

N(s)
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Teorem 4.1.1.   eğrisi  eğrisiyle Bertrand eğri çifti oluşturuyorsa, k sabit bir 

sayı olmak üzere,   eğrisi

                                       kN  *

(4.1.1)

şeklindedir.

İspat: 3: IRI  eğrisi birim hızlı bir eğri olsun. Bertrand eğri çifti tanımına 

göre   eğrisi,

       .s s s N s    

şeklinde verilebilir. 

 ' ' ' 'N N      

         )('' BTN  

ve buradan,

BNT   ''* )1()(

bulunur.    '
s 

vektörü  s vektörüne paralel olduğundan; 

     '
s N s  

dir.  N s
vektörü  N s vektörüne paralel olduğundan,

     '
s N s  

olur. O halde,

 '
    

dır. Burada  '
 

yerine yukarıda bulunan eşiti yazılarak, 0'  elde edilir. Buna 

göre 

IRI 

fonksiyonu sabittir. k    denirse buradan (4.1.1) eşitliği elde edilir. 
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Sonuç 4.1.1.   eğrisi  eğrisiyle Bertrand eğri çifti oluşturuyorsa,

BkTk   )1()( '
(4.1.2)

dır [9].

İspat: 3: IRI  eğrisi birim hızlı bir eğri olmak üzere,   eğrisi  eğrisiyle 

Bertrand eğri çifti oluşturuyorsa, (4.1.1) eşitliğine göre

kN   

şeklindedir. Buradan,

 ' ' 'kN   

                     )( BTkT  

                    BkTk   )1(

elde edilir.

Teorem 4.1.2. Bertrand eğri çiftlerinin karşlıklı noktalardaki teğet vektörleri 

arasındaki açının ölçüsü sabittir.

İspat:      
' 0       olduğu gösterilirse ispat yapılmış olur. 

           '*'*'* ,,)(, TTTTTT

 NTTNV  ,, ****

 NTTNV ,, **** 

dır. )(//)(* sNsN ve    s s   olduğundan 
     dır.     ve 

*// NN olduğundan, ,     dır. Demek ki 
'      dır.

Teorem 4.1.3 3: IRI  birim hızlı bir eğri olmak üzere, 3* : IRI  eğrisi 

 eğrisi ile Bertrand eğri çifti oluştursun.   eğrisinin eğrilik ve burulma 

fonksiyonları * ve  olduğuna göre,

                            
)1(

sin 2
*




kk

k




 (4.1.3)
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     


 2
2

* sin
1

k
 (4.1.4)

olduğunu gösteriniz. Burada  TT ,cos * dır [10].

İspat: (4.1.3) ve (4.1.4) eşitliklerinin birincisine göre, 

 
 

'

'









 

olduğundan,  '
v     dır.    cos sin      eşitliğinden yararlanarak,

     '
cos sinv v       

bulunur. (4.1.2) eşitliğine göre, 

BkTk   )1()( '*

olduğundan,

yazılır.

3* : IRI 

eğrisinin yay uzunluluğu fonksiyonunu f 
ile gösterilsin ve   1

f h
  olsun 

 f s t  ise  h t s  olur.  f J   olmak üzere; 

3** : IRJhoa 

eğrisi birim hızlı bir eğri olur.  kN      eşitliğinin her iki yanının h

fonksiyonu ile bileşkesi alınarak,

).( **** hoNkhoho  

(4.1.5)
           ))(1(cos)(* sks  

   sinv s k s   
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ve buradan,

)( **** hoNhoho  

elde edilir.    olduğundan, bu eşitlik, 

)( ***** hoNkhoho 

biçiminde yazılabilir. Demek ki, 

            3* : IRJho 

eğrisi birim hızlı,

3** : IRJhoa 

eğrisi ile Bertrand çifti oluşturur [11].

    1
o h o h 

   

ve   birim hızlı bir eğri olduğundan o h  eğrisinin yay uzunluğu fonksiyonu h

dır.  f s t  olsun

     '
f s s 

)(* sv

       ' '
h t o h t  

    t

)()(

1
)()(

'*
'*

sf
th 

 
1

v s

olduğundan    
1

v t
v s olur. Başka bir anlatımla, 

   .v t v s 

dir. Şimdi,
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3* : IRJho 

eğrisinin, birim hızlı

3** : IRJhoa 

eğrisi ile Bertrand çifti oluşturduğu göz önüne alınarak (4.1.5) eşitlikleri yazılsın. 

Bu  eşitliklerde, k yerine –k,  yerine  gelecektir. Böylece, 

                       )(1cos)(
'* ttv  

           )(sin)(
'* tktv  

elde edilir. Burada )(
'* t ve )(

'* t ile o h   birim hızlı eğrisinin eğrilik ve 

burulması gösterildi. )()( *'* st   ve )()( *'* st   olduğundan, 

)(1cos)( * skt                                                                                                                                

)(sin)( * skt  

olur. (4.1.5) ve (4.1.6) eşitliklerinin birincileri taraf tarafa çarpılarak,

)1)(1(cos *2  kk  (4.1.7)               

bulunur. Buradan (4.1.3) eşitliği elde edilir.

(4.1.5) ve (4.1.6) eşitliklerinin ikinci tarafları taraf tarafa çarpılarak, 

             
*22sin  k                          (4.1.8) 

bulunur. Buradan (4.1.4)  eşitliği elde edilir. Buda ispatı tamamlar.

Teorem 4.1.4.  ve    bir Bertrand eğri çifti olsun.  ’nın yay parametresi s ile 

 ’nın yay parametresi de  *s ile gösterilsin. Bu durumda s  için

   ( , )d s s   sabit

dir.

   (4.1.6)
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İspat:          

                        ( )                                                    ( )     

                                       

Şekil 4.1.2’ye göre,

2)()( Vss   (4.1.9)

dır. (4.1.9) eşitliğinin her iki tarafının s yay parametresine göre türevi alınacak 

olursa, 

'
22

''
*

*
)( VVs

ds

ds

ds

d 


)()()( 32112
'

1

*
*

1 VkVkVsV
ds

ds
sV  

322
'

11

*
*

1 )1()( VkVVk
ds

ds
sV  


0

232

1

22

0

211

0

2
*

1

*

,,,)1(, VVkVVVVkVV
ds

ds  

                       '0 

 =sabit bulunur.

(4.1.9) eşitliğinden,

        ,d s s s s    

2.V



 s

2V

2V 2V   s

1V 

Şekil  4.1.2 Bertrand Eğri Çifti
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sabittir. Buda ispatı tamamlar.

Teorem 4.1.5. 
3, :     eğrileri verilmiş olsun.  ’nın eğrilikleri 1( )k s ve

2 ( )k s  ,  ’nın Bertrand eğri çiftidir 121  kk  dir.

İspat: ,  bir bertrand eğri çifti olsun.   s noktasında Frenet 3 ayaklısı 

 )(),(),( 321 sVsVsV ile )(s noktasında Frenet 3 ayaklısı da  1 2 3( ), ( ), ( )V s V s V s  

ile gösterilsin.  ,  bir Bertrand eğri çifti olduğundan  2V s ile   2V s
lineer 

bağımlı olup; 

1 2 1 2 1 2, , ,V V V V V V       

dır.  1V s
ile  1V s vektörleri arasındaki açı  olmak üzere,

                                                                                                                          

                           

                                           

                                   

         90                                          

Şekil 4.1.3’den

1 1 3cos sinV V V    (4.1.10)

yazılabilir.  ’nın yay parametresi s,  ’nın yay parametresi de  s   olmak üzere 

(4.1.10) eşitliğinin her iki tarafının s yay parametresine göre türevi alınacak 

olursa; 

V3

1V

V1



Şekil 4.1.3. Vektörler Arasındaki Açı
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   ' '1
1 1 3 3

cos sin
cos sin

d ddV ds
V V V V

ds ds ds ds

 
 

 

    

      0

1 1 1 2 3 2 2 3 1

cos sin
cos sin

d dds
V s V k V V k V k V

ds ds ds

 
 




 
        

 

         
1 2 1 1 2 2 3

cos sin
. cos sin

d dds
k s V s V k k V V

ds ds ds

 
 


              

(4.1.11)

dır. (4.1.11) eşitliğinin her tarafı V1 ile iç çarpıma tabi tutulursa; 

        
0 0 01

1 2 1 1 1 1 2 2 1 3 1

cos sin
( ), ( ) , cos sin , ,

d dds
k s V s V s V V k k V V V V

ds ds ds

 
 


             



 cos
0

d

ds


 

   =   sabit demektir.

  2)()( Vss  

'
2

'
*

' )()( Vs
ds

ds
s  

)()( 32111 VkVksV  

3211

*
*

1 )1()( VkVk
ds

ds
sV  

321131

*

)1()sin(cos VkVkVV
ds

ds  

1

*

1cos k
ds

ds   ve  2

*

sin k
ds

ds  

olmalıdır.




cos

1 1
* k

ds

ds 
    ve 



sin

2
* k

ds

ds








sincos

1 21 kk




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




 21 sin

cos
1 kk 

211 kk  

11  kk 

dir. Bu da ispatı tamamlar.

Örnek 4.1.1.  Karşılıklı noktalardaki teğetleri  açısı yapan ( ,  ) Bertrand eğri 

çifti için gösteriniz ki, k2=0 ise her eğrinin sonsuz sayıda Bertrand çifti vardır.

Çözüm.  ( ,  ) Bertrand eğri çifti verilsin.  ve  nın Frenet elemanları 

sırasıyla 1 2 1 2 3, , , ,k k V V V    
ve 1 2 1 2 3, , , ,k k V V V olsun.  1 1,V V sbt   veriliyor. 

 ‘nın s ve  ’nın da s yay parametresi olsun.

k2=0 ise ( ,  ) Bertrand eğri çifti olacak şekilde sonsuz çoklukta  nın mevcut 

olduğunu göstereceğiz. Bunun için IR  ’ye karşılık,

)()()( 2 sVss  

olmak üzere  ( ,  ) nın bir Bertrand eğri çifti olduğunu göstermek yeterlidir.

))(.0)()(()()( 3111

*
' sVsVsksV

ds

ds
s  

)())(1()( 11
*

1

*

sVsksV
ds

ds 

   1 1V s V s  

olup;  k2=0 iken  düzlemsel olduğundan,  ; tanım gereğince,  nın yattığı 

düzlemde kalır ve böylece k2=0 dır. O halde;  ve  nın Frenet 2 ayaklıları 

mevcuttur. 

Halbuki 1 1V V   dir. O halde;  ve  nın 2-Frenet vektörleri lineer bağımlı 

olur. Buna göre  ( ,  ) bir Bertrand eğri 2-lisidir. 

Örnek 4.1.2.  E3 de yay parametresi ile verilmiş bir  eğrisi için öyle bir 

vardır ki  ve  bir Bertrand eğri çifti oluşturur. 
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Çözüm:

Şekil 4.1.4 Bertrand Eğri Çifti

Şekil 4.1.4’e göre,

)()()( 2 sVss   olmak üzere bunun s e göre türevi alınırsa, 

d d ds

ds ds ds

  

 

       
ds

dV
V

ds

d

ds

d 2
2 


elde edilir.

)( 321121

*
*

1 VkVkV
ds

d

ds

d
V

ds

ds
V  

              32211 )1( VkV
ds

d
Vk  

dır. 

                        sabit
ds

d
VV  

00, 2
*

1

dir. Buradan,

2( ) ( ) ( )s a s cV s  

c’nin her bir değeri için bir  eğrisi vardır.

( )
( )

2V
2V 

   ( )s

1V 

( )a s

1V

O
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Örnek 4.1.3.  E3 de 3. sınıftan diferensiyellenebilen bir regüler eğri  ve  ‘nın 

2k eğriliği sıfırdan farklı olsun.  eğrisi bir dairesel helistir  eğrisi birden 

fazla Bertrand çiftine dahildir.

Çözüm:
1

( ) ( cos , sin , )
2

s s s s   

 ' 1
( ) sin , cos ,1

2
s s s  

' ( ) 1s  olup  nin yay parametresi s dir. Dolayısıyla

     '' 1
( ) cos , sin ,0

2
s s s  

 2 ( ) cos ,sin ,0V s s s 

dır. Buna göre,  ‘nın Bertrand çifti olarak karşılığı 
2

2
   için ,

   1 2
( ) cos , sin , cos ,sin ,0

2 2
s s s s s s    

         1
cos ,sin ,

2
s s s

dir. Diğer taraftan,

 2
( ) cos ,sin ,2

4
s s s s 

eğrisi için,

 ' 2
( ) sin ,cos ,2

4
s s s  

olduğundan

sabits  5
4

2
)('

ve dolayısıyla

 '' 2
( ) cos , sin ,0

4
s s s   
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 2 ( ) cos ,sin ,0V s s s  

dir. Buna göre  ;

   2 1
( ) cos ,sin ,2 cos ,sin ,0

4 2 2
s s s s s s  

 1
cos ,sin ,

2
s s s

olup,  eğrisi hem  hem de 
' ’nın Bertrand çiftine dahildir.
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5. BÖLÜM

OFFSET EĞRİLERİ ve YÜZEYLER

Eğrileri ve yüzeyleri temsil etmek için iki yol vardır. Bunlar parametrik ve implicit 

gösterimlerdir. Parametrik gösterimler pratikte implicit gösterimden daha çok 

tercih edilir. Çünkü eğrilerin ve yüzeylerin çiziminde  daha etkilidir [11]. 

Eğri ve yüzeyler boyunca offset eğrileri ve yüzeyler; geometrik modellerin 

meydana çıkması gibi geniş bir uygulama alanına sahiptir [12].

Bu bölümde offset eğrileri ve yüzeylerinin özelliklerini araştıracağız.

5.1. Düzlem Eğrilerinin Offsetleri

 ( ) ( ), ( ) ,C t x t y t     t

bir parametre ile parametrelendirilen bir düzlem eğrisi olsun. Burada  ,  0,1

aralığıdır. Kabul edelim ki C eğrisi regüler bir eğri olsun. Regüler teriminin 

anlamı C’nin birinci mertebeden türevi,

 ' ' '( ) ( ), ( )C t x t y t

asla sıfır değildir.

' ( ) 0C t  ,   t  için,

C regüler eğri olduğundan her zaman, t  için eğrinin N(t) normal 

vektörünü  0 nonzero alarak tanımlayabiliriz.

 ( ) ( ), ( )C t x t y t

regüler düzlemsel eğri için birim normal vektör, 
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 
   

' '

2 2

( ), ( )
( )

( ) ( )

y t x t
N t

x t y t





         

(5.1.1)

şeklinde tanımlanır ve açık olarak,

' '( ), ( ) 0C t N t  ,        t    için

dır [13].

Tanım 5.1.1 (Offset Eğrisi). C(t) bir t parametresi ile parametrelendirilmiş 

regüler düzlemsel eğri ve “r” de pozitif bir sabit olsun. r offset yarıçapı ile C(t) 

için Cr(t) offset eğrisi 

( ) ( ) . ( )rC t C t r N t 

şeklinde tanımlı bir düzlemsel eğridir. Offset eğrilerinin bu tanımı N normal 

vektörünün yönlendirmesine göre bir yanlı offseti verir, diğer yanlı offset r ile –r 

değişimi ile elde edilir. Diferensiyel geometride offset eğrileri paralel eğriler 

olarak bilinir  ve offsetler Betrand eğrilerinin özel bir durumu olarak 1850 de 

Betrand tarafından çalışmaya başlanıldı [14].

Offset eğrileri, aynı zamanda eğrilerin bir ailesinin örtüsü olarak tanımlanabilir. 

Bunu yapmak için, 

IRIRxIRyxtF 2:),,(

bir fonksiyon olsun ve F’ i t   ile parametrelendirilen (x,y) deki 

fonksiyonların bir ailesi olarak düşünebilir. Kabul edelim ki t I  için,

 , ( , , )tF x y F t x y

fonksiyonunun regüler değeri “0” olsun. Yani   0tF x y  olması demek  
Ft

x


 , 

Ft

y


   kısmi türevlerinin her ikisi birden sıfır değildir anlamındadır. Bu kabul ile 

“0” aynı zamanda F’nin regüler değeridir. Çünkü, şu gerçek ki,  
Ft

x


 ,

Ft

y


 nin 

bazıları sıfırdan farklıdır.

Tanım 5.1.2 (Envelope = Örtü).  F ailesinin örtüsü,
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





 




 tyxt
t

F
yxtFIRyxD ,0),,(),,(|),( 2

cümlesidir [15].  ,x y D ve ( , , ) ( , , ) 0
F

F t x y t x y
t


 
 alındığı zaman t 

parametresi (x,y) ye karşılık geliyordur denir.

Böylece  ,x y D  için t elemanı vardır ki (x,y) ye karşılık gelen C(t)’nin 

offset eğrisi olması durumunda,

    2( , ) ( ) ( )F t x x C t x C t r    

(5.1.2)

ile çemberlerin ailesi tanımlanabilir.

Burada" " skaler çarpım, r offset yarıçapı ve 
2( , )X x y IR  dir.

Böylece t için 
1(0)F 

bir dairedir. “0” Ft nin regüler değeridir. 

Gösterilir ki (5.1.2) deki F in örtüsü C için bir offset eğridir, C ye göre F in 

türevleri hesaplanırsa,

 '2 ( ) ( )
F

C t x C t
t


   



dır. 

Bir örtü olması için 0
F

t





olmalı ve bazı )(t  skalar fonksiyonu için 

)(.)( tNtCx 

eşitliği elde edilir. F=0 değeri (5.1.2) denkleminde yerine konursa, r ve 

sonuç olarak,

( ) . ( )x C t r N t 

elde edilir. Böylece r yarıçaplı çemberlerin F ailesinin örtüsü offset  eğriler için 

istenilendir. Pratikte bir C(t) eğrisi genellikle polinom veya rotational 

fonksiyonları tarafından parametrelendirilir[11]. Fakat C nin offset eğrileri N(t),

(5.1.1) deki köklü terimden dolayı rotational fonksiyonları ile 

parametrelendirilemez. Bununla birlikte hızı; 
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   2 2' ' '( ) ( ) ( )C t x t y t 

bir polynomol ile ifade edilebilen eğrilerin bir çeşidi vardır ve onlar “pythogoreon 

hodogroph eğriler” olarak adlandırılır [16]. Böylesi eğriler için offset eğriler 

dönme parametreleri ile temsil edildi.

Diğer yandan önemli bir sonuç vardır ki dönme parametreli eğri için herhangi 

offsetler cebirsel eğrilerdir. Eğer, 

( ) ( ) . ( )rC t C t r N t 

ile birlikte iç ve dış offsetler göz önüne alınırsa onlar implicit formdadır. Bu sonuç

0
F

F
t


 


denkleminde t parametre değişkeni elimine edilerek bulundu.

5.2. Offset Eğrilerinin Analitik Özellikleri

Bu kısımda  düzlem eğrileri için offset eğrilerinin analitik özellikleri 

araştırılacaktır. 

C(t), t keyfi parametresi ile parametrelendirilmiş regüler bir eğri ve s de C(t)’nin  

to ‘dan t’ye 

dttCs
t

to

  )('

yay uzunluğu olsun. Burada norm

2' ' '( ) ( ) ( )C t C t C t 

iç çarpımı ile tanımlıdır.

Kabul edilebilir ki C eğrisi genelliği bozmaksızın s yay uzunluğu ile 

parametrelendirilmiştir. Bu durumda,

ds

sdC
sCst

)(
)()( ' 
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birim vektördür ve C(s) in birim tanjant vektörü olarak adlandırılır. Regüler eğriler 

incelendiğinden her zaman C(s) için birim tanjant vektörü vardır. ( ) 1t s 

gerçeğinden

' ( ) ( ) 0t s t s  , s   için

(5.2.1) 

s e göre her iki yandan diferensiyellenebilir olan (5.2.1) eşitliği elde edilir.

Eğer N birim vektörü ile 't nün yönü gösterilirse, K(s) skaler fonksiyonu için 

( ) ( ). ( )t s K s N s                               

(5.2.2)

eşitliliği elde edilir.

(5.2.2) de tanımlanan N birim vektörü C için normal vektördür ve s de K skaler 

fonksiyonunun değeri C(s) nin eğriliği olarak adlandırılır.

(5.2.2) denkleminde '' .C K N   olarak yeniden yazılabilir ve N ile her iki yan iç 

çarpıma tabii tutulursa; 

''.K C N

(5.2.3)

elde edilir. Bu şu anlama gelir, eğriliğin değeri ''C nün C üzerine izdüşümünün 

uzunluğuna eşittir. 

Eşitliğin 1/K(s) tersi C(s)’nin eğriliğinin yarıçapı olarak adlandırılır.

N(s) birim vektör olduğundan ( ) 1N s  dır ve

'( ) ( ) 0N s N s 

dır. Böylece bazı ( )a s fonksiyonları için

' ( ) ( ). ( )N s a s t s

dır. ( )a s i hesaplamak için (5.2.1) de  t.n=0  olduğundan t(s) ile her iki yanın iç 

çarpımı alınarak,

'( ) ( ). ( )a s t s N s
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' ( ). ( )t s N s 

( )K s 

elde edilir. Böylece;

            
' ( ) ( ) ( )N s K s t s  

(5.2.4)

dır. Cr(s), r offset yarıçapı ile C(s) için bir offset eğrisi olsun.

' ( ) ( ) . ( )rC s C s r N s 

dır. Burada s, C’nin yay uzunluğudur.

Cr’nin singüler noktası, burada Cr için tanjant vektörü tanımlanamaz ve böylece

0)(' sCr

dır. (5.2.2) ve (5.2.4) deki bağıntılar kullanılarak s’e göre Cr (s) nin türevi,

)()).(.1()( ' sCsKrsCr 

C ' (s) asla sıfır olmadığından (regüler) singüler nokta s0 dır [17].
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6. BÖLÜM

TAM OFFSET EĞRİLERİ

Bu bölümde, parametri ve tam yüzeysel eğriler için cebirsel formülle sınırlanan 

tam, sabit ve değişken yarıçaplı eğriler elde edilecektir.

6.1. Sabit Yarıçaplı Offset Eğrileri 

 ( ) ( ), ( )C t x t y t bir parametrik eğrisi için  ( ) ( ), ( )P C t x t y t  noktasında 

eğrinin ( ) ( )N t Nc t Np  birim normal vektörü;

 ' '

' 2 ' 2

( ), ( )

( ) ( )
t p

y t x t
N N

x t y t


 



şeklindedir. Bir r yarıçapına göre ( )C t ’nin 

 ( ) ( ), ( )r r rC t x t y t

Offset eğrisi; 

   ( ) ( ), ( )r r rC t x t y t

           ( ) ( )C t rN t 

' '

' 2 ' 2 ' 2 ' 2

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( ) ( ) ( )

y t x t
x t r y t r

x t y t x t y t

    
   

olarak verilir. Böylece;

 
' '

' 2 ' 2 ' 2 ' 2

( ) ( )
( ) ( ), ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( )
r r

y t x t
x t x t y t y t r r

x t y t x t y t

    
   
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ve

   ' '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r rx t x t x t y t y t y t   
' ' ' '

' 2 ' 2 ' 2 ' 2

( ) ( ) ( ) ( )
0

( ) ( ) ( ) ( )

x t y t y t x t
r r

x t y t x t y t


 

 

elde edilir.

( )rC t offset eğrisi (6.1.1) ve (6.1.2) denklemlerini sağlar.

' '( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( )) 0r rx t x t x t y t y t y t    (6.1.1)

222 ))()(())()(( rtytytxtx rr  (6.1.2)

Burada; 

     2'' 2
2 2 2 2

' 2 ' 2 ' 2 ' 2

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )r r

x ty t
x t x t y t y t r r

x t y t x t y t


    

 

2r

olduğu gösterilir.

(6.1.1) ve (6.1.2) denkleminde  ( )r rx x t ve ( )r ry y t yazılarak (6.1.3) ve (6.1.4) 

denklemleri bulunur. x(t)=t,    y(t)=t2  olmak üzere; 

 2( ) ,C t t t

 ( ) ( ), ( )r r rC t x t y t

          ( ) ( )C t rN t 

           2

2

2 , 1
,

4( ) 1

t
t t r

t


 



dır. 

  2 2

2 2

2
( ) ( ), ( ) ( ) ,

4 1 4 1
r r

rt r
x t x t y t y t t t t t

t t

 
       

  
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                                         2 2

( ) ( ) ( ) ( )

2
,

4 1 4 1
x t x t y t y tr r

rt r

t t
 

 
  
  
 
 
 

ise,

   ' '( ). ( ) ( ) ( ). ( ) ( )r rx t x t x t y t y t y t  
2 2

2
1 2 0

4 1 4 1

rt r
t

t t

   
       

    

dır. Böylece (6.1.1) elde edilir. 

   2 2 2( ) ( ) ( ) ( )r rx t x t y t y t r   

2 2
2 2 2

22 2

2 4

4 14 1 4 1

rt r r t r

tt t

    
         

                                           2r

dır. Buradan da (6.1.2) bulunur. Bu eşitliklerden

   
   

' '

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )

r r

r r

x t x t x t y t y t y t

x t x t y y t r

    

    
  

elde edilir.

)(tCr offset eğrisi için ( , ) 0r rfr x y  tam cebirsel denklemi (6.1.3) ve (6.1.4) 

denklemlerinden “t” değişkeni elimine edilerek elde edilir. 

      32 . 2 0r rx t t y t   

                    32 2r rx t ty t    

                       22 ( )rt y t  

bulunur. Bulunan değer (6.1.4) denkleminde yerine yazılırsa; 

     2 2 2 2( 2 ( )) ( )r rt y t y t r    

  2 2 2 2 2 24 ( ) ( )r rt y t y t r    
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14

)(
2

2
2




t

r
tyr

elde edilir. x(t) ve y(t) iki koordinat fonksiyonu olduğunda t’nin integral 

polinomlarıdır.

f(x,y)=0 şeklinde tanımlanan bir implicit C eğrisi için p=(x,y)  non -singüler 

noktasında eğrinin Np birim normal vektörü,

2 2

( , )x y
p

x y

f f
N

f f




olarak verilir. Bir r yarıçapına göre C’nin Cr offset eğrisi; 

P ( , )r r rx y

      pp rN 

                  
2 2 2 2

, yx

x y x y

ff
x r y r

f f f f

 
   
   

olacak şekilde ( , )r r rP x y noktalarının cümlesidir. ( , )r r rP x y noktası aynı 

zamanda (6.1.5), (6.1.6) ve (6.1.7) denklemlerini de sağlar.

0),( yxf   ve  Cyxp  ),(   (6.1.5)

( ) ( , ) ( ) ( , ) 0r y r xx x f x y y y f x y    (6.1.6)

22 )()( ryyxx rr  (6.1.7)

)(tCr offset eğrisi için ( , ) 0r r rf x y  implicit denklemi yukarıdaki (6.1.5) ve 

(6.1.7) denklemlerinden x ve y değişkenleri elimine edilerek elde edilir.   

( , ) 0r r rf x y  cebirsel eğrisidir.

6.2. Değişken Yarıçaplı Offset Eğrileri

r(t) bir değişken offset yarıçap fonksiyonu için C(t) eğrisi boyunca t’nin bir 

fonksiyonu olarak verilen Cr(t) offset eğrisine karşılık gelen eğri,
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( ) ( ) ( ) ( )rC t C t r t N t 

' '

' 2 ' 2 ' 2 ' 2

( ) ( )
( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

y t x t
x t r t y t r t

x t y t x t y t

    
   

ile verilir. )(tCr offset eğrisi (6.2.1) ve (6.2.2) denklemlerini sağlar.

   
   

' '

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 (6.2.1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

r r

r r

x t x t x t y t y t y t

x t x t y t y t r t

    

    

)(tCr offset eğrisi için, ( ) 0r r rf x y  implicit cebirsel denklemi (6.2.3) ve (6.2.4) 

denklemlerinden t değişkeninin elimine edilmesiyle elde edilir.

   
   

' '

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )

r r

r r

x t x x t y t y y t

x x t y y t r t

    

    

(6.2.3) ve (6.2.4) denklemleri (6.2.1) ve (6.2.2) denklemlerinde xr= xr(t) ve yr= 

yr(t) yazılarak bulundu.

r(x,y) bir değişken offset yarıçap fonksiyonu için f(x,y)=0 ile tanımlanan C eğrisi 

boyunca P=(x,y) noktaları için tanımlandı [17]. 

r(x,y) yarıçapına göre C’nin Cr offset eğrisine karşılık gelen,

( , )r r rP x y

     ( , ) pp r x y N 

     
2 2 2 2

( , ) , ( , )y x

x y x y

f f
x r x y y r x y

f f f f

 
   
   

noktası aynı zamanda (6.2.5), (6.2.6) ve (6.2.7) denklemlerini de sağlar.

0),( yxf ve Cyxp  ),( (6.2.5)

( ) ( , ) ( ) ( , ) 0r y r xx x f x y y y f x y    (6.2.6)

2 2 2( ) ( ) ( , )r rx x y y r x y    (6.2.7)
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)(tCr offset eğrisi için, ( , ) 0rf x y  implicit cebirsel denklemi (6.2.5) ve (6.2.7) 

denklemlerinden x ve y değişkenlerini elimine edilerek elde edildi.

6.3. Offset Eğrileri için Türevler

)(tCr sabit yarıçaplı offset eğrisi aynı t parametresine bağlı C(t) orjinal eğrisi ile 

aynı tanjant yönüne sahiptir. Buradan; 

)(//)( ' tCtCr   için 0 1t   ve buna denk olarak

)().()( '' tCttCr 

bazı ( )t reel fonksiyon için ( )t fonksiyonu t de C(t) nin )(t eğriliğine 

bağlıdır. 

Lemma 6.3.1. r yarıçapına göre C(t) parametrik eğrisi için Cr(t) sabit yarıçaplı 

offset eğrisi 

)().()( '' tCttCr 

          )()).(.1( ' tCtr 

ile hesaplanan )(' tCr türevine sahiptir.

İspat:  
1'

' ' 2 ' 2 2
' 2 ' 2

( )
( )( ( ) ( ) )

( ) ( )

d y t d
y t x t y t

dt dtx t y t


 



     

     
1 3

'' ' 2 ' 2 ' ' 2 ' 2 ' '' ' ''2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t x t y t y t x t y t x x y y
 

    

     
 

 
 
 

'' ' 2 ' 2 ' ' '' ' ''

3 3
' 2 ' 2 ' 2 ' 22 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

y t x t y t y t x t x t y t y t

x t y t x t y t

 
 

 

     
 
 

' '' ' ' ''

3
' 2 ' 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x t y t x t y t x t

x t y t





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ve 

     
1'

' ' 2 ' 2 2

' 2 ' 2

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

d x t d
x t x t y t

dt dtx t y t

            

   

     
1 3

'' ' 2 ' 2 ' ' 2 ' 2 ' '' ' ''2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t x t y t x t x t y t x x y y
 

     

   
 

" ' 2 ' 2 ' ' " ' "

3
' 2 ' 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x t x t y t x t x t x t y t y t

x t y t

   


  

            =
 

 

' '' '' '

'
3

' 2 ' 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ).

( ) ( )

x t y t x t y t
y t

x t y t





dir. Buradan,

' '

' 2 ' 2

( ), ( )
( )

( ) ( )

y t x t
N t

x t y t

  
  

' '
'

' 2 ' 2

( ), ( )
( )

( ) ( )

d y t x t
N t

dt x t y t

  
  

                       

 
 

'

' " ' "
' '

3
' 2 ' 2 2

( )

( ) ( ) ( ) ( )
. ( ), ( )

( ) ( ) C t

x t y t y t x t
x t y t

x t y t







                                        )(t

        ' '( ) ( ). ( )N t t C t 

bulunur. Böylece,

' ' '( ) ( ) ( )rC t C t rN t 

           ' '( ) ( ). ( )C t r t C t 

           ' ( ).(1 ( ))C t r t 
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şartları sağlanır. Bu da ispatı tamamlar.                                                                                                             

Şimdi C(t) değişken yarıçaplı offset eğrisini göz önüne alalım. Bununla birlikte bu 

durumda )(tCr tam değişken yarıçaplı offset eğrisi t de C(t) orjinal eğrisi ile aynı 

tanjant yönüne sahip olmayabilir [18].

Lemma 6.3.2.  r(t) değişken offset yarıçap fonksiyonuna göre C(t) parametrik 

eğrisi için )(tCr değişken yarıçaplı offset eğrisi olmak üzere )(tCr nin türevi olan 

' ( )rC t

' ' '( ) (1 ( ) ( )). ( ) ( ) ( )rC t r t t C t r t N t  

' '( ). ( ) ( ) ( )t C t r t N t 

                        

'

' 2 ' 2
'

'

' 2 ' 2

( )
( )                                 

( ) ( )
( )

( )
                         ( ) 

( ) ( )

r t
t

x t y t
C t

r t
t

x t y t

 
 

     
  

ile hesaplanır.

İspat: ( )) ( ) ( ) ( )rC t C t r t N t                                                                             

Offset eğrisinin türevi alınır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa,

' ' ' '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rC t C t r t N t r t N t  

          ' ' '( ) ( ) ( ) ( ) ( ). ( )C t r t N t r t t C t  

' '

( )

1 ( ) ( ) . ( ) ( ). ( )
t

r t K t C t r t N t


 
   
 
 


' '( ). ( ) ( ). ( )t C t r t N t 
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 
'

' ' '

' 2 ' 2

1 0 0 1 ( )
( ). ( ) ( ), ( )

0 1 1 0 ( ) ( )

r t
C t t x t y t

x t y t

   
     

    

'

' 2 ' 2
' '

'

' 2 ' 2

( )
0

( ) ( )( ) 0
( ). ( ).

0 ( ) ( )
0

( ) ( )

r t

x t y tt
C t C t

t r t

x t y t

 
 

   
       

  

'

' 2 ' 2
'

'

' 2 ' 2

( )
( )

( ) ( )
( ).

( )
( )

( ) ( )

r t
t

x t y t
C t

r t
t

x t y t

 
 

 
  

 
  

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.
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