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OZET
BANACH UZAYLARININ BAZI OZELLIKLERI
Sennur SERBEST GUDUCUOGLU
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigsmani: Yard. Dog. Dr. Cesim TEMEL
15/01/2009, 51 Sayfa

Banach uzay: kavrami, Hilbert uzaymin bir genellemesidir. i¢ ¢arpim ifadesinde ele
alinmayan norm Banach uzyinda vardir. Banach uzay1 olup Hilbert uzay1 olmayan ornekler

mevcut oldugundan genelleme oldukga faydali olmaktadir.

Banach uzayinda hem norma dayali metrik 6zellikler hem de normlarin denklik
siiflarina dayali topolojik 6zellik s6z konusudur.

Bu calismada Banach uzayi ile ilgili varlik siireci normlu uzaylar iizerinden ele
alinacak; lineer operatorler ve fonksiyoneller ile Hahn-Banach teoremi verilerek belli bazi
sonuglar Banach limitine uygulamasiyla incelenecektir.

Anahtar kelimeler: Normlu uzaylar, Banach uzaylari, Lineer operator, Boliim
uzaylari, Dual uzaylar.



ABSTRACT
BANACH SPACES
Sennur SERBEST GUDUCUOGLU
Msc. Mathematics Science
Supervisor: Assistant Prof. Dr. Cesim TEMEL

15/01/2009, 51 Pages
A Banach space is a generalization of a Hilbert space. A Banach space contains a
norm that is not obtained by an inner product. Since there exist some examples which are not

Hilbert spaces that are Banach spaces, generalization of a Hilbert space is rather useful.

Both metrical properties based on norms and topological properties based on classes
of equivalent norms will be taken into consideration.

In this study, the existence process relating to Banach spaces will be treated through
normed spaces; after introducing linear operators and functionals and the Hahn-Banach

theorem, some certain results will be investigated with an application of Banach limits.

Key words: Normed spaces, Banach spaces, Linear operator, Dual spaces.



ONSOZ

Vektor uzaylari, normlu uzaylarin tanimlanmas: ile birlikte pek ¢ok uygulama soz
konusu olmustur. Hilbert uzayindaki i¢ carpim ifadesinde ele alinmayan norm Banach
uzaymda kullanilmistir. Yine Banach uzayr olup Hilbert uzay1 olmayan ornekler vardir. Bu
yiizden Banach uzay1 kavrami Hilbert uzayiin genellemesidir.

Bu calismada oncelikle Banach uzaylarinin varlik siireci anlatilmistir. ikinci
boliimde lineer uzaylar ve normlu uzaylar ile baz1 6zellikleri ifade edilmistir. Uciincii
boliimde normlu uzaylarda lineer operatorler, sonlu boyutluluk ile carpim, boliim uzaylari
verilmistir.

Son boliimde ise lineer fonksiyoneller, Hahn-Banach Teoremi ve bazi sonuglar ile
Banach limitine uygulmasi yapilmustir.

Bu calisma siiresince gostermis olduklari yakin ilgi ve yardimlarindan dolay:
danisman hocam Yard. Dog¢. Dr. Cesim TEMEL’e tesekkiir ederim. Ayrica Anabilim dali
Baskani Prof. Dr. Cemil TUNC a, Prof. . Dr.Heybetkulu SEFEROGLU MUSTAFAYEV’e ve
Prof. Dr. Tiinay Bilgin hocama tesekkiir ederim.

Sennur SERBEST GUDUCUOGLU
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1. GIRIiS VE LITERATUR BiLDIiRiSLERIi

Matematikte Banach uzaylar1 fonksiyonel analizde incelenen ana nesnelerden
biridir. Fonksiyonel analizde calisilan sonsuz boyutlu fonksiyon uzaylarinin ¢cogu Banach
uzay1 ornekleridir.

Bir vektor uzay1 ve iizerinde normla verilen bir metrik tanimlandiginda 6nemli
metrik uzaylar elde edilir. Elde edilen uzay bir normlu uzaydir. Bu uzay bir tam metrik uzay
ise, uzaya Banach uzayi denir. Norm vektor uzayi iizerinde bir topoloji olusturdugundan,
Banach uzayi bir topolojik vektor uzayi ornegini verir.

Bir X normlu uzaymndan bir ¥ normlu uzayna tanimli doniisiime operator denir.
X wuzayindan R ya da C skaler cismine olan doniisiime fonksiyonel denir. Operator
teorisinde, siirekli olmalar1 ve vektdr uzayi yapisi avantajlarina sahip olmalar1 nedeniyle
stirlt lineer operatorler ve sinirlt lineer fonksiyoneller olduk¢a onemlidir.

Verilen bir X normlu uzayindan bir ¥ normlu uzayina tanmimli tiim sinirh lineer

operatorlerin kiimesi ki bu normlu uzay olur. Bu normlu uzay B(X ,Y) ile gosterilir. Benzer

sekilde, X normlu uzayinda tanimli tiim sinirh lineer fonksiyonellerin kiimesi bir normlu
uzaydir ki bu uzaya X uzaymin X' dual uzay: denir.

Banach uzay1 kavrami Hilbert uzay1 kavraminin bir genellestirilisidir. Banach uzayz,
uzayin tamligina gore uzayda bir normun mevcut oldugu varsayilir. Fakat normun i¢ carpim
cinsinden tanimlandig1 varsayilmaz. Hilbert uzay1 olmayan Banach uzaylarinin bir¢ok 6rnegi
vardir, bu nedenle genellestirme oldukg¢a yararhdir .

Banach uzayi ile ilgili ¢ok 6nemli sonuglar ve uygulamalar s6z konusudur. Banach
teoremi ve matematigin en onemli sonug¢larindan biri olarak belli sonucglari da beraberinde
getirmektedir. Ornegin X bir kompleks Banach uzay1, ¥ de X uzaymin reel bir alt uzay1
oldugu zaman genelde Hahn-Banach teoremi saglanmaktadir (Musayev, 2000). Bohnenblust
ve Sobczyk (1938) tarafindan gosterilmistir ki X sonlu boyutlu kompleks Banach uzay:
icinde Oyle bir Y reel alt uzay:r bulunabilir ki Y iizerinde tanimli kompleks sinirli ve lineer
fonksiyonelin X {iizerinde sinirli bir genislemesi yoktur. Dunford ve Schwartz (1958), bu
konuda lineer operatorleri incelemistir. Larsen (1973) ve Rudin (1973) calismalarinda bu
konuda fonksiyonel analiz i¢in bazi sonuglar elde etmislerdir. Kreyszig (1987)’in calismas1 bu
uygulamalar bakimindan ©nemlidir. Detayli bilgiler Convay (1990), Bayraktar (1996),

Banach (1955) calismalarinda mevcuttur.



Bu c¢alismada Banach uzayi ile ilgili varlik siireci normlu uzaylar iizerinden ele
alinacak: lineer operatorler , fonksiyoneller ve Hahn-Banach teoremi yardimiyla bazi sonuclar
Banach limitine uygulamasiyla incelenecektir.

Calismanin varlik siireci giris boliimiinde verilecektir. Ikinci boliimde lineer uzaylar
ve normlu uzaylar ile baz1 6zellikleri anlatilacaktir.

Uciincii boliimde normlu uzaylarda lineer operatdrler sonlu boyutluluk ile ¢arpim ve
boliim uzaylar1 verilecektir.

Son boliimde ise lineer fonksiyoneller, Hahn-Banach teoremi ile bazi sonuglar1 ve

Banach limitine uygulamalar incelenecektir .



2. ON BIiLGIiLER

2.1. Vektor Uzaylar:

Tamim 2.1.1 (Vektor uzayr) Bir F cismi lizerinde bir vektor uzay: (lineer uzay), iki cebirsel

islemle birlikte verilen x, y,... elemanlarinin bos kiimeden farkli X kiimesidir. S6z konusu iki

islemin tanimi ve bu islemlere dair saglanmasi gereken 6zellikler asagidaki gibidir:

1. Her x,ye X elemani i¢in, bir z=x+ ye X elemam vardir ki bu elemana x,y

elemanlarinin toplami denir.
2. Her xe X elemam ve her o€ F skaleri icin, x elemanmnin ve @ skalerinin

carpimi olan axe X vardir 6yle ki keyfi x,y,z€ X elemanlari ve @, S € F skalerleri

icin asagidaki ozellikler (vektor uzaymmin aksiyomlari) saglanir:

VD) x+(y+z)=(x+y)+z
(V2) x+0 = x kosulunu saglayan bir 0 X elemani vardir.
(V3) Her x vektorii igin, x+( ) 0 kosulunu saglayan bir —x vektorii vardir.

V4)x+ +x.
( y=y

(vV6) alpr)=(ap)x.

(V7) (a+ B)x = ox + Br.

<

)
)
)
(V5)lx=x,l-x=x, 0x=0.
)
)
)

(V8) ax+ y)=ax+ By.
F cisminin,R reel sayilar cismi ya da C kompleks sayilar cismi olmak iizere X
uzayina reel ya da kompleks vektor uzayi denir. X uzayinin elemanlarina nokta ya da vektor

denir.

Tamm 2.1.2 (Bir vektor uzaymin cekirdegi) 7 :V — W vektor uzaylart arasinda bir lineer
donlisim olsun. 7 doniisiimiiniin 0 elemanina resmettigi V'  vektdr uzayindaki tiim
vektorlerin kiimesine 7' lineer doniisiimiiniin ¢ekirdegi denir. Bu kiime

kerT ={xe V:T(x)=0},
olarak da ifade edilebilir. Cekirdek V vektdr uzaymin alt uzayidir ve boyutuna T

doniisiimiiniin nzilii denir.



T doniisiimii bire-birdir ancak ve ancak kerT = {0} dir. Ozellikle V ve W vektor
uzaylarinin boyutlari birbirine esit ve sonlu ise, T tersinirdir ancak ve ancak kerT = {0} dur.

Lineer doniisiimler matrislerle verilmisse, A matrisinin ¢ekirdegi
ker A={xe V:A(x)=0},
seklinde yazilabilir.

Tamim 2.1.3 (Lineer bagimsizhik) Bir X vektor uzayimin sonlu {xl,xz,...,xn} alt kiimesi,
ox +a,x, +..+a,x, =0,
esitligi &, =, =...= ¢, =0 sonucunu veriyor ise, bu kiime lineer bagimsizdir denir. Aksi

durumda, bu kiimeye lineer bagimlidir denir. E < X sonsuz alt kiimesinin her sonlu alt
kiimesi lineer bagimsiz ise E kiimesine lineer bagimsizdir denir. Aksi durumda, E lineer

bagimlidir. Bos kiimeyi & lineer bagimsiz olarak kabul edebiliriz.

Tanim 2.1.4 (Lineer zarf) S bir X lineer uzayinin alt kiimesi olsun. Bu durumda, S

kiimesinin lineer zarfi, l.hull(S), S kiimesini iceren alt uzaylarin kesisimidir.
Bu kiime, x,,x,,...,x, € E elemanlarin1 ve ¢,,q,.,...,, € F skalerlerini iceren tiim
ox, +o,x, +..+o,x,, (1)

(sonlu) lineer bilesimlerinin kiimesi ile cakisir.

Tamm 2.1.5 (Hamel tabani) X lineer uzaymnin B alt kiimesine ancak ve ancak B lineer

bagimsiz ve Lhull(B)= X ise X uzayi icin bir Hamel tabanidir.

Ornek 2.1.1

(1) c¢y,c,l, uzaylar s dizi uzaymin alt uzayidirlar.
(i1) [0,1] araligindaki tiim polinomlarin kiimesi C [0,1] uzayinin alt uzayidir.
(iii) Lhull(@)={6}.

(iv) C" uzayindaki birim vektorlerin B kiimesi C" i¢in bir Hamel tabandir.

Tamim 2.1.6 (Lineer operator ve lineer fonksiyonel) X ve Y aym F cismi iizerinde

vektor uzaylari ve D, X uzaymin lineer alt kiimesi olsun. Keyfi x,ye D ve a, € F igin,

T(ox+ fy) = ox + STy )



ise,T: D — Y doniisiimiine lineer doniisiim (lineer operator ya da lineer homomorfizm)

denir. Y, F vektor uzayi ise, f: X — F lineer doniisiimiine lineer fonksiyonel ya da lineer

form denir.

Tamm 2.1.7 (Lineer manifold) Bir X lineer uzayinda bir M alt uzay: ya da lineer

manifoldu, tim A,ue€ C igin, x,ye M iken Ax+ uye M Kkosulunu saglayacak sekilde X
uzayinin bos olmayan alt kiimesidir.
X bir lineer uzay ve L kiimesi X uzayimnin bos olmayan alt kiimesi olsun.
L+v={v+i:le L}
kiimesi X uzaymnin alt uzayi olacak sekilde bir ve X varsa, L, X vektor uzayinn lineer
manifoldudur. Bu durumda, L lineer manifoldunun boyutu L+v uzaymnin boyutudur ve
dim L =dim(L+v) olarak yazlabilir. Dikkat ¢ekici durum dimL=dimX -1 olup L

uzayina bir hiperdiizlem denir.

Diger bir deyisle, bir lineer manifold orijinden tasmman bir lineer alt uzaydir.
Ornegin, R* diizleminde lineer manifold &rnekleri noktalar, (hiper-diizlem olan ) dogrular ve

R* diizleminin kendisidir. R" uzayinda hiperdiizlemler piiriizsiiz bir hiper-yiizeye teget

duzlemler olarak tanimlanir.

Tamim 2.1.8 (Kismi sirali kiime, zincir) Bir '""<'" bagintisinin asagidaki 6zellikleri varsa bir

S kiimesinde kismi siralidir:
1. Yansima: tim a€ S icin a<a.
2. Anti-simetri: a < b ve b < a esitsizlikleri a = b sonucunu verir.
3. Gegisme: a < b ve b < c esitsizlikleri a < ¢ sonucunu verir.

S sonlu kismi sirali kiime olsun. S kiimesinde bir zincir ikiserli karsilastirilabilir

elemanlar kiimesidir (yani tam siral alt kiimedir).

Kismi siralama i¢in, en uzun zincirin boyutuna (anti-zincir) kismi siralama uzunlugu

(kismi siralama genisligi) denir. Kismi sirali bir kiilmeye poset de denir.



Lemma 2.1.1 (Zorn lemmasi) S her zincirin bir iist sinirinin oldugu bos kiimeden farkl

kismi sirali bir kiime ise, bu kiilmenin maksimal bir elemani vardir.

Tamm 2.1.9 (Konveks kiime) R kiimesindeki bir vektor uzayinda bulunan bir S kiimesinin
herhengi iki noktasini birlestiren dogru pargasi tamamen S kiimesinin i¢inde kaliyorsa, S

kiimesine konveks kiime denir.
2.2. Normlu Uzaylar

Tamm 2.2.1 (Metrik uzay) X bir kiime olsun ve (x,y € X ) negatif olmayan reel p(x, y)
fonksiyonunun X X X kartezyen kiimesinde tanimlandigini varsayalim. Bu p: X XX — IR"
fonksiyonu, keyfi x, ¥,z € X elemanlari icin asagidaki (M 1)— (M 3) ozelliklerini saglarsa,
bu fonksiyona X kiimesinde bir metriktir ya da uzakliknir denir ve X = (X, p) ikilisine metrik

uzay denir. Metrik uzaylarin aksiyomlart:

(M1) p(x,y)=0 ve p(x,y)=0 ancak ve ancak x=y ,
(M2) plx, y)=p(y.x)
X,y

(M3) p(x,y)< p(x,z)+ p(z,y) . olarak verilir.

Tanmim 2.2.2 (Normlu uzay) X bir F cismi tizerinde vektor uzayi olsun. X vektor uzayinda

|||| : X — IR" fonksiyonuna norm ve keyfi x,ye X elemanlari ve herhangi a € F skaleri

)

icin normlu uzayin aksiyomlari olarak ifade edilen asagidaki 6zellikler saglaniyorsa (X ,

ikilisine F cismi iizerinde normlu uzay denir:

(Nl) ||x|| >0 ve ||x|| =( ancak ve ancak x =0 ise,
(NV2) e =lafls] .

(V3) [t v <o+



) normlu vektor uzayi, d(u, v) = ||u - v|| ile verilen

Tanmim 2.2.3 (Norm metrigi) Bir (V,

d :VxV — R metrigi altinda bir metrik uzaydir. Bu metrige |||| normu ile dogrulayan metrik

denir.

Tamim 2.2.4 (Kanonik doniisiim ve kanonik norm) L uzayi, X lineer uzayinin lineer alt
uzayi olsun. X uzayindan X — L uzayina ( X uzayimmin modulo L fark uzayina ) olan x — x'
doniisiimiine kanonik doniigiim ( ya da boliim doniisiimii) denir. L uzayr X uzayinin kapali

lineer alt uzay1 iken, norm X — L uzayinda,
||z|| = infmx” ixXe z} (ze X-L)
ile tanimlanir ki burada x elemanlar1 z eskiimelerinin elemanlaridir. Bu norma X —L

uzayinda kanonik norm denir.

Tanmm 2.2.5 (Siirekli lineer operator) X =(X,d) ve ¥ = (Y .d ) metrik uzay olsun. Bir

T:X — Y doniisiimii, her £ >0 igin d(x, X, )< & kosulunu saglayan tim x elemanlari i¢in
d (Tx, Tx, ) <€

olacak sekilde bir 6 >0 varsa bu 7 doniigiimiine x, € X noktasinda siireklidir denir.

T:X —Y bir operatdr olsun. Burada X ve Y normlu uzaylar olsun. Yukarida

verdigimiz tanimdan, her £ >0 i¢in bir § > 0 varsa 6yle ki

||x - x0|| < 0 koslunu saglayan timxe X igin ||Tx - Tx0|| <&

ise T operatorii bir x, € X noktasinda siireklidir denir.

Tamm 2.2.6 (Operator normu ve dual uzay) Keyfibir 7: X — Y operatori icin,

7] < 2]

, Vxe X 3)
olacak sekilde bir 4 >0 reel sayisi varsa T operatoriine sinirli denir. (3) esitsizligini saglayan

en kiiciikk A4 sabitine T operatdriiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir yani

||T|| = inf{l >0: ||Tx|| < /7,||x , X€ X}.

Bir X normlu uzaymmin X° ile gosterilen dual uzay: ya da konjuge uzayr X
uzayindaki tiim siirekli lineer fonksiyonellerin normlu uzayidir (yani X = B[X vy ] burada

F ya R reel cismini ya da C kompleks cismini gosteriyor, X sirasiyla reel ya da kompleks

normlu uzaydir.)



Tamim 2.2.7 (Acik doniisiim) Bir acik doniigiim, acik kiimeleri acik kiimelere doniistiiren iki
topolojik uzay arasinda bir fonksiyondur. Yani X uzayimdaki bir U agik kiimesi i¢in f(U)
goriintiisii ¥ uzayinda acik ise f : X — Y fonksiyonu agiktir. Benzer sekilde, kapali doniisiim

kapal1 kiimeleri kapali kiimelere doniistiiren bir fonksiyondur.

Tamm 2.2.8 (Topolojik uzay) X , bostan farkli bir kiime ve 7 , X ’de bir kiimeler sinif1
olsun. Asagidaki dort kosulu saglayan ( X ,7 ) ikilisine bir topolojik uzay, 7 sinifindan olan
kiimelere ise agik kiimeler denir.

1. & kiime, 7 sinifindandir.

2. X , T smifindandir

3. 7 smifindaki sonlu sayidaki kiimenin kesisimi de 7 sinifindandir.

4. 7 smifindaki keyfi sayidaki kiimenin birlesimi de 7 sinifindandir.

Alternatif olarak, 7 topolojisi 3 ve 4 kosullarinin asagidaki bicimde yaniden ifade

edilecegi acik kiimelerin yerine kapali kiimelerle tanimlanabilir:

3. 7 kiimesindeki keyfi sayidaki kiimenin kesisimi de 7 kiimesindedir

4. 7 kiimesindeki sonlu sayidaki kiimenin birlesimi de 7 kiimesindedir.

Bu aksiyomlar, reel dogrunun geleneksel acik ve kapali aralik tanimlar1 dogru
kalacak sekilde tasarlanmustir. Ornegin, 3. aksiyomdaki sinirlama ﬂ;(— 1/n,1/n,)={0}

ornegi dikkate alinarak zorunlulugu anlasilabilir, burada goriildiigii gibi acik araliklarin

sonsuz kesisimi bir kapali kiimedir.

Tamim 2.2.9 (Komsuluk) X bir topolojik uzay ve p, X uzayinda bir nokta ise, p

noktasinin bir komsulugu V kiimesidir ki bu kilme p noktasini iceren bir U agik kiimesini
icerir, pe U c V. Bu, ayn1 zamanda p € X noktasinin V komsulugunun i¢ noktasi olarak
p € X ifadesine denktir. V komsulugunun bir acik kiime olmas1 gerekmedigini goriiyoruz.

V' acik (kiime) ise, actk komsuluk adin1 alir.



Tamim 2.2.10 (Acik kiime)

acik aralik acik disk

S bir metrik uzayin alt kiimesi olsun. O halde S kiimesindeki her noktanin kiimede

bulunan bir komsulugu varsa S kiimesine ag¢ik denir. r yaricapli ve x, merkezli bir agik
kiime |x—x0| < r kosulunu saglayan tiim x noktalariin kiimesidir ve D (x,) ile gosterilir.

Bir boyutlu uzayda, agik kiime bir acik araliktir. Iki boyutlu uzayda, agik kiime disktir. Ug

boyutlu uzayda, acik kiime bir yuvardir .

Tamm 2.2.11 (Kapah kiime)
® @

kapal1 aralik kapali disk

Kapali bir kiimenin birbirine denk birka¢ tanimi vardir. S bir metrik uzaymn alt
kiimesi olsun.

1. . kiimesinin tiimleyeni bir acik kiime ise,

2. S kiimesi kendisinin kapanisi ise,

3. § kiimesinde tanimli diziler S kiimesinin bir elemanina yakinsaksa,

4. § kiimesinin disindaki her noktanin § kiimesinden ayrik bir komsulugu varsa S

kiimesi kapalidir.



Tamm 2.2.12 (Komsuluk tabam) Bir x noktasinin komsuluk sistemi tabani, agiklarin bir N
siifidir 6yle ki x noktast N smifinin her iiyesine aittir ve x noktasini iceren bir acik da bir

alt kiime olarak N siifinin bir iiyesini igerir.

Tamm 2.2.13 (Cauchy dizisi) Reel sayilarin bir

Xp s Xy geers X yen

dizisi, her pozitif € >0 reel sayisi, tim m,n > N dogal sayilar1 i¢in

|x, —x,| <€,

olacak sekilde bir N pozitif tam sayis1 varsa (xn) dizisine Cauchy dizisidir denir.

Benzer sekilde, kompleks sayilarin Cauchy dizileri tanimlanabilir.

Tamm 2.2.14 (Hausdorff uzay1) ( X ,7 ) bir topolojik uzay olsun. X ’in farkli iki noktas1

icin ayrik komsuluklari varsa ( X ,7 ) uzaywna 7, uzay: yada Hausdorff uzay: denir.

Tamm 2.2.15 (Diskrit topoloji) Daha 6nce tanimladigimiz gibi, bir topoloji, bir X
kiimesinin alt kiimelerinin sinifiyla verilir. En kiiciik topolojinin iki acik alt kiimesi vardir,
bunlar & bos kiime ve X kiimesidir. En biiyiik topoloji, tiim alt kiimeleri agik kiime olarak
icerir ve bu topoloji diskrit topoloji adim alir. Ozellikle, X kiimesinin her noktasi diskrit

toplojide bir agik kiimedir.

Tanim 2.2.16 (Yogun kiime) Bir X topolojik uzaymin A alt kiimesi, sezgisel olarak X
uzayindaki bir nokta A kiimesindeki noktalara “iyi yaklastirilabilir” ise, ( X uzayinda) yogun
adin1 alir. Bi¢imsel olarak, X uzayindaki bir x noktasi icin x noktasinin bir komsulugu A
kiimesinden en az bir nokta igcerirse X uzayinda yogundur. Denk olarak, A kiimesini iceren
X uzayinin tek kapal alt kiimesi X uzayinin kendisi ise, A kiimesi X uzayinda yogundur.
Bu, A kiimesinin kapanisimin uzay1 oldugu (simgesel olarak bu A = X seklinde gosterilir)
yani A kiimesinin tiimleyeninin i¢inin bos oldugu soylenerek de ifade edilebilir.

Metrik uzaylarda yogun kiime i¢in verilebilecek bir tanim soyledir: Bir X metrik
uzayindaki A kiimesi, X uzayindaki her x noktasi A kiimesindeki elemanlar1 dizisinin

limiti ise yogundur.



Ornek 2.2.1
1. Her topolojik uzay kendisinin i¢inde yogundur.
2. Alisilmis topoloji ile donatili reel sayilarin yogun olarak rasyonel ve irrasyonel
sayilar alt kiimeleri vardir.

3. Bir M metrik uzay1 yM kapanisinda yogundur.

Tamm 2.2.17 (Kapams ve kompakt kapams) Bir A kiimesinin kapanisi A kiimesini iceren
en kiiciik kapali kiimedir. Tipik olarak, A kiimesinin kapanis1 A ile A kiimesinin tiim limit
noktalarindan olusur.

Bir U kiimesinin kapanis1 kompakt ise bu kiimenin kompakt kapanisi vardir. Tipik

olarak, kompakt kapanis U kiimesinin sinirli olma kosuluna denktir.

Tamm 2.2.18 (Tam metrik uzay) Bir tam metrik uzay, i¢inde her Cauchy dizisinin
yakinsadig1r bir metrik uzaydir. Tam metrik uzay olarak, alisilmis metrikli reel sayailar,

kompleks sayilar ornekleri verilebilir.

Tamm 2.2.19 (Yakmsaklik ve tamhk) (X,d) bir metrik uzay olsun. Bir X -degerli {xn}
dizisi (yani X yada X, indeksli X uzayinda bir dizi ), her reel £ >0 i¢in

nzn, , d(xn,x)<8
kosulunu saglayan pozitif bir n, tam sayis1 varsa X uzayinda bir x noktasina yakinsar. {xn},
xe€ X noktasina yakinsak ise, {xn} dizisine yakinsak dizi denir ve x noktasina {xn} dizisinin
limiti denir. limx, =x,lim,x, =x,lim _,_ x, =x,x, >x ya da n—>c iken x, =>x

n—oo n

simgelerinden biriyle gosterilir.

Tamm 2.2.20 (Limit (y1g1lma) noktas1) (X,d) bir metrik uzay ve A, X uzaymnmn alt kiimesi
olsun. X uzaymnda bir x noktast A\{x} kiimesinin bitisik noktas: ise, A kiimesinin limit

noktast ya da yigilma noktasidir.

Tamm 2.2.21 (Kompakt uzay ve yerel kompakt uzay) (M , p) bir metrik uzay olsun. M
uzayinin her elemam {U ; }ie , acik kiime sisteminin en az bir U, a¢i8ina aitse, {u . }ie , sistemine

M metrik uzayinin bir agik drtiisii denir. M =U, u....,.uu ; olacak sekilde M uzaynn her



v ,.}ie ; acik ortiistinden sonlu sayida U, ....,U, se¢cmek miimkiinse (M, p) metrik uzay:

kompakt adin1 alir.

Tamm 2.2.22 (Ayrilabilirlik) Bir X metrik uzayinda yogun sayilabilir bir alt kiime varsa X

uzayina ayrilabilir uzay denir.

Tamm 2.2.23 (Noktasal ve diizgiin yakinsakhk) { fn} aynt X bolgesinde tanimli

fonksiyonlar dizisi olsun.

lim £, (x) = £(x),

n—oo

ifadesini ele alalm. X bolgesindeki her x degeri icin bunun dogru oldugunu séylemek { fn}
dizisinin f fonksiyonuna noktasal yakinsadigini sdylemektir ve yakinsama
lim £, (x) = £ (x)

noktasal, olarak yazilir.

Diizgiin yakinsaklik, noktasal yakinsakliktan daha kuvvetli olan bir yakinsaklik

tipidir. Bir {fn} fonksiyonlar dizisi, f, (x) fonksiyonlarmm f(x) fonksiyonuna yakimsama
hiz1 x degerine bagh degilse bir f limit fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

S bir kilme ve her n dogal sayisi igin f, : S — R reel degerli fonksiyonlar olsun.

Her £ >0 i¢in, S kiimesindeki tiim x degerleri ve n= N i¢in |f, (x)— f (x)| < & kosullarim
saglayan bir N dogal sayisi varsa {fn} fonksiyonlar dizisinin f :S — R limitine diizgiin

yakinsak oldugunu soyleriz.

a, =sup|f, (x)— f (x)| dizisini ele alalim. Agiktir ki f, fonksiyonlar dizisi ancak ve

ancak a, sayilar1 0 sayisina yaklasiyorsa f fonksiyonuna diizgiin yaklasir.

Tanim 2.2.24 (izomorfizm ve izometri) [zomorfizma kiimeleri ve elemanlar arasindaki
bagintilar1 koruyan bir doniistimdiir. “ A kiimesinin B kiimesine izomorf olmasi” A = B olarak
yazilir.

Uzakliklar1 koruyan yani
d(f(x). f(y))=d(x.y),



iki metrik arasindaki bijektif doniisiime izometri denir, burada f sdzkonusu doniisiim olup

d(a,b) uzaklik fonksiyonudur. izometrilere bazen eslik (kongriians) doniisiimleri de denir.

Tanim 2.2.25 (ic carpim uzay1 ve Hilbert uzay1) Bir F cismi (cogunlukla F = C) iizerindeki

V' vektor uzayi icin, her x, y e V elemanlar ikilisine karsilik, skaler carpim aksiyomlar
saglanacak sekilde yani keyfi x,y,ze V' ve a € F icin asagidaki kosullar saglanacak sekilde
<x, y> € F ( x ve y elemanlarinin skaler carpimu ) sayisi verilmisse V' uzayina skaler carpimii
uzay ya da i¢ carpim uzay: ya da on-Hilbert uzayt denir:

HD) <x, x> >0,( yani <x, x> reel ) ve <x, x> =0 ancak ve ancak x =0 ise,

(. y) = alx.y),
(H3) (x+3.2)=(x.3)+(5.2),
(x,

y)=(r.1).

(H2)

(H4)

Daha bagka 6zellikler aksiyomlardan elde edilebilir:

<x, Oty> = c_t'<x, y> ve <x, y+ z> = <x, y> +<x, z> .

H o6n-Hilbert uzayinda bir norm asagidaki gibi skaler carpim vasitasiyla ifade edilebilir:

| =y/{x.x) (xeH) )

(4) esitligini saglayan skaler bir carpim varsa, (H, ) ) normlu uzayina iiniter uzay denir.

Tam iiniter H uzayina Hilbert uzay: denir. Bir Hilbert uzayinin alt uzay1 kapali lineer

bir alt uzaydir (Kreyszig, 1987).

Ornek 2.2.3
n _ b
<x’y>:Z§kﬂk’ <x’y> Zfﬂh ve x y :J.x tﬂt 5)
k=1 a
skaler carpimli {*(n), 1> ve I*((a,b)) uzaylar birer Hilbert uzayidr.

Ornek 2.2.4 f vege L*(u)=L*(X,Q, u) ise, Holder esitsizligi fg e L'(x) sonucunu verir.

(f.g)=] fedu



ise bu I*(u) Hilbert uzayimnda bir i¢ carpim tanimlar.

2.3. Ol¢iim Uzay1

Tanim 2.3.1 (Sigma cebir) X bir kiime olsun. O halde bir F ¢ -cebiri, asagidaki kosullart
saglayan X kiimesinin alt kiimelerinin bos kiimeden farkl bir sinifidir:

1. X kiimesi F cebirindedir.

2. A kiimesi F cebirinde ise, A kiimesinin tiimleyeni de F cebirindedir.

3. A, F cebirinin elemanlarinin dizisi ise, A, kiimelerinin birlesimi F

cebirindedir.

Tanim 2.3.2 (Olgﬁlebilir uzay) Bir kiime ve bu kiime {izerinde taniml1 sigma-cebiri ikilisine

olciilebilir uzay denir.

2.3.3 (Halka, & -halkas1 ve Olciim) Bir X kiimesi, X kiimesinin alt kiimelerinin bos
olmayan bir kiimesi F olsun. O halde F kiimesindeki her kiime ikilisi i¢in kesisim, birlesim
ve kiime farki da F' kiimesinde ise F bir halkadir. F' bir halka ve A, € f kiimelerinin
sayilabilir bir birlesimi i¢in, (1 A, kesisimi de F' halkasinda ise F halkasina bir J -halkast
denir.

Bir ol¢iim,

m(@)=0,

kosulunu saglayacak sekilde bir F' o -halkasindan elde edilen negatif olmayan reel fonksiyon
olarak tanimlanir, burada & bos kiimedir ve A =UA, birlesimi de F halkasinda bulunacak
sekilde F halkasindaki sonlu ya da sayilabilir sayida ikiserli ayrik (An) kiimelerinin sinifi
icin

m(A) =Y m(A,).

Tamim 2.3.4 (o -sonlu 6l¢iim uzay1) X sonlu ol¢iimlii 6l¢iilebilir kiimelerin sayilabilir
birlesimi ise, ¢ Ol¢iimiine o -sonlu denir. Bir 6l¢iim uzayindaki bir kiime, sonlu 6l¢timlii

kiimelerin bir birlesimi ise o -sonlu ol¢iimliidiir.



Tamm 2.3.5. (Lebesgue) Dis ol¢iim Bir dis olciim, asagidaki kosullar1 saglayan bir X

kiimesinin tiim alt kiimelerinde taniml1 bir
@25 —[0,0]

fonksiyonudur:

e Bos kiime sifir dis Sl¢iimliidiir (sifir 6l¢iimlii). (&) = 0
e Monotonluk A € B = ¢(A)< ¢(B)
e Sayilabilir yari-toplanirlhik: X kiimesinin alt kiimelerinin bir {Aj} dizisi i¢in
(karsilikli ayrik ya da ayrik olmayan )
{0 J<Sola)
j=1
Bu bize 6lciilebilirlik kavramini sdyle tanimlamamizi saglar: X kiimesinin bir E alt kiimesi

ancak ve ancak X kiimesinin her A alt kiimesi i¢in
o(A)= p(ANE)+ p(A\E),
ise, @ -Ol¢iilebilirdir ( ya da ¢ vasitasiyla Carathéodory-6lciilebilirdir).

Tanmim 2.3.6 (Borel kiimesi ve regiiler Borel dl¢iimii) Borel kiimeleri sayilabilir birlesimler

ve kesisimler tekrarli olarak alinmasiyla agik ya da kapali kiimelerden olusturulabilen
kiimelerdir. Rasyonel sayilar kiimesi bir Borel kiimesidir. Bir 7z -boyutlu " Oklidyen
uzayinda bir g dis dl¢iimii asagidaki iki kosul saglanirsa Borel regiiler adin1 alir:

e Her B < R" Borel kiimesi, Carathéodory kriteri anlaminda x -6lgiilebilirdir:

her A R" icin, u(A)=u(ANB)+ u(A\B).

e Her AcCR" kiimesi igin, (u-Olciilebilir olmasi gerekmeyen ) AC B ve

1(A) = u(B) olacak sekilde bir B = R" Borel kiimesi vardir.
Bu iki gerektirmeden yalniz ilkini saglayan bir dis ol¢iime Borel olciimii denir oysa yalniz

ikinci gerektirmeyi saglayan bir dis ol¢time regiiler olciim denir. R" uzayinda Lebesgue dis

Olctimii bir Borel regiiler 6l¢timii 6rnegidir.

Tanim 2.3.7 (Lebesgue olciimii ve Lebesgue integrali) Lebesgue ol¢iimii, klasik uzunluk

ve alan kavramlariin daha karmagik kiimelere genisletisidir. Ayrik araliklari iceren

S = Zk (a . ,bk) acik kiimesi verildiginde, Lebesgue 6l¢iimii



ﬂL(S)EZk:(bk _ak)’

ile tanimlanir.

Bir S = [a,b]—zk (a,.b, ) kapali kiimesi verildiginde

;UL(S')E(b_a)_Z(bk _ak)'

k
Birim dogriu pargasinin Lebesgue Ol¢iimii 1 sayisidir.

Lebesgue integrali, bir kiimenin Lebesgue Olciimii kullanilarak iist ve alt sinirlar
cinsinden tanimlanir. Bu §, = Zi n. ,u(E,.) Lebesgue toplami ele alinarak tanimlanir burada 7,
i alt araliginda fonksiyonun degeridir, ,u(Ei) degerleri yaklasik olarak 77, olan noktalar
kiimesinin Lebesgue Olciimiidiir. Bir f fonksiyonunun bir X Ol¢iim uzay: iizerindeki
Lebesgue integrali,

Jf
ya da bazen integralin # Ol¢iimiine gore alindigin1 vurgulamak iizere
s

olarak yazilir.

Tamm 2.3.8 (L’ uzaylar1) L’ -fonksiyonlar kiimesi L’ -uzayim genellestirir. Kare
integrallanebilirlik yerine, f Olciilebilir fonksiyonunun L” uzayinda olmasi i¢in p -
integrallenebilir olmasi gerekir.

Bir X 0l¢iim uzayinda, bir f fonksiyonunun L’ -normu

=)

seklinde tanimlanir. L” -fonksiyonlar1 bu integralin yakinsadigi fonksiyonlardir. p # 2 igin,

|7

L’ -fonksiyonlar uzay1 Hilbert uzay1 olmayan bir Banach uzayidir. R” Oklidyen uzayinda ve
diger bircok durumda, L”-uzayr L” normu kullanilarak elde edilen kompakt destekli siirekli
fonksiyonlarin tamlamisidir. L*-uzayr durumunda oldugu gibi, bir L”-fonksiyonu h.h.h.

uyumlu fonksiyonlarin denklik smifidir. Bir f, fonksiyonlar dizisinin L” uzayinda

yakinsamast miimkiin iken bir diger p icin L’ uzayinda yakinsamasi miimkiin olmaz

5 )—1/2—1/n

ornegin, f, :(1+x fonksiyon dizisi [L’-uzaymda yakimsar ancak L'-uzayinda

yakinsamaz. Bununla birlikte, bir dizi L” ve L” | uzaylarinda yakinsaksa, limiti her iki uzayda



da aynt olmali. p>1 iken L” uzaymin dual uzayr L? uzaymdaki fonksiyonlara karsin
integrali alinarak verilir, burada 1/ p +1/¢g = 1. Integraller i¢in Holder esitsizliginden dolay1 bu
anlamhdir. Ozellikle kendisine dual olan tek L”-uzayr L’ uzayidir. L fonksiyonlarinin
kullammmi L* kadar sik degilse de analizde ve kismi diferensiyel denklemlerde cok 6nemlidir.

Ornegin, baz1 operatorler bir p > 2 sayisi igin yalniz L” -uzaymda smirlidirlar.

Teorem 2.3.1 (Mutlak Siireklilik ve Radon-Nikodym teoremi) Bir A 6l¢iimii, #(E)=0
kosulunu saglayan her kiime i¢in A(E)=0 ise baska bir u olciimiine gore mutlak siireklidir.
Bu, x4 Lebesgue 6l¢iimii gibi pozitif 6l¢iim oldugu siirece anlamlidir ancak A herhangi bir
Olciim Ornegin kompleks dl¢iim olabilir.

Radon-Nikodym teoremi, pozitif y Ol¢iimiine (Lebesgue dlciimii ya da Haar dl¢iimii
olabilen ) gore mutlak siirekli bir A kompleks 6lgiimiiniin bir f L'(u)-fonksiyonunun

integrali
ME)= | fdu,

ile verildigini ifade eder. f fonksiyonu 6l¢iim i¢in bir yogunluk fonksiyonu gibidir.

Teorem 2.3.2 (Fubini teoremi) Bazen Tonelli teoremi olarak adlandirilan Fubini teoremi,
cok katli bir integralle tekrarli bir integral arasinda bir baglant: kurar. f(x,y) fonksiyonu

R:a<x<b, c<y<d dikdortgensel bolgesi iizerinde siirekli ise,

.”R Sl yh(xy)= J.jj.:l f(x, y)dydx

esitligi saglanir.

Tanim 2.3.9 (Analitik fonksiyon) Bir kompleks fonksiyon bir R bolgesindeki her noktada
kompleks diferensiyel-lenebilir ise fonksiyona R bolgesinde analitiktir denir. Diger bir
ifadeyle, bir analitik fonksiyon, yakinsak bir kuvvet serisi ile yerel olarak verilen
fonksiyondur. Bir kompleks fonksiyon, bir R bdlgesinde analitik ise, R bdlgesinde sonsuz
diferensiyellenebilirdir. Herhangi bir polinom (reel ya da kompleks) bir analitik fonksiyondur.
Ustel fonksiyon analitiktir. z — z fonksiyonunun reel dogruya simirlanisi reel analitikse de

kompleks analitik degildir.



Tamm 2.3.10 (Kutup) U, C kompleks diizleminin agik alt kiimesi, a, U ag¢iginin elemani

olsun ve f:U —{a}— C verilen tanim bolgesinde holomorfik bir fonksiyon olsun. Tiim

U —{a} kiimesindeki z elemanlart icin,

_ g(2)
f(z)= Cea)’

kosulunu saglayan bir g :U — C holomorfik fonksiyonu ve negatif olmayan bir n tam sayisi

varsa, a f fonksiyonunun kutup noktast adin alir. Yukaridaki kosulu saglayan en kiiciik n

sayisina kutbun mertebesi denir. 1 mertebesindeki kutba basit kutup denir. 0 mertebesindeki

kutba kaldirilabilir tekillik (singiilarite) denir.



3. TEMEL OZELLIKLER

Bu boliimde, normlu uzaylarda lineer uzaylar, sonlu boyutlu normlu uzaylar, normlu

uzaylarin boliim ve ¢arpimlari ele alinmastir.
3.1. Yar1 Normlu Uzaylar

Tamm 3.1.1 X, F iizerinde vektor uzayi ise, bir yari-norm asagidaki ozelliklere sahip olan
bir p: X — [0,00) fonksiyonudur:
(a) X “te tim x,y icin p(x+ y)< p(x)+ p(y),
(b) F’detim a ve X ’tetiim x icin p(ax):|af|p(x).
(b)’den p(0)=0 oldugu gériiliir. Bir norm bir p yari-normudur dyle ki
(¢) p(x)=0ise x=0.
Genellikle bir norm |||| ile gosterilir.

Bir Hilbert uzayinda tanimli norm (a)-(c) kosullarini saglar. Aynm1 zamanda bu

kosullar1 B(H )’de tanimli norm da saglar.

X bir norm ise, d(x, y) = ||x —y|, X ’te bir metrik tanimlar.

)

Tamm 3.1.2 X bir vektor uzayr ve |||| X ’te bir norm olsun. Bir normlu uzay, (X ,

ikilisidir. Bir Banach uzay: normla tanimli metrige gore tam olan bir normlu uzaydir.

Onerme 3.1.1 X bir normlu uzaysa,

(@) (x,y)> x+y ile tanimh X x X — X fonksiyonu siireklidir;
(b) (&, x) > axile tammli FxX — X fonksiyonudur.

Ispat. x, — x ve y, — yise, n—> oo iken

I, +3,)= (4 ) =[x, =)+ (v, = v) <[x, = +[|y, =] = 0.

Bu sonug¢ (a)’ y1ispatlar.(b)’nin ispati kolayca goriiliir.

Lemma 3.1.1 p ve g bir X vektor uzay: lizerinde yari-normlar ise, asagidaki ifadeler

denktir.



(a) Tim x’ lericin p(x)<q(x) (p<q).

(b) fxe X :g(x)<1}c{re X : p(x)<1}.

(b)) p(x)<Toldugu siirece g(x)<1’dur.

© friglx)<ipcix: pla)<i}.

(c) q(x) <1 oldugu siirece p(x) <1’dr.

(d) {x:qlx)<ltcix: plx) <1},

(d") ¢(x)<1oldugu siirece p(x)<1’dir.
Ispat. Aciktir ki (b) ile (b)), (c) ile(c") ve (d) ile (d') denkligi aciktir. Ayn1 zamanda (a) nin
kalan diger tiim kosullart ve (b) nin (d ) yi dogruladig aciktir. Simdi (d ) nin (a) y1 verdigi
gosterilecektir.

(d ) nin saglandigini varsayalim ve g(x)=a diyelim. £>0 ise,
glla+e) x)=(a+e) a<l.
(d )den,
12 plla+e) )= (ave) pls).

boylece p(x)>a+é&=q(x)+e.£— 0 olmasi (a) y1 verir.

|||| , ve |||| , X7 te iki norm ise, X’ te aym topolojiyi tanimliyorlarsa bu normlara

denk normlar denir.

Onerme 3.1.2 |||| ,ve |||| 5 X ’ te iki norm ise, bu normlar denktir ancak ve ancak X ’ teki tim
x’ler i¢in

e, <[, =l

1’
olacak sekilde pozitif ¢ ve C sabitleri vardir.

Ispat. X ’teki tim x’ lerigin, ¢

|x|| S ||x|| , S C||x||1 olacak sekilde pozitif ¢ ve C sabitlerinin
mevcut oldugunu varsayalim. X ’te x , sabitleyelim, £ >0. O halde
fxex :||x—x0||1 <e/Clc {xe X :||x—x0||2 <e },

{xe X :||x—x0||2 <€/C}g {xe X :||x—x0||1 <& }



Bu iki topolojinin aymi oldugunu gosteriyor. Simdi bu iki normun denk olduklarini

varsayalim.Buradan {x: ||x|| <1 3 || ,1le tanimlanan topolojide 0’1 a¢ik komsulugudur. Bu

nedenle
o, <r b {e:ld, <1}

olacak sekilde birr >0 vardir. g(x) = r’1||x|| , ve p(x)= ||x||1 ise, onceki lemmadan

<r”| I, <]
||x||1_r xzyadacxl_xz,

ki buradac=r.
Bir Banach uzaymnin iki tip 6zelligi vardir: topolojik ve metrik olanlar. Metrik
ozellikleri tamamen norma baglhdir; topolojik olanlar yalnmizca normlarin denklik sinifina

baghdir.

Ornek 3.1.1 X herhangi bir Hausdorff uzay1 olsun ve C,(X), tim sirekli f:X = F
fonksiyonlar1 oyle ki || f || = supﬂ f (x)| :xe X}<oo, C,(X) uzayindaki f,g elemanlar igin,
(f+2)x)=f(x)+g(x) esitligi ile (f+g):X — F doniisimiini ve F cismindeki a
sayilari i¢in (af )(x) = af (x) tammlayalim. O halde C,(X), bir Banach uzayidir.

(3.1.1)’deki  ifadelerin  ispatlann  C,(X)’in tamhig disinda tamamen
bilinmektedir.Bunu gérmek ig¢in, {fn } C,(X) ’de Cauchy dizisi diyelim. Boylecee >0 ise,
bir N, tam sayist vardir 6yle ki n,m 2 N, i¢in
£ = Fall = sup
Ozellikle, X uzayindaki herhangi bir x icin, n,m > N, iken
0= f,0[|f, - fl<e.

Boylece, {fn (x)} , F cisminde bir Cauchy dizisidir. xe X ise f(x)=1im f, (x)olsun. X’ te

[, ()= f, (@) xe X}

E>

x elemanini sabitleyelim. n,m > N, ise,
[f )= £, [ £ 0= £, | +[ £, ()= £, (&) <[ f ) = £, (0] + &
dir. m — oo alarak n > N, iken | fx)-f, (x)| < € esitsizligini veriyor.Bu, x *den bagimsizdir.

Buradan n > N, i¢in ||f - fn” < ¢, dur.



Simdiye dek gosterdigimiz, n — ooiken || f- fn||—>0. Bunun X wuzayinda

f,(x) = f(x) diizgiince olduguna dikkat edelim. f fonksiyonunun siirekli olacagini temel
analizden bilmekteyiz. Ayn1 zamanda,

IAl<lr -1,
Buradan f € C,(X) ve bunedenle C,(X) tamdir.

+

fn

<oo.

Topolojik olarak kapali olan bir X Banach uzayinin Y lineer alt uzayr X uzayinin

normuna sahipse Y’ de bir Banach uzayidir.

Onerme 3.1.3 X bir yerel kompakt uzay ve C,(X) tim stirekli f : X — F fonksiyonlar
Oyle ki time >0 ig¢in, {xe X :|f(x)| > 8} kompakt ise, C,(X) ,C,(X) uzaymin kapal alt

uzayidir ve bu nedenle bir Banach uzayidir.

Ispat. C,(X) 'mC,(X)’te bir lineer manifold oldugu aciktir. Yalmizca C,(X) uzaymin
C,(X) uzayimnda kapal1 oldugu gosterilecektir. {fn )< Cy(X) olsunve C, (X)'te f, —f
oldugunu varsayalim. € >0 ise, bir N tamsayis1 vardir dyle ki || fo.=f || < &/2 dir. Yani tim

n=N ve X ’te tim x elemanlari i¢in

f. ()= f(x)|<€e/2 olur. |f(x) <& ise, n2 N i¢in

e<|f ()= f,(0)+ f,(x)| S €/2+]|f, (%)

boylece n = N i¢in | £, (x)| > £/2 . Bunedenle

{xe X:|f|2elcive X :|f, (0|2 e/2},
ohalde fe Cy(X).
C,(X) uzay1 sonsuzda sifira giden X uzaymdaki siirekli fonksiyonlarin kiimesidir.
X =R ise, C,(R), tim siirekli f:R — F fonksiyonlaridir 6yle ki lim_, f(x)=0. X
kompaktise, C,(X)=C,(X)=C(X) (Convay, 1990).

I herhangi bir kiime ise, / ya diskrit topoloji verelim. Buradan [ yerel kompakt

olur. Aym1 zamanda [/’da herhangi bir fonksiyon siireklidir. C,(Z) gOsterimindense
geleneksel olan1 I (1) =Z (Z ) dir.Yani I (1), tim sinirtht f : I — F fonksiyonlaridir ve

||f|| = supﬂf(i)| ie I}
C,(I) tim f :I — F fonksiyonlarindan olusur dyle ki her £ >0 i¢in,

ier:|ri)zel,



sonludur./ = X ise, bu uzaylar i¢in alisilmis gosterim I~ ve C,’dir, ™ tiim sinirh skaler

dizilerinden ve C,, 0’a yakinsayan tiim dizilerden olusur.
Ornek 3.1.2 (X,Q,u) bir dl¢iim uzayidir ve 1< p < oo ise, L"(X,Q,u) bir Banach uzayidir.

Ornek 3.1.3 1 bir kiime ve 1< p <coolsun. [”(I) tim f:I — F fonksiyonlarmin kiimesi

oyle ki Z ‘ﬂ f (i)|p :ie 1}< oo olarak tammlayalim ve

171, =& {ray ie i}

tanimlayalim. O halde bir Banach uzayidir. I = X ise, [”(X)=1".

Q =1 mn alt kiimeleri ve € ’daki her i¢in, u(A)=A sonlu iken A daki noktalarin
sayis1 ve aksi durumda wu(A)=ocoise, [”(I)=L"(X,Q,u) olur. Boylece (3.1.3)’deki ifade

(3.1.2)’ifadesinin sonucudur.

Ornek 3.1.4 n>1 ve C™[0,1]= f nin n siirekli tiirevleri mevcut olacak sekilde

f:[0,]] > F fonksiyonlarimin derlemi olsun.
”f” = SUP<x<n {Supﬂf(k) (X)‘ :0<x<1 } }

tammlayalim. O halde C“[0,1] bir Banach uzayidir.

Ornek 3.1.5 1< p<o ve n>1 ve w) [0,1]: f nin n—1 siirekli tiirevleri mevcut olacak
sekilde f:[0,1]]— F fonksiyonlari olsun, f“ mutlak siirekli ve 7 e L[0,1] dur. w) [0,1]
uzayinda f* i¢in
" 1 1/p
7= D\f@ :(x)‘pdx}
k=0 0
tanimlayalim. O halde W [0,1] bir Banach uzayidir.

Asagidaki 6nerme yari-normlar konusunda yaralidir.



Onerme 3.1.4 P, X ’te bir yari-norm ise, X ’teki tiim x,yler icin |p(x)—p(y)| <plx—y)

dir. |||| bir norm ise, X ’teki tiim x, y ler i¢in H|x||—||y|” S”x—y” dir.

Ispat. Siiphesiz, normlara ait esitsizlik yari-normlar igin olanin bir sonucudur. x,ye X ise,
p(x)=px—=y+y)< p(x=y)+ p(y)

oldugunu goriiyoruz, béylece p(x)— p(y) < p(x—y). Benzer sekilde,

p(y)—pxX)<p(x—y).

Banach uzaylar kategorisi i¢in “izomorfizm” kavrami vardir.

Tanimm 3.1.3 X ve Y normlu uzaylar ise, X ten Y ye bir orten lineer izometri varsa X ve Y
izometrik izomorfiktir.
Banach uzay1 kuraminda izomorfizm terimi homeomorfizm olan7 : X — Y lineer

fonksiyonlar1 i¢in ayrilmastir.
3.2. Normlu Uzaylarda Lineer Operatorler

Bu kesimde normlu uzaylardaki lineer operatorlerle ilgili birkag bilgiyi ve 6rnegi bir
araya getiriyor. Banach uzaylar ile ilgili operatorlerin daha tam incelenisi daha sonra devam

edecektir. B(X,Y), tiim siirekli A: X — Y lineer doniisiimlerini temsil etsin.

Onerme 3.2.1 X ve Y normlu uzaylar ve A:X — Y bir lineer doniisim ise, asagidaki
ifadeler denktir:

(a) Ae B(X,Y)

(b) A ,0°’ da siireklidir.

(c) A bir noktada siireklidir.

(d) X ’te tiim x” ler igin, | Ax]| < c[x] olacak sekilde pozitif bir ¢ sabiti vardr.
Ae B(X.Y) ve
4] = supfjax]: 4] <1}
ise,
JA]=supljax]: ] =1}
= sup{ JAx] /] - x =0}

=inf{c >0 :||Ax|| < c||x|| X 'teki x elemanlan icin }.



||A|| sayisina, A’ nin normu denir ve toplama ve carpma noktasal olarak tanimlanmissa,

B(X.,Y) bir normlu uzay olur. Y bir Banach uzay: ise B(X,Y) Banach uzayidir. Siirekli

lineer bir operatore sinirlt lineer operator de denir.

Ornek 3.2.1 (X,Q,u) bir o -sonlu dlciim uzay1 ve ge L*(X,Q,u) ise, L' (X,Q,u)
uzayindaki tim f* lericin M, f = ¢f ile
M, LP(X,Qu) = L'(X,Q,u),l < p<Loo

tammlayalim. O halde M , € B(L"(X,Q,u)) ve HMa,H = ||¢||w dur.

Ornek 3.2.2 (X,Q,u),K,c, ve c, ifadeleri Hilbert uzaylarinda ifade edildigi gibidir ve
1< p<ooise, L”(u)’deki tim f operatorler ve X ’ teki x ’ler icin
(KF)00) = [ (e, ) f (7)dp(y)
ile tanimhi K : L (u) — L” (u) L’ (1)’ de bir sinirlt operatordiir ve
||K|| <c¢/'’e)?,

dir. Ki buradal/p+1/g =1dur.

Ornek 323 X ve Y kompakt uzaylar ve 7:¥Y — X siirekli bir doniisiim ise,

(Af)(y) = f(z(y)) ile A:C(X)— C(Y) tammlayalim. O halde

Ae B(C(X),C(Y)) ve |A| =1dur.

3.3. Sonlu-Boyutlu Normlu Uzaylar

Fonksiyonel analizde, bir kavramin sonlu boyutlu uzaylarda sahip oldugu anla-mini

gormek her zaman kolaylik saglar.

Teorem 3.3.1 X, F lizerinde sonlu-boyutlu vektor uzay:r ise, X ’teki herhangi iki norm

denktir.

ispat. {/,....¢,} , X icin bir Hamel tabani olsun. x = Zil x,0, igin,

||x||w Emaxﬂxj‘:ls J Sd}



tanimlayalim. ||||m ’in bir norm oldugu kolayca goriilebilir. |||| , X ’te herhangi bir norm olsun.
[ ve || normiarmin denk olduklari gosterilecek. x=>"" x¢, ise, C= |/ | iken
||x|| < zj‘x jmﬁ jH < C||x||m “dir. Diger esitsizligi gostermek iizere, 7, ||||m normu vasitasiyla X
uzayinda tamimli topoloji ve U, |||| normu vasitastyla X ’te tamimli topoloji olsun.
B :{xe X :||x||w <1} olarak verilsin. ispatin ilk bélimii 75U oldugunu gosterir. B, 7 -
kompakt ve 72U oldugundan, B, U -kompakttir ve iki topolojinin B ile karsilikli
iliskilendirilmeleri uyusur. A={xe X :|x|_ <1} olsun. A, 7-acik oldugundan (B,U)’da
aciktir. Buradan U ’da bir V' kiimesi vardir 6yle ki VB =A. Boylece 0V ve bir r >0
vardir Syle ki fre X :|x|_ <r}cV.
Buradan

if<r veld <1 [ <1 ©
demektir. Simdi de || < r esitsizliginin |x|_ <1 esitsizligini verdigi seklindeki iddiay: ele
alalim.

||x||<r olsun , x=ij€j diyelim ve 0‘:”)(”00 dir . Boylece ||x/0{||m =1 ve
j

x/ae B dir. a>1 ise, ||x/a||< r/a<r ve bu durumda (6)’dan ||x/0!||m <1, bu ise bir

celiskidir. Boylece ||x||m = <1 ve buradan iddia saglanmstir.

Lemma 3.1.1°den, tiim x’ ler i¢in ||x||m < r‘1||x|| ve ispat tamamlanmis olur.

Onerme 3.3.2 X bir normlu uzay ve M, X ’te sonlu boyutlu bir lineer manifold ise, M
kapalidir.

ispat. x,e X\M ve M, =M ve {x,} kiimelerinin lineer dogurucusu olsun. M ’de x ve
F’de «, icin

e+ ap,), =[]+
ile M, de |||| , hormunu tanimlayalim. |||| ,'in M, ’de bir norm oldugunu gostermek alistirma
olarak birakilmistir. Teorem 3.3.1 ve Onerme 3.1.2°e gore , ¢ ve C sabitleri vardir 6yle ki
M ’deki tiim x’ler ve F’deki tim ¢, i¢in

c||x + a0x0||1 < ||x|| + |a0| < C||x + a'ox0|| .



Buradan M ’deki tiim x ’ler icin,
||x0 —x|| >C™ (“x||+1)2 c.
Boylece
0<C™ <inf{jx, - : xe M }= dist(x,, M)
Yani, M ’de bulunmayan her x, noktast M ’den pozitif bir uzakliktadir. Buradan M

kapalidir.

Onerme 3.3.3 X bir sonlu-boyutlu normlu uzay ve Y herhangi bir normlu uzay 7: X —Y
bir lineer doniisiim ise, 7" siireklidir.
Ispat. X ’teki tiim normlar denk olduklarindan ve 7 : X — Y herhangi bir norma gore siirekli

iken X ’teki bu norma denk bir norm oldugundan,
d
Hz j=1 é:j €,

oldugunu varsayabiliriz ki burada {e i }, X icin bir Hamel tabanidir. Boylece, x = Zf ;€ icin,

3¢ 7, <3 Je e, < I

dir. Ki burada C = ZHTe /H dir. Onerme 3.2.1°den dolay1 T siireklidir.

=maxﬂ§j‘:ls j<d}

3.4. Normlu Uzaylarin Boliimleri ve Carpimlar:

Tanim 3.4.1 X bir normlu uzay ve M, X ’te bir lineer manifold ve Q: X — X/M
Ox:x+ M dogal doniisiimii olsun. X /M ’yi bir normlu uzay kabul etmek boylece
||x+M||:infﬂ|x+ y|| (Y€ M} (7)
tanimlamak istiyoruz. M bir lineer uzay oldugundan
|+ M| = inf{lx+y|: ye M}=dist(x,M)

X’ten M ’ye olan (7) uzakhiginin X /M ’de bir yari-norm tamimladigi acgiktir. Ancak
M , X ’te kapal1 ise, (7) norm tamimlar. Bununla birlikte, M kapali degilse, (7) niceligi norm

tanimlamaz.

Teorem 3.4.1 M <X ve ||x+M || (7)’deki gibi tanimlanmissa, |||, X /M ’de bir normdur.

Ayn1 zamanda:



(a) X ’teki tim x’ler i¢in ||Q(x)|| S||x|| ve Q siireklidir.
(b) X bir Banach uzayi ise, X /M de Banach uzayidir.
(c)X /M nin bir W alt kiimesi norma gore goreli aciktir ancak ve ancak Q~'(W),
X ’te aciktir.
(d) U X ’teacgiksa, Q (U) X /M ’de aciktir.
Ispat. (7)’nin X /M ’de bir norm tanimladig1 kolayca goriilebilir.
(a)’y1 gostermek icin, 0 M oldugundan ||Q(x)|| =||x+M || S||x|| ; O bu nedenle
(7)’den siireklidir.
(b) {x, + M} X /M *de Cauchy dizisi olsun. Bir {xnk +M } alt dizisi vardir oyle
ki
(xnk +M)— (xnk +M1‘ = Hxnk -X, +MH <27k,

v, =0 olsun. M ’de y, secelim Oyle ki

X, =X, + y2H < Hxnk —X, +MH+2‘l <227

M ’de y, secelim Oyle ki

Bu sekilde devam edildiginde , M ’de {yk} dizisi vardir dyle ki

()cn2 +y, )— (xn3 +, 1‘ < Hxn2 —x, + MH <27<227

<2.27*

Jlx,, + 3=, +30)
dir.Boylece {xnk + yk} X ’te bir Cauchy dizisidir . X tam oldugundan, X ’te bir x, vardir
oyle ki X ’te

X, t Y X,

dir. (a)’dan dolayz,
X, +M = Q(xnk + yk)% Ox,=x,+M

{xn +M} Cauchy dizisi oldugundan x,+M — x,+M ve X /M tamdir.
(c) W, X/M ’de aciksa, Q"' (W) , X ’te agiktir ciinkii Q siireklidir. Simdi
WcX/M ve Q'(W)’in X ’te agik oldugunu varsayalim. r >0 ve B, = {xe X ||x|| < r}

diyelim. Q(B,)= {x+ m: ||x +M || < r} oldugu  gosterilecektir.  Gergekten, ||x|| <r



ise||x+M|| < ||x|| <r. Ote yandan,

x+M||<r ise M ’de bir y vardir oyle ki ||x+ y||<r.
Boylece
x+M =0Q0(x+y)e Q(B,)
dir. x,+M e W ise, x,€ Q"' (W)dir. Q7' (W) agik oldugundan bir r >0 vardir 6yle ki
x,+B, = {x : ||x—x0|| < r}g Q™' (W)
dir. Onceki iddia
W =007 (W)20(x, +B,) ={x+M :|x—x, + M| < r}
oldugu anlamina gelir. Buradan W aciktir.
(d) U, X ’te agik ise,
Q' W)=U+M={u+y:uecU,yeM}=U{U +y:ye m}
denkligi vardir. Her U +y agiktir, bu nedenle Q' (Q(U )) X ’te aciktir. (¢)’ den Q(U),
X /M °de agiktir.

0 acik doniisiim oldugundan (d)’ de, Q 'nun kapal1 doniisiim olmasina varilmaz.

Onerme 3.4.1 X bir normlu uzay ise, M <X ve N, X ’in sonlu boyutlu alt uzayi ise,
M + N , X ’in kapal1 alt uzayidir.
Ispat. X /M ve Q: y — X /M béliim doniisiimiinii dikkate alalim.

dimQ(N)<dimN < oo
oldugundan, Q(N), X /M ’de kapaldir; Q siirekli oldugundan Q'Q(N), X uzayinda

kapali olur ancak 0'O(N)=M +N
dir.

Simdi normlu uzaylarin carpimi ya da dogrudan toplamina bakalim. Burada bir
zorluk vardir cilinkii Hilbert uzaylarina benzemeksizin, ilerlemek igin hicbir dogal yol

bulunmamaktadir. {X jiiel }’nin normlu uzaylarin bir derlemi oldugunu varsayalim. O halde
lineer islemler koordinatsal tanimlanmissa H{X el } bir vektor uzayidir. Diisiince, bu

carpimin lineer alt uzayinda bir norm ifade etmektir.

|||| her X. tizerindeki normu gostersin. 1< p < oo igin,

°, X { 1% = Shol | <o<}

tanimlayalim.



o X, = {xe [T, s = suplc < oo}

tanimlayalim. {X 1 X, ,...} normlu uzay dizisi ise,

®, X, = {xe [T%, ] o}

n=1

tanimlayalim; @, X, alt uzay olarak @ _ X, uzayinin sahip oldugu normu verelim.

Onerme 3.4.2 {X ciel } normlu uzaylarin bir derlemi ve
X=®_X,]1< p<oc olsun.
(a) X bir normlu uzay ve X ’teki her x i¢in,
|Gl <
saglayan P, : X — X, izdiisiimii siirekli lineer bir doniisiimdiir.
(b) X bir Banach uzayidir ancak ve ancak her X, Banach uzayi ise.
(c) Her P, izdiisimii X ’in X, iizerine agik doniisiimiidiir. Benzer bir sonug,

@, X, icin saglanir.



4. HAHN-BANACH TEOREMI VE BAZI SONUCLARI

Bu boliimde lineer fonksiyoneller, Hahn Banach teoreminin bazi sonuglar1 ve

Banach limitine uygulamalar ele alinmistir.
4.1. Lineer Fonksiyoneller

X ,F f{zerinde vektor uzayr olsun. X ’te bir hiperdiizlem X ’te bir M lineer

manifoldudur dyle ki dim(X/M)=1.f:X — F lineer fonksiyonel ve j#0 ise, ker f bir
hiperdiizlemdir. Ger¢ekten , f , X /ker f ile F' arasinda izomorfizm olusturur. Tersine, M
hiperdiizlem ise, Q: X — X /M dogal doniisiimdiir ve T: X /M — F bir izomorfizmdir. O
halde F =T -Q X ’te lineer fonksiyoneldir ve ker f = M dir.

f ve g’nin ker f =ker g olacak sekilde X ’te lineer fonksiyoneller olduklarini varsayalim,
f(x,) =1 olacak sekilde x, e X olsun; boylece

g(xy)#0xe X ve a= f(x)ise, x—ax, € ker f =kerg

dir. Bu nedenle, 0= g(x)—ag(x,) yani g(x)= (g(xo)) f(x) dir. Boylece bir S skaleri igin

g = ff dir. Bu asagidaki gibi 6zetlenebilir.

Onerme 4.1.1 X ’te bir lineer manifold hiperdiizlemdir ancak ve ancak bu lineer manifold
sifirdan farkli bir lineer bir fonksiyonelin cekirdegi ise. Iki lineer fonksiyonelin aym cekirdegi

vardir ancak ve ancak biri digerinin sifirdan farkl kati ise.
Normlu uzaylarda hiperdiizlemler iki kategoriden birinde bulunurlar.

Onerme 4.1.2 X bir normlu uzay ve M , X ’te bir hiperdiizlem ise, ya M kapalidir ya da
M yogundur.

Ispat. M ’nin kapanisi olarak cIM ’yi ele alalim. Onerme 3.1.1°den , cIM X ’te bir lineer
manifoldudur. M < c/M ve dimX /M =1 oldugundan ya c/M =M yada cIM = X dir.

X=c,ve f: X = F f(q,a,,..)=a, ile tammlanmissa,

ker f ={(a,)e ¢, :a, =0},



¢, ‘da kapalidir. Yogun bir hiperdiizlem 6rnegi elde etmek icin X =¢, ve e,, ¢, 1n elemani

olsun dyle ki k #n ve e, (n)=1 ise e, (k) =0’dir.(c,’1 N ’de fonksiyonlarin bir sinif1 olarak
diisinmek en iyisidir.) Tim »n icin x,(n)=1/n; boylece x,ec, ve {x,.e.e,....} ¢,
uzayinda lineer bagimsizdir. B = {xo,e1 , ez,...}’i iceren c,’da Hamel tabani olsun.

B={x,.e,,e,,.}uibic I}b, # x,

ya da herhangi bir i yada n i¢in e, diyelim.

f(aoxo + z:;lanen + Z; IBibi): ay
ile f:c, > F tamimlayalim.(Bir onceki ifadede en cok sonlu sayida a, vef, sifirdan

farklidir ). Tim n =1 i¢in e, € ker f oldugundan, ker f yogundur ancak agiktir ki ker f # ¢, .

Hiperdiizlemler i¢in mevcut olan dikotomi (ikilik) lineer fonksiyoneller i¢in dikotomi halinde

ifade edilmelidir.

Teorem 4.1.1 X bir normlu uzay ve f : X — F bir lineer fonksiyonel ise, f siireklidir ancak
ve ancak ker f kapalidir.

ispat. f siirekli ise, ker f = f'({0}) ve bu nedenle ker f kapali olmali. Simdi ker f’ nin
kapali oldugunu varsayalim ve Q: X — X /ker f dogal doniisiim olsun. Teorem 3.4.1° den,
Q siireklidir.7 : X /ker f — F  bir izomorfizm olsun; Onerme 3.3.3’den T siireklidir.

Boylece,
g=ToQ:X >F

ise, g siireklidir ve ker f = ker g .Buradan Onerme 4.1.1°den F ’de bir a icin f =ag .

f:X — F bir lineer fonksiyonel ise, f lineer doniisiimdiir ve bu nedenle Onerme

3.2.1 uygulanabilir. Siirekli lineer fonksiyonellere sinirli lineer fonksiyoneller de denir ve
[711=supdr oo < 13
(7)°de || f || icin verilen diger formiiller burada da gegerlidir. X = X ’teki tiim sinirli lineer

fonksiyonellerin sinifi olsun. f,ge X " ve ae Fise,
(af +g)(x)=af (x)+ g)(x)

tanimlayalim; X “’a X ’in dual uzay: denir. X = B(X,F) oldugunu goriiyoruz.



X" uzay1 i¢in norm topolojisi || f || =supﬂ| f (x)||:||x|| Sl} normuyla tanimlanir. X°

uzayi i¢in noktasal yakinsaklik topolojisine w" -topolojisi adi verilir. X" uzaymin bir F alt
kiimesine w"-simirli denir ancak ve ancak X ’in her x {iyesi i¢in F kiimesinde f
fonksiyoneli vasitasiyla verilen tim f(x) degerleri kiimesi stnirhdir. X uzayindaki her lineer

fonksiyon siirekli degilse X* uzayr w"-topolojisine gore tam degildir. Noktalart ayirt etmek
icin X uzayinda yeterli siirekli lineer fonksiyonellerin var oldugunu varsa-yalim.—bu olgu

Hahn-Banach teoreminin bir sonucudur (Kelley, 1955 ve Banach, 1955)

Onerme 4.1.3 X bir normlu uzay ve X" bir Banach uzayidir.
Ispat. X*’in bir normlu uzay oldugu kolayca goriilebilir. X *’in tam oldugunu gostermek
icin, B ={xe X :||x||£1} alalm. f € X * ise, p(f)(x)= f(x) ile p(f): B—F tanimlayalim;
yani p(f) f’nin B’ye smirlamgsidir. p: X" —-C, (B)’nin bir lineer izometri oldugunu
gorityoruz. Boylece X * i tam oldugunu gostermek i¢in, (3.1.1)’in ispat1 geregince C, (B)
tam oldugundan p(X*)’in kapali oldugunu gostermekte yeterlidir. { fn}g X" olsun ve
n— oo iken ||p(fn)— g|| — 0 olacak sekilde geC, (B) oldugunu varsayalim.a, B€ F,
a, B +0 oyle ki ax, fxe B ise,
a'glax)=lima' f,(ax) =lim B7' £, (Bx) = B~ g ().

axe B olacak sekilde herhangi bir @ #0 icin f(x)=a'g(ax) alarak f:X —F tamm-
layalm. f € X* ve p(f)=g oldugu kolayca goriilebilir.

Su belirtilmelidir ki bir Onceki onermede X ’in tam oldugu varsayilmamistir.

Gercekten, X bir normlu uzay ve X tamlanigi ise , X~ ve X" izometrik olarak izomorfiktir.

Teorem 4.1.2 (Convay, 1990) (X, Q, 1) bir 6lgiim uzay1 ve 1< p <o olsun.1/p+1/g =1,
ge L'(X,Q,u) ise,
F,(f)=| fedu
ile F,:L" () > F tamimlayalim. O halde F €L () ve g>F , doniisimii L* (1) den

L7 (1) *a izometrik izomorfizm tanimlar.

Teorem 4.1.3 (Convay, 1990). (X ,Q, ,u) o -sonlu dl¢iim uzay1 ve ge L~ (X ,Q, ,u) ise,



F,(f)= fedu
ile F, :L'(4) - F tammlayalm. O halde F . € L'(u) ve g — F, doniigtimi L~ (u)’den

L'(u)"a izometrik izomorfizm tanimlar.

Teorem 4.1.2°den p =2 iken (4.1.2)’te kompleks eslenigin bulunmamasi nedeniyle
(4.1.2) ve (2.2.4) arasinda biraz fark oldugunu goriiyoruz. Aym1 zamanda, (4.1.3)’ iin, 6l¢iim
uzay1r o -sonlu varsayllmadiginda yanlis oldugunu goriiriiz.

X yerel kompakt uzay ise, M(X) total varyasyon normlu X ’teki tiim F-degerli

regiiler Borel 6l¢timlerinin uzayini gosterir.

Teorem 4.1.4 (Riesz Temsil Teoremi) (Convay, 1990). X yerel kompakt uzay ve ze M(X)
ise,

F,(f)=] fdu
ile F,:C,(X)—>F tanimlayalim. O halde F, e C(X)" ve u—> F, donisimi M (X) ten
CO(X )’e izometrik izomorfizmdir. ifade edilmesi gereken bu teoremlerin 6zel durumlari

vardir.

Ornek 4.1.1 ¢,’mn duali , /"’e izometrik izomorfiktir. Gercekten, X ’ye diskrit topoloji

verildiginde ve I' = M (X) ise c, = C,(X).

Ornek 4.1.2 ["’in duali [”’a izometrik izomorfiktir. Gercekten [' = ' (N,ZN, ,u) ki burada

1(A) = A’daki noktalarin sayisi. Ayni zamanda, [~ = L~ (N,ZR , ,u).

Ornek 4.1.3 1< p <o ise I”’nin duali /% dur ki burada 1/p+1/g=1

dir. L (X, Q, ) nin duali nedir? iki olas: temsil vardir. Bunlardan biri olarak L*(X,Q,u)’
uzaymni 4 ’ye gore “mutlak siirekli” olan ve sonlu total varyasyona sahip € ’da tanimli sonlu
toplanabilir dl¢ciim uzay: ile 6zdeslestirebiliriz (Dunford, N., Schwartz, J., 1958). Diger bir
temsil, bir kompakt Z uzay1 elde etmek dyle ki L*(X,Q, 1) C(Z)’ye izometrik izomorfiktir

ve Riesz Temsil Teoremi’ni kullanmaktir.



M (X )’in duali nedir? Bunun igin, u«v ise; F(1)=F(v) h.hh. [u] olacak sekilde
H{L"" (1): we M(X )}’deki tim F’lerin kiimesi olarak L~(M (X))’ i tammla-yalm. Bu

L~ (1) uzaylarmm ters limitidir, ¢, M(X)’te dir.

Lemma 4.1.1 Fe L°(M(X)) ise,

|7l =sup|Fu)., <o

Ispat. |F|=co,M(X)te bir {x,} dizisidir 6yle ki |F(x, )]_

> n olur. ,u:Z::l2 ,un/

olsun. O halde tiim n’ler i¢in g « bu nedenle her n icin F(u,)=F(u) hhh. [,un]

M,

.Buradan her n i¢in ||F(,u)||w > ||F(,u,, )| N

> n celiski.

Teorem 4.1.5 X yerel kompakt uzay ve Fe L™ (M (X)) ise,

@, ()= [ Flu)u
ile ®,:M(X)>F tammlayam. O halde ®,e M(X) ve Fi>®, doniisimii
L°(M(X))’in M(X) ’a izometrik izomorfizmidir.

Ispat. @, 'nin lineer oldugunu gérmek kolaydir. Ayni zamanda,

< JF ()l < [F ()] Dl < e

Boylece @, € M(X) ve |®,[<|F|. Simdi ®’yi M(X) te sabitleyelim. ze M(X) ve
fel(y4) ise, v=fueM(X). (Yani her A Borel kiimesi igin ||v(A)||=jA fdu).Aym
zamanda  |v(A)|=[|f|d|u|.  Gergekten, ~Radon-Nikodym — Teoremi — L'(]) ile
e M(X):ndu} kimesinin Szdeslesimi (izometrik olarak izomorfik) olarak verilebilir.
Boylece f > ®(fu)  donisimi L'(y)) uzayida  lineer  fonksiyoneldir  ve
[ @(fu) < |@|[| £ld|e|. Buradan L'(]) uzaymndaki her f igin @(fu)= [[ fF(uku olacak
sekilde L”(u) uzaymnda bir F(u) vardir.(¢ ya da || niin kullanimi konusunda biraz kayitsiz

kaldik ancak soylenen sey kesinlikle dogrudur. Ozellikle, f =1 almak ¢(/1)sz (10)du



integralini verir. F e L*(M (X)) oldugu gosterilmelidir; bu durumda & = ® » Ve ||CI> F|| > ||F ||w
oldugu sonucuna variriz.
Fe L”(M(X)) oldugunu géstermek icin , & ve v , v«u olacak sekilde lgiimler

)’de bir f vardir dyle ki v = fu. Buradan,

olsun. Radon-Nikodym Teorem’inden, L' (],u
gel (M) ise, gfel q,u|) ve jgdv = Igfd,u Boylece,

[ el )av =blgv) = Blefur)= [ afF (ki = [ g (v

Boylece F(v)=F(1) hhh.[v] ve Fe L*(M(X)).
4.2. Hahn-Banach Teoremi

Hahn-Banach Teoremi matematikte en &nemli sonuclardan biridir. Oylesine sik
kullanilir ki fonksiyonel analizin kose tas1 sayilabilir.

Tamm 4.2.1 X bir vektor uzayi ise, bir yari-lineer fonksiyonel bir g : X — R fonksiyonudur
oyle ki

(a) X “teki tim x, y icin ¢(x+ y)< g(x)+4¢(y);

(b) X ’te x ve a0 icin g(ax)=ag(x).

Her yari-normun yari-lineer fonksiyonel oldugunu ancak tersinin dogru olmadigini
goriiyoruz. Gergekten, yari-lineer fonksiyonelin negatif degerler alabilecegi ve tamimdaki (b)

nin yalnizca @ = 0 saglandig: goriilebilir.

Teorem 4.2.1 (Hahn-Banach Teoremi) X, R iizerinde bir vektor uzayr ve ¢, X ’te yari-
lineer fonksiyonel olsun. M , X ’te bir lineer manifold ve f:M — R M ’deki tim x’ler
icin f(x)< ¢(x) olacak sekilde bir lineer fonksiyonel ise, X “teki tiim x ’ler i¢in F |M =f ve

F(x) < g(x) olacak sekilde bir f : X — R lineer fonksiyoneli vardr.

Teoremin Oziiniin, genislemenin mevcut olmasinin olmadigini ancak genislemenin

g vasitasiyla etkin kilinip bulunabilecegini goriiyoruz.
Bir genisleme bulmak iizere, {ei} M icin Hamel taban1 ve olsun. {yi} X ’te vektorler olsun

oyle ki {el. }u {yl.} X i¢in bir Hamel tabamidir. Simdi

F(Z;afei +Zjﬁjej): z;aif(ei):f(zia"e")



ile F:x— R tanimlayalim. Bu f lineer fonksiyonelini genisletir. {yl.} herhangi bir reel say1
sinifl ise,

F(Z,ﬂiei +Z,/)’,-e,-)=( ,.afef)+2,/)’jyj
de f lineer fonksiyonelinin genisletimidir. Ote yandan , f lineer fonksiyonelinin herhangi
bir genisletisi bu bi¢ime sahiptir. Zorluk ¢ vasitasiyla etkin kilinan bu genisletislerden birini

bulmamiz gerektigidir.
Teoremi ispatlamadan once, bazi sonuglarm goérelim. Ilki teoremin kompleks
uzaylara genisletisidir. Bunun i¢in bir lemmaya gerek vardir. X , C {lizerinde bir vektor uzayi

ise, ayn1 zamanda R iizerinde bir vektor uzayidir. Ayni zamanda, f:x — C

C -lineer ise, Re f : x > R, R -lineerdir. Asagidaki lemma bunun tersidir.

Lemma 4.2.1 X , C iizerinde bir vektor uzay1 olsun.
(@A f:X—>R R-lineer fonksiyonel ise, f(x) = f(x)—if (ix) bir C -lineer
fonksiyoneldir ve f = Ref .

(b) g: X »>C C-lineer f =Reg ve f (a)’daki gibi tanimlanmissa, f =g.

(c) p X ’te bir yart-norm ve f ilef (a)’daki gibi tamimlanmigsa, tim x’ler i¢in

|f(x)| < p(x) ancak ve ancak tiim x ’ler i¢in ‘f(x)‘ < p(x) ise.

|7

(d) X bir normlu uzay ve f ile f (a)’daki gibi tanimlanmissa,

Ispat. (a) ve (b)’nin ispat1 agiktir.
(c)’yi ispatlamak icin,

Foo|< peo
oldugunu varsayalim. O halde, f(x)=Re f (x) | (x)| < p(x).
Aymi zamanda,
— f(=x)=Re (=0 <|F (=0| < p(x).

< p(x).Simdi | f (x)| < p(x) oldugunu varsayalim. €’ya

Buradan,

Foo=e’|F)
olacak sekilde secelim. Buradan,

F|= Flex)=Re Flex)= £le7"x)< ple™x)= p(x)



(d) kismi (¢)’nin kolay bir uygulamasidir.

Sonu¢ 4.2.1 X bir vektor uzayl, M, X ’te bir lineer manifold ve p: X — [0,00) bir yari-
norm olsun. f:M — F, M uzaymdaki tim x vektorleri i¢in | f (x)| < p(x) olacak sekilde
bir lineer fonksiyonel ise, X ’teki tiim x’ler icin F |M = f ve | f (x)| < p(x) olacak sekilde bir
F:X — F lineer fonksiyoneli vardir.

Ispat. 1. Durum : F=%R.M ’deki x icin f(x)< | f (x)| < p(x) oldugunu goriiyoruz.
Teorem 4.2.1°den dolay1 tiim x’ler icin f(x) < p(x) olacak sekilde f nin bir f:X — R
genisletisi vardir. Buradan — F(x) = F(—x) < p(—=x) = p(x) . Boylece |F | <p.

2. Durum. F=C. f, =Re f olsun. Lemma 4.2.1, (c)’den

f1| < p. 1.Durumdan, bir
R-lineer F,:X — R fonksiyoneli vardir 6yle ki F1|M =f, ve | F1| < p. X “teki tim x’ler

icin F(x)F,(x)—iF,(ix) olsun. Lemma 4.2.1, (c)’den,

F| < p.Aciktir ki F|M = f dir.

X ’in bir kompleks Banach uzayi, Y 'nin de X uzaymnin reel bir alt uzayi oldugu
durum dikkat cekicidir zira bu durumda, genelde Hahn-Banach teoremi saglanmaktadir;
Sonug 4.2.1 uyarinca M =R alindiginda teoremin saglandig1 goriiliir (Musayev, 2000).

Bu sonuclar 1s1ginda, her kompleks lineer X uzayi bir reel normlu lineer uzay
olarak da goriilebilir ve her ¢/ kompleks fonksiyonelinin reel kismi1 bir u# reel fonksiyonelidir.
(o) = u(ox)+ iv(x) esitligi

ulix)+iv(ix) = 0(ix) = it(x) = =v(x) + iu(x),

sonucunu verdiginden ¢(x)=u(x)—iu(ix) elde ederiz. Bdylece ¢ <> u karsilikli doniisiimleri

bire-birdir. Ote yandan, €|| :||u|| dir. £,:X, >R lineer formu X uzaymin X, alt uzayinda
tanimlansin. Bu durumda /,’dan u,’a ge¢ip u,’dan u’ya genislemek ve u’dan ¢’ye geri
donmek Hahn-Banach teoreminin kompleks durumda ispatlar: X,, X uzaymn bir alt uzay1

ise, her ¢, e X" fonksiyoneli norm-koruyan bir /€ X" genisletisine sahiptir.

Bu sonu¢ Murray (1936), Bohnenblust, Sobczyk (1938) ve Sukhomlinov (1938)’e

atfedilir. Bununla birlikte yukarida elde ettigimiz
0(xx) = u(x) = fuix)

formiilii zaten Lowig (1934) tarafindan kesfedilmistir.



Sonug¢ 4.2.2 X bir normlu uzay , M , X ’te bir lineer manifold ve f:M — F smirh lineer

bir fonksiyonel ise, X “’dabir F vardir 8yleki F|M = f ve |F||=]f| dur.

Ispat. p(x) = || f ||||x|| alarak Sonug 4.2.1 kullanildiginda iddia dogrulanir.

Sonug¢ 4.2.3 X bir normlu uzay, {xl’xz’....,xd } X ’in lineer bagimsiz alt kiimesi ve q, a,,...,a,
keyfi skalerler ise, X ’dabir f vardir 6yleki 1< j<d icin f (x;)=a; dir.
Ispat. M = x,,....,x, nin lineer genisletisi olsun ve g(Zj[)’jxj): Z B ile g:M — F’yi

tanimlayalim. Bu nedenle g lineerdir. M sonlu boyutlu oldugundan, g siireklidir. f

g 'nin X ’e siirekli genisletisidir.

Sonuc 4.2.4 X bir normlu uzay ve xe X ise,

x| = sup‘ﬂf(x)I fe X ve|f|< 1}.
Ote yandan, bu supremum verilmistir.
Ispat. a=supﬂf(x)|:fe X" Ve||f||S1} olsun. fe X" ve | f[ <1 ise,

£ G} < £l <

buradan o < ||x|| Simdi M ={Bx: fe F}g(px)= ,B”x” ile verilen g : M — F’i tanimlayalim.
O halde ge X~ ve ||g|| =1.Sonu¢ 4.2.2°den ,X ’da bir f vardir oyle ki ||f|| =1 ve
7(5) = ¢(x)= ]

dir.Bu, daha sonra dikkatle incelenecek X ve X ’daki normlarin tanimlarindaki simetriyi

Verir.

Sonu¢ 4.2.5 X bir normlu uzay, M < X,x,€ X\M , ve d = dist(xo,M)ise, M ’deki tim
x’lerigin f(x,)=1 f(x)=0 olacak sekilde X "’dabir f vardir ve |f]|=d™" du.

Ispat. Q: X — X \M dogal doniisiim olsun. ||x0 +M || =d oldugundan bir 6nceki sonugtan
g(x0 +M)=d ve ||g||:lolacak sekilde(X/M)*’da bir g vardir. f=d 'goQ:X > F
olsun. O halde f siireklidir, M *deki x i¢in f(x)=0 ve f (xo)zl. Ayn1 zamanda,

(e} =d”|g(0le)) < d o) <a ™[ :

b

Buradan | f||<d ™" Diger yandan,

g|| =1 bu nedenle tiim 7 ’ler i¢in



|g(xn +M]%1 ve ||xn +M||<1

olacak sekilde bir {x, }dizisi vardir.

x, +y,| <1 Olacak sekilde y, € M diyelim. O halde
|f(xn +ynl =d_l|g(xn +M1 —>d’!

bu nedenle |f]=d"dur.

Hahn-Banach Teoremi’ni ispatlamak icin, 6nce fonksiyonelinin boyutu bir fazla olan

uzaya genigletebilecegimizi gosterecegiz.

Lemma 4.2.2 (4.2.1) hipotezinin saglandigin1 ve buna ilave olarak,dim X/M =1 oldugunu
varsayalim. O halde (4.2.1)’in sonucu makuldur.
Ispat. X /M ’de x, sabitleyelim; boylece
X=Mvix,=1{tx,+y:te R,ye M}.
Su anlik f’nin F:X — R genisletisinin F < g olarak mevcut oldugunu varsayalim. F ’nin
nasil goriinmesi gerektigini gorelim. ¢, = F (xo) diyelim. >0 ve y, e M ise,
Fltx, +y,)=ta, + f(v,) < gqlex, + y,).
Buradan M ’deki her y, i¢in
ay <=1 f(y)+ 17" qlixy + y,) == (3, /1) + qlx, + 3, 11).
v, /te M oldugundan, bu , M ’deki tim y, ’ler i¢in
ay <=f(y)+aqlx, + ) (®)
verir. Ayn1 zamanda ¢, (8)’1 saglarsa, bir onceki tartismadaki esitsizlikleri tersine gevire-rek,
t=20 oldugu siirece ta, + f(yl)S q(txoyl). t20 ve y,eM ve F mevcut ise,
F(-tx,+v,)=—ta, + f(v,) < gl~1x, + y,).
Yukaridaki gibi, bu , M *deki tiim y, ’ler i¢in
a2 f(y,)=q(=x,+,) ©)
demektir. Ote yandan, (9) tiim ¢ >0 ve M ’deki tiim y, ’ler i¢in
—-ta, +f(y2)s q(—txo + yz).
(8) ve (9)’1 birlestirdigimizde, &, 1n (8) ve (9)’1 aym anda saglayacak sekilde secilebilecegini
gostermemiz gerektigini bilmeliyiz. Boylece M ’deki tim y,, y, ler i¢in

f(yZ)_Q(_xo+)’2)S_f(y1)+9(xo+)’1) (10)



oldugunu  gostermeliyiz. Ancak bu f (yl +y, )< q((x0 + ¥, ) +q(- Xyt Y, )oldugunu
gostermek istedigimiz anlamina geliyor. Ancak

f(y1+)’2)SCI(y1+y2):CI((y1+xo)+(_xo+y2))

SQ(Y1+XO)+Q(_XO+)’2)’
bu nedenle (10) saglanir. &,
Sup{f()’z)_‘I(_xo + .V2): Y, € M}S o, < inf{_f()ﬁ)""](xo + .V1)}

ve F(tx0 + y) =ta, + f(yl) olarak secilmis ise, F' (4.2.1) sonucunu saglar.

Hahn-Banach Teoreminin Ispati.

Tiim (M 15 fl) ikililerinin sinifi olsun ki burada M, X ’te bir lineer manifolddur 6yle
ki M,2Mve f:M,—>R M’de f1|M = fve f, <qgolan bir lineer fonksiyoneldir.
(M,,f,) ve (M,,f,eG)ise, M,cM,ve f2|M1 =f, oldugu kast edilmek iizere
(M I fl)S (M - fz) tanimlayalim.  Boylece (G,<) kismi swrali  bir  kiimedir.
P= {(Mi,fi):ie I} G’de bir zincirdir. N = U{Mi :ie I} ise, P’ nin G ’de bir zincir olmasi
N ’nin bir lineer manifold oldugunu gosterir. xe M, ise, F (x)= fl(x) alarak F:N —> R
tanimlayalim. F ’nin iyi tamimli, lineer ve N ’de F <g oldugu kolayca kontrol edilir.

Boylece (N JF )e G ve (N F ) P icin bir iist sinirdir. Zorn Lemmasi’ndan, G ’nin bir (Y F )

maksimal eleman1 vardir. Ancak bir onceki lemma Y = X oldugunu gosteriyor. Buradan, F

istenen genisletistir.

Bu kesim Hahn-Banach Teoremi’nin 6nemli bir sonucu ile sonug¢lanacaktir. Bu daha

sonra genellestirilecektir.

Teorem 4.2.2 X bir normlu uzay ve M , X ’te bir lineer manifold ise,
cIM =ﬂ{kerf:fe X veM gkerf}.
Ispat. Nzﬂ{kerf:fe X" veM gkerf} olsun. fe X* ve M ckerf ise, f’nin

sirekliligi  c¢IM cker f  oldugunu gosteriyor. Buradan cIM c N. x,¢& cIM ise,



d =dist(x,,M)>0. Sonu¢ 4.2.5°ten, M ’deki her x icin f(x,)=1 ve f(x)=0 olacak

sekilde X" ’dabir f vardir. Buradan, x, ¢ N . Boylece N C cIM ve ispat tamamlanmustir.

Sonug¢ 4.2.3 X, bir normlu uzay ve M ,X ’te bir lineer manifold ise, M X ’te yogundur
ancak ve ancak M ’yi sifirlayan X uzaymdaki tek sinirli lineer fonksiyonel sifir

fonksiyonelidir.
4.3. Hahn-Banach Teoreminin Banach Limitlerine Uygulanmasi

x=1{x(n)}e cise, L(x)=1limx(n) tanimlayalim. O halde L bir lineer fonksiyoneldir
||L|| =1 ve c¢’deki x icin x'= (x(2),x(3)....) ile tanimlanmussa, L(x)= L(x'). Aym zamanda,
x>0 [ yani, tim n’ler i¢in x(n)>0 ]ise, L(x)> 0. Bu kesimde limit fonksiyonelinin bu

ozelliklerinin [~ ’a genisletilebilecei gosterilecektir. Ispat Hahn-Banach Teoremi’ne dayanr.

Teorem 4.3.1 Bir L:[” — F lineer fonksiyoneli vardir 6yle ki

@ [ul=1.

(b) xe cise, L(x)=limx(n).

(c) xel”vetim n’lericin x(n)>0 ise, L(x)>0.

(d) xel” ve x'=(x(2),x(3)....)ise, L(x)= L(x').
Ispat. Once F=%R oldugunu varsayalim; yani [ =15 . xe ["ise, x' yukarida (d) kisminda
tanimli /™ ait elemanin1 gostersin. M = {x— xxel °°} diyelim. [”’daki herhangi x, yigin ve

R'deki aicin (x+ Oty) = x'+ay' oldugunu goriiyoruz; buradan M [”’da bir lineer
manifolddur. 1, [”’da (1,1,1,...) dizisini gostersin.
iddia 1. dist(1,M)=1.0e M oldugundan, dist(1, M)<1.xe [~ olsun; herhangi bir n icin
(x—x")(n) < Oise,
||1 —(x- x')”m 2 |1 —(x(n)- x'(n))| >1.

Tiim n’ler i¢in,

0< (x—x)n)=x(n)-x'(n)=x(n)—x(n+1)



oldugunu varsayalim. Boylece tim 7 ’ler icin x(n+1)< x(n).xe [ oldugundan, ¢ =1limx(n)
mevcuttur. Boylece lim(x—x')(n)=0 ve bu iddiayr kanitlar. ||L|| =1LL(1)=1 ve LM)=0

olacak sekilde Sonug 4.2.5’den, L:[” — F lineer fonksiyoneli vardir. Boylece bu fonksiyonel

teoremin (a) ve (d) siklarini saglar. (b)’yi ispatlamak icin;

Iddia 2. ¢, ckerL.

W=x ve n>1 igin x"") = (x(") )‘ olsun. x"V —x = [x("”) —x™ ]+ ot [x—x]e M

X€E cyise, x
oldugunu goriiniiz. Buradan, tim N >1 i¢in L(x) = L(x(”) ).8 >0.ise,m>n igin [x(m)| < €
kosulana uyacak sekilde n alalim. Buradan,

Lo = Lx)<[x

= supﬂx(m)| m> n}< £.
Boylece xe ker L. (b) kosulu aciktir.

(c)’yi gostermek igin, tiim n’ler icin x(n) = 0ve L(x) =0 olacak sekilde /™ da bir
x’in var oldugunu kabul edelim. x yerine x/||x|| alinirsa, L(x) <0 dogrudur ve tiim n’ler
icin 1> x(n) >0 ifadesi de dogrudur. Ancak |[l-x|_<1ve L(1-x)=1-L(x)>1 ki bu (a) ile
celisir. Boylece (c) saglanir.

Simdi F =C oldugunu varsayalim. L, [;’de elde edilen fonksiyonel olsun. xe [
ise, x;,x, €l iken x, =ix,.L(x) =L (x;)+iL,(x,) x=x, +ix, tammmlayalim. L 'nin C -lineer
oldugunun gosterilmesi alistirma olarak birakilmistir. Agiktir ki (b), (c) ve (d) saglaniyor.

||L|| =1 oldugunu gostermek kaliyor geriye.
E,... E,  X’nin karsilikli ayrik alt kiimeleri ve tim k sayilari i¢in |ak| <1 olarak
a,...,a, € C alalm. x= zkmzlakXEk ; boylece xe [” ve ||x||m <1. O halde
Lx)=Y a,L(X)=Y aL(X,).
Ancak  L(X;)20 ve » L(X,)=L(X,) ki burada E=U,E, Buradan

zk L(X;)<1.Tim k’lar i¢in |ak| <1loldugundan,

L(x)|<1 (Bu kiigiik bir konvekslik

arglimanidir). x [*’un keyfi bir elemant,

|x||m <1 ise, [”’un elemanlar ||xn —x||m -0

||xn||m <0 olacak sekilde ve her {xn}yalmzca sonlu sayida deger alan tam da tartigilan [/ un



eleman tipi ise {x,} mevcuttur. Aciktir ki,

L|| <2 bunedenle L(x,)— L(x).Tim n’ler i¢in

|L(xn )| <1loldugundan,

L(x)| <1 Buradan,

LJ|<1.L(1) =1 oldugundan,

I=1.

Teorem 4.3.1°’de betimlenen tipte lineer fonksiyonele Banach limiti denir. Bunlar,
bir Hilbert uzayinda aralarinda sinirli operatorler cebirinin temsillerinin insasi olan nesneler

degiskesi icin oldukg¢a yararhdir.
4.4. Hahn-Banach Teoreminin Runge Teoremine Uygulanmasi

Teorem 4.4.1 (Runge Teoremi) K ,C ’nin kompakt alt kiimesi ve E,C_\Knin her bir
bileseniyle kesisen C_\K nin bir alt kiimesi olsun. f K 'nin bir komsulugunda analitikse,
kutuplar1 yalmzca E’de bulunanK’da f, — f diizgiince olacak sekilde f, rasyonel

fonksiyonlar1 vardir.

Runge Teoremi’ni ispatlamanin ana araci Teorem 4.2.2’tiir. Bunu yapmak igin,

R(K,E) E’de kutuplart olan rasyonel fonksiyonlarmin C(K) uzayindaki kapanisi

olsun.(4.2.2)’den ve Riesz Temsil Teoremi vasitasiyla, R(K,E)’teki her g icin ue M (k) ve
jgd,u = Oise oldugunu gostermek yeterlidir.

R >0ve Aalan 6l¢iimii olsun. K ’daki her Z i¢in B(0;R) < B(z; p) olacak sekilde
p > 0secelim. O halde K ’daki her Z i¢in,

[le=wl"aaom < flz=nf" adw)

B(0;R) B(z;p)
2 p
= j jdrdezznp
0 0

e M(k) ise, integral sonlu iken

aksi durumda Q(w) = eoile f1:C — [0,00] tanimlayalim. Yukaridaki esitsizlikler

j A(w)dA(w) = j j Mdﬂ(w)

B(O:R) B(O:R) K |Z - W|



=[] d’l(w)d|ﬂ|(z)
K B(O,R) |Z - W|
< 27|
Boylece u(w)<oo h.h.h.[A].
Lemma 4.4.1 1€ M(K) ise,
11(w) = J‘ du(z)
Z-w

her R >Oicin L'(B(0,R),A)’dedir, 2 C_\K ’de analitiktir ve f(c0)=0.
Ispat. Ilk ifade bu lemmadan once geleni takip eder. f’niin C_\K ’da analitik oldugunu

gostermek i¢in, w,w, € C\K olsun ve

B0 ZAOv) _ [ du)

w=w, v (Z=w)(z—wy)

oldugunu gorelim. w — w, iken, K ’daki z elemanlari i¢in

[(z=w)z=w)]" = (z=w,)?

diizgtince oyle ki 4 ’in w,’da tiirevi vardir ve
dfl _
E () = [ (2= wy) 2dp(z)
dw Y

Bu duirumda, 4 C\K ’da analitiktir. Sonsuzda analitik oldugunu gdstermek i¢in , z — oo

iken f1(z) — 0 bu nedenle sonsuzluk kaldirilabilir tekilliktir.

C\K’da w, i¢in

(ij la(Wo)_n_l = I’l!j(Z—WO )_n_l dp(z) (11
dw

oldugunu gormek zor degildir. Aymi zamanda , £ ’niin sonsuzdaki kuvvet serisi ag¢ilimini

kolayca bulabiliriz. Gergekten,

1
=W

N 1 1
fi(w) = [——dpu(z) = - | 1= du(z).

K ’daki tim Z ’ler i¢in w’yu |z/ w| < lolarak sonsuza yeterince yakin secelim. O halde



N - 1 1
aom =3, ——[1-—du(z) (12)

a,
WrH—l

9

)
n=0
burada a, =J-z"d,u(z).

He M(K) ve E’de kutuplar1 olan her rasyonel fonksiyon i¢in j gdu =0 oldugunu

varsayallm. U C_\K ’nin bir bileseni ve w, € ENU olsun. w, # o ise, hipotez ve (11),
u’°niin w,’daki her tiirevinin sifirlandigini gosteriyor. Buradan, U ’da 4=0. w, = ise,
(12) U ’da f1=0olugunu ifade eder. Boylece C_\K’da 2=0.
f K’yiiceren bir G acik kiimesinde analitik ise, K ’daki tiim Z ’ler i¢in
S PAD)
2)=) —| —=dw
f@) ;Mjn -

olacak sekilde G \K ’daki dogru parcalar1 7,,..., 7, olsun. Boylece, Fubini Teoremi’nden

IK f()du(z) = Zn_lzim.j,( Lk {V(—_Wz)dwd,u(z)

n 1 .
= _;EJ-” Fw)i(w)dw.
Ancak ¥, (c C\K)da fi(w)=0, bu nedenle j fdu=0.(42.2)den, fe R(K,E) Bu Runge

Teoremi’ni ispatlar.

Sonuc¢ 4.4.1 K kompakt uzay ve C\K baglantili ve f K 'nin bir komsulugunda analitik ise,

K’da f ’ye diizgiince yakinsayan bir polinom dizisi mevcuttur.
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