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ÖZET 

BANACH UZAYLARININ BAZI ÖZELLİKLERİ 

Şennur SERBEST GÜDÜCÜOĞLU 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Yard. Doç. Dr. Cesim TEMEL 

15/01/2009, 51 Sayfa 

               Banach uzayı kavramı, Hilbert uzayının bir genellemesidir. İç çarpım ifadesinde ele 
alınmayan norm Banach uzyında vardır. Banach uzayı olup Hilbert uzayı olmayan örnekler 
mevcut olduğundan genelleme oldukça faydalı olmaktadır.  

 Banach uzayında hem norma dayalı metrik özellikler hem de normların denklik 
sınıflarına dayalı topolojik özellik söz konusudur.  

 Bu çalışmada Banach uzayı ile ilgili varlık süreci normlu uzaylar üzerinden ele 
alınacak; lineer operatörler ve fonksiyoneller ile Hahn-Banach teoremi verilerek belli bazı 
sonuçlar Banach limitine uygulamasıyla incelenecektir. 

 Anahtar kelimeler: Normlu uzaylar, Banach uzayları, Lineer operatör, Bölüm 
uzayları, Dual uzaylar.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

i 



ABSTRACT 

BANACH SPACES 

Şennur SERBEST GÜDÜCÜOĞLU 

Msc. Mathematics Science 

Supervisor: Assistant Prof. Dr. Cesim TEMEL 

15/01/2009, 51 Pages 

 A Banach space is a generalization of a Hilbert space. A Banach space contains a 
norm that is not obtained by an inner product. Since there exist some examples which are not 
Hilbert spaces that are Banach spaces, generalization of a Hilbert space is rather useful.   

 Both metrical properties based on norms and topological properties based on classes 
of equivalent norms will be taken into consideration.  

 In this study, the existence process relating to Banach spaces will be treated through 
normed spaces; after introducing linear operators and functionals and the Hahn-Banach 
theorem, some certain results will be investigated with an application of Banach limits.  

           Key words: Normed spaces, Banach spaces, Linear operator, Dual spaces. 
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ÖNSÖZ 
 
 Vektör uzayları, normlu uzayların tanımlanması ile birlikte pek çok uygulama söz 
konusu olmuştur. Hilbert uzayındaki iç çarpım ifadesinde ele alınmayan norm Banach 
uzayında kullanılmıştır. Yine Banach uzayı olup Hilbert uzayı olmayan örnekler vardır. Bu 
yüzden Banach uzayı kavramı Hilbert uzayının genellemesidir.  
 Bu çalışmada öncelikle Banach uzaylarının varlık süreci anlatılmıştır. İkinci 
bölümde lineer uzaylar ve normlu uzaylar ile bazı özellikleri ifade edilmiştir. Üçüncü 
bölümde normlu uzaylarda lineer operatörler, sonlu boyutluluk ile çarpım, bölüm uzayları 
verilmiştir.  
 Son bölümde ise lineer fonksiyoneller, Hahn-Banach Teoremi ve bazı sonuçlar ile 
Banach limitine uygulması yapılmıştır.  
 Bu çalışma süresince göstermiş oldukları yakın ilgi ve yardımlarından dolayı 
danışman hocam Yard. Doç. Dr. Cesim TEMEL’e teşekkür ederim. Ayrıca Anabilim dalı 
Başkanı Prof. Dr. Cemil TUNÇ’a, Prof. . Dr.Heybetkulu SEFEROĞLU MUSTAFAYEV’e ve 
Prof. Dr. Tünay Bilgin hocama teşekkür ederim.   
 
 
       Şennur SERBEST GÜDÜCÜOĞLU 
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1. GİRİŞ VE LİTERATÜR BİLDİRİŞLERİ 

 

   Matematikte Banach uzayları fonksiyonel analizde incelenen ana nesnelerden 

biridir. Fonksiyonel analizde çalışılan sonsuz boyutlu fonksiyon uzaylarının çoğu Banach 

uzayı örnekleridir.  

 Bir vektör uzayı ve üzerinde normla verilen bir metrik tanımlandığında önemli 

metrik uzaylar elde edilir. Elde edilen uzay bir normlu uzaydır. Bu uzay bir tam metrik uzay 

ise, uzaya Banach uzayı denir. Norm vektör uzayı üzerinde bir topoloji oluşturduğundan, 

Banach uzayı bir topolojik vektör uzayı örneğini verir. 

 Bir X  normlu uzayından bir Y  normlu uzayına tanımlı dönüşüme operatör denir. 

X  uzayından ℜ  ya da C  skaler cismine olan dönüşüme fonksiyonel denir. Operatör 

teorisinde, sürekli olmaları ve vektör uzayı yapısı avantajlarına sahip olmaları nedeniyle 

sınırlı lineer operatörler ve sınırlı lineer fonksiyoneller oldukça önemlidir. 

 Verilen bir X  normlu uzayından bir Y  normlu uzayına tanımlı tüm sınırlı lineer 

operatörlerin kümesi ki bu normlu uzay olur. Bu normlu uzay ( )YXB ,  ile gösterilir. Benzer 

şekilde, X  normlu uzayında tanımlı tüm sınırlı lineer fonksiyonellerin kümesi bir normlu 

uzaydır ki bu uzaya X  uzayının 'X  dual uzayı denir.   

Banach uzayı kavramı Hilbert uzayı kavramının bir genelleştirilişidir. Banach uzayı, 

uzayın tamlığına göre uzayda bir normun mevcut olduğu varsayılır. Fakat normun iç çarpım 

cinsinden tanımlandığı varsayılmaz. Hilbert uzayı olmayan Banach uzaylarının birçok örneği 

vardır, bu nedenle genelleştirme oldukça yararlıdır . 

Banach uzayı ile ilgili çok önemli sonuçlar ve uygulamalar söz konusudur. Banach 

teoremi ve matematiğin en önemli sonuçlarından biri olarak belli sonuçları da beraberinde 

getirmektedir. Örneğin X  bir kompleks Banach uzayı, Y  de X  uzayının reel bir alt uzayı 

olduğu zaman genelde Hahn-Banach teoremi sağlanmaktadır (Musayev, 2000). Bohnenblust 

ve Sobczyk (1938) tarafından gösterilmiştir ki X  sonlu boyutlu kompleks Banach uzayı 

içinde öyle bir Y  reel alt uzayı bulunabilir ki  Y  üzerinde tanımlı kompleks sınırlı ve lineer 

fonksiyonelin X  üzerinde sınırlı bir genişlemesi yoktur. Dunford ve Schwartz (1958), bu 

konuda lineer operatörleri incelemiştir. Larsen (1973) ve Rudin (1973) çalışmalarında bu 

konuda fonksiyonel analiz için bazı sonuçlar elde etmişlerdir. Kreyszig (1987)’in çalışması bu 

uygulamalar bakımından önemlidir. Detaylı bilgiler Convay (1990), Bayraktar (1996), 

Banach (1955)  çalışmalarında mevcuttur.  



Bu çalışmada Banach uzayı ile ilgili varlık süreci normlu uzaylar üzerinden ele 

alınacak: lineer operatörler , fonksiyoneller ve Hahn-Banach teoremi yardımıyla bazı sonuçlar 

Banach limitine uygulamasıyla incelenecektir.  

Çalışmanın varlık süreci giriş bölümünde verilecektir. İkinci bölümde lineer uzaylar 

ve normlu uzaylar ile bazı özellikleri anlatılacaktır.  

Üçüncü bölümde normlu uzaylarda lineer operatörler sonlu boyutluluk ile çarpım ve 

bölüm uzayları verilecektir.  

Son bölümde ise lineer fonksiyoneller, Hahn-Banach teoremi ile bazı sonuçları ve 

Banach limitine uygulamalar incelenecektir . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. ÖN BİLGİLER 

 

2.1. Vektör Uzayları 

 

Tanım 2.1.1 (Vektör uzayı)  Bir F  cismi üzerinde bir vektör uzayı (lineer uzay), iki cebirsel 

işlemle birlikte verilen ,..., yx  elemanlarının boş kümeden farklı X  kümesidir. Söz konusu iki 

işlemin tanımı ve bu işlemlere dair sağlanması gereken özellikler aşağıdaki gibidir: 

1.  Her Xyx ∈, elemanı için, bir Xyxz ∈+=  elemanı vardır ki bu elemana yx,  

elemanlarının toplamı denir. 

  2.  Her Xx ∈  elemanı ve her F∈α  skaleri için, x  elemanının ve α  skalerinin 

çarpımı olan Xx ∈α  vardır öyle ki keyfi Xzyx ∈,,  elemanları ve F, ∈βα  skalerleri 

için aşağıdaki özellikler (vektör uzayının aksiyomları) sağlanır: 

 

          ( )1V ( ) ( ) zyxzyx ++=++  

             ( )2V xx =+ 0  koşulunu sağlayan bir  X∈0  elemanı vardır. 

     ( )3V  Her x  vektörü için, ( ) 0=−+ xx  koşulunu sağlayan bir x−  vektörü vardır. 

      ( )4V xyyx +=+ . 

             ( )5V xx =.1 , 0.0  ,1 ==⋅ xxx . 

     ( )6V  ( ) ( )xx αββα = . 

      ( )7V ( ) xxx βαβα +=+ . 

             ( )8V ( ) yxyx βαα +=+ . 

 

F  cisminin,ℜ  reel sayılar cismi ya da C  kompleks sayılar cismi olmak üzere X  

uzayına reel ya da kompleks vektör uzayı denir. X  uzayının elemanlarına nokta ya da vektör 

denir. 

 

Tanım 2.1.2 (Bir vektör uzayının çekirdeği)  WVT →:  vektör uzayları arasında bir lineer 

dönüşüm olsun. T  dönüşümünün 0 elemanına resmettiği V  vektör uzayındaki tüm 

vektörlerin kümesine T  lineer dönüşümünün çekirdeği denir.  Bu küme  

( ){ }0:ker =∈= xTVxT ,  

olarak da ifade edilebilir. Çekirdek V  vektör uzayının alt uzayıdır ve boyutuna T  

dönüşümünün nülü denir. 



 T  dönüşümü bire-birdir ancak ve ancak { }0ker =T ’dir. Özellikle V  ve W  vektör 

uzaylarının boyutları birbirine eşit ve sonlu ise, T  tersinirdir ancak ve ancak  { }0ker =T ’dır. 

 Lineer dönüşümler matrislerle verilmişse, A  matrisinin çekirdeği  

            ( ) }{ 0:ker =∈= xAVxA , 

şeklinde  yazılabilir. 

 

Tanım 2.1.3 (Lineer bağımsızlık)  Bir X  vektör uzayının sonlu { }nxxx ,...,, 21  alt kümesi,  

0...2211 =+++ nn xxx ααα , 

eşitliği 0...21 ==== nααα  sonucunu veriyor ise, bu küme lineer bağımsızdır denir. Aksi 

durumda, bu kümeye lineer bağımlıdır denir. XE ⊂  sonsuz alt kümesinin her sonlu alt 

kümesi lineer bağımsız ise E  kümesine lineer bağımsızdır denir. Aksi durumda, E  lineer 

bağımlıdır. Boş kümeyi ∅  lineer bağımsız olarak kabul edebiliriz. 

 

Tanım 2.1.4 (Lineer zarf)  S  bir X  lineer uzayının alt kümesi olsun. Bu durumda, S  

kümesinin lineer zarfı, ( )Sl.hull , S  kümesini içeren alt uzayların kesişimidir. 

 Bu küme, Exxx n ∈,...,, 21  elemanlarını ve F,...,, 21 ∈nααα  skalerlerini içeren tüm 

                                                nn xxx ααα +++ ...2211 ,                                           (1) 

(sonlu) lineer bileşimlerinin kümesi ile çakışır. 

 

Tanım 2.1.5 (Hamel tabanı)  X   lineer uzayının B  alt kümesine ancak ve ancak B  lineer 

bağımsız ve ( ) XB =l.hull  ise X  uzayı için bir Hamel tabanıdır.  

 

Örnek 2.1.1  

 (i)  ∞lcc ,,0  uzayları s  dizi uzayının alt uzayıdırlar.  

 (ii) [ ]1,0  aralığındaki tüm polinomların kümesi [ ]1,0C  uzayının alt uzayıdır.  

 (iii) ( ) { }θ=∅l.hull .  

 (iv) nC  uzayındaki birim vektörlerin B  kümesi nC  için bir Hamel tabandır.  

  

Tanım 2.1.6 (Lineer operatör ve lineer fonksiyonel)  X  ve Y  aynı F  cismi üzerinde 

vektör uzayları ve D , X  uzayının lineer alt kümesi olsun. Keyfi Dyx ∈,  ve F, ∈βα  için,  

                                           ( ) TyTxyxT βαβα +=+                                                 (2) 



ise, YDT →:  dönüşümüne lineer dönüşüm (lineer operatör ya da lineer homomorfizm) 

denir. Y , F  vektör uzayı ise, F: →Xf  lineer dönüşümüne lineer fonksiyonel ya da lineer 

form denir. 

 

Tanım 2.1.7 (Lineer manifold)  Bir X  lineer uzayında bir M  alt uzayı ya da lineer 

manifoldu, tüm C, ∈µλ  için, Myx ∈,  iken Myx ∈+ µλ  koşulunu sağlayacak şekilde X  

uzayının boş olmayan alt kümesidir.  

X  bir lineer uzay ve L  kümesi X  uzayının boş olmayan alt kümesi olsun.  

{ }LllvvL ∈+=+ :  

kümesi X  uzayının alt uzayı olacak şekilde bir Xv ∈  varsa, L , X  vektör uzayının lineer 

manifoldudur. Bu durumda, L  lineer manifoldunun boyutu vL +   uzayının boyutudur ve 

( )vLL += dimdim  olarak yazılabilir. Dikkat çekici durum 1dimdim −= XL  olup L  

uzayına bir hiperdüzlem denir. 

 Diğer bir deyişle, bir lineer manifold orijinden taşınan bir lineer alt uzaydır. 

Örneğin, 2ℜ  düzleminde lineer manifold örnekleri noktalar, (hiper-düzlem olan ) doğrular ve 

2ℜ  düzleminin kendisidir. nℜ  uzayında hiperdüzlemler pürüzsüz bir hiper-yüzeye teğet 

düzlemler olarak tanımlanır. 

Tanım 2.1.8 (Kısmi sıralı küme, zincir)  Bir ''  '' ≤  bağıntısının aşağıdaki özellikleri varsa bir 

S  kümesinde kısmi sıralıdır: 

1. Yansıma: tüm Sa ∈  için aa ≤ . 

2. Anti-simetri: ba ≤  ve ab ≤  eşitsizlikleri ba =  sonucunu verir. 

3. Geçişme: ba ≤  ve cb ≤ eşitsizlikleri ca ≤  sonucunu verir. 

S   sonlu kısmi sıralı küme olsun. S  kümesinde bir zincir ikişerli karşılaştırılabilir 

elemanlar kümesidir (yani tam sıralı alt kümedir). 

Kısmi sıralama için, en uzun zincirin boyutuna (anti-zincir) kısmi sıralama uzunluğu 

(kısmi sıralama genişliği)  denir. Kısmi sıralı bir kümeye poset de denir. 



Lemma 2.1.1 (Zorn lemması)  S  her zincirin bir üst sınırının olduğu boş kümeden farklı 

kısmi sıralı bir küme ise, bu kümenin maksimal bir elemanı vardır.  

 

Tanım 2.1.9 (Konveks küme)  ℜ  kümesindeki bir vektör uzayında bulunan bir S  kümesinin 

herhengi iki noktasını birleştiren doğru parçası tamamen S  kümesinin içinde kalıyorsa, S  

kümesine konveks küme denir. 

 

2.2. Normlu Uzaylar 

 

Tanım 2.2.1 (Metrik uzay)  X  bir küme olsun ve (x,y ∈ X ) negatif olmayan reel ( )   , yxρ  

fonksiyonunun XX ×  kartezyen kümesinde tanımlandığını varsayalım. Bu +→× IRXX:ρ  

fonksiyonu, keyfi , ,x y z X∈ elemanları için aşağıdaki ( ) ( )31 MM −  özelliklerini sağlarsa, 

bu fonksiyona X  kümesinde bir metriktir ya da uzaklıktır denir ve ( )ρ,XX =  ikilisine metrik 

uzay denir. Metrik uzayların aksiyomları: 

 

        ( )1M  ( ) 0, ≥yxρ  ve ( ) 0, =yxρ  ancak ve ancak yx =   , 

       ( )2M ( ) ( )xyyx ,, ρρ =   , 

        ( )3M ( ) ( ) ( )yzzxyx ,,, ρρρ +≤   . olarak verilir. 

 

Tanım 2.2.2 (Normlu uzay)  X  bir F  cismi üzerinde vektör uzayı olsun. X  vektör uzayında 

+→ IRX:.  fonksiyonuna norm ve keyfi Xyx ∈,  elemanları ve herhangi F∈α  skaleri 

için normlu uzayın aksiyomları olarak ifade edilen aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa ( ).,X  

ikilisine F  cismi üzerinde normlu uzay denir: 

 

        ( )1N  0≥x  ve 0=x  ancak ve ancak 0=x  ise, 

        ( )2N  xx αα =          , 

        ( )3N yxyx +≤+    . 

 



Tanım 2.2.3 (Norm metriği)  Bir ( ).,V  normlu vektör uzayı, ( ) vuvud −=,  ile verilen 

ℜ→×VVd :  metriği altında bir metrik uzaydır. Bu metriğe .  normu ile doğrulayan metrik 

denir. 

 

Tanım 2.2.4 (Kanonik dönüşüm ve kanonik norm)  L  uzayı, X  lineer uzayının lineer alt 

uzayı olsun. X  uzayından LX −  uzayına ( X  uzayının modulo L   fark uzayına ) olan 'xx →  

dönüşümüne kanonik dönüşüm ( ya da bölüm dönüşümü) denir. L  uzayı X  uzayının kapalı 

lineer alt uzayı iken, norm LX −  uzayında, 

{ }zxxz ∈= :inf     ( )LXz −∈    

ile tanımlanır ki burada x  elemanları z  eşkümelerinin elemanlarıdır. Bu norma LX −  

uzayında kanonik norm denir. 

 

Tanım 2.2.5 (Sürekli lineer operatör)  ( )dXX ,=  ve ( )dYY
~

,=  metrik uzay olsun. Bir 

YXT →:  dönüşümü, her 0>ε  için ( ) δ<0, xxd  koşulunu sağlayan tüm x  elemanları için  

( ) ε<0,
~

TxTxd  

olacak şekilde bir 0>δ  varsa bu T  dönüşümüne Xx ∈0  noktasında süreklidir denir.  

 YXT →:  bir operatör olsun. Burada X  ve Y  normlu uzaylar olsun. Yukarıda 

verdiğimiz tanımdan, her 0>ε  için bir 0>δ  varsa öyle ki  

δ<− 0xx  koşlunu sağlayan tüm Xx ∈  için ε<− 0TxTx  

ise T  operatörü bir Xx ∈0  noktasında süreklidir denir. 

            

Tanım 2.2.6 (Operatör normu ve dual uzay)   Keyfi bir YXT →:  operatörü için, 

                                          XxxTx ∈∀≤       ,λ                                  (3) 

olacak şekilde bir 0>λ  reel sayısı varsa T  operatörüne sınırlı denir. (3) eşitsizliğini sağlayan 

en küçük λ  sabitine T  operatörünün normu denir ve T   ile gösterilir yani  

{ }XxxTxT ∈≤>=   ,:0inf: λλ . 

        Bir X  normlu uzayının ∗X  ile gösterilen dual uzayı ya da konjuge uzayı X  

uzayındaki tüm sürekli lineer fonksiyonellerin normlu uzayıdır (yani [ ]FXBX ,=∗   burada 

F  ya ℜ  reel cismini ya da C  kompleks cismini gösteriyor, X  sırasıyla reel ya da kompleks 

normlu uzaydır.)  



Tanım 2.2.7 (Açık dönüşüm)   Bir açık dönüşüm, açık kümeleri açık kümelere dönüştüren iki 

topolojik uzay arasında bir fonksiyondur. Yani X  uzayındaki bir U  açık kümesi için ( )Uf  

görüntüsü Y  uzayında açık ise YXf →:  fonksiyonu açıktır. Benzer şekilde, kapalı dönüşüm 

kapalı kümeleri kapalı kümelere dönüştüren bir fonksiyondur. 

 

Tanım 2.2.8 (Topolojik uzay) X , boştan farklı bir küme ve τ  , X ’de bir kümeler sınıfı 

olsun. Aşağıdaki dört koşulu sağlayan ( X ,τ  ) ikilisine bir topolojik uzay, τ  sınıfından olan 

kümelere ise açık kümeler denir. 

1. ∅   küme, τ  sınıfındandır.  

2. X , τ  sınıfındandır 

3. τ  sınıfındaki sonlu sayıdaki kümenin kesişimi de τ  sınıfındandır. 

4. τ  sınıfındaki keyfi sayıdaki kümenin birleşimi de τ  sınıfındandır. 

 

Alternatif olarak, τ  topolojisi 3 ve 4 koşullarının aşağıdaki biçimde yaniden ifade 

edileceği açık kümelerin yerine kapalı kümelerle tanımlanabilir: 

 

3. τ  kümesindeki keyfi sayıdaki kümenin kesişimi de τ  kümesindedir 

 4. τ  kümesindeki sonlu sayıdaki kümenin birleşimi de τ  kümesindedir. 

 

Bu aksiyomlar, reel doğrunun geleneksel açık ve kapalı aralık tanımları doğru 

kalacak şekilde tasarlanmıştır. Örneğin, 3. aksiyomdaki sınırlama ( ) { }0,1,1
1

=−
∞

=In
nn  

örneği dikkate alınarak zorunluluğu anlaşılabilir, burada görüldüğü gibi açık aralıkların 

sonsuz kesişimi bir kapalı kümedir. 

 

Tanım 2.2.9 (Komşuluk)  X  bir topolojik uzay ve p , X  uzayında bir nokta ise, p  

noktasının bir komşuluğu V  kümesidir ki bu küme p  noktasını içeren bir U  açık kümesini 

içerir, VUp ⊆∈ .  Bu, aynı zamanda Xp ∈  noktasının V  komşuluğunun iç noktası olarak 

Xp ∈  ifadesine denktir. V  komşuluğunun bir açık küme olması gerekmediğini görüyoruz. 

V  açık (küme) ise, açık komşuluk adını alır.   

  

 

 



Tanım 2.2.10 (Açık küme) 

 

 

 

 

 

 

  

  

 S  bir metrik uzayın alt kümesi olsun. O halde S  kümesindeki her noktanın kümede 

bulunan bir komşuluğu varsa S  kümesine açık denir. r  yarıçaplı ve 0x  merkezli bir açık 

küme rxx <− 0  koşulunu sağlayan tüm x  noktalarının kümesidir ve ( )0xDr  ile gösterilir. 

Bir boyutlu uzayda, açık küme bir açık aralıktır. İki boyutlu uzayda, açık küme disktir. Üç 

boyutlu uzayda, açık küme bir yuvardır .  

 

 

 

 

 

Tanım 2.2.11 (Kapalı küme) 

 

 

 

 

 

 

Kapalı bir kümenin birbirine denk birkaç tanımı vardır. S  bir metrik uzayın alt 

kümesi olsun.  

              1. 
S

 kümesinin tümleyeni bir açık küme ise, 

2. S  kümesi kendisinin kapanışı ise, 

3. S  kümesinde tanımlı diziler S  kümesinin bir  elemanına  yakınsaksa, 

4. S  kümesinin dışındaki her noktanın S  kümesinden ayrık bir komşuluğu varsa S  

kümesi kapalıdır.  

açık aralık                           açık disk 

       kapalı aralık                               kapalı disk 



 

Tanım 2.2.12 (Komşuluk tabanı)  Bir x  noktasının komşuluk sistemi tabanı, açıkların bir N  

sınıfıdır öyle ki x  noktası N  sınıfının her üyesine aittir ve x  noktasını içeren bir açık da bir 

alt küme olarak N  sınıfının bir üyesini içerir.  

 

Tanım 2.2.13 (Cauchy dizisi)  Reel sayıların bir  

,...,...,, 21 nxxx  

dizisi, her pozitif 0>ε  reel sayısı, tüm Nnm >,  doğal sayıları için  

ε<− nm xx , 

olacak şekilde bir N  pozitif tam sayısı varsa ( )nx  dizisine Cauchy dizisidir denir.  

 Benzer şekilde, kompleks sayıların Cauchy dizileri tanımlanabilir.  

 

Tanım 2.2.14 (Hausdorff uzayı)  ( X ,τ  ) bir topolojik uzay olsun. X ’in farklı iki noktası 

için ayrık komşulukları varsa ( X ,τ  ) uzayına 2T  uzayı yada Hausdorff uzayı denir. 

 

Tanım 2.2.15 (Diskrit topoloji)  Daha önce tanımladığımız gibi, bir topoloji, bir X  

kümesinin alt kümelerinin sınıfıyla verilir. En küçük topolojinin iki açık alt kümesi vardır, 

bunlar ∅  boş küme ve X  kümesidir. En büyük topoloji, tüm alt kümeleri açık küme olarak 

içerir ve bu topoloji diskrit topoloji adını alır. Özellikle, X  kümesinin her noktası diskrit 

toplojide bir açık kümedir.  

 

Tanım 2.2.16 (Yoğun küme)  Bir X  topolojik uzayının A  alt kümesi, sezgisel olarak X  

uzayındaki bir nokta A  kümesindeki noktalara “iyi yaklaştırılabilir” ise, ( X  uzayında) yoğun 

adını alır. Biçimsel olarak, X  uzayındaki bir x  noktası için x  noktasının bir komşuluğu A  

kümesinden en az bir nokta içerirse X  uzayında yoğundur. Denk olarak, A  kümesini içeren 

X  uzayının tek kapalı alt kümesi X  uzayının kendisi ise, A  kümesi X  uzayında yoğundur. 

Bu, A  kümesinin kapanışının  uzayı olduğu (simgesel olarak bu XA =  şeklinde gösterilir) 

yani A  kümesinin tümleyeninin içinin boş olduğu söylenerek de ifade edilebilir.  

 Metrik uzaylarda yoğun küme için verilebilecek bir tanım şöyledir: Bir X  metrik 

uzayındaki A  kümesi, X  uzayındaki her x  noktası A  kümesindeki elemanları dizisinin 

limiti ise yoğundur.  

 



Örnek 2.2.1  

               1. Her topolojik uzay kendisinin içinde yoğundur. 

2. Alışılmış topoloji ile donatılı reel sayıların yoğun olarak rasyonel ve irrasyonel 

sayılar alt kümeleri vardır. 

 3. Bir M  metrik uzayı Mγ kapanışında yoğundur.  

 

Tanım 2.2.17 (Kapanış ve kompakt kapanış)  Bir A  kümesinin kapanışı A  kümesini içeren 

en küçük kapalı kümedir. Tipik olarak, A  kümesinin kapanışı A  ile A  kümesinin tüm limit 

noktalarından oluşur.  

 Bir U  kümesinin kapanışı kompakt ise bu kümenin kompakt kapanışı vardır. Tipik 

olarak, kompakt kapanış U  kümesinin sınırlı olma koşuluna denktir.  

 

Tanım 2.2.18 (Tam metrik uzay)  Bir tam metrik uzay, içinde her Cauchy dizisinin 

yakınsadığı bir metrik uzaydır. Tam metrik uzay olarak, alışılmış metrikli reel sayılar, 

kompleks sayılar örnekleri verilebilir.  

 

Tanım 2.2.19 (Yakınsaklık ve tamlık)  ( )dX ,  bir metrik uzay olsun. Bir X -değerli { }nx  

dizisi (yani ℵ   ya da 0ℵ  indeksli X  uzayında bir dizi ), her reel  0>ε  için      

                                        εnn ≥  ,      ( ) ε<xxd n ,                                                

koşulunu sağlayan pozitif bir εn  tam sayısı varsa X  uzayında bir x  noktasına yakınsar. { }nx , 

Xx ∈  noktasına yakınsak ise, { }nx  dizisine yakınsak dizi denir ve x  noktasına { }nx  dizisinin 

limiti denir. xxxxxxxx nnnnnn →=== ∞→ ,lim,lim,lim  ya da ∞→n  iken xxn →  

simgelerinden biriyle gösterilir.  

 

Tanım 2.2.20 (Limit (yığılma) noktası)  ( )dX ,  bir metrik uzay ve A , X  uzayının alt kümesi 

olsun. X   uzayında bir x  noktası { }xA \  kümesinin bitişik noktası ise, A  kümesinin limit 

noktası ya da yığılma noktasıdır. 

 

Tanım 2.2.21 (Kompakt uzay ve yerel kompakt uzay)  ( )ρ,M  bir metrik uzay olsun. M  

uzayının her elemanı{ }
IiiU

∈
 açık küme sisteminin en az bir iU  açığına aitse, { }

IiiU
∈

 sistemine 

M  metrik uzayının bir açık örtüsü denir. 
nii UUM UU,...,

1
=  olacak şekilde M  uzayının her 



{ }
IiiU

∈
 açık örtüsünden sonlu sayıda 

nii UU ,...,
1

 seçmek mümkünse ( )ρ,M  metrik uzayı 

kompakt adını alır. 

  

Tanım 2.2.22 (Ayrılabilirlik)  Bir X  metrik uzayında yoğun sayılabilir bir alt küme varsa X  

uzayına ayrılabilir uzay denir. 

 

Tanım 2.2.23 (Noktasal ve düzgün yakınsaklık)  { }nf  aynı X bölgesinde tanımlı 

fonksiyonlar dizisi olsun.  

( ) ( )xfxf n
n

=
∞→

lim , 

ifadesini ele alalım. X bölgesindeki her x  değeri için bunun doğru olduğunu söylemek { }nf  

dizisinin f  fonksiyonuna noktasal yakınsadığını söylemektir ve yakınsama  

( ) ( )xfxf n
n

=
∞→

lim   

noktasal, olarak yazılır.  

 

 Düzgün yakınsaklık, noktasal yakınsaklıktan daha kuvvetli olan bir yakınsaklık 

tipidir. Bir { }nf  fonksiyonlar dizisi, ( )xfn  fonksiyonlarının ( )xf  fonksiyonuna yakınsama 

hızı x  değerine bağlı değilse bir f  limit fonksiyonuna düzgün yakınsar.  

 S  bir küme ve her n  doğal sayısı için ℜ→Sf n :  reel değerli fonksiyonlar olsun. 

Her 0>ε  için, S  kümesindeki tüm x  değerleri ve Nn ≥  için ( ) ( ) ε<− xfxf n  koşullarını 

sağlayan bir N  doğal sayısı varsa { }nf  fonksiyonlar dizisinin ℜ→Sf :  limitine düzgün 

yakınsak olduğunu söyleriz.  

 ( ) ( )xfxfa nn −= sup  dizisini ele alalım. Açıktır ki nf  fonksiyonlar dizisi ancak ve 

ancak na  sayıları 0  sayısına yaklaşıyorsa f  fonksiyonuna düzgün yaklaşır.  

  

Tanım 2.2.24 (İzomorfizm ve izometri)  İzomorfizma kümeleri ve elemanlar arasındaki 

bağıntıları koruyan bir dönüşümdür. “ A  kümesinin B  kümesine izomorf olması” BA ≅  olarak 

yazılır.  

 Uzaklıkları koruyan yani 

( ) ( )( ) ( )yxdyfxfd ,, = , 



iki metrik arasındaki bijektif dönüşüme izometri denir, burada  f  sözkonusu dönüşüm olup 

( )bad ,  uzaklık fonksiyonudur. İzometrilere bazen eşlik (kongrüans) dönüşümleri de denir. 

 

Tanım 2.2.25 (İç çarpım uzayı ve Hilbert uzayı)  Bir F  cismi (çoğunlukla CF = ) üzerindeki 

V  vektör uzayı için, her Vyx ∈,  elemanlar ikilisine karşılık, skaler çarpım aksiyomları 

sağlanacak şekilde yani keyfi Vzyx ∈,,   ve F∈α  için aşağıdaki koşullar sağlanacak şekilde 

F, ∈yx  ( x  ve y  elemanlarının skaler çarpımı ) sayısı verilmişse V  uzayına skaler çarpımlı 

uzay ya da iç çarpım uzayı ya da ön-Hilbert uzayı denir: 

       (H1) 0, ≥xx ,( yani xx,  reel ) ve 0, =xx  ancak ve ancak 0=x  ise, 

       (H2) yxyx ,, αα = , 

        (H3) zyyxzyx ,,, +=+ ,      

        (H4) xyyx ,, = . 

 

Daha başka özellikler aksiyomlardan elde edilebilir:  

yxyx ,, αα =  ve zxyxzyx ,,, +=+ . 

H  ön-Hilbert uzayında bir norm aşağıdaki gibi skaler çarpım vasıtasıyla ifade edilebilir: 

                                     ( )H    , ∈= xxxx                                            (4) 

(4) eşitliğini sağlayan skaler bir çarpım varsa, ( ).H,   normlu uzayına üniter uzay denir. 

     Tam üniter H  uzayına Hilbert uzayı denir. Bir Hilbert uzayının alt uzayı kapalı lineer 

bir alt uzaydır (Kreyszig, 1987). 

 

Örnek 2.2.3  

∑
=

=
n

k

kkyx
1

, ηξ , ∑
∞

=

=
1

,
k

kkyx ηξ  ve ( ) ( )dttytxyx

b

a

∫=,                        (5) 

                          

skaler çarpımlı  ( ) 22   , lnl  ve ( )( )baL ,2  uzayları birer Hilbert uzayıdır. 

 

Örnek 2.2.4 ( ) ( )µµ ,,   ve 22 Ω≡∈ XLLgf  ise, Hölder eşitsizliği ( )µ1Lgf ∈  sonucunu verir. 

µdgfgf ∫=,  



ise bu  ( )µ2L  Hilbert uzayında bir iç çarpım tanımlar. 

 

2.3. Ölçüm Uzayı  

 

Tanım 2.3.1 (Sigma cebir)  X  bir küme olsun. O halde bir F  σ -cebiri, aşağıdaki koşulları 

sağlayan X  kümesinin alt kümelerinin boş kümeden farklı bir sınıfıdır: 

               1. X  kümesi F  cebirindedir.  

 2. A  kümesi F  cebirinde ise, A  kümesinin tümleyeni de F  cebirindedir.  

 3. nA  F  cebirinin elemanlarının dizisi ise, nA  kümelerinin birleşimi F  

cebirindedir.  

 

Tanım 2.3.2 (Ölçülebilir uzay)  Bir küme ve bu küme üzerinde tanımlı sigma-cebiri ikilisine 

ölçülebilir uzay denir.  

 

2.3.3 (Halka, δ -halkası ve Ölçüm)  Bir X  kümesi, X  kümesinin alt kümelerinin boş 

olmayan bir kümesi F  olsun. O halde F  kümesindeki her küme ikilisi için kesişim, birleşim 

ve küme farkı da F  kümesinde ise F  bir halkadır. F  bir halka ve fAn ∈  kümelerinin 

sayılabilir bir birleşimi için, nAI  kesişimi de F  halkasında ise F  halkasına bir δ -halkası 

denir. 

 Bir ölçüm,  

( ) 0=∅m , 

koşulunu sağlayacak şekilde bir F δ -halkasından elde edilen negatif olmayan reel fonksiyon 

olarak tanımlanır, burada ∅  boş kümedir ve nAA U=  birleşimi de F  halkasında bulunacak 

şekilde F  halkasındaki sonlu ya da sayılabilir sayıda ikişerli ayrık ( )nA  kümelerinin sınıfı 

için  

( )∑=
n

nAmAm )( . 

 

Tanım 2.3.4 (σ -sonlu ölçüm uzayı)   X  sonlu ölçümlü ölçülebilir kümelerin sayılabilir 

birleşimi ise, µ  ölçümüne σ -sonlu denir. Bir ölçüm uzayındaki bir küme, sonlu ölçümlü 

kümelerin bir birleşimi ise σ -sonlu ölçümlüdür. 

 



Tanım 2.3.5. (Lebesgue) Dış ölçüm  Bir dış ölçüm, aşağıdaki koşulları sağlayan bir X  

kümesinin tüm alt kümelerinde tanımlı bir 

[ ]∞→ ,02: Xϕ  

 fonksiyonudur: 

 

• Boş küme sıfır dış ölçümlüdür (sıfır ölçümlü). ( ) 0=∅ϕ  

• Monotonluk ( ) ( )BABA ϕϕ ≤⇒⊆  

•    Sayılabilir yarı-toplanırlık: X  kümesinin alt kümelerinin bir { }
jA  dizisi için                     

(karşılıklı ayrık ya da ayrık olmayan ) 

( )∑
∞

=

∞

=

≤










11 j

j

j

j AA ϕϕ U . 

Bu bize ölçülebilirlik kavramını şöyle tanımlamamızı sağlar: X  kümesinin bir E  alt kümesi 

ancak ve ancak X  kümesinin her A  alt kümesi için  

( ) ( ) ( )E\AEAA ϕϕϕ += I , 

ise, ϕ -ölçülebilirdir ( ya da ϕ  vasıtasıyla Carathéodory-ölçülebilirdir).  

 

Tanım 2.3.6 (Borel kümesi ve regüler Borel ölçümü)  Borel kümeleri sayılabilir birleşimler 

ve kesişimler tekrarlı olarak alınmasıyla açık ya da kapalı kümelerden oluşturulabilen 

kümelerdir. Rasyonel sayılar kümesi bir Borel kümesidir. Bir n -boyutlu nℜ  Öklidyen 

uzayında bir µ  dış ölçümü aşağıdaki iki koşul sağlanırsa Borel regüler adını alır: 

• Her nB ℜ⊆  Borel kümesi, Carathéodory kriteri anlamında µ -ölçülebilirdir: 

her nA ℜ⊆  için, ( ) ( ) ( )BABAA \µµµ += I . 

• Her nA ℜ⊆  kümesi için, ( µ -ölçülebilir olması gerekmeyen ) BA ⊆  ve 

( ) ( )BA µµ =  olacak şekilde bir nB ℜ⊆  Borel kümesi vardır.  

Bu iki gerektirmeden yalnız ilkini sağlayan bir dış ölçüme Borel ölçümü denir oysa yalnız 

ikinci gerektirmeyi sağlayan bir dış ölçüme regüler ölçüm denir. nℜ  uzayında Lebesgue dış 

ölçümü bir Borel regüler ölçümü örneğidir.  

 

Tanım 2.3.7 (Lebesgue ölçümü ve Lebesgue integrali)  Lebesgue ölçümü, klasik uzunluk 

ve alan kavramlarının daha karmaşık kümelere genişletişidir. Ayrık aralıkları içeren 

( )∑≡
k kk baS ,  açık kümesi verildiğinde, Lebesgue ölçümü  



( ) ( )∑ −≡
k

kkL abSµ , 

ile tanımlanır.   

 Bir [ ] ( )∑−≡
k kk babaS ,,'  kapalı kümesi verildiğinde  

( ) ( ) ( )∑ −−−≡
k

kkL ababS 'µ . 

Birim doğrıu parçasının Lebesgue ölçümü 1 sayısıdır. 

 Lebesgue integrali, bir kümenin Lebesgue ölçümü kullanılarak üst ve alt sınırlar 

cinsinden tanımlanır. Bu ( )ii in ES µη∑=  Lebesgue toplamı ele alınarak tanımlanır burada iη  

i  alt aralığında fonksiyonun değeridir, ( )iEµ  değerleri yaklaşık olarak iη  olan noktalar 

kümesinin Lebesgue ölçümüdür. Bir f  fonksiyonunun bir X  ölçüm uzayı üzerindeki 

Lebesgue integrali,  

∫X f   

ya da bazen integralin µ  ölçümüne göre alındığını vurgulamak üzere 

∫X fdµ  

olarak yazılır.  

 

Tanım 2.3.8 ( pL  uzayları)   pL -fonksiyonlar kümesi 2L -uzayını genelleştirir. Kare 

integrallanebilirlik yerine, f  ölçülebilir fonksiyonunun pL  uzayında olması için p -

integrallenebilir olması gerekir.  

 Bir X  ölçüm uzayında, bir f  fonksiyonunun pL -normu  

( ) p

X

p

L
ff p

1

∫= , 

şeklinde tanımlanır. pL -fonksiyonları bu integralin yakınsadığı fonksiyonlardır. 2≠p  için, 

pL -fonksiyonlar uzayı Hilbert uzayı olmayan bir Banach uzayıdır. nℜ  Öklidyen uzayında ve 

diğer birçok durumda, pL -uzayı pL  normu kullanılarak elde edilen kompakt destekli sürekli 

fonksiyonların tamlanışıdır. 2L -uzayı durumunda olduğu gibi, bir pL -fonksiyonu h.h.h. 

uyumlu fonksiyonların denklik sınıfıdır. Bir nf  fonksiyonlar dizisinin pL  uzayında 

yakınsaması mümkün iken bir diğer 'p  için 
'pL  uzayında yakınsaması mümkün olmaz 

örneğin, ( ) n

n xf
12121

−−
+=  fonksiyon dizisi 2L -uzayında yakınsar ancak 1L -uzayında 

yakınsamaz. Bununla birlikte, bir dizi pL  ve 
'pL  uzaylarında yakınsaksa, limiti her iki uzayda 



da aynı olmalı. 1>p  iken pL  uzayının dual uzayı qL   uzayındaki fonksiyonlara karşın 

integrali alınarak verilir, burada 111 =+ qp . İntegraller için Hölder eşitsizliğinden dolayı bu 

anlamlıdır. Özellikle kendisine dual olan tek pL -uzayı 2L  uzayıdır. pL  fonksiyonlarının 

kullanımı 2L  kadar sık değilse de analizde ve kısmi diferensiyel denklemlerde çok önemlidir. 

Örneğin, bazı operatörler bir 2>p  sayısı için yalnız pL -uzayında sınırlıdırlar.  

 

Teorem 2.3.1 (Mutlak Süreklilik ve Radon-Nikodym teoremi)  Bir λ  ölçümü, ( ) 0=Eµ  

koşulunu sağlayan her küme için ( ) 0=Eλ  ise başka bir µ  ölçümüne göre mutlak süreklidir. 

Bu, µ  Lebesgue ölçümü gibi pozitif ölçüm olduğu sürece anlamlıdır ancak λ  herhangi bir 

ölçüm örneğin kompleks ölçüm olabilir. 

 Radon-Nikodym teoremi, pozitif µ  ölçümüne (Lebesgue ölçümü ya da Haar ölçümü 

olabilen ) göre mutlak sürekli bir λ  kompleks ölçümünün bir f  ( )µ1L -fonksiyonunun 

integrali  

( ) ∫=
E

fdE µλ , 

ile verildiğini ifade eder. f  fonksiyonu ölçüm için bir yoğunluk fonksiyonu gibidir.  

 

Teorem 2.3.2 (Fubini teoremi)   Bazen Tonelli teoremi olarak adlandırılan Fubini teoremi, 

çok katlı bir integralle tekrarlı bir integral arasında bir bağlantı kurar. ( )yxf ,  fonksiyonu 

dycbxaR ≤≤≤≤   ,:  dikdörtgensel bölgesi üzerinde sürekli ise,  

( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫ =
b

a

d

cR
dydxyxfyxdyxf ,,,  

 eşitliği sağlanır.  

 

Tanım 2.3.9 (Analitik fonksiyon)   Bir kompleks fonksiyon bir R  bölgesindeki her noktada 

kompleks diferensiyel-lenebilir ise fonksiyona R  bölgesinde analitiktir denir. Diğer bir 

ifadeyle, bir analitik fonksiyon, yakınsak bir kuvvet serisi ile yerel olarak verilen 

fonksiyondur. Bir kompleks fonksiyon, bir R  bölgesinde analitik ise, R  bölgesinde sonsuz 

diferensiyellenebilirdir. Herhangi bir polinom (reel ya da kompleks) bir analitik fonksiyondur. 

Üstel fonksiyon analitiktir. zz →  fonksiyonunun reel doğruya sınırlanışı reel analitikse de 

kompleks analitik değildir. 

 



Tanım 2.3.10 (Kutup)  U , C  kompleks düzleminin açık alt kümesi, a ,  U  açığının elemanı 

olsun ve { } C: →− aUf  verilen tanım bölgesinde holomorfik bir fonksiyon olsun. Tüm 

{ }aU −  kümesindeki z  elemanları için, 

( ) ( )
( )n

az

zg
zf

−
= , 

koşulunu sağlayan bir C: →Ug  holomorfik fonksiyonu ve negatif olmayan bir n  tam sayısı 

varsa, a  f  fonksiyonunun kutup noktası adını alır. Yukarıdaki koşulu sağlayan en küçük n  

sayısına kutbun mertebesi denir. 1 mertebesindeki kutba basit kutup denir. 0 mertebesindeki 

kutba kaldırılabilir tekillik (singülarite) denir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3. TEMEL ÖZELLİKLER  

 

             Bu bölümde, normlu uzaylarda lineer uzaylar, sonlu boyutlu normlu uzaylar, normlu 

uzayların bölüm ve çarpımları ele alınmıştır. 

 

3.1. Yarı Normlu Uzaylar 

 

Tanım 3.1.1 X , F  üzerinde vektör uzayı ise, bir yarı-norm aşağıdaki özelliklere sahip olan 

bir [ )∞→ ,0: Xp  fonksiyonudur: 

        (a) X ’te tüm yx,  için ( ) ( ) ( )ypxpyxp +≤+ , 

         (b)  F ’de tüm α  ve  X ’te tüm x  için ( ) ( )xpaxp α= . 

(b)’den ( ) 00 =p  olduğu görülür. Bir norm bir p  yarı-normudur öyle ki  

         (c) ( ) 0=xp  ise 0=x .     

Genellikle bir norm . ile gösterilir. 

Bir Hilbert uzayında tanımlı norm (a)-(c) koşullarını sağlar. Aynı zamanda bu 

koşulları ( )HB ’de tanımlı norm da sağlar. 

X  bir norm ise,  ( ) yxyxd −=, ,  X ’te bir metrik tanımlar. 

 

Tanım 3.1.2 X  bir vektör uzayı ve .  X ’te bir norm olsun. Bir normlu uzay, ( ).,X  

ikilisidir. Bir Banach uzayı normla tanımlı metriğe göre tam olan bir normlu uzaydır. 

 

Önerme 3.1.1 X  bir normlu uzaysa, 

(a) ( ) yxyx +a,  ile tanımlı XXX →×  fonksiyonu süreklidir; 

(b) ( ) xx αα a, ile tanımlı XXF →×  fonksiyonudur. 

İspat. xxn →  ve yyn → ise , ∞→n  iken  

( ) ( ) ( ) ( ) 0→−+−≤−+−=+−+ yyxxyyxxyxyx nnnnnn . 

Bu sonuç  (a)’ yı ispatlar.(b)’nin ispatı  kolayca görülür. 

 

Lemma 3.1.1 p  ve q  bir X   vektör uzayı üzerinde yarı-normlar ise, aşağıdaki ifadeler 

denktir. 



(a) Tüm x ’ ler için ( ) ( )xqxp ≤   ( )qp ≤ . 

(b) ( ){ } ( ){ }1:1: <∈⊆<∈ xpXxxqXx . 

( '
b ) ( ) 1<xp olduğu sürece ( ) 1<xq ’dır. 

(c)  ( ){ } ( ){ }1:1: ≤⊆≤ xpxxqx . 

)( 'c  ( ) 1≤xq  olduğu sürece ( ) 1≤xp ’dır. 

(d ) ( ){ } ( ){ }1:1: ≤⊆< xpxxqx . 

( 'd ) ( ) 1<xq olduğu sürece ( ) 1≤xp ’dır. 

İspat. Açıktır ki (b) ile ( '
b ), (c)  ile ( ')c  ve (d ) ile ( 'd ) denkliği açıktır. Aynı zamanda (a) nın 

kalan diğer tüm koşulları ve (b) nin (d ) yi doğruladığı açıktır. Şimdi (d ) nin (a) yı verdiği 

gösterilecektir.  

      (d ) nin sağlandığını varsayalım ve ( ) axq =  diyelim. 0>ε  ise,  

( )( ) ( ) 111
<+=+

−−
aaxaq εε . 

      (d )’den , 

( )( ) ( ) ( )xpaxap
111 −−

+=+≥ εε , 

böylece ( ) ( ) εε +=+≥ xqaxp . 0→ε  olması (a) yı verir. 

 

         
1

.  ve 
2

.  X ’ te iki norm ise, X ’ te aynı topolojiyi tanımlıyorlarsa bu normlara  

denk normlar denir. 

 

Önerme 3.1.2  
1

.  ve 
2

.  X ’ te iki norm ise, bu normlar denktir ancak ve ancak X ’ teki tüm 

x ’ler için  

121
xCxxc ≤≤ , 

olacak şekilde pozitif  c  ve C  sabitleri vardır. 

İspat. X ’teki tüm x ’ ler için , 
121

xCxxc ≤≤  olacak şekilde pozitif  c  ve C  sabitlerinin 

mevcut olduğunu varsayalım. X ’te  x 0  sabitleyelim, 0>ε . O halde  

{ }⊆<−∈ CxxXx /:
10 ε { }ε<−∈

20: xxXx , 

{ }⊆<−∈ CxxXx /:
20 ε { }ε<−∈

10: xxXx . 



Bu iki topolojinin aynı olduğunu gösteriyor. Şimdi bu iki normun denk olduklarını 

varsayalım.Buradan { }1:
1

<xx , 
2

. ile tanımlanan topolojide 0’ın açık komşuluğudur.  Bu 

nedenle 

{ }⊆< rxx
2

: { }1:
1

<xx  

olacak şekilde bir 0>r   vardır. 
2

1)( xrxg −=  ve 
1

)( xxp =  ise, önceki lemmadan 

2

1

1
xrx −≤  ya da 

21
xxc ≤ , 

ki burada rc = . 

         Bir Banach uzayının iki tip özelliği vardır: topolojik ve metrik olanlar. Metrik 

özellikleri tamamen norma bağlıdır; topolojik olanlar yalnızca normların denklik sınıfına 

bağlıdır. 

 

Örnek 3.1.1 X  herhangi bir Hausdorff uzayı olsun ve )(XCb , tüm sürekli FXf →:  

fonksiyonları öyle ki { } .:)(sup ∞<∈= Xxxff )(XCb  uzayındaki gf ,  elemanları için, 

)()())(( xgxfxgf +=+  eşitliği ile FXgf →+ :)( dönüşümünü ve F  cismindeki a  

sayıları için )())(( xafxaf =  tanımlayalım.  O halde )(XCb , bir Banach uzayıdır. 

        (3.1.1)’deki ifadelerin ispatları )(XCb ’in tamlığı dışında tamamen 

bilinmektedir.Bunu görmek için, { }nf , )(XCb ’de Cauchy dizisi diyelim. Böylece 0>ε   ise, 

bir εN  tam sayısı vardır öyle ki ≥mn, εN  için  

}{ Xxxfxfff mnmn ∈−=−> :)()(supε . 

Özellikle, X   uzayındaki herhangi bir x  için , εNmn ≥,  iken  

ε<−≤− mnmn ffxfxf )()( . 

Böylece, { })(xfn  , F  cisminde bir Cauchy dizisidir. Xx ∈ ise )(lim)( xfxf n= olsun. X ’ te   

x  elemanını sabitleyelim. εNmn ≥,  ise, 

( ) ( ) ε+−<−+−≤− )()()()()()( xfxfxfxfxfxfxfxf mnmmn   

dır. ∞→m  alarak εNn ≥  iken ε≤− )()( xfxf n  eşitsizliğini veriyor.Bu, x ’den bağımsızdır. 

Buradan εNn ≥  için ε≤− nff , dur.  



 Şimdiye dek gösterdiğimiz, ∞→n iken 0→− nff . Bunun X  uzayında 

)()( xfxfn →  düzgünce olduğuna dikkat edelim. f  fonksiyonunun sürekli olacağını temel 

analizden bilmekteyiz. Aynı zamanda,  

∞<+−< nn ffff . 

Buradan )(XCf b∈   ve bu nedenle )(XCb  tamdır. 

      Topolojik olarak kapalı olan bir X  Banach uzayının Y  lineer alt uzayı X  uzayının 

normuna sahipse Y ’ de bir Banach uzayıdır. 

 

Önerme 3.1.3 X  bir yerel kompakt uzay ve )(XCb tüm sürekli FXf →: fonksiyonları 

öyle ki tüm 0>ε   için, { }ε≥∈ )(: xfXx  kompakt ise, )( ,   )(0 XCXC b   uzayının kapalı alt 

uzayıdır ve bu nedenle bir Banach uzayıdır. 

İspat. )(in '  )(0 XCXC b ’te bir lineer manifold olduğu açıktır. Yalnızca  )(0 XC uzayının 

)(XCb  uzayında kapalı olduğu gösterilecektir. { ) )(0 XCf n ⊆  olsun ve )(XCb ’te  ff n →  

olduğunu varsayalım. 0>ε  ise, bir N  tamsayısı vardır öyle ki 2/ε<− ffn  dır. Yani tüm 

Nn ≥  ve X ’te tüm x  elemanları için 2/)()( ε<− xfxfn  olur. ε<)(xf  ise, Nn ≥  için  

)(2/)()()( xfxfxfxf nnn +≤+−≤ εε  ; 

böylece Nn ≥ için 2/)( ε≥xfn . Bu nedenle  

{ } { }2/)(:)(: εε ≥∈⊆≥∈ xfXxxfXx N , 

o halde )(0 XCf ∈ . 

      )(0 XC  uzayı sonsuzda sıfıra giden  X  uzayındaki sürekli fonksiyonların kümesidir. 

ℜ=X   ise,  ( )ℜ0C , tüm sürekli F: →ℜf  fonksiyonlarıdır öyle ki 0)(lim =±∞→ xfx . X  

kompakt ise, )()()(0 XCXCXC b == (Convay, 1990). 

 I  herhangi bir küme ise, I  ya diskrit topoloji verelim. Buradan I  yerel kompakt 

olur. Aynı zamanda I ’da herhangi bir fonksiyon süreklidir. )(ZCB  gösterimindense 

geleneksel olanı ( )ZZII =∞ )(  dır.Yani )(II ∞ , tüm sınırlı FIf →:  fonksiyonlarıdır ve  

{ }Iiiff ∈= :)(sup . 

)(0 IC   tüm FIf →: fonksiyonlarından oluşur öyle ki her 0>ε  için,  

{ }ε≥∈ )(: ifIi , 



sonludur. ℵ=I  ise, bu uzaylar için alışılmış gösterim ∞I  ve 0C ’dır, ∞I  tüm sınırlı skaler 

dizilerinden ve 0C ,  0’a yakınsayan tüm dizilerden oluşur. 

 

Örnek 3.1.2 ),,( uX Ω  bir ölçüm uzayıdır ve ∞≤≤ p1  ise, ),,( uXLP Ω  bir Banach uzayıdır. 

      

Örnek 3.1.3 I  bir küme ve ∞≤≤ p1 olsun. )(Il P  tüm FIf →:  fonksiyonlarının kümesi 

öyle ki { } ∞<∈∑ Iiif
p

:)(  olarak tanımlayalım ve  

{ }( ) pp

p
Iiiff

/1

:)( ∈= ∑  

tanımlayalım. O halde bir Banach uzayıdır. ℵ=I  ise, ( ) pp ll =ℵ . 

 

      I=Ω  nın alt kümeleri ve Ω ’daki her için, ∆=∆)(u   sonlu iken ∆  daki noktaların 

sayısı ve aksi durumda ∞=∆)(u ise, ),,()( uXLIl pP Ω=  olur. Böylece (3.1.3)’deki ifade 

(3.1.2)’ifadesinin sonucudur.  

 

Örnek 3.1.4 1≥n   ve [ ] fC n =1,0)(  nin n  sürekli türevleri mevcut olacak şekilde 

[ ] Ff →1,0:  fonksiyonlarının derlemi olsun. 

{ { } }10:)(supsup )(
0 ≤≤= ≤≤ xxff k

nk  

tanımlayalım. O halde [ ]1,0)(nC  bir Banach uzayıdır. 

 

Örnek 3.1.5 ∞≤≤ p1   ve 1≥n   ve [ ] fW n

p =1,0  nin 1−n  sürekli türevleri mevcut olacak 

şekilde [ ] Ff →1,0:  fonksiyonları olsun, )1( −nf mutlak sürekli ve [ ]1,0)( Pn Lf ∈  dır. [ ]1,0n

pW  

uzayında f  için 

p

p
k

n

k

dxxff

/11

0

)(

0

)(: 







= ∫∑

=

 

tanımlayalım. O halde [ ]1,0n

pW  bir Banach uzayıdır. 

           Aşağıdaki önerme yarı-normlar konusunda yaralıdır. 

 



Önerme 3.1.4 P , X ’te bir yarı-norm ise, X ’teki tüm yx, ler için )()()( yxpypxp −≤−  

dır. .  bir norm ise, X ’teki tüm yx, ler için yxyx −≤−  dir. 

İspat. Şüphesiz, normlara ait eşitsizlik yarı-normlar için olanın bir sonucudur. Xyx ∈,  ise, 

)()()()( ypyxpyyxpxp +−≤+−=  

olduğunu görüyoruz, böylece )()()( yxpypxp −≤− . Benzer şekilde,  

)()()( yxpxpyp −≤− . 

Banach uzayları kategorisi için “izomorfizm” kavramı vardır. 

 

Tanım 3.1.3 X  ve Y normlu uzaylar ise, X ten Y ye bir örten lineer izometri varsa X  ve Y  

izometrik izomorfiktir. 

     Banach uzayı kuramında izomorfizm terimi homeomorfizm olan YXT →:   lineer 

fonksiyonları için ayrılmıştır. 

 

3.2. Normlu Uzaylarda Lineer Operatörler 

 

               Bu kesimde normlu uzaylardaki lineer operatörlerle ilgili birkaç bilgiyi ve örneği bir 

araya getiriyor. Banach uzayları ile ilgili operatörlerin daha tam incelenişi daha sonra devam 

edecektir. ),( YXB , tüm sürekli YXA →:  lineer dönüşümlerini temsil etsin.  

 

Önerme 3.2.1 X  ve Y  normlu uzaylar ve YXA →:  bir lineer dönüşüm ise, aşağıdaki 

ifadeler denktir: 

(a)  ),( YXBA∈  

(b)  A  , 0 ’ da süreklidir. 

(c)  A  bir noktada süreklidir. 

(d) X ’te  tüm x ’ ler için, xcAx ≤ olacak şekilde pozitif bir  c  sabiti vardır.  

),( YXBA∈  ve  

{ }1:sup ≤= xAxA  

ise,  

{ }1:sup == xAxA  

                                                               { }0:/sup ≠= xxAx    

                                                            { }için elemanları  teki'  :0inf xXxcAxc ≤>= . 



A  sayısına, A ’ nın normu denir ve toplama ve çarpma noktasal olarak tanımlanmışsa, 

),( YXB  bir normlu uzay olur. Y  bir Banach uzayı ise ),( YXB  Banach uzayıdır. Sürekli 

lineer bir operatöre sınırlı lineer operatör de denir. 

           

Örnek 3.2.1 ),,( uX Ω   bir σ -sonlu ölçüm uzayı ve ),,( uXL Ω∈ ∞φ  ise, ),,( uXLp Ω  

uzayındaki tüm f ’ ler için ffM φφ =  ile  

∞≤≤Ω→Ω puXLuXLM pp 1),,,(),,(:φ  

tanımlayalım. O halde )),,(( uXLBM p Ω∈φ   ve 
∞

= φφM  dur. 

 

Örnek 3.2.2 1,),,,( cKuX Ω  ve 2c  ifadeleri Hilbert uzaylarında ifade edildiği gibidir ve 

∞≤≤ p1  ise, )(uLp ’deki tüm f operatörler ve X ’ teki x ’ler için  

)()(),())(( ydyfyxkxKf µ∫=  

ile tanımlı )()()(: uLuLuLK ppp → ’ de bir sınırlı operatördür ve  

ppccK /1
2

/1
1≤ , 

dır. Ki burada 1/1/1 =+ qp dır. 

 

Örnek 3.2.3 X  ve Y  kompakt uzaylar ve XY →:τ  sürekli bir dönüşüm ise, 

))(())(( yfyAf τ=  ile ( ) ( )YCXCA →:   tanımlayalım. O halde  

( ) ( )( )YCXCBA ,∈  ve 1=A dır. 

 

3.3. Sonlu-Boyutlu Normlu Uzaylar  

 

       Fonksiyonel analizde, bir kavramın sonlu boyutlu uzaylarda sahip olduğu anla-mını 

görmek her zaman kolaylık sağlar. 

 

Teorem 3.3.1 X , F  üzerinde sonlu-boyutlu vektör uzayı ise, X ’teki herhangi iki norm 

denktir. 

İspat. { }dll ,...,. 1  , X  için bir Hamel tabanı olsun. ∑ =
=

d

j jjxx
1

l   için,  

{ }djxx j ≤≤≡
∞

1:max  



tanımlayalım. 
∞

. ’in bir norm olduğu kolayca görülebilir. . , X ’te herhangi bir norm olsun. 

∞
.  ve .  normlarının denk oldukları gösterilecek. ∑ =

=
d

j jjxx
1

l  ise, ∑=
j jC l   iken 

∞
≤≤∑ xCxx

j jj l ’dır. Diğer eşitsizliği göstermek üzere, τ , 
∞

.  normu vasıtasıyla X  

uzayında tanımlı topoloji ve U , .  normu vasıtasıyla X ’te tanımlı topoloji olsun. 

{ }1: ≤∈=
∞

xXxB  olarak verilsin. İspatın ilk bölümü U⊇τ  olduğunu gösterir. B , τ -

kompakt ve U⊇τ olduğundan, B , U -kompakttır ve iki topolojinin B  ile karşılıklı 

ilişkilendirilmeleri uyuşur. { }1: <∈=
∞

xXxA  olsun. A , τ -açık olduğundan ( )UB, ’da 

açıktır. Buradan U ’da bir V  kümesi vardır öyle ki ABV =∩ . Böylece V∈0  ve bir 0>r  

vardır öyle ki { } VrxXx ⊆<∈
∞

: . 

Buradan 

rx <    ve 1≤
∞

x    1<
∞

x                               (6) 

demektir. Şimdi de rx <  eşitsizliğinin 1≤
∞

x  eşitsizliğini verdiği şeklindeki iddiayı ele 

alalım. 

      rx <    olsun , ∑=
j

jjxx l  diyelim ve 
∞

= xα  dır . Böylece 1/ =
∞

αx  ve 

Bax ∈/  dır. 1≥α   ise, rrx ≤< αα //  ve bu durumda  (6)’dan 1/ <
∞

αx , bu ise bir 

çelişkidir. Böylece 1<=
∞

αx   ve buradan iddia sağlanmıştır. 

               Lemma 3.1.1’den, tüm x ’ ler için xrx 1−

∞
<  ve ispat tamamlanmış olur. 

 

Önerme 3.3.2 X  bir normlu uzay ve M , X ’te sonlu boyutlu bir lineer manifold ise, M  

kapalıdır. 

İspat. MXx \0 ∈  ve MM =1  ve { }0x  kümelerinin lineer doğurucusu olsun. M ’de x  ve 

F ’de 0α  için  

                                              0100 αα +=+ xxx       

ile  1M ’de 
1

.  normunu tanımlayalım. 
1

. ’in 1M ’de bir norm olduğunu göstermek alıştırma 

olarak bırakılmıştır. Teorem 3.3.1 ve Önerme 3.1.2’e göre , c  ve C  sabitleri vardır öyle ki 

M ’deki tüm x ’ler ve F ’deki tüm 0α için  

                                     000100 xxCxxxc ααα +≤+≤+ . 



Buradan M ’deki tüm x ’ler için, 

( ) 11
0 1 −− ≥+≥− CxCxx . 

Böylece  

{ } ( )MxdistMxxxC ,:inf0 00
1 ≡∈−≤< −                        

Yani, M ’de bulunmayan her 0x  noktası M ’den pozitif bir uzaklıktadır. Buradan M  

kapalıdır. 

 

Önerme 3.3.3 X  bir sonlu-boyutlu normlu uzay ve Y  herhangi bir normlu uzay YXT →:  

bir lineer dönüşüm ise, T  süreklidir. 

İspat. X ’teki tüm normlar denk olduklarından ve YXT →:  herhangi bir norma göre sürekli 

iken X ’teki bu norma denk bir norm olduğundan, 

{ }dje j

d

j jj ≤≤=∑ =
1:max

1
ξξ  

olduğunu varsayabiliriz ki burada { }
je , X  için bir Hamel tabanıdır. Böylece, ∑= jjex ξ için, 

xCTeTe
j jjj jj ≤≤∑∑ ξξ  

dır. Ki burada    .∑= jTeC dır. Önerme 3.2.1’den  dolayı T  süreklidir. 

 

3.4. Normlu Uzayların Bölümleri ve Çarpımları 

 

Tanım 3.4.1 X  bir normlu uzay ve M , X ’te bir lineer manifold ve MXXQ /: →  

MxQx +:  doğal dönüşümü olsun. MX / ’yi bir normlu uzay kabul etmek böylece    

{ }MyyxMx ∈+=+ :inf     (7) 

tanımlamak istiyoruz. M bir lineer uzay olduğundan  

{ } ),(:inf MxdistMyyxMx =∈+=+  

X ’ten M ’ye olan (7) uzaklığının MX / ’de bir yarı-norm tanımladığı açıktır. Ancak 

M , X ’te kapalı ise, (7) norm tanımlar. Bununla birlikte, M  kapalı değilse, (7) niceliği norm 

tanımlamaz. 

 

Teorem 3.4.1 XM ≤   ve Mx +   (7)’deki gibi tanımlanmışsa, . , MX / ’de bir normdur. 

Aynı zamanda: 



(a) X ’teki tüm x ’ler için xxQ ≤)(   ve Q  süreklidir. 

(b) X  bir Banach uzayı ise, MX /  de Banach uzayıdır. 

(c) MX /  nin bir W  alt kümesi norma göre göreli açıktır ancak ve ancak )(1 WQ− , 

X ’te açıktır. 

(d)  U X ’te açıksa, )(UQ  MX / ’de açıktır. 

İspat. (7)’nin MX / ’de bir norm tanımladığı kolayca görülebilir.  

(a)’yı göstermek için, M∈0 olduğundan xMxxQ ≤+=)(  ; Q  bu nedenle 

(7)’den süreklidir. 

(b) { }Mxn + MX / ’de Cauchy dizisi olsun. Bir { }Mx
kn +  alt dizisi vardır öyle 

ki  

( ) ( ) k

nnnn MxxMxMx
kkkk

−<+−=+−+ 2 . 

 

01 =y  olsun. M ’de 2y  seçelim öyle ki 

11
2 2.22

21

−− <++−≤+− Mxxyxx
kk nnnn  

M ’de 3y  seçelim öyle ki  

( ) ( ) 22
32 2.22

3232

−− <<+−≤+−+ Mxxyxyx nnnn  

Bu şekilde devam edildiğinde , M ’de { }ky   dizisi vardır öyle ki  

( ) ( ) k

knkn yxyx
kk

−
+ <+−+

+
2.211

  

dır.Böylece { }kn yx
k

+  X ’te bir Cauchy dizisidir . X  tam olduğundan, X ’te bir 0x  vardır 

öyle ki X ’te   

                                       0xyx kn k
→+   

dır. (a)’dan dolayı,  

 

 

{ }Mxn +   Cauchy dizisi olduğundan MxMxn +→+ 0  ve  MX /  tamdır. 

(c) W , MX / ’de açıksa, )(1 WQ−  , X ’te açıktır çünkü Q  süreklidir. Şimdi 

W MX /⊆  ve )(1 WQ− ’in X ’te açık olduğunu varsayalım. 0>r  ve { }rxXxBr <∈≡ :  

diyelim. { }rMxmxBQ r <++= :)(  olduğu gösterilecektir. Gerçekten, rx <  

( ) MxQxyxQMx knn kk
+=→+=+ 00



ise rxMx <≤+ . Öte yandan, rMx <+  ise M ’de bir y  vardır öyle ki ryx <+ . 

Böylece  

)()( rBQyxQMx ∈+=+  

dır. WMx ∈+0  ise, )(  dir. )( 11
0 WQWQx

−−∈  açık olduğundan bir 0>r  vardır öyle ki  

{ } )(: 1
00 WQrxxxBx r

−⊆<−=+  

dır. Önceki iddia  

{ }rMxxMxBxQWQQW r <+−+=+⊇= −
00

1 :)()(  

olduğu anlamına gelir. Buradan W açıktır. 

     (d) U , X ’te açık ise,  

{ } { }myyUMyUuyuMUUQQ ∈+∪=∈∈+≡+=− :,:)(1  

denkliği vardır. Her yU +   açıktır, bu nedenle ( ))(1 UQQ−  X ’te açıktır. (c)’ den )(UQ , 

MX / ’de açıktır. 

             Q  açık dönüşüm olduğundan (d)’ de , Q ’nun kapalı dönüşüm olmasına varılmaz. 

 

Önerme 3.4.1 X  bir normlu uzay ise, XM ≤  ve N , X ’in sonlu boyutlu alt uzayı ise, 

NM +  , X ’in kapalı alt uzayıdır. 

İspat. MX / ve MXQ /: →χ bölüm dönüşümünü dikkate alalım.  

∞<≤ NNQ dim)(dim  

olduğundan, )(NQ , MX / ’de kapalıdır; Q  sürekli olduğundan )(1 NQQ− , X  uzayında 

kapalı olur ancak                          NMNQQ +=− )(1  

dır.    

         Şimdi normlu uzayların çarpımı ya da doğrudan toplamına bakalım. Burada bir 

zorluk vardır çünkü Hilbert uzaylarına benzemeksizin, ilerlemek için hiçbir doğal yol 

bulunmamaktadır. { }IiX İ ∈: ’nin normlu uzayların bir derlemi olduğunu varsayalım. O halde 

lineer işlemler koordinatsal tanımlanmışsa { }∏ ∈ IiX i :  bir vektör uzayıdır. Düşünce, bu 

çarpımın lineer alt uzayında bir norm ifade etmektir.    

       .  her iX  üzerindeki normu göstersin. ∞<≤ p1  için, 













∞<







≡∈≡⊕ ∏ ∑

i

p

i

p

iip ixxXxX

/1

)(:  

tanımlayalım. 











∞<≡∈≡⊕ ∏∞
i i

ii ixxXxX )(sup:  

tanımlayalım. { },..., 21 XX  normlu uzay dizisi ise, 









→∈≡⊕ ∏
∞

=1
0 0)(:

n

nn nxXxX  

tanımlayalım; nX0⊕  alt uzay olarak nX∞⊕  uzayının sahip olduğu normu verelim. 

 

Önerme 3.4.2 { }IiX i ∈:   normlu uzayların bir derlemi ve  

∞≤≤⊕= ∞ pXX i 1,  olsun. 

(a) X bir normlu uzay ve X ’teki her x  için , 

                                  xxpi ≤)(   

sağlayan ii XXP →:   izdüşümü sürekli lineer bir dönüşümdür. 

(b) X  bir Banach uzayıdır ancak ve ancak her iX  Banach uzayı ise. 

(c)  Her iP  izdüşümü X ’in iX   üzerine açık dönüşümüdür. Benzer bir sonuç, 

nX0⊕  için sağlanır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4. HAHN-BANACH TEOREMİ VE BAZI SONUÇLARI 

 

               Bu bölümde lineer fonksiyoneller, Hahn Banach teoreminin bazı sonuçları ve 

Banach limitine uygulamalar ele alınmıştır. 

 

4.1. Lineer Fonksiyoneller 

 

 X  , F  üzerinde vektör uzayı olsun. X ’te bir hiperdüzlem X ’te bir M  lineer 

manifoldudur öyle ki FXfMX →= :.1)/dim(  lineer fonksiyonel ve 0≠j  ise, fker  bir 

hiperdüzlemdir. Gerçekten , f  , fX ker/  ile F  arasında izomorfizm oluşturur. Tersine, M  

hiperdüzlem ise, MXXQ /: →  doğal dönüşümdür ve FMXT →/:  bir izomorfizmdir. O 

halde QTF o≡   X ’te lineer fonksiyoneldir ve Mf =ker dir. 

f  ve g ’nin gf kerker =  olacak şekilde X ’te lineer fonksiyoneller olduklarını varsayalım, 

1)( 0 =xf  olacak şekilde Xx ∈0  olsun; böylece  

Xxxg ∈≠ .0)( 0  ve )(xfa = ise, gfaxx kerker0 =∈−  

dır. Bu nedenle, )()(0 0xagxg −=  yani ( ) )()()( 0 xfxgxg = dır. Böylece bir β  skaleri için 

fg β= dir. Bu aşağıdaki gibi özetlenebilir. 

 

Önerme 4.1.1 X ’te bir lineer manifold hiperdüzlemdir ancak ve ancak bu lineer manifold 

sıfırdan farklı bir lineer bir fonksiyonelin çekirdeği ise. İki lineer fonksiyonelin aynı çekirdeği 

vardır ancak ve ancak biri diğerinin sıfırdan farklı katı ise. 

 

        Normlu uzaylarda hiperdüzlemler iki kategoriden birinde bulunurlar. 

 

Önerme 4.1.2 X  bir normlu uzay ve M , X ’te bir hiperdüzlem ise, ya M  kapalıdır ya da 

M  yoğundur. 

İspat. M ’nin kapanışı olarak clM ’yi ele alalım. Önerme 3.1.1’den , clM  X ’te bir lineer 

manifoldudur. clMM ⊆  ve 1/dim =MX  olduğundan ya MclM =  ya da XclM = dır. 

 0cX =  ve FXf →: 121 ,...),( aaaf =  ile tanımlanmışsa,  

{ }0:)(ker 10 =∈= acaf n , 



0c ’da kapalıdır. Yoğun bir hiperdüzlem örneği elde etmek için 0cX =  ve ne , 0c ’ın elemanı 

olsun öyle ki nk ≠  ve 1)( =nen  ise 0)( =ken ’dır.( 0c ’ı N ’de fonksiyonların bir sınıfı olarak 

düşünmek en iyisidir.) Tüm n  için  nnx /1)(0 = ; böylece 00 cx ∈  ve { } 0210   ,...,, ceex  

uzayında lineer bağımsızdır. { },...,, 210 eexB = ’i içeren 0c ’da Hamel tabanı olsun.  

{ } { } 0210 ,,...,, xbIibeexB ii ≠∈∪=  

 ya da herhangi bir i  ya da n  için ne  diyelim. 

( ) 0100 abeaxaf ii in nn =++ ∑∑
∞

=
β  

ile Fcf →0:  tanımlayalım.(Bir önceki ifadede en çok sonlu sayıda na  ve iβ  sıfırdan 

farklıdır ).Tüm 1≥n  için fen ker∈ olduğundan, fker  yoğundur ancak açıktır ki 0ker cf ≠ . 

Hiperdüzlemler için mevcut olan dikotomi (ikilik) lineer fonksiyoneller için dikotomi halinde 

ifade edilmelidir. 

 

Teorem 4.1.1 X  bir normlu uzay ve F: →Xf  bir lineer fonksiyonel ise, f  süreklidir ancak 

ve ancak fker  kapalıdır. 

İspat. f  sürekli ise, { }( )0ker 1−= ff  ve bu nedenle fker  kapalı olmalı. Şimdi fker ’ nin 

kapalı olduğunu varsayalım ve fXXQ ker/: →  doğal dönüşüm olsun. Teorem 3.4.1’ den, 

Q  süreklidir. FfXT →ker/:  bir izomorfizm olsun; Önerme 3.3.3’den T  süreklidir. 

Böylece,  

FXQTg →= :o  

ise, g süreklidir ve gf kerker = .Buradan Önerme 4.1.1’den F ’de bir a  için agf = . 

 

      FXf →:  bir lineer fonksiyonel ise, f  lineer dönüşümdür ve bu nedenle Önerme 

3.2.1 uygulanabilir. Sürekli lineer fonksiyonellere sınırlı lineer fonksiyoneller de denir ve 

{ }1:)(sup ≤= xxff . 

(7)’de f  için verilen diğer formüller burada da geçerlidir. ≡∗X X ’teki tüm sınırlı lineer 

fonksiyonellerin sınıfı olsun. *, Xgf ∈  ve Fa ∈ ise, 

))()())(( xgxafxgaf +=+  

tanımlayalım; ∗X ’a X ’in dual uzayı denir. ),(* FXBX =  olduğunu görüyoruz.  

  



 ∗X  uzayı için norm topolojisi { }1:)(sup ≤= xxff  normuyla tanımlanır. ∗X  

uzayı için noktasal yakınsaklık topolojisine ∗
w -topolojisi adı verilir. ∗X  uzayının bir F  alt 

kümesine ∗
w -sınırlı denir ancak ve ancak X ’in her x  üyesi için F  kümesinde f  

fonksiyoneli vasıtasıyla verilen tüm ( )xf  değerleri kümesi sınırlıdır. X  uzayındaki her lineer 

fonksiyon sürekli değilse ∗X  uzayı ∗
w -topolojisine göre tam değildir. Noktaları ayırt etmek 

için X  uzayında yeterli sürekli lineer fonksiyonellerin var olduğunu varsa-yalım.—bu olgu 

Hahn-Banach teoreminin bir sonucudur (Kelley, 1955 ve Banach, 1955)  

 

Önerme 4.1.3 X   bir normlu uzay ve ∗X  bir Banach uzayıdır.  

İspat. ∗X ’ın bir normlu uzay olduğu kolayca görülebilir. ∗X ’ın tam olduğunu göstermek 

için, { }1: ≤∈= xXxB  alalım. ∗∈ Xf  ise, ( )( ) ( )xfxf =ρ  ile ( ) F: →Bfρ  tanımlayalım; 

yani ( )fρ  f ’nin B ’ye sınırlanışıdır. ( )BCX b→∗:ρ ’nin bir lineer izometri olduğunu 

görüyoruz. Böylece ∗X ’ın tam olduğunu göstermek için, (3.1.1)’in ispatı gereğince ( )BCb  

tam olduğundan ( )∗Xρ ’in kapalı olduğunu göstermekte yeterlidir. { } ∗⊆ Xf n  olsun ve 

∞→n  iken ( ) 0→− gfnρ  olacak şekilde ( )BCg b∈  olduğunu varsayalım. F, ∈βα , 

0, ≠βα  öyle ki Bxx ∈βα ,  ise,  

( ) ( ) ( ) ( )xgxfxfxg nn ββββαααα 1111 limlim −−−− === . 

Bx ∈α  olacak şekilde herhangi bir 0≠α  için ( ) ( )xgxf αα 1−=  alarak F: →Xf   tanım-

layalım. ∗∈ Xf  ve ( ) gf =ρ  olduğu kolayca görülebilir. 

     Şu belirtilmelidir ki bir önceki önermede  X ’in tam olduğu varsayılmamıştır. 

Gerçekten, X  bir normlu uzay ve X̂  tamlanışı ise , ∗X  ve ∗X̂  izometrik olarak izomorfiktir. 

 

Teorem 4.1.2 (Convay, 1990) ( )µ,,ΩX  bir ölçüm uzayı ve ∞<< p1  olsun. 111 =+ qp , 

( )µ,,Ω∈ XLg q  ise,  

( ) ∫= µfgdfFg  

ile  ( ) F: →µp

g LF  tanımlayalım. O halde ( )∗
∈ µp

g LF  ve gFg →  dönüşümü ( )µqL ’den 

( )∗µpL ’a izometrik izomorfizm tanımlar. 

 

Teorem 4.1.3 (Convay, 1990). ( )µ,,ΩX  σ -sonlu ölçüm uzayı ve ( )µ,,Ω∈ ∞ XLg   ise, 



( ) ∫= µfgdfFg  

ile  ( ) F: 1 →µLFg  tanımlayalım. O halde ( )∗
∈ µ1

LFg  ve gFg →  dönüşümü ( )µ∞L ’den 

( )∗µ1L ’a izometrik izomorfizm tanımlar.  

 

            Teorem 4.1.2’den 2=p  iken (4.1.2)’te kompleks eşleniğin bulunmaması nedeniyle 

(4.1.2) ve (2.2.4) arasında biraz fark olduğunu görüyoruz. Aynı zamanda, (4.1.3)’ ün, ölçüm 

uzayı  σ -sonlu varsayılmadığında yanlış olduğunu görürüz. 

              X  yerel kompakt uzay ise, ( )XM  total varyasyon normlu X ’teki tüm F -değerli 

regüler Borel ölçümlerinin uzayını gösterir.  

 

Teorem 4.1.4 (Riesz Temsil Teoremi) (Convay, 1990). X  yerel kompakt uzay ve ( )XM∈µ  

ise, 

( ) ∫= µµ fdfF  

ile ( ) F: 0 →XCFµ  tanımlayalım. O halde ( )∗
∈ XCF 0µ  ve µµ F→  dönüşümü ( )XM ’ten  

( )∗
XC0 ’e izometrik izomorfizmdir. İfade edilmesi gereken bu teoremlerin özel durumları 

vardır. 

 

Örnek 4.1.1 0c ’ın duali , 1
l ’e izometrik izomorfiktir. Gerçekten, ℵ ’ye diskrit topoloji 

verildiğinde ve ( )ℵ= Ml1  ise ( )ℵ= 00 Cc . 

 

Örnek 4.1.2 1
l ’in duali ∞

l ’a izometrik izomorfiktir. Gerçekten ( )µ,2,11 ℵℵ= Ll  ki burada 

( ) ∆=∆µ ’daki noktaların sayısı. Aynı zamanda, ( )µ,2, ℵ∞∞ ℵ= Ll . 

 

Örnek 4.1.3 ∞<< p1  ise p
l ’nin duali  q

l ’dur ki burada 111 =+ qp  

 dır. ( )µ,,Ω∞ XL ’nin duali nedir? İki olası temsil vardır. Bunlardan biri olarak ( )∗∞ Ω µ,,XL  

uzayını  µ ’ye göre “mutlak sürekli” olan ve sonlu total varyasyona sahip Ω ’da tanımlı sonlu 

toplanabilir ölçüm uzayı ile özdeşleştirebiliriz (Dunford, N., Schwartz, J., 1958). Diğer bir 

temsil, bir kompakt Z  uzayı elde etmek öyle ki ( )µ,,Ω∞ XL  ( )ZC ’ye izometrik izomorfiktir 

ve Riesz Temsil Teoremi’ni kullanmaktır. 



           ( )XM ’in duali nedir? Bunun için, νµ«  ise; ( ) ( )νµ FF =  h.h.h. [ ]µ  olacak şekilde 

( ) ( ){ }∏ ∈∞ XML µµ : ’deki tüm F ’lerin kümesi olarak ( )( )XML∞ ’ i tanımla-yalım. Bu  

( )µ∞L  uzaylarının ters limitidir, µ ,  ( )XM ’te dir.  

 

Lemma 4.1.1 ( )( )XMLF ∞∈  ise, 

( ) ∞<=
∞

µ
µ

FF sup . 

İspat. ∞=F , ( )XM ’te bir { }nµ  dizisidir öyle ki ( ) nF n ≥
∞

µ  olur. nnn

n µµµ ∑
∞

=

−=
1
2  

olsun. O halde tüm n ’ler için νµ «n  bu nedenle her n  için ( ) ( )µµ FF n =  h.h.h. [ ]nµ  

.Buradan her n  için ( ) ( ) nFF n ≥≥
∞∞

µµ  çelişki. 

 

Teorem 4.1.5 X  yerel kompakt uzay ve ( )( )XMLF ∞∈  ise,  

( ) ( ) µµµ dFF ∫=Φ  

ile ( ) F: →Φ XMF  tanımlayalım. O halde ( )∗
∈Φ XMF  ve FΦaF  dönüşümü 

( )( )XML∞ ’in ( )∗
XM ’a izometrik izomorfizmidir.  

İspat. FΦ ’nin lineer olduğunu görmek kolaydır. Aynı zamanda, 

( ) ( ) ( ) µµµµµµ FFdFF ≤≤≤Φ
∞∫  

. 

Böylece ( )∗
∈Φ XMF ve FF ≤Φ . Şimdi Φ ’yi  ( )∗

XM ’te sabitleyelim. ( )XM∈µ  ve 

( )µ1Lf ∈  ise, ( )XMf ∈= µν . (Yani her ∆  Borel kümesi için ( ) ∫∆=∆ µν fd ).Aynı 

zamanda ( ) ∫=∆ µν df . Gerçekten, Radon-Nikodym Teoremi ( )µ1L  ile 

( ){ }µηη «:XM∈  kümesinin özdeşleşimi (izometrik olarak izomorfik) olarak verilebilir. 

Böylece ( )µff Φa  dönüşümü ( )µ1L  uzayında lineer fonksiyoneldir ve 

( ) µµ dff ∫Φ≤Φ . Buradan ( )µ1L  uzayındaki her f  için ( ) ( ) µµµ dfFf ∫∫=Φ   olacak 

şekilde ( )µ∞L  uzayında bir ( )µF  vardır.( µ  ya da µ  nün kullanımı konusunda biraz kayıtsız 

kaldık ancak söylenen şey kesinlikle doğrudur. Özellikle, 1=f  almak ( ) ( )∫=Φ µµµ dF  



integralini verir. ( )( )XMLF ∞∈  olduğu gösterilmelidir; bu durumda FΦ=Φ  ve 
∞

≥Φ FF  

olduğu sonucuna varırız. 

( )( )XMLF ∞∈  olduğunu göstermek için , µ  ve ν  , µν «  olacak şekilde ölçümler 

olsun. Radon-Nikodym Teorem’inden, ( )µ1L ’de bir f  vardır öyle ki µν f= . Buradan, 

( )ν1Lg ∈  ise,  ( )µ1Lgf ∈  ve ∫∫ = µν gfdgd .Böylece, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) νµµµµννν dgFdgfFgfgdFg ∫∫∫ ==Φ=Φ= . 

Böylece ( ) ( )µν FF =  h.h.h. [ ]ν  ve ( )( )XMLF ∞∈ . 

 

4.2. Hahn-Banach Teoremi 

 

Hahn-Banach Teoremi matematikte en önemli sonuçlardan biridir. Öylesine sık 

kullanılır ki fonksiyonel analizin köşe taşı sayılabilir.  

Tanım 4.2.1 X  bir vektör uzayı ise, bir yarı-lineer fonksiyonel bir ℜ→Xq :  fonksiyonudur 

öyle ki  

 (a) X ’teki tüm yx,  için ( ) ( ) ( )yqxqyxq +≤+ ; 

 (b) X ’te x  ve 0≥α  için ( ) ( )xqxq αα = . 

           Her yarı-normun yarı-lineer fonksiyonel olduğunu ancak tersinin doğru olmadığını 

görüyoruz. Gerçekten, yarı-lineer fonksiyonelin negatif değerler alabileceği ve tanımdaki  (b) 

nin yalnızca 0≥α  sağlandığı görülebilir. 

 

Teorem 4.2.1 (Hahn-Banach Teoremi) X , ℜ  üzerinde bir vektör uzayı ve q , X ’te yarı-

lineer fonksiyonel olsun. M , X ’te bir lineer manifold ve ℜ→Mf :  M ’deki tüm x ’ler 

için ( ) ( )xqxf ≤  olacak şekilde bir lineer fonksiyonel ise, X ’teki tüm x ’ler için fMF =  ve 

( ) ( )xqxF ≤  olacak şekilde bir ℜ→Xf :  lineer fonksiyoneli vardır.  

 

        Teoremin özünün, genişlemenin mevcut olmasının olmadığını ancak genişlemenin 

q  vasıtasıyla etkin kılınıp bulunabileceğini görüyoruz. 

 Bir genişleme bulmak üzere, { }ie  M  için Hamel tabanı ve olsun. { }iy  X ’te vektörler olsun 

öyle ki { } { }ii ye ∪  X  için bir Hamel tabanıdır. Şimdi  

( ) ( )∑∑∑ ∑ ==+
i iii iii j jjii eafefaeeaF )(β  



ile ℜ→xF :  tanımlayalım. Bu f  lineer fonksiyonelini genişletir. { }iy  herhangi bir reel sayı 

sınıfı ise, 

( ) ( ) ∑∑∑ ∑ +=+
j jji iii j jjii yeaeeaF ββ  

de f  lineer fonksiyonelinin genişletimidir. Öte yandan , f  lineer fonksiyonelinin herhangi 

bir genişletişi bu biçime sahiptir. Zorluk q  vasıtasıyla etkin kılınan bu genişletişlerden birini 

bulmamız gerektiğidir. 

          Teoremi ispatlamadan önce, bazı sonuçlarını görelim. İlki teoremin kompleks 

uzaylara genişletişidir. Bunun için bir lemmaya gerek vardır. X , C  üzerinde bir vektör uzayı 

ise, aynı zamanda ℜ  üzerinde bir vektör uzayıdır. Aynı zamanda, Cxf →:   

C -lineer ise, ℜ→xf :Re , ℜ -lineerdir. Aşağıdaki lemma bunun tersidir. 

 

Lemma 4.2.1 X  , C  üzerinde bir vektör uzayı olsun. 

(a) ℜ→Xf :  ℜ -lineer fonksiyonel ise, )()()(
~

ixifxfxf −= bir C -lineer 

fonksiyoneldir ve ff
~

Re= . 

 (b) CXg →:  C -lineer gf Re=  ve f
~

 (a)’daki gibi tanımlanmışsa, gf =
~

. 

(c) p X ’te bir yarı-norm ve f ile f
~

 (a)’daki gibi tanımlanmışsa, tüm x ’ler için 

)()( xpxf ≤  ancak ve ancak tüm x ’ler için )()(
~

xpxf ≤  ise. 

(d) X  bir normlu uzay ve f ile f
~

 (a)’daki gibi tanımlanmışsa, ff
~

= . 

İspat. (a) ve (b)’nin ispatı açıktır. 

(c)’yi ispatlamak için,  

)()(
~

xpxf ≤  

olduğunu varsayalım. O halde, )()(
~

)(
~

Re)( xpxfxfxf ≤≤= . 

Aynı zamanda,  

)()(
~

)(
~

Re)( xpxfxfxf ≤−≤−=−− . 

Buradan, )()( xpxf ≤ .Şimdi )()( xpxf ≤  olduğunu varsayalım. θ ’ya  

)(
~

)(
~

xfexf
iθ=  

olacak şekilde seçelim. Buradan, 

( ) ( ) ( ) ( ) )(
~

Re
~

)(
~

xpxepxefxefxefxf
iiii =≤=== −−−− θθθθ  



 (d) kısmı (c)’nin kolay bir uygulamasıdır. 

 

Sonuç 4.2.1 X  bir vektör uzayı, M , X ’te bir lineer manifold ve )[ ∞→ ,0: Xp  bir yarı-

norm olsun. FMf →: , M  uzayındaki tüm x  vektörleri için )()( xpxf ≤  olacak şekilde 

bir lineer fonksiyonel ise, X ’teki tüm x ’ler için fMF = ve )()( xpxf ≤  olacak şekilde bir 

FXF →:    lineer fonksiyoneli vardır. 

İspat.  1. Durum : ℜ=F . M ’deki x  için )()()( xpxfxf ≤≤   olduğunu görüyoruz. 

Teorem 4.2.1’den dolayı tüm x ’ler için )()( xpxf ≤  olacak şekilde f nin bir RXf →:  

genişletişi vardır. Buradan )()()()( xpxpxFxF =−≤−=− . Böylece pF ≤ . 

              2. Durum. CF = . ff Re1 = olsun. Lemma 4.2.1, (c)’den , pf ≤1 . 1.Durumdan, bir 

ℜ -lineer  RXF →:1    fonksiyoneli vardır öyle ki 11 fMF =  ve pF ≤1 . X ’teki tüm x ’ler 

için )()()( 11 ixiFxFxF − olsun. Lemma 4.2.1, (c)’den, pF ≤ . Açıktır ki fMF = dır. 

 

 X ’in bir kompleks Banach uzayı, Y ’nin de X  uzayının reel bir alt uzayı olduğu 

durum dikkat çekicidir zira bu durumda, genelde Hahn-Banach teoremi sağlanmaktadır; 

Sonuç 4.2.1 uyarınca ℜ=M  alındığında teoremin sağlandığı görülür (Musayev, 2000). 

 Bu sonuçlar ışıgında, her kompleks lineer X  uzayı bir reel normlu lineer uzay 

olarak da görülebilir ve her l  kompleks fonksiyonelinin reel kısmı bir u  reel fonksiyonelidir. 

( ) ( ) ( )xivxux +=l  eşitliği 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xiuxvxiixixivixu +−===+ ll , 

sonucunu verdiğinden ( ) ( ) ( )ixiuxux −=l   elde ederiz. Böylece u↔l  karşılıklı dönüşümleri 

bire-birdir. Öte yandan, u=l  dır. ℜ→00 : Xl  lineer formu X  uzayının 0X  alt uzayında 

tanımlansın. Bu durumda 0l ’dan 0u ’a geçip 0u ’dan u ’ya genişlemek ve u ’dan l ’ye geri 

dönmek Hahn-Banach teoreminin kompleks durumda ispatlar: 0X , X  uzayının bir alt uzayı 

ise, her ∗∈ X0l  fonksiyoneli norm-koruyan bir ∗∈ Xl  genişletişine sahiptir.  

 Bu sonuç Murray (1936), Bohnenblust, Sobczyk (1938) ve Sukhomlinov (1938)’e 

atfedilir. Bununla birlikte yukarıda elde ettiğimiz 

( ) ( ) ( )ixiuxux −=l  

formülü zaten Löwig (1934) tarafından keşfedilmiştir. 

 



Sonuç 4.2.2 X  bir normlu uzay , M , X ’te bir lineer manifold ve FMf →:  sınırlı lineer 

bir fonksiyonel ise, *X ’da bir F  vardır öyle ki fMF =  ve  fF = ’dır. 

İspat. xfxp =)(  alarak Sonuç 4.2.1 kullanıldığında iddia doğrulanır.  

 

Sonuç 4.2.3 X  bir normlu uzay, { }dxxx ....,,2,1 X ’in lineer bağımsız alt kümesi ve daaa ,...,2,1  

keyfi skalerler ise, *X ’da bir f  vardır öyle ki dj ≤≤1  için jj axf =)(  dır. 

İspat. dxxM ,....,1=  nin lineer genişletişi olsun ve ( ) ∑∑ = jjjj jj xg αββ  ile FMg →: ’yi 

tanımlayalım. Bu nedenle g  lineerdir. M  sonlu boyutlu olduğundan, g  süreklidir. f   

g ’nin X ’e sürekli genişletişidir. 

 

Sonuç 4.2.4 X  bir normlu uzay ve Xx ∈ ise,  

( ){ }1  ve:sup * ≤∈= fXfxfx . 

Öte yandan, bu supremum verilmiştir. 

İspat. ( ){ }1  ve:sup * ≤∈= fXfxfα  olsun. *Xf ∈  ve 1≤f  ise, 

( ) ;xxfxf ≤≤  

buradan x≤α . Şimdi { }FxM ∈= ββ : ( ) xxg ββ =  ile verilen FMg →: ’i tanımlayalım. 

O halde *Xg ∈  ve 1=g .Sonuç 4.2.2’den , *X ’da bir f  vardır öyle ki 1=f  ve 

( ) ( ) xxgxf ==   

dır.Bu, daha sonra dikkatle incelenecek X  ve *X ’daki normların tanımlarındaki simetriyi 

verir.  

 

Sonuç 4.2.5 X  bir normlu uzay, MXxXM \, 0 ∈≤ , ve ( )Mxdistd ,0= ise, M ’deki tüm 

x ’ler için ( ) ( ) 0,10 == xfxf  olacak şekilde *X ’da bir f  vardır ve 1−= df   dır.      

İspat. MXXQ \: →  doğal dönüşüm olsun. dMx =+0  olduğundan bir önceki sonuçtan 

( ) dMxg =+0  ve 1=g olacak şekilde ( )*/ MX ’da bir g  vardır. FXQgdf →= − :1
o  

olsun. O halde f  süreklidir, M ’deki x  için ( ) 0=xf  ve ( ) 10 =xf . Aynı zamanda,  

( ) ( )( ) ( ) ;  111 xdxQdxQgdxf −−− ≤≤=  

Buradan 1−≤ df .Diğer yandan,  1=g  bu nedenle tüm n ’ler için  



( ) 1→+ Mxg n  ve 1<+ Mxn  

olacak şekilde bir { }nx dizisi vardır. 1<+ nn yx  Olacak şekilde Myn ∈ diyelim. O halde 

( ) ( ) 11 −− →+=+ dMxgdyxf nnn  

bu nedenle 1−= df dır. 

 

      Hahn-Banach Teoremi’ni ispatlamak için, önce fonksiyonelinin boyutu bir fazla olan 

uzaya genişletebileceğimizi göstereceğiz. 

 

Lemma 4.2.2 (4.2.1) hipotezinin sağlandığını ve buna ilave olarak, 1/dim =MX  olduğunu 

varsayalım. O halde  (4.2.1)’in sonucu makuldur. 

İspat. MX / ’de 0x  sabitleyelim; böylece  

{ } { }MytytxxMX ∈ℜ∈+=∨= ,:00 . 

Şu anlık f ’nin ℜ→XF :  genişletişinin qF ≤ olarak mevcut olduğunu varsayalım. F ’nin 

nasıl görünmesi gerektiğini görelim. ( )00 xF=α  diyelim. 0>t  ve My ∈1  ise, 

( ) ( ) ( )101010 ytxqyftytxF +≤+=+ α . 

Buradan  M ’deki her 1y  için  

( ) ( ) ( ) ( )tyxqtyfytxqtyft // 10110
1

1
1

0 ++−=++−≤ −−α . 

Mty ∈/1 olduğundan, bu , M ’deki tüm  1y ’ler için 

( ) ( )1010 yxqyf ++−≤α                                 (8) 

verir. Aynı zamanda 0α  (8)’i sağlarsa, bir önceki tartışmadaki eşitsizlikleri tersine çevire-rek,  

0≥t  olduğu sürece  ( ) ( )1010 ytxqyft ≤+α . 0≥t  ve My ∈2  ve F  mevcut ise, 

( ) ( ) ( )202020 ytxqyftytxF +−≤+−=+− α . 

Yukarıdaki gibi, bu , M ’deki tüm 2y ’ler için 

( ) ( )2020 yxqyf +−−≥α                                 (9) 

demektir. Öte yandan, (9)  tüm 0≥t  ve M ’deki tüm 2y ’ler için 

( ) ( )2020 ytxqyft +−≤+− α . 

(8) ve (9)’i birleştirdiğimizde, 0α ’ın (8) ve (9)’i aynı anda sağlayacak şekilde seçilebileceğini 

göstermemiz gerektiğini bilmeliyiz. Böylece M ’deki tüm  1y , 2y ’ler için 

( ) ( ) ( ) ( )101202 yxqyfyxqyf ++−≤+−−         (10) 



olduğunu göstermeliyiz. Ancak bu ( ) ( )( ) ( )201021 yxqyxqyyf +−++≤+ olduğunu 

göstermek istediğimiz anlamına geliyor. Ancak  

( ) ( ) ( ) ( )( )20012121 yxxyqyyqyyf +−++=+≤+  

                                                         

                                                       ( ) ( )2001 yxqxyq +−++≤ , 

bu nedenle  (10) sağlanır. 0α   

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }10102202 inf:sup yxqyfMyyxqyf ++−≤≤∈+−− α  

ve ( ) ( )100 yftytxF +=+ α  olarak seçilmiş ise, F  (4.2.1) sonucunu sağlar. 

 

Hahn-Banach Teoreminin İspatı. 

 

 Tüm ( )11 , fM  ikililerinin sınıfı olsun ki burada 1M  X ’te bir lineer manifolddur öyle 

ki  MM ⊇1 ve ℜ→11 : Mf  M ’de fMf =1 ve qf ≤1 olan bir lineer fonksiyoneldir. 

( )11 , fM  ve ( )GfM ∈22 , ise, 21 MM ⊆ ve 112 fMf =  olduğu kast edilmek üzere 

( ) ( )2211 ,, fMfM ≤  tanımlayalım. Böylece ( )≤,G  kısmi sıralı bir kümedir. 

( ){ } GIifMP ii    :, ∈= ’de bir zincirdir. { }IiMN i ∈≡ :U  ise, P ’nin G ’de bir zincir olması 

N ’nin bir lineer manifold olduğunu gösterir. iMx ∈  ise, ( ) ( )xfxF i=  alarak ℜ→NF :   

tanımlayalım. F ’nin iyi tanımlı, lineer ve N ’de qF ≤  olduğu kolayca kontrol edilir. 

Böylece ( ) GFN ∈,  ve ( )FN ,  P  için bir üst sınırdır. Zorn Lemması’ndan, G ’nin bir ( )FY ,  

maksimal elemanı vardır. Ancak bir önceki lemma XY =  olduğunu gösteriyor. Buradan, F  

istenen genişletiştir. 

 

             Bu kesim Hahn-Banach Teoremi’nin önemli bir sonucu ile sonuçlanacaktır. Bu daha 

sonra genelleştirilecektir.  

 

Teorem 4.2.2 X  bir normlu uzay ve M  , X ’te bir lineer manifold ise,  

{ }fMXffclM ker  ve:ker ⊆∈= ∗
I . 

İspat. { }fMXffN ker  ve:ker ⊆∈= ∗
I  olsun. ∗∈ Xf  ve fM ker⊆  ise, f ’nin 

sürekliliği fclM ker⊆  olduğunu gösteriyor. Buradan NclM ⊆ . clMx ∉0 ise, 



( ) 0,0 >= Mxdistd . Sonuç 4.2.5’ten, M ’deki her x  için ( ) 10 =xf  ve ( ) 0=xf  olacak 

şekilde  ∗X ’da bir f  vardır. Buradan, Nx ∉0 . Böylece clMN ⊆  ve ispat tamamlanmıştır. 

 

Sonuç 4.2.3 X , bir normlu uzay ve M , X ’te bir lineer manifold ise, M  X ’te yoğundur 

ancak ve ancak M ’yi sıfırlayan X  uzayındaki tek sınırlı lineer fonksiyonel sıfır 

fonksiyonelidir. 

 

4.3. Hahn-Banach Teoreminin Banach Limitlerine Uygulanması 

 

( ){ } cnxx ∈= ise, ( ) ( )nxxL lim=  tanımlayalım. O halde L  bir lineer fonksiyoneldir 

1=L  ve c ’deki x  için ( ) ( )( ),...3,2' xxx =  ile tanımlanmışsa, ( ) ( )'xLxL = . Aynı zamanda, 

0≥x  [ yani, tüm n ’ler için ( ) 0≥nx  ] ise, ( ) 0≥xL . Bu kesimde limit fonksiyonelinin bu 

özelliklerinin ∞
l ’a genişletilebileceği gösterilecektir. İspat Hahn-Banach Teoremi’ne dayanır. 

 

Teorem 4.3.1 Bir F: →∞
lL  lineer fonksiyoneli vardır öyle ki  

(a) 1=L . 

(b) cx ∈ ise, ( ) ( )nxxL lim= . 

(c)  ∞∈ lx ve tüm n ’ler için ( ) 0≥nx  ise, ( ) 0≥xL . 

(d) ∞∈ lx  ve ( ) ( )( ),...3,2' xxx = ise, ( ) ( )'xLxL = . 

İspat. Önce ℜ=F  olduğunu varsayalım; yani ∞
ℜ

∞ = ll . ∞∈ lx ise, 'x  yukarıda (d) kısmında 

tanımlı ∞
l  ait elemanını göstersin. { }∞∈−= lxxxM :'  diyelim. ∞

l ’daki herhangi yx, için ve 

ℜ 'deki α için ( ) '''
yxyx αα +=+  olduğunu görüyoruz; buradan M  ∞

l ’da bir lineer 

manifolddur. 1, ∞
l ’da ( ),...1,1,1  dizisini göstersin. 

İddia 1. ( ) 1,1 =Mdist . M∈0 olduğundan, ( ) 1,1 ≤Mdist . ∞∈ lx olsun; herhangi bir n  için 

( )( ) 0' ≤− nxx ise, 

( ) ( ) ( )( ) 1'1'1 ≥−−≥−−
∞

nxnxxx . 

Tüm n ’ler için,  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1''0 +−=−=−≤ nxnxnxnxnxx  



olduğunu varsayalım. Böylece tüm n ’ler için ( ) ( )nxnx ≤+1 . ∞∈ lx olduğundan, ( )nxlim=α  

mevcuttur. Böylece ( )( ) 0'lim =− nxx  ve bu iddiayı kanıtlar. ( ) 11,1 == LL  ve ( ) 0=ML  

olacak şekilde Sonuç 4.2.5’den, F: →∞
lL  lineer fonksiyoneli vardır. Böylece bu fonksiyonel 

teoremin (a) ve (d) şıklarını sağlar. (b)’yi ispatlamak için; 

 

İddia 2. Lc ker0 ⊆ . 

0cx ∈ ise, ( ) '1
xx =  ve 1≥n  için ( ) ( )')(1 nn xx =+ olsun. ( ) ( )[ ] [ ] Mxxxxxx nnn ∈−++−=− ++ '...)(11  

olduğunu görünüz. Buradan, tüm 1≥N  için ( ) 0.)( )( ≥= εnxLxL . ise, nm >  için ε<)(mx  

koşulana uyacak şekilde n  alalım. Buradan,  

( ) { } ε<>=≤=
∞

nmmxxxLxL nn :)(sup)( )()( . 

Böylece Lx ker∈ . (b) koşulu açıktır. 

            (c)’yi göstermek için, tüm n ’ler için 0)( ≥nx ve 0)( ≥xL olacak şekilde ∞
l ’da bir 

x ’in var olduğunu kabul edelim. x  yerine xx /   alınırsa, 0)( <xL  doğrudur ve tüm n ’ler 

için 0)(1 ≥≥ nx  ifadesi de doğrudur. Ancak 11 ≤−
∞

x  ve 1)(1)1( >−=− xLxL  ki bu (a) ile 

çelişir. Böylece (c) sağlanır.     

        Şimdi CF =  olduğunu varsayalım. 1L  ∞
Rl ’de elde edilen fonksiyonel olsun. ∞∈ Clx  

ise, ∞∈ Rlxx 21 ,  iken )()()(. 211121 xiLxLxLixx +== 21 ixxx +=  tanımlayalım. L ’nin C -lineer 

olduğunun gösterilmesi alıştırma olarak bırakılmıştır. Açıktır ki (b), (c) ve (d) sağlanıyor. 

1=L  olduğunu göstermek kalıyor geriye. 

   mEE ,...,1  ℵ ’nin karşılıklı ayrık alt kümeleri ve tüm k  sayıları için 1≤ka  olarak 

Caa m ∈,...,1  alalım. ∑ =
=

m

k Ek k
Xax

1
; böylece ∞∈ lx ve 1≤

∞
x . O halde  

∑∑ ==
k Ekk Ek XLaXLaxL )()()(. 1 . 

Ancak 0)(1 ≥EXL  ve )()( 11 EEk
XLXL

k
=∑  ki burada kk EUE = . Buradan 

1)(1 ≤∑ kEk
XL .Tüm  k ’lar için 1≤ka olduğundan, 1)( ≤xL  (Bu küçük bir konvekslik 

argümanıdır). x  ∞
l ’un keyfi bir elemanı, 1≤

∞
x  ise, ∞

l ’un elemanları 0→−
∞

xxn  

0≤
∞nx   olacak şekilde ve her { }nx yalnızca sonlu sayıda değer alan tam da tartışılan ∞

l ’un 



eleman tipi ise { }nx  mevcuttur. Açıktır ki, 2≤L  bu nedenle )()( xLxL n → .Tüm n ’ler için 

1)( ≤nxL olduğundan, 1)( ≤xL  Buradan, 1≤L . 1)1( =L  olduğundan, 1=L . 

 

       Teorem 4.3.1’de betimlenen tipte lineer fonksiyonele Banach limiti denir. Bunlar, 

bir Hilbert uzayında aralarında sınırlı operatörler cebirinin temsillerinin inşası olan nesneler 

değişkesi için oldukça yararlıdır. 

 

4.4. Hahn-Banach Teoreminin Runge Teoremine Uygulanması  

 

Teorem 4.4.1 (Runge Teoremi) K ,C ’nin kompakt alt kümesi ve E , ∞C \ K nin her bir 

bileşeniyle kesişen ∞C \ K nın bir alt kümesi olsun. f   K ’nın bir komşuluğunda analitikse, 

kutupları yalnızca E ’de bulunan K ’da  ff n →  düzgünce olacak şekilde nf  rasyonel 

fonksiyonları vardır. 

 

Runge Teoremi’ni ispatlamanın ana aracı Teorem 4.2.2’tür. Bunu yapmak için, 

( )EKR ,  E ’de kutupları olan rasyonel fonksiyonlarının )(KC  uzayındaki kapanışı 

olsun.(4.2.2)’den ve Riesz Temsil Teoremi vasıtasıyla, ( )EKR , ’teki her g  için ( )kM∈µ  ve 

∫ = 0µgd ise olduğunu göstermek yeterlidir. 

          0>R ve λ alan ölçümü olsun. K ’daki her Z  için );();0( ρzBRB ⊆  olacak şekilde 

0>ρ seçelim. O halde K ’daki her Z için, 

∫∫
−−

−≤−
);(

1

);0(

1
)()(

pzBRB

wdwzwdwz λλ  

                                             ∫∫ ==
p

pdrd
0

2

0

2πθ  

)(kM∈µ  ise, integral sonlu iken    

∫ −
=

wz

zd
w

)(
)(ˆ

µ
µ  

 aksi durumda  ∞=)(ˆ wµ ile [ ]∞→ ,0:ˆ Cµ   tanımlayalım. Yukarıdaki eşitsizlikler 

 

∫ ∫∫ −
=

);0();0(

)(
)(

)()(ˆ
RB KRB

wd
wz

zd
wdw λ

µ
λµ  



 

                                                                     ∫ ∫ −
=

K RB

zd
wz

wd
)(

)(

),0(

µ
λ

    

                                                                      µπρ2≤ . 

Böylece ∞<)(wµ  h.h.h.[ λ ]. 

 

Lemma 4.4.1 )(KM∈µ  ise, 

∫ −
=

wz

zd
w

)(
)(

µ
µ  

her 0>R için ( )λ),,0(1 RBL ’dedir, µ̂  ∞C \ K ’de analitiktir ve 0)(ˆ =∞µ . 

İspat. İlk ifade bu lemmadan önce geleni takip eder. µ̂ ’nün ∞C \ K ’da analitik olduğunu 

göstermek için , 0, ww C∈ \ K olsun ve  

∫ −−
=

−

−

K
wzwz

zd

ww

ww

))((

)()(ˆ)(ˆ

00

0 µµµ
 

olduğunu görelim. 0ww →  iken, K ’daki z elemanları için  

[ ] 2
0

1

0 )())(( −−
−→−− wzwzwz  

düzgünce öyle ki  µ̂ ’in 0w ’da türevi vardır ve  

∫
−−=

K

zdwzw
dw

d
)()()(

ˆ 2
00 µ

µ
. 

Bu duırumda, µ  C \ K ’da analitiktir. Sonsuzda analitik olduğunu göstermek için , ∞→z  

iken 0)(ˆ →zµ  bu nedenle sonsuzluk kaldırılabilir tekilliktir. 

 

        C \ K ’da 0w  için  

( )∫
−−−− −=








)(!)(ˆ 1

0
1

0 zdwznw
dw

d nn

n

µµ            (11) 

olduğunu görmek zor değildir.   Aynı zamanda , µ̂ ’nün sonsuzdaki kuvvet serisi açılımını 

kolayca bulabiliriz. Gerçekten, 

∫∫ −−=
−

= )(
1

1
1

)(
1

)(ˆ zd
ww

zd
wz

w µµµ . 

K ’daki tüm Z ’ler için w ’yu 1/ <wz olarak sonsuza yeterince yakın seçelim. O halde 
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ww
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µµ                            (12) 

                                                 ∑
∞
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−=
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1
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n
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w

a
  , 

burada ∫= )(zdza n

n µ . 

            )(KM∈µ  ve E ’de kutupları olan her rasyonel fonksiyon için ∫ = 0µgd  olduğunu 

varsayalım. U  ∞C \ K ’nın bir bileşeni ve UEw ∩∈0 olsun. ∞≠0w  ise, hipotez ve (11), 

µ ’nün 0w ’daki her türevinin sıfırlandığını gösteriyor. Buradan, U ’da 0ˆ ≡µ . ∞=0w  ise, 

(12)  U ’da 0ˆ ≡µ oluğunu ifade eder. Böylece ∞C \ K ’da 0ˆ ≡µ . 

             f  K ’yı içeren bir G  açık kümesinde analitik ise, K ’daki tüm Z ’ler için 

dw
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i
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k
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olacak şekilde G \ K ’daki doğru parçaları nγγ ,...,1  olsun. Böylece, Fubini Teoremi’nden  
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=

=
K

n

k
K

zdwd
zw

wf

i
zdzf

k

)(
)(

2

1
)()(

1

µ
π

µ
γ

 

                                                      dwwwf
i k

n
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)(ˆ)(
2

1

1
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=

−=
γ

µ
π

. 

Ancak kγ ( C⊆ \ K )’da 0)(ˆ =wµ , bu nedenle ∫ = 0µfd . (4.2.2)’den, ( )EKRf ,∈  Bu Runge 

Teoremi’ni ispatlar. 

 

Sonuç 4.4.1 K ,kompakt uzay ve C \ K bağlantılı ve f K ’nın bir komşuluğunda analitik ise, 

K ’da f ’ye düzgünce yakınsayan bir polinom dizisi mevcuttur. 
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