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Bu tez iig boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, istatistiksel yakinsakhk kavrami tamtilip, yogunluk
kavramm ile iligkisi arastirilmig ve istatiksel Cauchy dizisi tamtilmigtir. Ayrica
istatistiksel yakinsakbik ile kuvvetli p-Cesaro toplanabilme. . arasindaki iligki
aragtindmig ve istatistiksel yakinsaklik igin bazi Tauber teoremleri verilmistir.
Istatistiksel yakinsak dizilerin topolojik &zellikleri ve istatistiksel yakmsakligin
matris karekierizasyonu yine bu boliimde verilmistir.

Ikinci boliimde, lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami tamtilip, lacunary
istatistiksel yakinsaklhik ile istatistiksel yakinsakhik ile istatistiksel yakinsaklik
arasmdaki icerme teoremleri verilmis, lacunary istatistiksel yakinsaklik igin limitin
teklifi ve lacunary incelmesi incelenmis ve de lacunary istatistiksel yakinsaklik ile
kuvvetli hemen hemen yakinsaklik arasindaki iligkiler arastirilmigtir. Ayrica
lacunary istatistiksel yakinsak diziler i¢in Cauchy kriteri ve bir Tauber teoremi
verilip, lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin toplanabilme Ozellikleri ve matris
karekterizasyonu verilmistir.

Son boliimde ise moduliis fonksiyonu, kuvvetli A-toplanabilme, bir
moduliis fonksiyonuna gére kuvvetli A-toplanabilme ve A-istatistiksel yakinsakhik
kavramlart tamtilmus ve de £_ daki ideal kavrami yardimiyla, yukaridaki kavramlar
arasimndaki iligkiler aragtmlmustir,

ANAHTAR KELIMELER: Matris donif§imi, regiiler matris, konservatif matris,
toplanabilme, istatistiksel yakinsaklik, yogunluk; ™
istatistiksel ~Cauchy dizisi, kuvvetli p-Cesaro
toplanabilme, lacunary istatistiksel yakinsaklik,
kuvvetli hemen hemen yakinsaklik, moduliis
fonksiyonu, kuvvetli A-toplanabilme, moduliis
fonksiyonuna gore  kuvvetli  A-toplanabilme,
A-istatistiksel yakinsakhk.
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This thesis consits of three chapters.

In the first chapter, the notion of statistical convergence, the relationship
between this notion and density and statistical Cauchy sequence has been given.
Furthermore the relationship between statistical convergence and the strong p-Cesaro -
summabiltiy has been investigated and some Tauberian theorems for statistical

¢ . convergence have been given. The topological properties of statistical convergence

have also been given in this chapter.

In the second chapter, lacunary statistical convergence have been introduced
and some inclusion theorems between lacunary statistical convergence and statistical
convergence have been studied. Uniqueness of limit for the lacunary statistical
convergence, lacunary refinement and a relationship between lacunary statistical
convergence and strongly almost convergence have also been investigated.
Moreover, Cauchy criteria, Tauberian theorem, summability properties and the
matrix charaterization for the lacunary statistical convergence have also been given.

In the last chapter, modulus function, strongly A-summability, strongly
A-summability with respect to a modulus function and A-statistical convergence
have been introduced. Some relationships among the above notions, via the ideal in
A, have been studied.

KEY WORDS: Matrix transformation, regular matrix, conservative matrix,
statistical convergence, density, statistical Cauchy sequence,
strongly p-Cearo  summability, lacunary statistical
convergence, strongly almost convergence, modulus
function, strongly A-summability, strongly A-summability
with respect to a modulus function, A-statistical
convergence.
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SIMGELER
(Ax), : x dizisinin A matrisi altindaki doniisiim dizisi
AC : hemen hemen yakinsak diziler uzay:
[AC] : kuvvetli hemen hemen yakinsak diziler uzay:
AS . A-Istatistiksel yakmsak diziler uzay
AS, : Sifira A-istatistiksel yakmsak diziler uzays
¢ . vakinsak diziler uzay:
C : Kompleks sayilar cimlesi
Cy : A matrisinin vakinsaklik alam
¢ . Cesaro operatorii
e : biitiin terimleri 1 olan dizi
2 : mutlzi—'k‘yakmsak seri clusturan diziler uzay:
) IR : sinirh diziler uzayi
S . istatistiksel yakinsak diziler uzayi
Sb : sinurh istatistiksel yakinsak diziler uzayr yani SN 2.,
o(l) . sifira yakinsayan ifade
o(1) : stirhn ifade
W : Reel yada kompleks terimhi diziler uzayi
o(A) : kuvvetli A-toplanabilir diztler uzay:
w(A,f) : bir moduliis fonksivonuna gire kuvvetli A-toplanabilir

diziler uzay:

w, . kuvvetli p-Cesaro toplanabilir diziler uzayi
L : Lacunary dizilerin simfi

XK : K cﬁmlesiniﬁ kz;rekteﬁstik fonksiyonu

ol : kuvvetli Cesaro toplanabilir diziler uzay:

0 : yogunluk fonksiyonu

g : {ist yogunluk fonksiyonu

1] : alt yogunluk fonksivonu

A : ileri fark operatérii



GIRIS

ilk defa 1951 yilinda H. Fast tarafindan tammlanan Istatistiksel Yakinsakhk
kavramu, Toplanabilme Teorisinde ve Foenksiyonel Analizde oOnemli bir ver
tutmaktadir. Istatistiksel yakimsakligin Toplanabilme Teorisi ile ilk iligkisi, 1959°da
Schoenberg tarafindan verildi. Yine ayn:t 6zelliklerin incelenmesine, 1985 yilinda 1.
Fridy, 1990 yihnda J. Fridy ve H. Miller, yine aymt 1991 yilinda J. Fridy ve C. Orhan
tarafindan devam edildi. Ayrica istatistiksel yakinsak diziler sinifinin bazi Topolojik
Ozelliklerinin incelenmesi ise ilk defa 1980 yilinda T. Salat tarafindan, daha sonra ise
Kent State Universitesinde 1985 yilinda yapilan doktora ¢alismasinda, J. Connor
tarafindan devam edildi. Yine J. Connor. 1988 ve 1989 yillarinda yaptig: ilk ¢calisma

ile konunun Fonksiyonel Analiz agisindan ne kadar énemli oldugunu ortaya koydu.

Ashnda istatistiksel yakinsaklik, Olgii Teorisi ve Sayilar Teorisi ile ok
yakindan ilgili oldugu gibi Istatistik ile de ¢ok yakindan ilgilidir. Bu iliskiler ise
1981 yilinda Freedman ve Sember ile yine J. Connor tarafindan 1990 yilinda

yapimustir.

Bu viitksek lisans tezi, yukandaki c¢alismalarin® -derlenmesinden

olugmaktadir.



BOLUM 1

ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk defa Fast tarafindan verildi [6]. Daha
sonra [3]. [4]. {9]. [10] ve [22]’de istatistiksel yakmsaklik bir toplanabilme metodu

olarak ¢ahigildr.

Bu biliimde istatistiksel yakinsaklik tanitihp, ordinary (aligtlnug) anlamdaki
yakinsaklik. vogunluk ve matris toplanabilme arasidaki iligkiler arastinlacakur.
Ayrica istatistiksel yakinsakhgin topolojik 6zellikleri ve de bir matris karekterizasyo-

nu verilecektir.
1.1. istatistiksel Yakinsaklik

N dogalsayilar ciimlesinin bir A alt ciimlesinin kardinal sayist 1Al ile

gosterilsin. yvani IAl = card A olsun.

TANIM LL1: x = (x)) reel yada kompleks terimli bir dizi olsun. Eger, her
£ >0 icin
I
lim—HKksn:fxg-Li}=z¢[=0
n N
olacak sekilde bir L sayisi varsa, x ="(x ) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsakur
denir. Bu durumda S - lim x = L veya x,_—> L(S) yazacafiz. Efer, L = 0 ise x = (x)

dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. ([6] Fast 1951).

Simdi baz: trnekler verelim.
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ORNEK 1.1.2:

seklinde tammianan x = (x) dizisini gozoniine alalm. Her € > 0 i¢in

Kk<n:jxdzelsHksn:x =0} s /;

oldugundan
I Vo
hm—Hk =n: int()}' <lim ——=0
n N n n

elde edilir. Demekki {k € N : Ix_- Ol 2 €} climlesinin elemanlar harig diger biitiin k

lar igin Ix, - 01 <¢, (her & > 0) oldugundan x, — 0(S) dir.

ORNEK 1.1.3:

/\/I , k=m’ ,m=1.2 .

Xk——— ,
2 , k=#m”

seklinde tanimlanan x = (x, ) dizisi i¢in S - lim x = 2 dir.

Burada, istatistiksel yakinsaklik ile Ordinary (Cauchy) yakinsaklik arasinda
nasi bir iligki olabtlecegi sorusu akla gelebilir. Hemen belirtelimki ordinary anlamda
yakmnsak olan her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat Ornek 1.1.2 ve 1.1.3 den
goriilecegi gibi simirh - wraksak yada simrsiz iraksak bazi diziler de istatistiksel

yakinsak olabilmektedir.




Bundan boyle S, S0 ve Sb sirasi ile istatistiksel yakinsak, sifira istatistiksel

yakinsak ve sinirh istatistiksel yakinsak dizilerin uzaym gosterecektir.
1.2.  Istatistiksel Yakinsaklik ve Yogunluk

Bu kisimda yogunluk kavramm tamtilip, istatistiksel yakinsaklik ile
arasindaki iligki araghrilacaktir. Bunun igin dnce yogunluk kavramim tanitalim.

TANIM 1.2.1: P(N), dogal sayilarin kuvvet ctimlesini gostermek iizere

8:P(N)—> [0, 1]
fonksiyonu, A , B €P(N) icin

(D.1) A ~ B (yani A ile B nin simetrik fark: sonlu) ise § (A) = &(B)

(D2YANB=¢ised(A) +3B)< 3(AUB)

(D.3)Her A, Bigin 8(A) +6(B) <1+ XA NB)

D4HoN)=1

ozelliklerini gerceklerse § fonksiyonuna bir alt yogunluk fonksiyonu denir ([7]

Freedman ve Sember 1981).

& bir alt yogunluk olmak iizere, dogal sayilarn bir A alt ciimlesi igin b iist
yogunlugu

&A)=1- 3(N\A)

ile tammlanir. § alt yofunlugu ile d iist yogunlugu arasindaki bagmtilar asagidaki
Onermede verilmistir.
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ACN ve BC N iin
() ACBise MA)<I(B)
(i) ACBise dA)<0(B)
(iii) Her A . B igind(A) +5(B) = dAUB)
(iv) Xgr=0(@) =0
(v) ANy =1
(vi) A ~Bised(A)=0(B)

(vii) DA) < d(A)

ozellikleri saglamir ([7] Freedman ve Sember 1981). Bir AC N i¢in &A) = 5( A ise

A ctimlesi bir yogunluga sahiptir denir ve 0(A) ile gisterilir.

ORNEK 1.23: ACN olmak iizere A_ = {k<n:k € A} ciimlesinin kardi-

nal sayis1 1A file gosterilsin. P (N) iizerinde

OA) = lim inf}, ——lA—J
n

ile tammli § fonksiyonunu gézoniine alahm. A ciimlesinin karekteristik fonksiyonu

X 4 olmak iizere yani

) 1. jea
D70 jemna

olmak lizere ve C1 Cesédro matrisi




'

| 0 0
L 1L
2 2
C]— :
L .. 1.
n n n

1A,

ile tammlanmak dizere €, %, dizisinin n-inci terimi dir. Boylece

A(A) = lim infy (€ 7]
elde edilir.

Bu fonksiyon (D.1) - (D.4) dzelliklerini gercekler. Bu drnek bize bir topla-
nabilme metodundan bir yogunluk elde edilebilmesi igin genel bir yontemin mevcut
oldugunu gosterir. Simdi negatif olmayan regiiler bir matris ile bunu yapabilmek igin
dogal bir yvolun varhifini gosterecegiz. Ama Once toplanabilme hakkinda biraz bilgi

verecegiz.

X ve Y. tlim diziler uzayt olan o min iki alt ciimlesi ve A =(a ) reel yada
kompleks terimli bir sonsuz matris olmak iizere, x = (x, ) € X ve hern 2 1 igin

x*<
Ypi=Apx:= 2 apk Xk
k=1

serisi yakinsak ise y =(y ) = (A x) = Ax doniigiim dizisi mevcuttur denir. Eger her
X EXicin y = (A x) doniigiim dizisi meveut ve y €Y ise A = (a_ ) matrisi X den Y
i¢ine bir matris doniiglimiinii tanimlar denir. Eger bir x dizisi i¢in Ax déniigiim dizisi
mevcut ve bir L degerine yakinsak ise x dizisi, A-toplanabilirdir denir ve A-lim x=L

yazihir. X dizisi uzaymni, Y igine doniistiiren biitiin matrislerin simifi (X ., Y) ile




gosterilir ve efer, A, X den Y icine bir matris doniisiimii ise A € (X, Y) yazilir.

Toplami yada limiti koruyan matrislerin smnifi isg (X, Y ; p) ile gosterilir. Ozel

olarak X = Y = ¢ (yakinsak dizilerin uzay1 olmak iizere) A € (c , c) ise A matrisine

konservatif matris ve A€ (¢, ¢ ; p) ise bu durumda A matrisine regiiler matris (yada

kisaca regiilerdir) denir.

edilir.

A matrisinin konservatif veya regiiler olmasi asagidaki teoremle karekterize

TEOREM 1.2.4: a) A €(c, c) olmasi igin gerek ve yeter kosul

n
ONAll=sup, X fa ,l<oe
k=1

(i) Herkigin lim2pk=3k

n
=]

(iil) lim ) apk=2a
0 yx=1

b) A € (c,c : p) olmas: i¢in gerek ve yeterkosul (i) ile birlikte (ify de herk «

igina, = 0 ve (iii) de ise a = 1 gergeklenmesidir ([15] Maddox 1970, sh. 165-166).

A=(a nk) sonsuz bir matris olmak lizere,

CpA = {xz(xk):Ax €c}

ciimlesine A nn yakinsaklik alam (toplanabilirlik alani) denir. Eger Cy Jc A VECy

iizerinde lim Ax = lim Bx ise B, A y1 igerir denir.

ONERME 1.2.5: M negatif olmayan regiiler bir matris ve

& (A) =liminf MX,),




olsun. Bu durumda 9, bir alt yogunluktur. Ayrica
0y,(A) = lim sup (M%)
dir (7] Freedman ve Sember 1981).
Ispat: Uyguntuk bakimindan By yerine O alalim.

(D.1) A~ Bise j&€ [1 . N] igin muhtemelen X (j) # X 5(j), fakat j &l1,N]

icinX , (j) =75} olacak gekilde bir N pozitif tam sayist vardir. §imdi

A
4

M. 7, -M.7g) | = | T ag 0 T an7g)]

i=1 1=1

w

h N
=| 3 an a0 - 3 an i)

i=1 j=1

N
< 3 a0 -750)|

i=1

N
=Y a—=>0.(n—>x)
j=1
elde edilir. Béylece
lim infn(M 'XA)n =lim infn(M . XB)n
olup

XA) = 0(B)

dir.



+7

g -~

(D.2y ANB=¢ ise X, p=%

A ANB

oldugundan

7

/auB=Fath

B

olur. O halde

AU B)Y=1lim infn(M 'XAUB)n =1im infn(M . XA+ M. y“B)n

> lim infn(M . XA)n+ lim infn(M } ')’.B)n

=0(A)+ O(B) -

x
(D.4) o(N)=Ilim inf (M. %), =lim inf, 3 ag=1
j=1

(D.3) iin ger¢eklendi@ini gostermeden once &A) icin bir formiil elde
edelim.“/.N\_\ =1- ‘/-.A dirre= (1, 1... oldugundan,

&A= 1- N\ = 1 - lim inf (M. %pp ),
=limsup (1 -M.XQqa),
=limsup (1 -Me+M ‘XA)n

= hm sup, (M. XA)n

elde edilir. Ciinkii lim (1 - M.e), =0 dur.
n .

(D.3) Xy~ p=Xy+Xp- Xyup

oldugundan,



1+8(ANB) =1 +liminf M. %X, )

21 +liminf (M.X,), +liminf, (M.Xp), +liminf, - M. %, z).

=1+Hm infn M. XA)n + lim infn M. )CB)n - lim sup, M. XAUB)n

=1+8(A) +d(B)-d(AUB)
=1+8(A)+0B)-1+ 8(N \(AUB))
= 8(A) +8(B) + 3(N \(AUB))
2 8(A) +¥(B)

elde edilir.

TANIM 1.2.6: € > 0 verildiginde her k =2 N ve her k & A igin Ix, - Ll<e
olacak sekilde bir N > 0 sayisi varsa, x AN, L yazacagiz ([7] Freedman ve Sember

1981).

TANIM 1.2.7: Herhangi bir 0 yogunlugu igin

ws={x €Ew: ILve g(A):Oolacak§ekildeA C N i¢in xﬁa L}

olsun. @ 5 (0-) nearly yakinsak dizilerin ciimlesi olarak adlandirilir ([7] Freedman ve

Sember 1981).

Simdi Onerme 1.2.5 de M matrisi yerine C, matrisini alalim. Béylece
‘S(A) = lim sup (C1 X A)n elde ederiz. Bu halde, eger 5(A) =0ise yani (A)=0ise A
n
climlesine sifir yogunluklu ciimle ad: verilir ([19] Niven ve Zuckerman 1980). Bu ise

bizi aym & i¢in Buck’m ([2] 1953)’de yapmus oldugu asagidaki tanima gotiiriir.
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ve Zuckerman 19801, Bu ise bizi aynr 0 igin Buck'in (]2} 1953)'de vapmiy oldugu

asadidaki tamma gotiirir.

TANIM 1.2.8: A C N olmak iizere ®A) = 0 olsun. Eger € > 0 verildiginde
her k 2 N ve her k € A igin Ix, - LI <€ olacak sekilde bir N € N varsa. x = (x) dizi-
st L sayisina hemen her k i¢in yakimsakur denir ([2] Buck 1953). Bu tanim ise istatis-
tiksel yakinsakhk tanimindan bagka bir sey degildir. O halde Tanm 1.2.7,

istatistiksel yakinsakhigm bir genellestirilmesi olarak diisiiniilebilir.

Bundan sonra. bir x = (x) dizist sifir vogunluga sahip bir climlenin
digindaki her k i¢in bir P 6zelligine sahip ise < dizist hemen her k igin P ézelligine

sahiptir divecegiz ve bunu “h.h.k” ile kisaltacagiz.
Simdi istatistiksel yakinsaklhik metodunun lineer oldugunu gosterelim.

TEOREM 1.2.9:S-limx =L, .S -limy =L, ve « € R olsun. Bu durum-
da,

(i) S-limix+w=L +L,
(iny § - lm (ux) :uLl
dir (|6} Fast 1951).

ispat: (i)S-limx = Ll olsun. Bu durumda, A € N olmak iizere &A) =0
oldugunda, € > 0t verildiginde herk >k  veherk € (N\A)igin Ix, - L1 <€/2 olacak
sekilde k; € N vardir.

S-limx = L_2 olsun. Bu durumda, B C N olmak iizere &B) = 0 oldugunda,

€ >0 verildifinde her k >k, ve her k& (N\B) i¢in ly, - Lyl < &/2 olacak

sekilde k, € N vardir.
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k,=max {k, .k,} diyelim. Her k€ (N\(ANB)) ve her k>k, igin
I(x, + y,) - (L, + Ly < € olduguny gosterelim. Once belirtelim ki sifir yogunluklu
iki climlenin arakesiti de sifir yogunluklu olacagindan. A N B cimlesi sifir

yogunlukludur. O halde herk € (N\(ANB !) ve her k>Kk, icin

| E E
I(xk’f.\’k)-(Ll+Lﬁlslxk-Ld+|yk-Lj<:+:=g

s —~—

oldugundan. her € > 0 igin

1
lim =k <12 foxg+ yQ -y + Loz e} =0

n n
olup

S-lmx+y=L +L,
elde ederiz.

(i) Efer a=0ise ax =0 olup ax, — O dir.
Simdi o # 0 olmak iizere S - lim x = L olsun. Bu durumda, A C N i¢cin ®A) =0
oldugunda, € > 0 verildiginde her k > k, ve her k- € (N A\ A-) igin Ix, - L1 < ¢/kal
olacak sekilde k, € N vardir. Boylece her k €(N\A) ve herk >k, igin

Joxi - i = e ey - L f <Jof—= ¢

- olup, her € > 0 igin

1
lim—Hk=n:joxg-Lj=e}f=0
n B

elde edilir, yani S - im (ax) = (xLi.
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1.3.  Istatistiksel Cauchy Dizisi

Bu kisimda Cauchy yakinsakhk kriterinin bir benzeri olarak Istatistiksel
Cauchy dizisi tammlanacak ve bu kavramin istatistiksel yakinsakhiga denk oldugu
gosterilecektir.

TANIM 1.3.1: Her €>0 icin bir N =N() sayist mevcut ve h.h.k. icin

Ix, - X\ <€ ise yani her e > 0 igin

1
lim— [{k =n:lx;-xpn=ze}=0
n I

ise x = () dizisine Istatistiksel Cauchy dizisi denir ([9} Fridy 1985).

., T

TEOREM 1.3.2: Asagidaki 6nermeler denktir.
(i) x dizisi istatistiksel yakinsaktir.
(ii) x istatistiksel Cauchy dizisidir.

(iii) h.hk igin x| =y olacak sekilde yakinsak bir y dizisi vardir ({9} Fridy
1985).

Ispat: (i) = (ii) oldugunu gosterelim.
S - lim x =L ve € > 0 olsun. Bu durumda, h.h.k igin lxk -Ll<e/2 dir.
Eger N, Ixy; - LI < &/2 olacak sekilde segilirse,

€ €
ka-le=lxk-L+L+xNISka-Ll+lxN-LI<—i + -z—=s

yani

1
lim— |k <n:[xg-xn| ze}{=0
n
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oldugundan x = (x, ) bir istatistiksel Cauchy dizisidir.

(= GiikIT=Ixg-1.xg+1] arailgl h.h.k i¢in x terimini icerecek sekilde

1

bir N sayist segelim. Yine I' = [x,, - B Xt | aralifr hohk igin x, terimini

<

ierecek sekilde bir M secelim. §imdi iddia ediyoruz ki h.h.k igin I, = I N T araligs,

X, terimini igei.ir. Simdi bunu gosterelim:
fkksn:x €INTi={ksn:x &N Uk sn:xkél'}
oldugundan

Hksnex @INTH=lk<n:x, LU {k=<n:x &I} |

<Hksn:x &)+ {k=n:x &T}

olup

} 1 1
im—HKk =n:x  @INTH=fim—[k sn:x @D+ lim—{k =n:x &I}
n B n N n N

=0

elde edilir. O halde

lim - Hk=n:x AN DY =0

n N

dir.

Bu nedenle h.h.k icin 1, x, terimini iceren ve boyu lIiI’ = B(M + % - Xyt —;— =1
olan kapah bir araliktir. Benzer sekilde N(2) secelim. Bu durumda h.h.k igin

I" = [y - % gy * %1 aralif x,_terimini igerir ve L, = I, N 1" h.hk igin x,

‘terimini igeren ve boyu IL,! = IxN(_,_) +—i— - XNyt —i— | =—;— olan kapah bir araliktir.
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Bu sekilde devam edersek her m € N i¢in kapali araliklarin i, 1 | dizisini bulu-
m=

ruz. Bu durumda I h.h.k x, terimini igeren ve boyu

i i | Ji-m
ilnl =-IX Nyt - XNmy t —I — =2
m m m
2 2 2

olan kapali bir araliktir. Igice araliklar teoreminden. ﬂ I e esit olan bir 2 savis

m=1
vardir. h.hk igin x, € I oldugundan, n>T icin
] I
—Hksnex Elpll<— (h
n m

olacak sekilde pozitif tam sayilarin artan bir lel;: -1 dizisini bulabiliriz. Simdi

k>T veT <ks<T ise X & I, olacak sekilde x, mn biitiin terimlerinden

m+1
olusan x"in bir z alt dizisini tanimlayalim. Bundan sonra yine

/ 7 . eger x,, z nin bir terimi ise

Y= "
\ Xx . diger durumda
. . o e e © ] - . . .

seklinde bir y dizisi tammlayalim. Eger € > —> Ovek>T ise X, ¥a& z nin bir teri-
~1-m

midir ki bu durumda y, =2 yaday, =x, €1 vely - Mnmboyuly -hlI<] <2

dir. O halde m — o igin 2™ — 0 olacagindan Y, = * elde edikir.

Simdi h.h.k i¢in X =¥, oldugunu iddia ediyoruz. Bunu gistermek igin
T <n<T

1 ise bu durumda

{k<n ¢xk}C {k<n:x, %I N

Yk

dur.
(1) den,

1 I !
—fk=n:y=x Hs—{ksn:x &l }<— _
n n m
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elde edilir. m — o icin limit alinirsa

1
lim— Kk =n:y=x}{=0
n

elde edilir. O halde h.h.k igin y, =x, dir.
(iii) = (i) oldugunu gosterelim.

hhk i¢in x =y, olacak sekilde yakinsak bir y dizisi mevcut olsun. y, — L
oldugundan, € > 0 igin

{kSn:lxk—LIZE}Q{kSn:xk;éyk}U {kSn:ka-L|>8}
olup, son ciimle tamsayilarin sabit bir £ = £(¢) sayisi igerdiginden
g, ¥ N
lim — l{kSn:lxk-LIZza}IShm — l{kSn:xk¢yk}l+hm =
n Y
n D n n 0

dir. h.hk i¢in x =y, oldugundan h.h.k igin Ix, - Ll <€ elde edilir. Bu da teoremin

ispatin1 tamamlar.
Simdi bir ayrigtirma teorémini verecegiz.

TEOREM 1.33:x = (xk) dizisi bir L saysina istatistiksel yakinsak olsun.
Bu durumda x = y + z olacak sekilde L sayisina yakinsak olan bir y dizisi ve istatis-
tiksel sifir z dizisi vardir ({3} Connor 1988).

Ispat: X, —> L(S) olsun. Budurumda, N;=0 olmak iizere
n>N, G=1,2,..)igin

Diksn:iy-12i <
n
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olacak sekilde pozitif tam sayilarm N} <N, <N; <..< Nj < ... artan bir (N J) dizisini

bulabiliriz. $imdi y ve z dizilerini asagidaki sekilde tanimlayalim:
Ny <k <N, oldugundaz, =0vey, =x,
alahm j'1 > 1 olmak iizere Nj <k< Nj 4+ Olsun.

I, - LI <j oldugundaz, =0vey, =x,
ve

Ix, - LI Zj'l oldugunda z, =x, - L ve Y =L

olsun. Bu durumda x =y + z seklinde yazilabilecegi aciktir. Simdi iddia ediyoruz ki

¥y —> L dir. €> 0 verilsin ve £ > j'1 olacak sekilde bir j secelim, k > NJ. icin

x -Li2j =1y -LI=IL-Li=0
ve

b -Li<j!=1ly -Li=k -Li<j'<e
oldugundan limy, =L elde edilir.
k

Simdi z nin bir istatistiksel sifir dizisi oldugunu gosterelim. Bunu gistermek

icin,

1
lim —[{ksn:zg=0}=0
n I

oldugunu gostermek yeter.
£ >0 icin,

{k<n:lzl2e} C{k<n:z =0}
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oldugundan
l{kSn:IzkIZe}lSI{kSn:zk;eO}l
dir. $imdi >0 vej EN icin j1<b ise her n> N; igin
L ffk<n:z 20li<8
n otk

oldugunu gostermeliyiz. NJ. <k< Nj+1 olsun. Budurumda z #0 olmas: ancak

Ix, - LI 2§ olmasiyla miimkiindiir. O halde N, <k <N, ise
{k<n:z #0}={k<n:ix -Li2j"}
. dir. DolayisiylaN <n<N_, vev>jise
L lksniz #01S — Kksn:h -Lizvli<vl<jles
n A k
olacaktir. Bu da ispat1 tamamlar.

SONUC 1.3.4: Bir x dizisi L noktasina istatistiksel yakinsak ise aynmi nokta-

ya ordinary anlamda yakinsayan bir alt dizi igerir ([3] Connor 1988).
1.4.  Istatistiksel Yakinsaklik ve Toplanabilme

Bu kisimda istatistiksel yakmsaklik ile aritmetik ortalama ve klasik toplana-
bilme metotlar: arasindaki iliski aragtirlacaktir.

TEOREM 1.4.1: S - limx = L ve her n € N i¢in Ix |<Kise C, -limx=L
dir (yani sinirh, istatistiksel yakinsak her dizinin aritmetik ortalamas: da yakinsaktir)
([22] Schoenberg 1959).
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Ispat: L = ? alahm ve C, - lim x = 0 oldugunu gésterelim. O halde

1
tim— Kk sn:fxg-0fze}{=0 )
n I

dir. Diger yandan

lxvi >€ lxvl <€

f
\
Si{ T K+ 3 s\ -

lsvsn lsvsn

xl2e Ix|I<e
1 n
< —4 Kl{vSn:leIZE}HT .E
(2) den ve £ > 0 keyfi oldugundan

1 n
lﬁn“}:xv=0
B nV=1

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

x=(1,0, 1, 0, ...) seklinde tamimlanan dizinin aritmetik ortalamas: 1/2’ye
yakinsaktir. Fakat dizinin kendisi istatistiksel yakinsak degildir. O halde teoremin

karsits dogru degildir.

Simdi istatistiksel yakimsaklik metodunun hi¢ bir matris metodu tarafindan
icerilmedigini gosterecegiz. Bunun icin, dnce bir lemma verecegiz.
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LEMMA 1.4.2: Sonsuz gokluktaki k lar igin ¢, # 0 olacak gekilde bir dizi t
ise, h.hk igin x, =0 vekz lt &k = o olacak sekilde bir x dizisi vardir ([9] Fridy
1985). '

Ispat: Her k igin m(k) > k2 ve tnao = 0 olacak sekilde pozitif tam sayilarin

artan bir {m(k)}~_ , dizisini segelim.

Simdi bir x dizisini Xpq) = ——  ve difer durumlarda x, = 0 olacak

m(k)
sekilde tanimlayalim. Bu durumda

Kk sn:xy=0}=< Vn

olup -
1 | O — —
lim— Hk=n:xy=0}<tim—"'n =0
n B n I
oldugundan
1
lim—Hk=sn:x, =0}=0
n I
elde edilir.
O halde h.hk iginx, =0 dir.
o0 0
Z lej= Z tm)xm(k)=1 +1+1+...=
j=1 k=1
dur.

TEOREM 1.43: Hi¢ bir toplanabilme metodu istatistiksel yakinsaklik
metodunu igermez ([9] Fridy 1985). (Yani A € (S,c;p) olacak sekilde hi¢ bir matris
yoktur.)
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Ispat: Az onceki lemma geregince istatistiksel yakisakhgi iceren bir matris
satir sonlu olmak zorundadir. O halde satir sonlu keyfi bir matris A olsun.
Istatistiksel yakinsakhik metodu regiiler oldugundan, A yi regiiler almak genellikten

birsev kaybettirmez. A matrisinin sifirdan farkh bir a1, k11, Dilesenini

kihy=2Kk'(]) ise an(l).k(l)¢0

k>k(l)isean 0

(hk =
olacak sekilde secelim. Simdi her m igin,

k>ktm)ise a 0 -

n{m).k =
ve

3.
> m-ise :
k(m) 2 m-~ ise dn(m)k(m);to

olmak tizere satir ve siitunlarin artan bir dizisini secebiliriz. Simdi x dizisini

asafidaki gibi tanmlayahm.

I
Xpeh)=
Anihk(l)
I m-1|
Xgmy= [m - X An(my k() X k(i)]
4p(m).k(m) i=1

Diger durumlarda x, = 0. Bu durumda
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m-1

2 a
=1

m
(Ax) =z a n(m), k& * k@ * 2nm), km) X kim)

n(m) = n(m), k() * k@) =i

m-1 m-1

— I )
- i‘f 1a“(‘“)' k@ * k@ ¥ Fnem) * kam) [m if la

an(nﬂ', kim)
=m

oldugundan Ax doniisiim dizisi simirh degildir, dolayistyla yakinsak degildir; bir

n(m), k@) X k()]

baska deyimle, x dizisi A-toplanabilir degildir. Diger yandan k(m) > m? oldugundan,

|{ksn:xk¢0|}s\/;

olup

1 1
1im—|{ksn:xkveOl}slim-'\/;:O -
n n n

- —u e

oldugundan h.h.k i¢in x, = 0 dir. Dolayistyla S - lim x = 0 dir. Fakat A, istatistiksel
yakinsaklig1 icermez.

Istatistiksel yakinsaklik metodu {(—l)k} gibi periyodik bir diziyi toplamaz.
+Yani {(—1)k} dizisi istatistiksel yakinsak degildir. Bu yiizden istatistiksel yakinsaklhk

metodu, klasik toplanabilme metodlarinin bir cogunu igermez.

Bu tespitlerimiz, az 6nceki teorem ile birlestirilirse istatistiksel yakinsaklik
metodunun agikar olmayan herhangi bir matris metodu ile karsilastinlamayacagin
diisiinebiliriz. Fakat durumun boyle olmadifim gérmek icin asafidaki Ornegi

gbzdniine alalim.
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ORNEK 1.4.4:

1 , nbirkaredefilvek=n

ag=4{ — , k=nveyak=(m- 1)? ven =m?

| g , diger durumlarda

seklinde bir A = (a_; ) matrisi tammlayalim. Herhangi bir x dizisi igin

ﬁ , n=1
2
} {"(m—l)zﬁml e p—;
(Ax), = ,  n=m-,m=1,2,..)
\
\ Xg , n#m

elde edilir. Boylece A = (a_ ) matrisi iicgen ve regiilerdir. A mn istatistiksel
yakinsaklik tarafindan igerildifini gormek igin lim (Ax) =L oldugunu kabul edelim.. -
n

Bu durumda lim X, = L ve

n;tmz

Hk<n :(Ax)n#xn}ls\/;
olup

1 1
lim— Kk =n: (Ax)g = X} < im—V 1 =0
n B n I

dir. Dolaysiyla Teorem 1.3.2 den hh.k igin  (Ax), = x_ olup x — L(S) dir. Ayrica
A = (a ) matrisi ordinary yakinsakhia denk degildir. Bunun igin x dizisini

m 2
/(-1) , k=m“,(m=1,2,.)

Xy =
k o k m?
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seklinde tanimlayalim. Bu durumda n > 1 i¢in (Ax), — 0, (n — o) dir. Fakat x dizi-

si yakinsak degildir.
L.5. Istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli p-Cesaro Toplanabilme

Istatistiksel yakinsaklik kavramu ve bir dizinin kuvvetli p-Cesiro toplanabi-
lirligi literatiirlerde birbirinden bagimsiz olarak gelisti ve bunlar ilk olusumlarindan
farkli bir gelisme gostermistir. Simdi bu iki kavramin genelde iligkili ve hatta sinirh
diziler i¢in denk olduklanni gosterecegiz. Bunun igin 6nce kuvvetli p-Cesaro topla-

nabilmenin tanimim verelim.

"TANIM 1.5.1: x = (x,) kompleks terimli bir dizi ve p, pozitif bir reel say:

- — . —

olsun. Eger
1 n
im — 3 Ix -LIP=0
n T k=1

olacak sekilde bir L savist varsa x dizisi L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir

denir.
Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin ciimlesi Wy ile gosterilir. O halde,
p > 0igin
1 n
o ={x=x):3LeC, _ X lxk-Llp—>O,n—><>o}
P nok=1

TEOREM 1.5.2: pE R ve 0 <p < oo 0lsun.

(1) Bir dizi bir L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise L saysina ista-

tistiksel yakinsakur.
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(ii) Sinirls bir dizi bir L sayisina istatistiksel yakinsak ise L sayiina kuvvetli
p-Cesaro toplanabilirdir ([3] Connor 1988). Bu sonug Zvgmund tarafindan da elde
edildi ([25] Vol 1L sh. 181). Fakat Zygmund, istatistiksel yakisakhfi. hemen
hemen yakinsaklik olarak adlandirmaktadir. Ancak biz, hemen hemen yakmsakhif

Lorentz [ 14] anlanminda alacagiz.

ispat: (i) Bir x dizisi. L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilir olsun. O

halde her € > 0 igin

=

> R,—Up= 2 x, -LIP+ X Ix_-LIP
k k k
k=1 1<k<n I<k<n
Rk—U<s kk-Uza

2 3 g -LP - =
1<k<n

kk-Uzs

> 3 P
I<k<n

Rk~UZF

=£pl{kSn:lxk—Ll26}l

elde edilir. Biylece x = (x,) dizisinin L sayisma istatistiksel yakinsak oldugu

goriliir.

(i) Simdi sinirly x = (’xk) dizisi, L sayisima istatistiksel vakinsak ve
I/p
K =llxli  + ILI olsun. € >0 verilsin. Her n > NF icin L“ :={k<n: ka Lz &y )
’ 2

<

ve

1 € \lfp
— Hk<n:lx, -LI2(=)"P}<
n k 2 } 2KP
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olacak sekilde bir N_> 0 sayis: segelim.
X = (x;) dizisi smirh oldufundan Iixtt_ = sup Ix | ise
her k igin by, - L1 <lix - Lil_ <lixil_ +ILI = K olup her k igin x, - L’ < K" dir.

Simdin > Ne icin

n A P
Ly el =2( 2 belP+ 3 kel
D=1 D xeL, KEL,

k<n k<n

Ly @
n 2

elde edilir. O halde x = (x, ) dizisi L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir.

SONUC 1.5.3: Sinrhi diziler iizerinde kuvvetli p-Cesaro toplanabilme ile
istatistiksel yakinsaklik denktir, yani p> 0 igin @ yN2,=S N2,

Simdi Teorem 1.1.3 ve Teorem 1.5.2 kullanilarak istatistiksel yakinsaklik

igin kriterler verebiliriz.

SONUC 1.5.6: Kompleks terimli bir x dizisi bir L sayisina kuvvetli p-
Cesaro toplanabilir veya L sayisma istatistiksel yakinsak ise x, L sayisma yakinsayan
bir alt diziye sahiptir ([3] Connor 1988).

Bu sonucu smirh Ces3ro toplanabilir dizilerin istatistiksel yakinsak
olmadigim géstermek icin kullanabiliriz.
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Ornegin ©, 1,0, 1, ...) dizisi 1/2 ye Cesaro toplanabilirdir. Fakat dizinin 1/2
ye yakinsayan hic bir alt dizisi yoktur. Dolayisiyla bu dizi istatistiksel yakinsak
degildir.

Buck ([2] Teorem 3.2) de, {Sn} reel bir say: dizisi, L. sonlu bir say1 olmak
iizere lim in'fn s, =L ve G " lim s, = L oldugunda h.hn igin {s } dizisinin L -

sayisina yakinsak oldufunu géstermistir.

Kisim 1.2 de yaptigimz incelemelerden anlagilacaj gibi {s } dizisi verilen
hipotezler altinda L sayisina istatistiksel yakinsaktir. Burada sunu hemen belirtelim-
ki, bu sonug lim inf yeriren lim sup alindifinda gene dogrudur. O halde Sonug 1.5.6

nin bir kismi kargiti olarak Buck’in teoremini asagidaki sekilde verebiliriz.

SONUC 1.5.7: x reel terimli bir dizi olsun. Bu durumda lim inf x =L ve

Cl -lim x =L ise X, > L(S) dir ({3} Connor 1988).

SONUC 1.5.8: Teorem 1.4.4’de A € (S,c,p) olacak sekilde higbir A matrisi-
nin-olamayacag: gosterildi. Bununla birlikte W, N2_=8 NA&_ olmasindan yararla-
narak, A € (S N £_, c) olacak sekilde A matrislerinin simfim agagidaki teoremde -

belirtecegiz.
TEOREM 1.5.9:p>Qolsun. A€ (£_N @, 5 ¢) olmasi igin gerek ve yeter
kosul A € (c,c) ve sifir yogunluga sahip her E ciimlesi igin

T ln-ad—>0, @—>2)
kE€E

olmasidir ([15] Maddox 1974).

Ispat: Yeterlilik. A €(c,c) ve sifir yogunluga sahip bir E ciimlesi igin
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S lak-agd—=0, @ —>x)

kEE
n

. 1
olmak iizere vex E£_ve — ¥ Ki-LjP—0, @ — =) olsun.

My

Simdi (Ax) € c oldugunu gosterelim. x € £__ oldugundan ve Teorem 1.4.1 (i) den
e <] b 4
Y laxd=[x] 3 land <
k=1 k=1

olup, her n igin An(x) mevcuttur.

x e <] e 2]
A= 3 agexe= X an(xi-L)+L 3 ag
k=1 k=1 k=1
yazilabilir.
e <] o0
Spi= X ank(xk-L) ve ty:=L ¥ ap
k=1 k=1

olsun. Teorem 1.2.4 (ii) den lim (W= L o, mevcuttur.
n

e o} o
= X ahm- X 2m
m=k m=k+1

olmak iizere

ke o o0
lim 8k =Hm Y, 8pm-lim Y 2mm
n n m=k m m=k+1

=0 - Oy

elde edilir. a, : =lim a, olsun. Bu durumda a, : =y - o, olur. Difer yandan,
n

3 lagd < oldugu kolayca goriilebilir.

k=1
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§imdi s — k§ 1ak(xk - L) oldugunu gosterelim.

*€L e 2] N

Sp- > A @&g-L)=3 apnexg-L)- 3 ag(xg-L)
k=1 k=1 k=1

o]
=3 @29 ®k-D)
k=1
yazilabilir. Ayrica

3 lank-ad= 3 land + 3 by

k=1 k=1 k=1

oldugundan,

supy > lank -2y s supp{ > land + > kyl}

k-‘:l k:l k:l

ssup, 3 lagd + supy, > by

k=1 k=1

elde edilir. §imdi & >0 olsun ve E: = {k: Ix, - LI > &} diyelim.

1-2 |Xk'L|='1— > lxk-Ll’r-l- > ke-UY
n n

k=1 kKEE Ny eE

=1 3 el

nyer

=L by e

n

olup x = L(,) oldugundan E = {k: Ix, - LI €} ciimlesi sifir yoFunlukludur. Ayrica
hern € N i¢in
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Vo= X lank-adkc-H+ 3 fank-ad -1

keE K&E

ssupixg-Lf ¥ lapg-ay + e ]|A]l
KEE

olup. v, — 0. (n — o) dir. Dolayisiyla

lim (AX)p = lim Sp + lim Uy
n n n
x
=¥ ay(xg-D+La
k=1

olup.

A é(lx N u)p ,C)
elde edilir.

Gereklilik: A € (£°° N mp ,¢)olsun. ¢cC £ N o)p omasindan A€ (¢c.0)

elde edilir. Simdi sifir yogunluklu bir E ciimlesiigin'®~ 3 nk-ad $0. (0 =)
kEE

oldugunu kabul edelim. Bu durumda E sonsuz elemanh bir ciimle oldugundan,

E:={e,.e, ...} kabul edelim. Diger yandan biliniyor ki,

A€ (&_ . c)olmasi igin gerek ve yeter kosul A matrisinin yakinsak kolon-

lara sahip olmasi. A matrisinin satirlan ve lim a Lk = g n £ ye ait olmast ve de
n

x
Y lapk-ad = 0. (@ = =) olmasidir ([24] Wilansky sh. 15, Teorem 18).
k=1

z={z . z. ...} dizisi vardir.
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Simdi x = (x, ) dizisini,
} Zy 5 k= €;

Xk~=
\ 0‘ s k#ei

ile tammlayalim. Bu durumda x € £_ oldugu agikur. O halde her k € N igin x, /<K

olacak sekilde pozitif bir K reel sayisi vardir.

P 1 P 1 p
— 3k =— X kd +— = Ixd
Dg=1 I keE T3

1 P
=— X Iy
nkeE

1P,
T <—K [Ej
n
olup E sifir yogunluga sahip oldufundan, x, —~0(w p) elde edilir. Boylece x € 2_Nw p

olupx &c pdir.Buise A€ (2 Nw p’ ¢) olmasiyla gelisir. Bu da ispati tamamlar.
1.6.  Istatistiksel Yakmsaklk icin Tauber Teoremleri

Bu kisimda istatistiksel yakinsaklik ile ilgili iki Tauber teoremi verip bu
teoremleri kuvvetli p-Cesaro toplanabilmeye genisletecegiz. Toplanabilirlikten seri
ya da dizilerin yakimnsakbiklarini elde etmeye yarayan teoremlere Tauber teoremleri

denir. Bir x dizisi igin Ax : = x,_- X, olarak alinacakur.

TEOREM 16.1: x,_ - L(S) ve Ax_ = O( —11(—) ise x,_— L dir ([9] Fridy
1985).

Ispat: x, —L(S) olsun. Teorem 1.3.2 kullamlarak h.hk igin x, = Y ve
¥y — L olacak sekilde bir y dizisi segelim. m(k) =max {i<k: x; = y;} olmak iizere
her k i¢in k = m(k) + p{k) yazahm. {i <k : X, = yi) ciimlesi bog ise m(k) = -1 alalim.
Simdi
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lim P (3)
k mk)
N . . . pk) .
oldugunu iddia edivoruz. Eger >e>0ise
m(k)

Hisk:xj= vl =i sk:x;=yd =mk)
l—l{isk:xizyi}‘sm(k)z m(k)
« k  m)+pk)

p(k)
m(k)

>¢ = p(k) > € m(k) olup, ptk) + m(k) > mik) + € m(k) = (1 + &) mk) yani

mk) - 1

<

I b(kT+m(k) l+¢

elde edilir. O halde,

I, ..
—Hisk:x;=y}<

k I +¢

olacakur. Bu ise 0fi <k : x. #y;} = 0 olmasiyla geligir. Baylece sonsuz gokluktaki k
p(k)

lar igin 2 ¢ ise h.hk igin X =y gergeklenmez. demek ki (3) gergeklenir.

m(k)
Simdiy ) ile x, arasmdaki farks gézoniine alalm. Ax, = O(1/k) oldugundan. her k

icin IAx, | < B/k olacak sekilde bir B > 0 vardir. O halde,
Iy iy - XM = Koy~ Xy + pes)

= X mk) - Xm(ky+ 1+ Xm) + 1" Xmi) +2F - + Xmik) + p(k) - | ~Xmik) + p(k)
S,|ank;'xn(k)+1l+ ‘xm(k)+ 1 -Xm(k)+2] oot fxm(knp(k)- 1 'xm(k‘)+p(ki
m(k) + p(k) - 1
= Yy [Ax
i=m(k)



m(k) + p(k) - |
< 2 —_—
i=mk)

KB

m(k) 4)

n ) (k)
Diger vandan lim
k  mik)
olmasini gerektirir. Bu da ispati tamamlar.

=0 ve y; — L oldugundan, (4) ifadesi x, = L

kit+ 1)

artan bir dizisi {k()} ve x = (x)) bir bosluk dizisi (yani i = 1.2,... igin k = k(i) ise

TEOREM 1.6.2: lim inf, > 1 olacak sekilde pozitif tam sayilann

Axk =0) olsun. Eger Xy L(S) ise X > L dir (19] Fridy 1985).

— —_—

) k(i+1) ‘
Ispat: lim inf, =1+ 20 > 1 ise yeterince biiyiik i i¢in,

k(1)

i ‘ 5
XD ios | )
k(i)

veya
k(i+1) - k(i) > & k(i)

dir. Bu nedenle (i + 1) inci blokta bulunan terimlerin sayisi 0 k(i) den biiyiiktiir.
Simdi x - L oldugunu kabul edelim ve € > 0 segelim. Boylece yeterince biiyik k
igin Ix,_ - LI 2 & dir. O halde i, (5) ifadesini saglanacak bigimde yeterince biiyiik bir

say1 olmak iizere, eger k, (i+1) inci bloktan segilirse
Ik <k(i+1): lxk -LiZ e}l > k(i+1) - k(i)

yani

1 'I{ksk(u1):b‘k-uzg}f>k‘i+-l)—k(i) : N
kG +1) Y
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elde edilir.

k(i+])>(l+6)k(i)=>——l-(ﬁ—)-—< !
k@+1) 1+0
=] - k0 >1]- !
k(t+1) 1+0

_Ki+D-kO d
k@+1) 1+d

oldugundan, (6) ifadesi

Lk skG+ 1)z - Lz ggf > LD KD D
k@+1) kG + 1) o

seklinde yazilabilir. Boylece

iHl‘isn:lxk-blas}l—é() X
n

O halde x, + L(S) dir. Bu ise ispati tamamlar.
Teorem 1.6.1 ve 1.6.2 yardimayla ayagidaki sonuglan ispatsiz verebiliriz:

SONUC 1.6.3 : x =(x,) dizisi L sayssina kuvvetli p-cesaro toplanabilir veya

L’ye istatistiksel yakinsak ve Ax =0 ( i—) ise x = (%) dizisi L ye yakinsakur (]3]

Connor 1988).

k(i+1)

oo k(i)
artan bir dizisi {k(i)} ve X = ('xk) bir bosluk dizisi (yani i = 1, 2, ... igin k # k(i)

1=

SONUC 1.6.4: lim inf, > 1 olacak sekilde pozitif tamsayilann

ise Ax, = 0) olsun. x = (x) dizisi L sayisina kuvvetli p-cesaro toplanabilir veya ista-

tistiksel yakinsak ise x = (xk) dizisi L sayisina yakinsaktir (|3] Connor 1988).
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1.7. istatisﬁkéel Yakinsak Dizilerin Topolojik Ozellikleri

Bu kisimda S, : =S N A_ olmak iizere istatistiksel yakinsak diziler uzayﬁnm

bazi topolojik Szellikleri verilip, bir FK-Uzay: olugturmadigi: gosterilecektir.

TEOREM 1.7.1: S uzay, £ normlu lineer uzayimn kapah bir alt lineer

uzaydir.

Bu teorem ilk defa T. Salat tarafindan 1980°de ispatlandi. Ancak asagidaki

ispat Connor’1n [5] Onerme. 4’iin bir modifikosyonudur:

_ Ispat: Daima Sy Cgh oldugundan ispat igin §b CS§, oldugunu gostermek
- yeter. y€ —Sb olsun. Bu durumda her £ >0 i¢in

B(y, —:2'5— ) N S, # ¢ olacakr. O halde x € S, ve x € B(y, -g—) olacak

sekilde bir x elemam vardir. x € B(y,%-) oldugundan lly - xlf < -;— gerceklenir..
Egerly, J2evelx, -y l< ;— ise Ix | 2 ;’— dir. Boylece

ety 2 e} C (k2 byl 2——)
)

elde edilir. Fakat x € S, oldugundan {k : Ix, | > —g'- } cimlesi sifir yogunlukludur.
O halde (7) den {k: lykl >¢} ciimleside sifir yogunluklu olupy€ Sb dir. Yani

-éb C §, oldugunu gdsterdik. Dolayisiyla S =§b olup S, 2__ i¢inde kapahdur.

TEOREM 1.7.2: S, ciimlesi, £__ iginde hig bir yerde yogun degildir ([21]
Salat 1980).

Ispat: Keyfi bir E normlu lineer uzaymmn E den farkh her kapali alt lineer

uzayimn E iginde higbir yerde yogun olmadi: biliniyor ([13] Kolodiej Sh. 37). Ispati
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tamamlamak i¢in Teorem 1.7.1 den S # 2 oldugunu gostermek veterlidir. Bunun
igin x = {(-1 )}oo dizisini gozoniine alahm. x € 2_ olmasina ragmen x ¢ S, dir.
Buda ispat tankal;llar.

Simdi istatistiksel yakinsak diziler uzaymn bir FK-uzay: olugturmadigim
gosterecefiz. Ancak. bunu gostermek i¢in Topolojik Vektir uzaylarimin ¢ok teknik
bilgilerine ihtivacimiz vardir. Bu nedenle, konuyu fazla dagitmamak igin, ilgili

teoremleri ispatsiz olarak vermekle yetinecegiz.

TEOREM 1.7.3: F, ® nin yogun bir alt wzayi olsun. Bu durumda
asagidakiler denktir.

- — By —

(i) F ficihidir

(i) E, F vyi iceren lokal konveks bir FK-uzay1 ise E = o dir ([1] Benett ve

Kalton 1973).

Bu teorem [1] de elde edilen sonuglann bir kisithamasi olup [23] de daha

ayrintili bilgi bulunabilir.

LEMMA 1.7.4: S ciimlesi, w ciimlesinin vogun, figilt bir alt uzayidir (|3}
Connor 1988).

Simdi Teorem 1.7.3’iin bir sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

TEOREM 1.7.5: E, SCE olacak sekilde lokal konveks bir FK-uzay: ise
E = w dir ([3] Connor 1988).

Bu teorem S ciimlesinin lokal kovenks bir FK-uzay: olmadigini gosterir.

Ciinkii \S # ¢ dir.



36

1.8.  Istatistiksel Yakinsakifin Matris Karekterizasyonu

Bu kisimda klasik matris metodlarinin 6zel bir stmifinin arakesiti ile matris

toplanabilme ve istatistiksel yakinsaklik arasinda kuvvetli bir iligki kurulacaktir.

X = (xk) herhangi bir dizi ve A = (a ;) bir sonsuz matris olmak iizere n-inci
o0

terimi (AX), = 2 | Pk % le verilen dizi Ax olsun.

Eger her n €N igin ((Ax),) dizisi yakinsak ve lim (Ax) =L ise x = (x))
n
dizisi L sayisina A-limitlenebilir (ya da A-toplanabilir) denir. Bu durum ¢ogu zaman

A - lim x = L ile gosterilir.

Matris toplanabilme ve istatistiksel yakmsakhk arasinda kesin bir sonug
elde etmek icin matrislerin asagidaki smifim tamtahim: Alt iicgensel negatif olmayan

reel terimli A = (a nk) matrislerinin
=1

n
) HernENigin 2
(i) Hern i1 e a,

(ii) K C N olmak iizere &K) = Oise lim 2
kEK

ank=0’

kosullarini gergekleyen sinifi T olsun.

T simfina ait her bir A matrisi negatif olmayan terimli oldugundan (i) ve (ii)
kosullari, A matrisinin regilerlifi icin  Silverman-Toeplitz kosullarinin

gerceklenmesini temin eder.

ligili karekterizasyonu verebilmek igin, ispatsiz olarak verecegimiz
asagidaki Lemma’ya ihtiyacimiz vardir. Ozellikle bu kisimda matris ve diziler reel

terimli olacaktir.
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'LEMMA 1.8.1: Reel terimli simrh bir x = (x, ) dizisi istatistiksel yakinsak
degilise {(nEN - A <Hhlvein€ N: x>} ciimleleri sifir yogunluga sahip olma-

vacak sekilde 7. <u reel sayilan vardir ([10] Fridy ve Miller 1991).

TEOREM 1.8.2: Simrh bir x = (x) dizisinin L sayisina istatistiksel
yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul her AE T igin x = (%) dizisinin L. sayvisina

A-toplanabilir olmasidir ([ 10] Fridy ve Miller 1991).

ispat: Gereklilik: S-lim x = L olsun. Ayrica A € T ve £ > 0 olsun. Bu
durumda K = (ke N : Ix, - LI 2 €} olmak tizere 8(K) = 0 dir. O halde.

A -Li=I2 a (x - Ll
k=1

_12 "nk L)+2 atkix -Ly

_IZ a L+ 2 a, x, -1
k l\ LG!\ nk "k,

-2 a lx LI+2 a, hx ~-Ll

k$K nk kek Wk

< g . . _ '
<g kgK 4 T (sup, Ixg U)kgx Ay
elde edilir. Her iki tarafin n — oo igin limiti alinirsa

lim l(AX) “Li<lime2 a +sup, Ix - ‘L2 a

n n k&K nk keK .
=¢lim 2 a +sup, Ix, - LI hm 2 a 8)
n kg¢kK nk k n k€K )

bulunur. Diger vandan A regiiler oldugundan
n

1=liml\2l —hm(z a +2 a )

n T n k&K keEK .

:limg a, +lm2 a
n k K nk nkeK nk
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elde ederiz. Boylece (ii), lim g a, =1 olmasm gerektirir.
n k&K

O halde (8) den, € keyfi oldugundan. lim l(Ax), - LI=0. Yani lim (Ax) =L
n n

buluruz.

Yeterlilik: S-lim x # L olsun, x = {x,) dizisi M # L sayisina istatistiksel
vakinsak ise gereklilikten her A €T igin Iilrl'n (Ax) =M #L.O ﬁalde X = (% ) dizisi-
nin istatistiksel yakinsak olmadigini kabul edelim. Bu durumda Lemma 1.8.1 den
U={keN: X, < MveV={keN: X, > ul ciimleleri sifir yogunluga sahip olma-
vacak gekilde 7. < reel saytlan vardir. Bu nedenle her k € N igin

_.l_l_{nEU:nSu
Sl —

k}l>8

ve

1
—V-]:l{nEV:nSvk}bs

olacak sekilde e >0 ve U' = {uk} “c U V= {vk} * CV alt ciimleleri vardir.
k=1 k=1

UN V = ¢ oldugundan U’ ve V' ayriktir. Simdi bir A = (a, ) matrisini

(0 , k>n

L , n€EUUVveksn
n
Ak =
\ ! , k€U, ve n€U
Unl
. , KEV, v¢e n€EV
\ Vil

ile tammlayahm. Bu durumda A €7 olup,
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n €U i¢in (Ax), <A
fakat
n € V'igin (Ax)n >u
olacakur. Boylece A €7 olup (Ax), yakinsak degildir. Bu da ispat tamamlar.
SONUC 1.8.3:S, =(c, drr.
A€t

Asagida X : = {A® . K C N ve 8(K) = 0)} matris kolleksiyonunun

birlesimini kullanarak istatistiksel yakinsakligin bir bagka karekterizasyonunu vere-

cegiz: Bir K ciimlesi icin A® matrisi, n*: = min {j > n: j @K} olmak iizere,
&Ky X, », n&K
A x)n=
\ Xp* o nEK

tamimlasin. O halde asagidaki teoremi verebiliriz.

TEOREM 184: S-limx =L olmasi igin gerek ve yeter kosul -
lim (A%)x)_ =L olacak sekilde bir AK) €K mevcut olmasidir ([10] Fridy ve Miller
n
1991).

Ispat: Gereklilik: S - lim x =L olsun. Bu durumda hhn iginx =y ve
lim y =L dir (Teorem 1.3.2). n* : = min {j > n : j & K} olmak iizere A nn
n
tanimindan,

(9] Xn=Vp* ’ n$K
@ X)n=[ n=Y¥n
\ Yn* ’ nek

yazilabilir. O halde lim (A®)x) =limy_=L oldugundan lim (A®X), =L dir.
n

n n
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Yeterlilik: AK) € K i¢in lim (A‘K)x)n = L olsun. Bu durumda her n & K
n
i¢in (A”“‘x)n =X ve 0(K) = 0 oldugundan S—lim x = L dir. Bu da ispat tamamlar.

SONUC18.5:5=U ¢
te Ack A

Kisim 1.2°de & yogunlugu, C, matrisi yerine keyfi negatif olmayan regiiler
bir A matrisi ahnarak genigletilmis ve bunun istatistiksel vakinsakhgm bir genel-
lestirmesine kargthk geldigi gosterilmigtir. Her ¢ > 0 igin {(k E N : Ix, - LI 2 g}

cimlesinin karekteristik dizisi, sifira A-toplanabilir ise 0 - lim x = L yazacafiz.

Simdi 8 , -toplanabilme i¢in Teorem 1.8.2 ye benzer bir sonug elde edebili-

riz. A negatif olmayan regiiler bir matris ve negatif olmayan T matrislerinin

(i) Her n igin kgl Lk = 1

ve

(ii) K CN ve 0,(K)=0ise lim 2 0

t, =
n kek MK

kogullanini gergekleyen sinifi T, olsun.

Asagidaki sonug, Teorem 1.8.2°deki gibi ispatlanabilecegi i¢in burada

ispatini vermeyecegiz.

TEOREM 1.8.6: Sinirl1 bir x dizisi igin & .—lim x = L olmast i¢in gerek ve

. yeter kogul her TE T, i¢in lim (Tx), =L dir ([10] Fridy ve Miller 1991).
n



BOLUM 2
LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE TOPLANABILME

Bu béliimde bir {k } lacunary dizisi i¢in {k €N :k <n} climlesi yerine
{k €N :k_; <k<k]} ciimlesi alinarak Sy ile gosterilen ilgili yakinsakhk kavrami
incelenecektir. Daha sonra Sy ile S arasindaki iligki verilecek, Cauchy kriterinin
Sg - benzeri tanimlanacak ve diger toplanabilme metodlan ile Sg-yakinsaklik metodu

kargilastinlacaktr.

Ayrica Sglimit degerinin teklifi sorusu sorulup, Sy-yakinsaklik igin bir

Tauber teoremi verilecektir.
2.1. Lacunary Istatistiksel Yakmsakhk

Bu kisimda lacunary dizisi ve lacunary istatistiksel yakinsaklik tanitilip bazt

toplanabilme metotlar: ile iligkisi verilecektir.

TANIM 2.1.1: Pozitif tamsayldann artan bir dizisi 6 = {k .} olsun. Efer
kg =0 olmak tizere r — eoigin h : =k -k _, —> o ise 8 = {k } dizisine lacunary dizi-
si denir ([8] Freedman, Sember ve Raphael 1978).

(")megin, 0= {kr} ={2"}, (r > 0) veya {kr} = {r!} dizileri birer lacunary dizidirler.

- Bu kisimda 0 = {kr} lacunary dizisi ile olusturulan araliklar Ir i=(k . k]
. ) .

T

ile gosterilecek ve q.: = olacaktir.

1-1

TANIM 2.1.1: 6 = {k } bir lacunary dizisi olsun.

Here > 0 icin -
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| .
li:n -}Tl{kEIr:lxk-LIZta}T:O ¢))

ise x = (x) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsak veya Sq-yakinsakur
denir. Bu durum Sg - lim x =L veya x, — L(Sq) sembolleriyle géétérilir ({12] Fridy
ve Orhan 1992).

Ke):={keEN_: lxk - LI 2 €} ciimlesinin karakteristik fonksiyonu XK(s) ve

Ce matrisi
L xey
hl’
Colr k]=
__ — 0, k&l
ile tammlanmak lizere,
! | ] LI 2 €}l . > k)
—Hk€El :Ix -LIZ2g}l=—
hr re % hr keIrX'K(s)

oldugundan, (9) daki limit lim (C, XK)r = 0 seklinde verilebilir. Sy-yakmsakhgin bu
by

sekli, [7] ve [4] de tanimlanan “Yogunlukta Yakinsak™ lifin bir pargas: gibi goriiniir.
2.2.  Icerme Teoremleri

Bu kisimda ilk olarak Sg - yakinsakhik ve Ny arasmda baz igerme
bagmntilann verip bunlarin simirh diziler iizerinde esit olduklarim gosterecek ve
8 = {k } iizerindeki baz1 kisitlamalar altinda Sy C S ve S C S, icerme bagintilarim
inceleyecegiz.

TANIM 2.2.1: Herhangi bir 6 = {k_} lacunary dizisi i¢in

.1

lim — % Ix -LI=0

r b oxer
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olacak sekilde bir L sayis: varsa x, dizisi L sayisina Ny anlaminda yakinsaktir denir
ve bu durum x, —> L(Ny) ile gosterilir. Ayrica
) 1
Ng:={x=(xp):lim(— X Ix -LI=0}
h kel

dir ([8] Freedman, Sember ve Raphael 1978).

Tanim 1.5.1. de p = 1 alimirsa kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin,
n
1

n

Ioll:={x:3Ligin lim ( x, - L) =0}
n

pX
k=1

sinifi elde edilir.

TIEORE;G 2.2.2: 8 = {k ) bir lacunary dizi olsun. Bu durumda
(1) x, — L(Ng) ise x, — L(Sy)
() xE £_ve x, — L(Sp ise x, = L(Ny)
() SgN L =Ngn £
dir ([12] Fridy ve Orhan 1992).
Ispat: (i}, € > 0 ve x, — L(Ny) olsun. $imdi

Zk-Li=3X Kk -L+ 2 Ix-Ll
kEL kel keL

x, -Li2e by -Li<e

2 2 Ix -Ll
k€L

lxk-les

> % I -Li=sel{k €1 :lx -Lize}l
kel

T
l'xk—lee



oldugundan vede

1 I
—;sl{kE[r:lxk-LlZEHS — X lxk~Ll =0 .(r—= o)
r l’kEIr

oldugundan x, — L(Sy) elde edilir.

Burada hemen belirtelim ki (i) deki icerme, kesin icerme bagintisidir. Bunu girmek
i¢in 6 = {k | lacunary dizisi verilsin ve I aralifinda ilk [\/g;] tam sayilarinda x,
1,2, .., l\/;;l ve diger durumlarda ise x, = () §ekl'inde tanimlanan x = (x ) dizisini
goztniine alalm. Bu yekilde tammlanan  x = (x) dizisi simirh degildir. Ayrica her

£ > 0 sayistigin

] e ~—vE\'Br]
ik €l O e = =0

r h!’

elde edilir. O halde x,_—> 0(S) drr.

Diger yandan

a0y b 1]

Z ki-0==
kEL, 2
olup
i 1 l\h,m\h,+l) 1
— Z pi-O=— —=>—=0.@—>x)
hrxel, by 2 2

elde edilir. O halde X u(Ne) dr.

(iiy x — L(Sp vexE 2__ otsun. Bu durumda her k € N igin lxk -LISM
olacak sekilde bir M > 0 sayis vardir. € > 0 sayis1 verilsin, boylece

2 Ik -Li= 3 b -Li+ X Ix -LI
kEL kel kel

ka-LEZs lxk-Ll<s



< X M+ X ¢
kGlr kEIr

I.\k~LlZs lxk—U<s

SM.l{kEIr:lxk—UZs}Hhr.s
olup

L5 w-us -
B oer * B

.Ml{kEIr:lxk-les}He
r kelr : :

elde edilir. O halde Xy~ L(Ne) dir.
(iii) ise (i) ve (ii) nin agikar sonucudur.
Bu da teoremin ispatint tanimlar,

Simdi aruk SC S ve §; € S igerirlik baginularin ele alabiliriz.

LEMMA 223: 06 = { kr} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda S C S9

~ olmasi iin gerek ve yeter kosul lim inf_q.> 1 olmasidir ([12] Fridy ve Orhan 1992).

ispat: yeterlilik. km infg > 1 olsun. Bu durumda yeterince biyik r igin

q, 2 1 + 0 olacak yeklide bir & > 0 vardir.

k h d
T “ 13 eqe . .
- —— _—> — ;
q, " 1 ()Echxgundan k, 2 1+o elde edilir. Xy L(S) ise € > 0 ve yeterince
r..
biiyiik r igin,
1

1
—l(-r—!{kﬁk'rzlxk-LlZE}fZ l{kElr:lxk-LIZS}l

kl'
b ke i - Lizel
K, h

r
- > 8 HKkEI :kx -Lizell
1+0 h

r
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elde edilir. QO halde S € Se dir.

- Gereklilik: lim inf_q_= 1 olsun [8] sh. 510 da yapildif1 gibi 2 gt 2
k.

. k. i
olma iizere — 3 > jve -1 <1+ —
Ky | S J

olacak sekilde & = {k } lacunary dizisinin bir Ekﬂj) } alt dizisini segelim ve

j b€y (=1.2,.)

X;=
\ 0 . diger durumda

seklinde x = (x, ) dizisi tammlayahim. Bu dizisinin simrl oldugu agikur. Bu durumda
x Elol fakat x & N,y oldufu [8] Sh. 510'da gosterilmistir.  Teorem 2.2.2 (ii) den
x & S, dir. Ayrica Teorem 1.5.2 den x € S dir. O halde S & S elde ederiz. Bu da

teoremin ispatint tamamlar.

LEMMA 2.24: 6 = {kr} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda S() cSs
olmas: igin gerek ve yeter kosul lim sup. q_ < eo olmasidir ([12] Fridy ve Orhan

1992).

ispat: Yeterlilik. lim sup_q_ < e olsun. Bu durumda herr € N i¢in q <H
olacak sekilde bir H > 0 sayis1 vardir. Simdi x ~L(Sg) ve N : =1{k&l : Ix -LI 2 €}l

olsun. X, L(SO) oldugundan,

!
lim T”k €l : lxr-UZSt}l:‘(‘)

T ¥

\

olup her €>0 igin, her r>r, igin —L < olacak sekilde bir 1, € N vardir.
h
M:=max {N : 1 <1<y} diyelim ve k| é n < k_olacak sekilde bir n tam sayis

secelim. Bu durumda,
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1 |
'n—‘l{kSn:ka~LI28}IS—n—-l{kSkr:ka-Ll2£}l
1
< K, l{kskr:[xk—LIZE}l
, -
= h {N1+Nz+'"+Nr0+Nr0+1 +...+Z\r}
1 1
= ¢ IN,+N,+..+N }+ N +...+N
l\” IN, 2 rO} kr-l { Tyt e}
1 ! : Nr +1 Nf
= r— IN;+N,+...+N_ } + {h +..+h }
k“ i 2 Ty kr~1 To+1 T )
r0+l
< My : N th h }
< +- sup  ——— +...+
‘Mr(')—’ }
< — + 77— ¢th +...+h]}
kr»l kl__] r0+l
Mr kr"kr
= - € 0
kr—l kr-l
4 Mro y
) FE G,
kr—}
M,
< +tH
kr—l

elde edilir. € > 0 keyfi oldufundan ve r — oo igin k| — oo olduundan x, — L(S)

elde ederiz biylece Sy € S bulunur.

Gereklilik: lim sup_q_= o olsun. [8] Sh. 511 de yapildif1 gibi 4y > j -

olacak sekilde 6 = {kr} lacunary dizisinin bir {k ) } alt dizisini secelim ve

[ Dy kg <1S2kg =12,

X;= \
0 , diger durumda

ile sl bir x = (x)) dizisi tanimlayalim. Bu durumda [8] Sh. 511'den x € N, fakat
x & |01| dir. Teorem 2.2.2 (i)den x € Sg dir. Fakat Teorem 1.5.2'den x ¢ S dir. O
halde Sy & S dir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
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Simdi Lemma 2.2.3 ve Lemma 2.2.4'i birlegtirerek asagidaki teoremi vere-

biliriz.

TEOREM 2.2.5: 6 = {kr} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda S = Se
olmast igin gerek ve yeter kosul 1 < lim inf q < lim sup_q, < eo olmasidir (f12]

Fridy ve Orhan 1992).

Bu teoremin sartlarim gercekleyen bir lacunary dizi Ornegi olarak

8={k}= {2}, (r > 0) dizisini verebiliriz.

Bu kismu asagidaki gozlemlerimiz ile sonuglandiracagiz: K € N olmak
lizere
KN Irl
h

T

&K) : =Iim (Ce)('x()r=lim
T F

tammilayalim. Bu durumda &, kisstm 1.2'de yapugimiz incelemelerden anlasilacagi
gibi bir yofunluk forksiyonudur. Artk Sg-yakinsaklik igin Buck'm [2]

Teorem 3.2’ye benzer bir sonug elde etmek zor degildir.

ONERME 2.2.6: Bir x=(x) reel say1 dizisi sonlu bir liminf
deferine veya sonlu bir limsup deferine Cg-toplanabilir ise x = (%) dizisi aym
degere Se-yakmsaktxr ([12] Fridy ve Orhan 1992).

23.  Sg-Limitinin Tekligi ve Lacunary incelme

Bu kisimda bir @ lacunary dizisi igin Sg-limitinin teklifini ve farkl 8 lar icin
Sg-limitinin farkh oldufunu gosterecegiz. Ama dnce bu kisimda kullanacagimz bir
tanim ve teorem verelim:

jud
TANIM32.1:p,>0,n21i¢inP 20veP = X p, olmak iizere,
: k=0
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p
¥ 0sksn
Pn
Apk=
0 , k>n

seklinde verilen A = (ank) matrisinin tammladift operatore Afirlikk Ortalama

Operatérii denir.

TEOREM 2.3.2: Afirlik ortalama operatdriiniin regiiler olmasi igin gerek
ve yeter kogul n — eo igin P —> oo omasidir ({20] Petersen 1966, Sh. 10).

Simdi bir 8 lacunary dizisi igin Sylimitinin bir tek oldufu acikur. Fakat
farkli © lar igin Sg-limitinin farkl oldufunu gérmek i¢in agafidaki 6rnegi gz Oniine
alacagiz. Bu 6mek {8] Sh. 511 de farkl: bir amag icin insa edilmistir. Fakat bu 6rnek

bizim ihtiyacimizi da karsilar.

X = (xi) dizisini

0, i=1
0, (@-Dl<is@n}

Xj= (n=12.)
1, @n)l<is<@n+1)!

ile tanimlayahim. 6 = {(2r)! } lacunary dizisi igin

0, e>1

1 {kel,, :kizel=
h

T+

Q1) - )
@) - 2ot

, O<es=1l
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olup x, — 0(Sg) dur.

Simdi de®' = {(2r + 1)!} lacunary dizisi igin

0, e>1

@n!-@2r-1)!
@+ 1) - 2r-1)

Br , O<es<1

Lk €l fxi-1I28}I=\

olup x, = 1(Sg) dur.

A§a§1daki teorem x € S oldugundan bu durumun s6z konusu olamiyacagini

gosterir.

TEOREM 233:x€ SN Se ise Se-lim X = S-lim x olmalidir ([12] Fridy
ve Orhan 1992).

Ispat: S-imx =L ve Sg-lim x = L' olmak iizere L # L' olsun. Bu durumda

S - lim x = L oldugundan €>0 olmak iizere, 3(k €N : Ix_- LI 2¢} = 0. O halde
: 1 _

dk EN:lIx -Li<e} =L Eger e< 5 IL - L1 segersek, d{k €N :lx - Li<e}

elde etmeliyiz. Béylece
d{keN:Ix -Lize}=1
bulunur.

Simdi

1
-n—l{ks.n:!xk-L'!Zt-:}l -
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istatistiksel limit ifadesinin k, -inci terimini giz oniine alahm:

1 m } m
T IKE U Ly Lizell=3— 2 HKEL i, -L12e)

m =1

m
=5— X ht (10)

elde edilir. Burada Xy —> L'(Se) oldugundan

1
t:= h I{kElr:ka-L'izs}l%O

r

dir. O bir lacunary dizisi oldugundan (10) ifadesi t nin regiiler agirhkli ortalama
doniigiimiidiir. Dolayisiyla
i m"

T NKE UL -L1zeli= 0, (m ) (11)

|
dir. (11) daki dizi, { —I{k<n:lx - LT2e}l}™
n n=1
dizisinin bir altdizisi oldugundan,
1 . , —I*
T.I{k_<.n tx -Llize}lp 1
dolayisiyla bu ¢eligki L # L' olamiyacagim: gosterir.

Simdi lacunary incelmeyi tammlayp Sy ile Sg arasinda bir icerme teoremi

verecefiz.

TANIM 2.34: 06 = {kr} bir lacunary dizi olsun. {k r} - {k'r} olacak sekilde
0 = {k'r} lacunary dizisine 8 nin bir lacunary incelmesi denir. ([18] Freedman,

Sember ve Raphael 1978).

TEOREM 2.3.5: @, 0 mn bir lacunary incelmesi olsun. Budrumda
x, = L(S g ise x, = L(Sy) dir ({12] Fridy ve Orhan 1992).
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ispat:1 . =k’ , .k Jolmak iizerek <k <k ,<.. <K k

r.i- r. 1 r.2 Ly oor

vir)
olacak ekilde 8 min her bir I arahg 6 niin {k'_ ;}. _ | noktalarin igersin.

{kr} c {k‘r} oldugundan her r i¢in v(r) 2 1 dir. Sagdaki artan u¢ noktalan ile

siralanmg {I'r i} arzihklarmm u¢ noktalarinin dizisi {I’i‘i}°° olsun. X, = L(SO')
. i
oldugundan. here > 0 igin ‘
. 1 .
lim X —;—I{kEI*i:lxk-LIZS}I:() t12)
j lxi ;Ir hA.r . .
elde edilir. Daha Once tammladifimiz gibi h =k - kr_l‘. o=k, - ki ve
b, =k -k dir. Her € >0 igin
i 1
— k&l :ix -Lize}f=— T HkETI* :Ix_ -LiZze}l
hr i T k hr . Cl 1] k
] r
1 y ] h*r
— k<l fix -Lizegll=— X HkeI* :Ix, -Li>¢]l
h, rok h 1 cr h* Ik
jor r
_ | *
= h_ > h* (C(,ﬁ(K)j (13)
r I*j Clr

elde edilir. Burada '/.K. K:={keN: lxk - LI 2 ¢} cimlesinin karekteristik f()nksi-

yonuveh = X h* di.
cr !
i J
(13) deki ifade Cyy 75 min regiiler bir afirlikh ortalama doniigimiidir. C; 7. (12)
den dolayr sifira vakinsak. bir dizidir. Bovlece (13) ifadesi r —= e igin sifira

yakmsakur. O halde x_— L(S;)) dir. Bu da ispati tamamlar.

UYARI: Teorem 2.3.5 de dizilerden biri digerinin bir lacunary incelmesi
oldugunda, iki lacunary metod arasinda bir i¢erme kuruldu. Bu kismin baginda vert-
len drnek. Sy ile Sy, niin kargilagtirlamaz oldugunu gosterir. Keyif iki lacunary metot

arasindaki igermenin genel bir tanimlamasi agik bir problem olarak birakilmigur.
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2.4 Kuwyvetli Hemen Hemen Yakinsakhk ve SU-Yakmsakhk

Hemen hemen yakinsaklik. Lorentz [ 14] tarafindan verildi: Buna gore

m+i

1
lim— X (x,-L)=0 (m'e gore diizgiin)
n Mo me

ise x dizisi L savisma hemen hemen yakinsaktir denir. Freedman ve arkadaglan {8}
de vede bunlardan bagimsiz olarak [17] da Maddox tarafindan kuvvetli hemen
hemen vakinsakhk asagidaki gibi tammlandt:

m+n

!
lim — X Ix, - LI=0.(m’e gore diizgiin)
n T oicmel

ise x dizisi L savisina kuvvetli hemen hemen vakinsaktir denir.

Avrica. ¢. AC ve [AC] sirasy ile biitiin yakinsak, hemen hemen yakmsak ve

kuvvetli hemen hemen yakinsak dizilerin uzayim gostermek lizere

CC[AC] CACC £ (14)
oldugu gosterildi ([17] Maddox 1978).

TEOREM 2.4.1: Biitiin lacunary dizileri sinifi L olmak iizere

[AC]=(L )N N S.G) dir ([12] Fridy ve Orhan 1992).
veLlL

gosterilmigtir. Teorem 2.2.2 (i) den her bir 6 lacunary dizi igin [AC] C §, dﬁ. (’I4}
deki icermelerden

[ACIC (2 N(-N S, (15)
oel
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N N, =[AC]
heL

dir. O halde

(lx;ﬂ( N SB)C N N0

el oeLl
olup
£ N N Sy ClAC] (16)
beLl

elde edilir. bivlece (15) ve (16) dan

[ACI=(2_)N( N Sy
0eL

elde edilir. Buda ispati tamamlar.
SONUC 2.4.2: Yukanidaki teoremde £_ atilamaz.

Bunu gérmek igin bir x = (%) dizisini,

/ m,k=m2,(m=1,2,...)

Xk=
\~ 0 . diger durumda

ile tammlayahm. x = (x, } dizisinin simirsiz oldugu agikuir. Bir 8 lacunary dizisi igin

1 \ h;
—HkEL:x =0} =

hy hy

—)0,(1'-——)30)’
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oldugundan X —> 0 (SB) dir. Fakat x = (x) dizisi kuvvetli hemen hemen )}akmsak
degildir. Ciinkii x & £_ olup (14) den x & [AC] dir.

2.5. Se-Cauchy Kritri ;re Tauber Teoremi

Bu kisimda yakinsaklik igin Cauchy kriterinin, Sy-yakinsaklik igin‘ benzerini
tamimlayip, Sg-yakinsakhifa denk oldugunu gosterecek ve yine Sg-yakinsaklik igin

bir Tauber teoremi verecegiz.

TANIM 2.5.1: © = {k } bir lacunary dizi olsun. Eger her rigin k' , € I ve

()

lim x,.. . =L vede her € >0 igin

K'(r)

1
lim 'h—'l{k Elr: |xk - xk‘(r))l 2ell=0

r I3
olacak sekilde x dizisinin bir {xk.( r)} at dizisi varsa x dizisine Sy-Cauchy dizisi denir

([11] Fridy ve Orhan 1991).

TEOREM 2.5.2: x, dizisinin Sg-yakinsak olmas igin gerek ve yeter kosul
S-Cauchy dizisi olmasidir ([11] Fridy ve Orhan 1991).

. . o 1
Ispat: Gereklilik; x,—L(S ) ve her j€ N igin K9 = (k&N : Ix, - LI < —j-}
olsun. Budurumda her j € N igin K@ D KD ve

1 .
— KON =1, ¢ — o)
hr "

dr. r2m (1) oldugunda —-lh: KPN11>0 olacak sekilde m(1) segilsin, yani
K N1, # @ olsun. Bu durumda m(1) < r < m(2) deki her r igin k'¢r) € LN KD
olacak sekilde k'yy € I segilsin, yani Ixy. - LI < 1 olsun. Genel olarak r > m (p+1)
oldugunda I N K®D » @ olacak sekilde mp+1) > m(p) segilsin. Bu durumda

m(p) <1 <m(p+1) deki herriginkioy EL. NK @) segilsin, yani




T

1 1 £ .
-h—l{kEIr:lxk—les}ls—h—l{kEIr:lxk.—x. {2 —2—~}l+|{k61 lxM)Ll>—t— 1

1

Li< — (17

lxk'(r) ) P

olsun. Biylece her rigin k'mE I ve (ITyden lim x. =L elde ederiz. Aynica her
¥

€ >0 igin
. 3 £
{kEIr:ka-xk.mIZ&‘}Q{kEIr:ka-Ll—j'Z}U{kElr:lxk.m-UZT}
oldugundan,
1 £ 1 €
—l{kEI lxl\ ““ e}l-h—l{kEI lk—Ll>—)l+—Hk€l k.m-le—,—H
. r -

elde ederiz. x =L oldugundan

s L(SO) ve li:n X

k'(r)

1
h:’n hr {k Elr: ka - xk,ml 2el=0

bulunur. O halde x. S,-Cauchy-dizisidir.

Yeterlilik. x. bir §)-Cauchy dizisi olsun. Buduruda her e > 0 icin
Kiry =
r r 2

oldugundan Tanim 2.5.1 den x| — L(S) ede edilir. Biylece ispat tamamlanir.

SONUC 2.5.3: Sy-yakinsak bir dizi, yakinsak bir alt diziye sahiptir. Bu
sonug bizi asafidaki Tauber teoremine gotiiriir.

TEOREM 2.5.4: X, — L(SB) ve (r —> oo) igin max {lei ;i E Ir} =0¢ -;— )

T

olsun. Bu durumda lim Xy = L dir ([11] Fridy ve Orahn 1991).
k

Ispat: X, —> L(Sy) olsun. Teorem 2.5.2 ve Tamm 2.5.1 deki gibi x dizisinin

bir {x X )} alt dizisini secelim. k'me Ir oldugundan,
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B = e = B X T R = R e

S - X X Xl e lxk.(r)_l - xk.(r)!

=A% | +1Ax, I+ + lek'(r)Jl

l':'r)-l
= X lAx)
i=k !

—

K -1
< 2 max IAxil
i=k i€l

< hr max leil =o(1)
‘ielr

elde edilir. Diger yandan X L oldugundan, xk — L oldugunu goriiriiz.
2.6. Se~Yak1nsak Dizilerin Toplanabilme Ozellikleri

Birinci béliimde Cesdro eoperatdriiniin sinirh, istatistiksel yakinsak bir dizyi
topladif1 gosterilmistir. Bu kisimda da, Cesaro operatoriiniin simrh, Sg-yakinsak bir
diziyi topladifim gosterip Sy-yakinsaklik igin difer toplanabilme zellkleri verile-

cektir.

TEOREM 2.6.1: x, smirht bir dizi ve X L(Se) olsun. Bu durumda
(C;x) = L dir ([11] Fridy ve Orhan 1991).

Ispat: 0 = {k .} bir lacunary dizi ve n € I, olacak sekilde bir tam say1 n

olsun. Bu durumda

n r-1 n
'1_ 2 L)""‘l"' pX > (x, -L +"‘1- z L 18
n oy k7T pel Kel, A k=l+kr_l(xk- ) 18)

yazilabilir. (18) in safindaki itk terimi gdzoniine alahme
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r-1 1 r-l
j— = 2 (x,-Dis— X X K 4l
I p=1 k€I k LI | kelxk
P P
1 -1
<— X ¥ Ix.-Li
kr—l p=1 kel "k
p
! r; h 1 T 1 Ll
= m—— —_— X, -
k 14 k '
r1 p=1 ' By kEL
l r-1 :
=m p) hptp=(Ht)r (19)
- p=1
. 1
elde edilir. Burada tp : =—I-l-—- b ka - LI
PkEIp

x sinril1 bir dizi ve X~ L(Sg) oldugundan Teorem 2.2.2 (ii) den x € N9 dir, vani
r-1

> 0, (p = o) dir. Aynca k_; = X hp olup 6 = {k } bir lacunary dizi
. p=1

oldugundan kr_1 — oo, (r = oo) dir. Bu nedenle (19) daki ifade t nin regiiler bir

agirlik ortalama doniistimiidiir. O halde,

(Ht), = 0, @ — =) (20)

elde edilir. Simdi (18) ifadesinin sagindaki ikinci terimi gézoniine alahm. x dizisi -
sinirlt oldugundan her k € N igin Ix_ - LI < B olacak sekilde bir B > 0 sabiti vardir.

Buna gore € > 0 ¢in

1 1
= £ (-Dis— I Ix-L
?ok=1ek k=1+I
1
- =— (% Ix-LU+ T Ix.-L)
0k ;<k<n k _;<k<n
Ix, -LI2e kx, -Li<e
1 :
£— Z B+—1- z €
Ik <k<n n g ,<k<n
kx, -Ll2e kk, -Li<e _
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B k
—I{kr_1<k$n:ka-LIZS}l+—-—.n

<
n n
B .
STI{kEIr.ka—LIZS}He
< B Hkel :Ix, -Lize}l+ @2n
< 4+ o Ixg b-X £

T
elde edilir. x, — L(Sg) ve € keyfi oldufundan (21) in safindaki terim r — o igin

sifira yakinsar. Boylece (18),(20) ve (21) den (C{x) — L dir. Buda ispat: tamamlar.

C, metodu, smrhlik sarti goz Sniinde bulundurulmadan, Sq-yakinsaklik
metodunu 1<;er1rm1 sorusu akla gelebilir. Bu soruya cevabamiz hayir olacaktrr. Simidi

¢ok daha fazlasim gosterecegiz. Fakat ilk 6nce asagidaki lemmay: verelim.

LEMMA 2.6.2: 6 = {k } bir lacunary dizi ve sonsuz gokluktaki k lar igin
t, # 0 olacak sekilde bir dizi t olsun. Bu duruda % > 08y ve X t, X, = oo olacak
=1 ’

seklide bir x dizisi vardir ([11] Fridy ve Orhan 1991).

Ispat: Her r € N icin I, t, # 0 olacak sekilde bir k-igeriyorsa en kiigiik k,
m(r) olsun. Boylece sonsuz ¢oklukta m(r) ler vardir ve m(r) € Ir dir. -Simdi bir
X = (xk) dizisini

-}—, k=m@,r=12,.)

k
Xk=

0  diger durumda
seklinde tanmlayalim. Bu durumda & > 0 igin

1
— k€L :lx -0l2e}l=

. k€1 :x, #0}I

1
b,

120, — <)

-
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olup x, — 0§,y dir. Aynca sonsuz goktaki rlerigin -+ £t x, =1 oldugundan
kel
T

= X (X thk)=1+l'+l+.i.'=oo
k=1 r=1 kel

elde edilir.

TEOREM 2.6.3: 6 = {kr} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda hig bir A

matris metodu. S, - toplanabilmeyi icermez ({1 1] Fridy ve Orhan 1991).

ispat: Lemma 2.6.2 geregince sadece satir sonlu matrisleri gozoniine almak
yeterlidir. §-topalanabilme regiiler oldugundan. A min regiiler oldugunu kabul
edebilirz. Bu bize A matrsinn her bir p igin n(p)-inci satninda sifirdan farkli en son

terimi amp). npi olacak sekide & ile olusturulan {Ir} aréhklarmm bir {Il,(p)} alt dizisi-

ni ve {n(p)} satr indislerinin artan bir dizisini se¢me imkim verir. $imdi bir x = (x )

dizisini

1
X =
rith ‘!mh.rtl)

p-1

fp- £ a X Jop>1)
np). H(p) o) n(pl. raa)y .

Xap ™ a

diger durumda ise x = 0 olacak gekilde tammlayahm. Her bir I, x # 0 olacak

seklide en fazla bir k icerdifinden x_— 0 (Sg) dir. Fakat,

p- ! p- 1
(Ammp) = E I an(p). r(i) *rei) )=z an(p)’ Ty Xrii + an‘(p)’ 1(p) xn(p)
= i=1
p-1 p-1
=% a X o+a o [——(p- 2 oa, X ]
. ( p : .
1 n{p). {1} "r(1) n(p) r(p} dn(p). rp) o n{p). r{i) "
p-1 p-1
’ = X

.3 - =
ln(p). ri) Xeiy TP “ lan(p). riy *ri) = P
1=
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oldufundan Ax smmrh degildir, dolayisiyla yakinsak degildir. O halde A,

Sg-yakamsakhify icermez. -
2.7.  SyYakinsakhfin Matris Karekterizasyonu

Bu boliimii agsagidaki incelemeler ile sonuglandiracafiz. Daha 6nce reel
terimli istatistiksel yakinsak diziler, matrislerin bir kolleksiyonunun toplanabilirlik
alanlanmin arakesiti ile karekterize edilmisti. $imdi Teorem 1.8.4’iin bir §zel durumu
olarak Sj-yakinsaklik i¢in benzer bir sonug elde edebiliriz. Bunun igin, nce reel

terimli matrislerin asagidaki sinifim tanitalim.

8 = {k} bir lacunary dizi olmak iizere negatif olmayan A, toplanabilme
matrislerinin .-

00

HernENigin % a =1
k=1

1
(i) KENigin lim—— KN 1I=0ise lim £ a =0
roBy ' nkex

kosullanm gercekleyen smifi Tg olsun.
Simdi Teorem 1.8.6’n1n 6zel bir sonucu olarak agagidaki teoremi verebiliriz.

TEOREM 2.7.1: 6 = {k‘,} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda reel terimli
simirh bir x dizisinin bir L sayisina Sg-yakinsak olmast igin gerek ve yeter kosul her
A €7y igin x dizisinini L sayisma A-toplanabilir olmasidir (yani S N £ =Nc,

- Aete
dr), ({11} Fridy ve Orhan 1991).



BOIL.UM 3

A-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE BiR MODULUS FONKSIYONUNA
GORE KUVVETLI MATRIS TOPLANABILME

Bu biliimde moduliis fonksiyonu. kuvvetli A-toplanabilme, bir moduliis
fonksivonuna gore kuvvetli A-toplanabilme ve A-istatistiksel yakinsaklik kavramlan
tantnlacakur. Aynica £ daki ideal kavramui yardimmyla, yukandaki Kavramlar

arasindaki iligklire aragtirlacaktir.
3.1. Moduliis Fonksiyonu
Bu kisimda modulis fonksivonu tamtilacaktir.

TANIM 311 f ¢ [0, e0) — [0, o) tonksivonu igin asadidaki dzellikler

gergeklensin:
fixi=0ex=0
(i) fix+y) <f(x) + f(y) , her x 2O her y 2 0 i¢in
(1) f artan:
(ivy f. x = 0 noktasinda sagdan siirekli
Bu durumda f fonksionuna moduliis fonksiyonu denir (}18] Maddox 1986).
ORNEK 3.1.2.

. X
n  fix)= -

X+ 1
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(i) f(x) = log (1 + x)

fonksiyonlar1 birer moduliis fonksiyonudur. Ancak (i)deki moduliis fonksiyonu

stnirh, (ii) deki moduliis fonksiyonu ise simrsizdir.

3.2 Kuvvetli A-toplanabilme Ve Bir Moduliis Fonksiyonuna Gire Kuvvetli

A-Toplanabilme

Bu kisimda kuvvetli A-toplanabilme ve bir moduliis fonksiyonuna
gore kuvvetli A-toplanabilme kavramlars verilip, £ _ daki ideal kavramm
yardimiyla kuvvetli A-toplanabilme ve bir moduliis fonksiyonuna gore kuvvetli

A-toplanabilmenin sinirl: diziler iizerinde denk olduklar: gosterilecektir.

TANIM 3.2.1: A = (a,,) negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu
olmak iizere

wyA)={xEw: Iinm kZ_ lank Ix =0}

ve
o(A)= {x Eo :ILEC igin (x - Le) Ewy(A)}
olsun. Eger x-Le € w(A) ise x dizisi L sayisina kuvvetli A-toplanabilirdir denir.

TANIM 3.2.2: A = (a ;) negatif olmayan regiiler bir matris toplanabilme
metodu ve f bir moduliis fonksiyonu olmak iizere

o0

oA, ={xEw: llilmkf1 a f(lxkl) =0}

ve
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wA. N ={xEw:ILEC ikin(x-Le)E vy (A, N}

olsun. Eger x - Le € w, (A. ) ise x dizisi L sayisina f moduliis fonksiyonuna gore
kuvvetli A-toplanabilirdir denir ve bu durum x, — L o (A, f)) ile gisterilir ([4]
Connor 1989). Maddox'un [18] de Teorem 4 deki vontemi kullanarak asagidaki

onermeyi verebiliriz.
ONERME 3.2.3: Herhangi bir f modutiis fonksiyonu igin
®(A) C w(A, f)

dir (}4] Connor 1989),

Simdi bizim igin gerekli olan £_ daki idealler vede oA H L uzayt ile

ilgili iki lemma verecegiz. Verilen bir € > 0 iin K(x, €} = {k € N : I 12 e}

climlesinin karekteristik fonksiyonu XK(x.s) olsun.
LEMMA 3.2.4:x € 2 ve M, £_ da bir ideal olsun.

x €M olmas igin gerek ve yeter kosul her € > 0 sayisi igin XK(x o € M olmasidir

([4] Connor 1989),

ispat: Gereklilik: € > 0 sayisi verilsin ve x € M olsun. llx - zll < % olacak
£

sekilde z € M vardir. Bu durumda K(x, €) CK(z, —-) dir. §imdi bir y = (y, ) dizisini

2
yk= } Zk 2
\ 0 . diger durumda
\ .
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seklinde tanimlayalm. y € £_ oldufu agikur. Bu durumda  Y2= 74 ¢ EM dir.
3
O halde K(x, & € K %) oldugundan karekteristik fonksiyonun

ozelliklerinden

¢. elde edilir.
Kx, e

= €2, EMve M, 2 d
XK(x,e)XK(z,—;-) XK(Z,? 2_x ¢ EMve M, £ da

) K@z '2')

bir ideal oldugundan ¥ EM elde edilir.

K(x,6) "K(z.—;a ko)

Yeterlilik: Her € > 0 igin XK(X g EMvex € £_ olsun. M bir ideal

oldugundan

X XK(x. £) eEM olacalfnr. y:= xXK(x’ & diyelim. B udurumda lix - x XKx, e)II < g,

yani y € B(x, £ N M. O halde B(x, &) N M # @ dir. Demek ki x €M dir. Buda

ispati tamamlar.

LEMMA 3.2.5: A negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu ise
wy(A) N 2, 2_ icinde kapah bir idealdir ([4] Connor 1989). Hatta herhangi bir f
moduliis fonksiyonu igin wy(A, f) N A_, 2_ da bir idealdir. Ciinkii, llyll < H olacak
sekilde bir tamsaytHve x€E wy (A, ) N L,y E £_ise hern€ N igin

=)

a, f(lxk ykl) <H k§=: la f(lxkl)

™M 8

k=1

yazilabilir. Ayrica Iim 2 a, f(Ix, 1) =0 oldugundan lim X a f(x y,h=0
1 n k=1

n k=

olup xy E wy(A, )N 2 _ dir.

Simdi bizim igin gerekli olan agagidaki teoremi verelim.
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. TEOREM 3.2.6: f bir moduliis fonksiyonu olmak iizere
oA, HN 2 =AY N A

dir ([4] Connor 1989).

Ispat: Ispat icin 0 (A) N £_ = wy(A, ) N 2_ oldugunu gostermek yeterli-
dir. Onerme 3.2.3 den

wy(A)NL_Coy(A DN 2 (22)

oldugunu biliyoruz. $imdi de wy(A, nNi_C 0y(A) N A_ oldugunu gosterelim.

K C N ise her n € N igin,
Y aucflige o) = 1) 3 ancnies, o)
k=1 k=1

oldugu agiktir. x € wy(A, N £ olsun. Bir y = (y,) dizisini, € > 0 olmak iizere,

e
= Xk
Y o diger durumda

seklinde tammmlayahm. x € 2_ oldugundan y € £_ dir. Difer yandan xy = XK(x, 0
olup wy(A, f) N &, X£_dabir ideal oldugundan
XK(x, 6 € coo(A, f) N 2_ olacak ve boylece lim kZ 1 a f(XK(x, e)(k)) =0

n =

elde edilir. Digier yandan -
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| ank £ XK(X.?)U(” =fl) k?-: i anlt; ZK(x.f)(k)

™M 8

o0

oldugundan lim f(1) X ankXK(r olRy=00lup. 7. (krEnyA) ve X (KIEL
N - i X. :

dir. 0y(AY N 2, £_da kapah bir ideal oldugundan
wyAIN 2 _=eA)N &
olup, Lemma 3.2.4 den x Ewy(A)N 2_ olacakur. Dolayisiyla

(J)O(A. HNAL_C (-)O(A) N lw. (23)

Simdi (22) ve (23) den ispat tamamlanir.

3.3. A-Istatistiksel Yakmnsakhk

Bu kinmda A = (a ) negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu
olmak iizere. A-istatistiksel yakmsakhgi tammiayvip. A-istatistiksel yakinsaklik ile bir

moduliis fonksiyonuna gire kuvvetli A-toplanabilme arasinda bazi bagintlar vere-

cegiz.

TANIM 3.3.1: x = (x, ) bir dizi ve A. negatif olmayan regiiler bir toplanabil-

me metodu olsun. Her € > 0 sayist igin X . .€ 04(A) ise x = (x) dizisi L
saisina A-istatistiksel  vakinsakur denir ve bu durum X L(AS) ile gosterilir.
A-istatistiksel yakmsak dizilerin sinifim AS ile giist:efrec;‘:éiz ({4] Connor 1989).

Bu tanim Tamim 1.1.1 in bir genellestirilmesidir.

Sifira . A-istatistiksel  yakinsak  dizilerin uzay: ASO olmak iizere,

Lemma 3.2.4 vardumyla AS; uzayimn A__ da kapal bir ideal oldugu gosterilebilir.
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TEOREM 3.3.2: A, negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu

olsun. Bu durumda

(hho(A. ) CAS

(i ASN 2_C w(A,f)
dir ({4] Connor 1989).

Ispat (i). x € wo(A, fyvey €2 _ olsun. Bu durumda y € £__ oldugundan.
her k € N igin Iy, | <M olacak sekilde bir M pozitif sayist vardir. O halde

* =

nM 8

a, filx, vph €M T a, flx. D
Nl S g oy e R

yazilabilir. Ayrica X € o (A, f) oldugundan,

him X a f(lxkl) =0
n k=1
olup,

lim k% [ a fUx y =0
n k=

elde edilir. yani xy € wy(A, f) dir. Simdi x € ay(A, f) ve € > 0 olsun. Biry = (y,)

dizisini

‘—l-,,llxklze
Xk
Yk =

0, diger durumda
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seklinde tammlayalim. Bu durumda Teorem 3.2.6 dan
Xy =XK(X, £) = mO(A, HNA_= wO(A) na_

O halde Tamim 3.3.1 den x dizisi sifira A-istatistiksel yakinsaktir.

(i) x€ASN 2 leun. Bu durumda Tamm 3.3.1 den

" K(x-Le,g) = {(kEN: ka -Li> &} olmak iizere her £>0 sayis1 icin
XK(x Le o) € wO(A) nz_.o halde Lemma 3.2.5 ve Lemma 3.3.4 den x - Le dizisi
sifira kuvvetli A-toplanabilirdir. Teorem 3.2.6 dan x dizisi bir f moduliis fonksiyonu-

na gore L sayisina kuvvetli A-toplanabilirdir. Bu da ispati tamamlar.

LEMMA 3.3.3: Bir x dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsak ise L

sayisina yakinsayan bir alt diziye sahiptir.

Ispat: x dizisi L sayisina A-istatistiksgl yakinsak olsun. Bu durumda
K(x-Le,g) = (keN: kx, - LIze} olmak iizere her £€>0 sayist igin

| XK(x Le o€ w,fA) dir. $imdi her k € (N\K) igin ka' - Li < £ oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in (N \K) ciimlesinin sonlu olmadigim gostermek yeterlidir. Bunu gérmek
i¢in ( N\K) ciimlesinin sonlu oldufunu kabul edelim. Bu durumda, n zmo igin
n €K olacak sekilde bir my €N vardir.

X (x - Le, £) € DpfA) oldugundan lim gE Ia ke XK(x - Le, @) =0 dir.
n K=

Oclign 2 ag K- Le, 8)(k)= lim X a,

| k=1 n k€K

A, regﬁler'oldugundéﬁ 1=lim X a olacaktir. Buna gore
n k=1 .
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= lim X u“kzlim { 2 ay, + Y a

}
nk
n k=1 . kekK k€K

=hm X ag + lim Z~ank
n keK- n y&kK

oluplim 2 a =0 oldugundan
b xekK

" lim = 'ankz | ' (24)
h kgK

elde edilir.

Halbuki ( N \K) sonlu oldugundan

m, e~ 1 mO— |

0

dim X g = X lim o, =0 (25
n k=1 k=1 n

Ciinkii A regiiler olup her' k € N igin lirr]n g = 0 dirc Boylece (24) ve (25) den

k
celiski elde ederiz. O halde (N \ K) ciimlesi sonlu degildir. Bu da ispat tamamlar.

Simdi Teorem 3.3.2 den agagidaki sonucu gikarabilinz.

— -

SONUC 3.3.4: Bir x dizisi. bir f moduliis fonksivonuna gore L sayisina
kuvvetli A-toplanabilir ise x dizisi L sayisina vakmsayan bir alt diziye sahiptir ([4]

Connor 1989).
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