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ÖZET  

1958 yılında ilk olarak Walter Thirring tarafından önerilen Kütlesiz Thirring model 

(1+1) boyutunda tanınmış, kesin çözülebilir bir kuantum alan kuramıdır. 

 

İnstanton hem kuantum mekaniğinde hem de kuantum alanlar teorisinde sonlu sıfırdan 

farklı eylemlerdeki hareket denklemleri için klasik çözümdür 

 

Tezde W. Thirring tarafından önerilen spinör alanlı, iki boyutlu konformal invaryant 

non lineer dalga denkleminin nümerik instanton çözümlerinin dinamik yapılaşması ve 

evrimi incelenmiş ve evrimi ifade eden faz diyagramları çizilmiştir. 
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SUMMARY 

The massless Thirring model is a well-known exactly solvable quantum field theory in 

(1+1) dimensions, as it has been shown, for the first time, by Walter Thirring in 1958. 

 

An instanton is a classical solution to equations of motion with a finite, non-zero action, 

either in quantum mechanics or in quantum field theory. 

 

In this thesis, we have investigated dynamic characteristics and evolution of instanton 

solutions of a two-dimensional conformal invariant wave equation with nonlinear self-

coupled spinor term had been proposed by W. Thirring. 
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I. GİRİŞ   
 

Kütlesiz Thirring model (1+1) boyutunda ünlü, kesin çözülebilir bir kuantum alan 

kuramıdır, iki boyutlu saf fermiyonsal ve konformal simetriye sahiptir. Modeli 1958 

yılında Walter Thirring önermiştir [1]. Daha kesin bir ifade ile Kütlesiz Thirring model, 

iki boyutta kendi kendine etkileşen tek bir kütlesiz fermiyonun tam olarak çözülebildiği 

sistemdir. Euler-Lagrange denklemlerinin ve geçerli olan fermiyon veya bozon 

tekniklerinin özelliklerine dayanarak literatürde pek çok çözüm vardır. Basitliği ve 

çözünebilirliği göz önünde tutulduğunda bu model alanlar teorisinde yeni fikirler ve 

metotlar için popüler bir test zemini olmuştur.    

 

İnstantonlar uzay-zaman açılımına sahip soliton tipi çözümlerdir, bu nedenle bunlara 

teorik fizik ve matematiksel fizikte önemli yerler verilmiştir. İnstantonlar sıfır enerjili 

çözümlerdir ve eylemleri sonludur. Euclidean uzay-zaman üzerinde klasik alan 

teorilerinin hareket denklemleri için bir çözümdür. Kuantum karakteri taşırlar, bu 

nedenle kuarkların vakum durumu olarak yorumlanmışlardır ve sıfır enerjileriyle 

vakumlar arası geçişi verdiklerinden kuarkların birlikte dolaşmalarını (her zaman ikili 

ya da üçlü bir yaşantının içine hapsedilmiş olmalarını) açıklamada önem kazanmıştır[2].  

 

Tezi şu şekilde planladık. Genel Kısımlar bölümüne Alan teorilerinin tarihini kısaca 

anlatarak başladık. Hemen ardından geliştirilmiş olan bazı lineer olmayan spinör dalga 

denklemleri ve çözümleri hakkında bilgi verdik. Ayrıca tezimiz için önemli olan 

instantonların fizik camiasındaki öneminden bahsettik. Kaos teorisi hakkında genel 

bilgiler verdik ve konumuz için önemli olan çekicilerden bahsettikten sonra konuda 

yapılmış olan gelişmelerden örnekler sunarak bu bölümü bitirdik. Materyal ve Metot 

bölümünde ise; konformal koordinat dönüşümünün özelliklerini anlattık. 1958 yılında 

Walter Thirring tarafından önerilen Thirring modeli inceledik. Ayrıca bu bölümde 

Thirring non lineer fonksiyonlar formundaki instanton çözümünün faz uzayındaki 

davranışlarını verebilecek non-lineer denklem sistemini bulduk. Bunun için Öklid 

uzayında yazdığımız Heisenberg ön çözümüyle [3] Gürsey Model için Kortel tarafından 

uygulanan teknolojiyi takip ettik.  Evrime kapalı olmayan, hem uzay ve hem zaman 

içersinde genişleyen instanton çözümlerinin bulunuşunu yine bu bölümde verdik. 

Bulgular bölümünde ise Thirring model için bulduğumuz non-lineer denklem sisteminin 
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nümerik instanton çözümlerinin faz uzayındaki davranışlarını elde ettik ve bu 

davranışları bağlantı sabitine göre inceledik. Tartışma ve Sonuç bölümünde ise 

İnstanton davranışlarının Duffing tipi dinamiklerle olan benzerliğini yorumlamaya ve 

bu davranışların kuantum alanlar teorisindeki konformal simetri kırılması teknolojisiyle 

bulunan sonuçlarla karşılaştırmasını yapmaya çalıştık.  
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II. GENEL KISIMLAR   

 

2.1 ALAN TEORİLERİNE KISA BİR TARİHSEL GİRİŞ 

 

1926 yılında Schrödinger’in, Bohr tarafından keşfedilen bir atomdaki elektronların 

acayip davranışlarının de Broglie dalga teorisini kesin matematiksel denklemlere 

dönüştürmüş olması, yani küçük cisimlerin davranışının non-lineer “kuantum dalga 

denklemleri” ile belirlenebileceğinin anlaşılması ve 1930’lu yıllarda Dirac tarafından 

yazılan spinör alanlı non-lineer dalga denklemi çözümlerinin (gene Dirac tarafından 

bulunan) elektron ve anti-elektron yorumlamasındaki başarısı, teorik fizikçileri yeni 

non-lineer alan denklemleri yazmaya ve bu denklemlerin fiziksel dalga çözümlerini 

aramaya teşvik etti. Yeni parçacıkların keşfedilmesi ile bu teorik çalışmalar ve arayışlar 

daha da cazibeli bir duruma geldi. Özellikle 1950’li yıllardan itibaren teorik fizik 

dünyasında söz konusu bu çabalarda büyük bir artma gözlendi. Tüm parçacıkları 

kapsayacağı ümit edilen geniş simetrilere sahip birçok sayıda teorik modeller geliştirildi 

ve önerildi. Non-lineer alan denklemleri üzerine yapılan bu ısrarlı çalışmalar ve 

arayışlar en sonunda meyvesini verdi. Temel parçacıkları tek bir alan teorisi altında 

toplayabilmenin önünü açacak matematiksel yapının temelleri atıldı. 1954 yılında iki 

teorik fizikçi, Yang ve Mills çok önceleri matematikçiler tarafından üzerinde çalışmalar 

yapılmış Abelyen olmayan Lie gruplarının sınıflandırılmasını bu tip non-lineer alan 

modellerine uyguladılar.[4] Geometrik olmayan simetrileri de kapsayan (global ayar) ve 

alanların dinamik yapılaşmasını da verebilecek yerel ayar simetrisine sahip spinli 

alanları içeren model geliştirdiler. 

 

O yıllardan bugüne alan teorilerinin üzerine yapılan ve yapılanmakta olan çalışmalar 

sürmektedir; doğadaki gravitasyon dışındaki etkileşimlerin ayar teorilerinin 

geliştirilmesi, bu teorilerde simetrinin kendiliğinden kırılmasının anlaşılması, zayıf 

etkileşmelerdeki ara bozonların hızlandırıcılarda bulunması, ayar teorilerinin dinamik 

özelliklerinin, ara parçacık alış verişi, bu alış verişte ortaya çıkan bozuklukların 

giderilerek, Feynman diyagramlarıyla ifade edilebilmesi, süper simetri kavramı ve 

birleşik alan teorileri gibi devrimci görüşler ve buluşlar bu son 30 yıl içine sığmıştır. 

Parçacık fiziğinin standart modeli diyebileceğimiz bu oluşumlar kümesi kozmolojide de 
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önemli gelişmelerin önünü açmıştır. Standart modelin arkası üzerine yapılan teorik 

çalışmalar; kütle çekimli sicim teorileri, yüksek boyutlu modeller sürmektedir. 

 

Parçacık fiziğindeki bu hızlı gelişmeler, modellerle ortaya çıkan non-lineer alan 

denklemlerin geniş simetrili fiziksel çözümlerinin yeni teknikler geliştirilerek 

bulunmasını (örneğin yerel ayar teorilerdeki pertürbasyon tekniği) ve bu çözümlerin 

fiziksel özelliklerinin ve yerinin tartışılmasını hep yanında taşımıştır.  

 

2.2 NON-LİNEER SPİNÖR DALGA DENKLEMLERİ VE ÇÖZÜMLERİ 

 

1950’li yıllar, keşfedilen parçacık sayısındaki hızlı artışın da etkisiyle, teorik fizikte her 

temel parçacığı bir denklemle ifade etme çalışmalarının yoğunluk kazandığı yıllardı. 

Parçacıkları bir denklemle ifade etmenin en önemli nedenlerinden biri de Dirac’ın spinli 

parçacıklar için yazdığı rölativistik kuantum özelliği olan ve fizik literatüründe “ Dirac 

Denklemi ” olarak bilinen denklemin, elektronun ve anti-elektron özelliklerine uygun 

sonuçlar vermesiydi [5]. Fakat her parçacığa bir denklem fikrinin, özellikle 

parçacıkların kuantum sayılarında karışıklıklara yol açacağı da aşikardı. Born ve 

Heisenberg bunun tek bir birleşik denklem yazmakla aşılabileceğini öne sürdüler. Bu 

fizikçilere göre, tüm parçacıkların inşasına olanak verecek bir alan modeli non-lineer 

yapıda ve fermiyon özelliği olan bir dalga denklemi olmalıydı. Tüm parçacıklar da bu 

denklemin çözümünü veren fermionsal parçacıklardan oluşmalıydı. Özellikle 1950’ li 

yıllarda Heisenberg ve öğrencileri bu tip bir alan modeli yazmak için büyük çabalarda 

bulundular. Heisenberg ve öğrencileri Dirac denklemine benzeyen, kütle terimine ek 

olarak fermiyonların diğer parçacıkları oluşturabilmesi için; kendi aralarında 

bütünleşmeleri ifade eden terimi de içeren modeller geliştirdiler. Heisenberg’ in bu 

çalışmalarından ve çabalarından etkilenen birçok teorik fizikçi de benzer spinör alanlı 

modeller geliştirdi. Hızlandırıcıların gelişmesiyle bulunan yeni deney sonuçları ve 

arkasından Yang-Mills tarafından bulunan yerel ayar teorileri Heisenberg’ in bu 

rüyasına son verdi. Fakat konformal simetrilere sahip spinör alanlı non-lineer modeller 

spinli parçacıklar olan kuarkların keşfi ile tekrar önem kazandılar [ 5]. 

    

1970’ li yılların sonuna doğru Yang-Mills teorilerinde instanton tipi çözümler bulundu 

[7]. Bu çözümlerin uzay-zamana bağlı olmaları yanında, vakum özellikleri göstermeleri 
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parçacık fizikçilerin büyük bir ilgisini çekti [6]. Bu ilgi çeşitli skaler alan modellerinde 

instanton çözümlerinin bulunması ile kendini gösterdi. Örneğin Alfaro, Fubini ve Furlan 

Sigma Modelinde instanton çözümleri buldu [8]. Bu gelişmelere paralel olarak Akdeniz 

ve Smailagic spinör tipi instanton çözümleri bulmak için, iki boyutlu saf fermiyonsal ve 

konformal simetriye sahip olan kütlesiz Thirring Modeli [1] üzerinde bir laboratuar 

model olarak çalışmalar yaptılar ve bu modelde konformal simetrinin kırılması ile 

fermiyon tipi instanton ve meron tipi çözümleri buldular [9]. Spinör tip instanton ve 

meron çözümlerini dört boyuta taşımak için yeni bir konformal invaryant spinör model 

Akdeniz-Smailagic [10] tarafından önerildi. Bu modelde konformal invaryantlığın 

sağlanması ve etkileşme terimi kuantizasyon için gerekli pertürbasyon tekniklerine 

uygun olabilmesi için ancak üçüncü mertebeden türevlerle sağlanabildiğinden, model 

matematik bir model olmaktan öteye gidemedi.   

 

Konformal invaryant alan modelleri üzerine yapılan bu çalışmalar üzerine, Akdeniz [11] 

1982 yılında yaptığı çalışma ile 1955 yılında Gürsey tarafından geliştirilmiş bir spinör 

alan dalga denklemini [11] parçacık fizikçilerinin dikkatine sundu. Heisenberg’ in 

rüyasını [12] gerçekleştirmek için Gürsey tarafından önerilen bu denklem konformal 

simetriye haiz ilk non-lineer spinör dalga denklemidir. Bu özelliklerinden dolayı, 

Gürsey non-lineer spinör dalga denklemi (GSM), Dirac denklemine ve Heisenberg ve 

arkadaşlarının önerdiği denklemlere göre daha geniş dinamik bir simetriye sahiptir. 

Ayrıca fermiyonların dışındaki diğer spinli parçacık yapılaşmasına da açıktır. 1950’li 

yıllarda İstanbul Üniversitesinde çalışmakta olan ve Heisenberg’le bu konularda 

araştırmalar yapmış olan Kortel 1955 yılında GSM nin bir çözüm sınıfını buldu [13] . 

Kortel’in çözümleri eliptik fonksiyonların bir sınıfıydı ve Kortel bu çözümleri 

bulabilmek için, Heisenberg ansatzını (ön çözüm) kullanmıştı. Fakat bu çalışmada 

Kortel, 1950 yıllardaki teorik fizikteki beklentiler ve yönlenmeler nedeni ile bulduğu 

çözüm sınıfının simetri özelliklerini tartışmamıştır. Akdeniz [9] yaptığı çalışmada GSM 

de konformal simetrinin kırılması ile instanton ve meron tipi çözümlerini buldu. Ayrıca 

gene bu çalışmada Akdeniz, Kortel tarafından 1956 yılında GSM de bulunan çözüm 

sınıfının içinde İnstanton ve Meron tipi çözümlerin mevcut olduğunu gösterdi. Bu 

çalışma sonrası GSM dört boyutlu ve birinci mertebeden türev içermesi nedeniyle de 

tekrar teorik fizik dünyasının gündemine geldi ve gerek denklem gerekse model olarak 

üzerinde birçok çalışma yapıldı. GSM nin diğer fiziksel çözümlerinin bulunmasında, 
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modelin kuantum özelliklerinin anlaşılmasında ve yeni versiyonların yapılması 

çalışmalarında da birçok Türk fizikçisinin de imzası vardır [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]. 

Bu önemli çalışmaların çoğu Türkiye’ de yapılmıştır ve birçok tez çalışmasına konu 

olmuşlardır [21, 22, 23, 24, 25]. Ayrıca son yıllarda GSM’ nin daha yüksek boyuttaki 

instanton ve meron çözümleri bulundu [26,27]. 

 

GSM üzerine son yıllarda yapılan çalışmalarda Türk teorik fizikçilerin sürekli olarak 

özgün katkıları olmuştur ve olmaktadır. Türk teorik fizikçilerinin bu konuda yaptıkları 

katkıların cumhuriyet sonrası Türk Bilim Tarihi açısından da çok anlamlı bir yeri vardır. 

 

2.3 İNSTANTONLARIN KUANTUM ALAN TEORİSİNDEKİ ÖNEMİ 

 

İnstanton hem kuantum mekaniğinde hem de kuantum alanlar teorisinde sonlu sıfırdan 

farklı eylemlerdeki hareket denklemleri için klasik çözümdür. Daha kesin bir ifadeyle 

bu Euclidean uzay-zaman üzerinde klasik alan teorilerinin hareket denklemleri için bir 

çözümdür. Bu gibi bir teoride hareket denklemleri için çözümler eylemin kritik 

noktaları olarak düşünülebilir. Eylemin kritik noktaları yerel minimum ya da eyer 

noktaları olarak eylemin yerel maksimumları olabilir. İnstantonlar kuantum alan 

teorisinde önemlidir; çünkü a) onlar bir sistemin, klasik davranış için önde gelen 

kuantum doğrulamaları olarak yol integrallarında görülürler ve b) Yang-Mills Teori gibi 

çeşitli sistemlerde tünelleme davranışları çalışmalarında kullanılabilirler. 

 

Bir teorinin vakum yapısıyla ilgilenen kuantum alan teori çalışma, instantonlara dikkat 

çekmiştir. Saf bir vakum, bir alan teorisinde gerçek bir vakum olmayabilir. Dahası bir 

alan teoride gerçek vakum "topological vakum" olarak adlandırılan topolojik olarak eşit 

olmayan birkaç kesimin üst üste binebilmesidir. 

 

Belirli bir topolojik olarak vakum (gerçek vakumun bir sektörü) Pontryagin dizin olan 

topolojik olarak bir değişmez tarafından etiketlenmelidir. S3 nün üçüncü homotopi 

grubundan tam sayılar kümesi olması gerektiği bulunmuştur. 

 

                                                           (2.1) 
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Kaos teorisi; açık genel çözümleri olmayan, non-lineer problemlere değinmemize izin 

veren matematik, sayısal ve geometrik teknik topluluğudur. Tüm non-lineer problemler 

kaotik değildir ama tüm kaotik problemler non-lineerdir (en azından şimdi için). Non-

lineer terimin ihmal edilmediği (lineerleştirme yapılmadığı) durum için başlangıç 

şartlarına hassastır denir. Gerçek problemlerde lineerleştirme yapılmaz. Karmaşıklık 

hakkında, fraktal (kesirli) geometri; non-lineer dinamik hakkında da; Lypanov 

katsayıları (tezde değinilmemiştir), non-lineer integre-diferansiyel denklemler ve tuhaf 

çekiciler heyecan verici görüşler sunarlar. Kaos, düzenli olmaya oldukça meyilli 

düzensizliktir. Kaos, dinamik sistemde öngörülemeyen veya rastgele görüşlerin 

varlığına işaret eder. Lineer sistem kaotik salınımlar göstermez; kaotik sistem non-lineer 

eleman ya da özelliklere sahip olmalıdır. Non-lineer problemlerin tam çözümü yoktur 

ve rastgelelik içerir [28].  

 

Deterministik kaos teorisi, determinizm ve olasılığın paradoksal birlikteliğinin 

teorisidir. Determinist kaos, keyfi rastgelelik değildir; düzen içerir; stokastik çıkış olan 

rastgeleliğin integral varlığı anlamına gelir. Stokastik süreçte sistemin parametreleri 

determinist olarak değil, olasılıksal olarak zamanla gelişir. Bu da tahminde belirsizliğe 

yol açar. Buna göre her model olasılık dağıtımları ve diğer çeşitli istatistiksel faktörler 

içermelidir. Kaos teorisi determinist ile stokastiğin ortasıdır. Kaotik olmayan sistemler 

düşük seviye uyarımına duyarlı değildir. 

 

Dinamik kararlılık durumuna göre: sabit, geçici ya da kaotik olabilir. Non-lineer,  

dengesiz, determinist, dinamik olan, rastgelelik içeren (başlangıç koşullarına duyarlı), 

garip çekicilere ve pozitif Lypanov katsayılarına (tezde değinilmemiştir) sahip sisteme 

kaotiktir denir. Determinist süreçler için sebep ve etki ilişkisi yoktur. Kaos teorisi uzun 

süreli tahminler yapamaz; ama kısa süre için belirli şartlar altında, çekici birkaç boyuta 

sahipken görüş sağlanmasına neden olur. Kaotik hareket için en belirgin işaret periyot 

çiftleşmesidir [29]. Bir sistemin kaotik olması için; 

 

Sistem non-lineer, zaman serileri düzensiz olmalı, rastgele bileşenleri olmalı,  

Sistemin davranışı başlangıç şartlarına duyarlı olmalı,  

Sistemin garip çekicisi olmalı (kaosun güçlü işareti); genelde bu fraktal boyuta sahip 

olacağı anlamına gelir. 
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Lypanov katsayıları pozitif olmalıdır. 

Dağıtıcı sistemlerde Kolmogrov entropisi pozitif olmalıdır.   

 

Kaos kuramının kurucularından olan Mandelbrot, geometride kullandığımız düzenli 

biçimlerin gerçek dünya ile çelişkisini vurgulayarak 1960’larda kaos manzarasının 

geometrisini keşfetmiştir. Bu geometrinin temel objeleri “fraktal” lardır. Bunlar bir 

çizgiden daha belirsizdirler ama asla bir düzlemi doldurmazlar. Fraktallar daha küçük 

ölçülerde tekrar etmeye devam eden motifler sergilerler. Doğadaki şekiller, Öklid 

geometrisinden daha çok fraktallara yakındır. Bulutlar, kar taneleri, kıyı şeritleri,  

borsadaki dalgalanmalar ve ağaçların dalları ve yaprakları fraktal benzeri bir niteliğe 

sahiptir.   

 

Kaos teorisinden çıkmış bir başka önemli kavram da “çekici öğe”dir. Doğrusal olmayan 

pek çok sistem belli bir davranışı tekrarlamak zorundaymış gibi hareket eder. Bu bir 

çekim kuvveti ya da sistemde amaca yönelik var olma değildir, sadece sistemdeki 

hareket kuralları temelinde sistemin nereye yöneldiğini belirtir. Dört tür çekici öğeden 

bahsedilebilir:  

 

Nokta Çekiciler 

Periyodik Çekiciler 

Torus Çekiciler 

Tuhaf Çekiciler 

 

1980’lere kadar bilim adamları, doğal sistemlerin iki tür çekicisi olduğunu 

düşünmüştür. Nokta çekiciler; bir süre sonra hareketsiz hale gelen, bir noktaya 

yakınsayan sistemler, periyodik çekiciler ise; durmaksızın aynı yörüngeyi tekrarlayan 

sistemlerdir. Bu bilgiler ışığında hakim düşünce; “ bir sistem ya akar ve bir neticeye 

ulaşır ya da durmaksızın dalgalanır”  şeklindedir. Havanın sürtünmesiyle karşı karşıya 

olan basit sarkaç nokta çekicilere örnek olarak verilebilir. Periyodik çekicilere ise örnek 

olarak, bir ormandaki yılanlar ile fareler arasındaki idealleştirilmiş avcı-av sistemi 

verilebilir. Eğer çok fazla yılan olursa, tavşan nüfusu azalır ve yılanlar yiyecek 

kaynaklarını yitirir. Ancak, yılanlar açlıktan ölmeye başladığında, fareler kendilerini 
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rahatsız edecek avcıların sayısı azaldığından, nüfus olarak tekrar canlanır. Bu şekilde iki 

hayvan türü birbirleriyle bağlantılıdır, bir çevrime kilitlenmiştir.  

 

1980’lerde Fransız matematikçisi David Ruelle, tuhaf çekicileri keşfetmiştir. Bu tür 

çekiciler, kesinlikle kestirilemez olan, kaotik davranış sergileyen çekici öğelerdir. 

Düzensiz görünmeye meyilli olan tuhaf çekiciler periyodik olmayan dağıtıcı dinamik 

sistemler için çok önemlidir. Tarif edilmeleri güç olduğundan ancak ekranda 

görülmeleri gerekir. Kendilerine özgü şekilleri olduğundan bilinen metrikler ve 

ölçümlerle ifade edilemezler. Karmaşık geometrik özelliklere ve tamsayı olmayan 

fraktal boyuta sahiptirler. Tuhaf çekicilerde sistemin, kendisini nerede bulacağının 

bilinmesi mümkün değildir. Tam olarak nerede olacağı bilinmese de, bilinen; sistemin, 

tuhaf çekici üzerinde olacağıdır. Bunun nedeni, kaotik çekici dinamiğinin, kendisini 

hiçbir zaman tekrar etmemesidir. Tuhaf çekicilerin yörüngesi kendi üstüne kapanmaz, 

ayrı olarak bulunur ve başlangıç durumuna duyarlıdırlar. Bu kaos ve tuhaf çekicilerin 

karakteristiğidir ama bu çekicilerin kaotik olma zorunluluğu yoktur. Tuhaf, çekicinin 

geometrisine; kaotik ise dinamiğine işaret eder. Kaotik çekiciler aynı zamanda tuhaf 

olabilirler [28]. Bunlara örnek olarak Rössler çekicisi, Lorentz çekicisi ve Henon 

çekicisi verilebilir.  
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Çalışmalarının sonucunda bu eğrinin bir çekiciye ait olabileceğini düşündü. Sonunda 

kendi adıyla anılan bir çekici bulmuş oldu. Bir Henon çekicisini, bilgisayar yardımıyla 

ne kadar büyütülürse büyütülsün yine çok sayıda yörüngelerden oluşan bir görüntü elde 

edilir. 

 

Kaos, sistemde yakında vuku bulacak bir durumun uyarıcısı olarak yararlı olmakta,  

bazen de probleme yol açmaktadır. Düzen kaosa bozunabileceği gibi, kaos da düzene 

bozunabilir. Deneysel olarak laboratuarda kaosun kontrolü başarıldı. Kaos varlığında 

sistem, kontrol edilip istenen duruma getirebilir, kontrol sağlanması sabit değildir 

eğilebilme mevcuttur. Kaos kontrolünde teorik ve deneysel araştırmalar kaosu bir 

işaretleyici olarak kullanmayı önerir [28].   
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III. MALZEME VE YÖNTEM 

3.1 KONFORMAL DÖNÜŞÜM GRUBU 

 

Konformal bir simetri altında değişmeyen spinör alanları içeren bir Lagrange 

fonksiyonunda (modelde) vakum beklenen değerine tekabül edecek bir klasik çözümün 

konformal simetriyi kendiliğinden nasıl kırdığını ve bu kırılmayla instanton 

çözümlerinin ne gibi bir teknikle bulunduğunu anlayabilmek için konformal koordinat 

dönüşümlerini ve bu dönüşümleri oluşturduğu Lie cebrini görelim. 

Dört boyutlu konformal dönüşüm grubu; 

Öteleme                                 : ݔఓ ՜ ఓݔ ൌ ఓݔ ൅ ܽఓ                 (Jeneratörü ఓܲ) 

Dönme (uzay-zaman)             :ݔఓ ՜ ఓݔ ൌ Ωఓᇱ  (ఓఔܯ Jeneratörü)                     ఔݔ

Dilatasyon (eşel invaryant)    :ݔఓ ՜ xఓᇱ ൌ  (3.1)           (ఓܦ Jeneratörü)                        ఓݔߩ

 

Koordinat dönüşümleri ile ve buna eklenen, sırasıyla tersine çevirme, ötelenme ve 

tekrar tersine çevirme koordinat dönüşümlerinin arka arkaya tekrarlanmasından 

meydana gelmiş 

 

ఓݔ ՜ ఓݔ ൌ
௫ഋା௫మ௖ഋ
ଵାଶ௫Ԧ.௖Ԧା௖మ

             (Jeneratörü ܭఓ)                           (3.2) 

 

özel konformal koordinat dönüşümleri adı verilen dönüşümlerden oluşur. 

 

1975-1976 yıllarında skaler alanlarda konformal simetrinin kendiliğinden kırılarak 

instanton tipi çözümlerin bulunması [7,8] sonrasında 1979 yılında spinör alanlar için 

instanton tipi klasik çözümler konformal simetrinin kendiliğinden kırılmasıyla ilk kez 

Thirring modelde bulunmuştur [9]. Ancak bu modelde konformal Simetri, ߰ bir spinör 

alanı göstermek üzere  
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0หۃ ത߰߰ห0ۄ ് 0                                                          (3.3) 

 

şeklinde tanımlanan vakumun beklenen değerinin sıfırdan farklı seçilmesiyle 

kendiliğinden kırılmasıyla bulunmuştur.  

 

Kendiliğinden simetri kırılması, dejenere vakum sistemlerinde Lagrangiyende, vakum 

değerlerinden biriyle çalışma zorunluluğu olması ve vakumun Lagrangiyenin simetrisini 

paylaşmamasından dolayı dışarıdan hiçbir vasıta olmadan gerçekleşir. Örneğin gravite 

üç boyutlu simetriyi aşağı ve yukarıyı, sağ ve soldan çok farklı yaparak kırar ya da ince 

plastik bir cetvel aynı anda kenarlarından sıkılırsa eğri bir görünüş alır. Cetvel hem sağa 

hem de sola eğilebilir ikisi de sistemin temel seviyeleridir, her biri sağ sol simetriyi 

kırar. Kendiliğinden olan bu simetri kırılması, sadece iki temel seviyeyle olan 

simetridir. Sürekli simetriler daha ilginçtir: Cetveli, plastik bir örgü şişi ile değiştirelim. 

Örgü şişi sadece sağa veya sola değil her yöne bükülür. Sürekli simetri durumunda 

kütlesiz skaler (0-spin) parçacıkların belirmesi dikkate değerdir. Bu Goldstone 

bozonları, mümkün iki vakum değerini birbirine bağlayan 0-enerji uyarımlarıdır.  

3.2 KÜTLESİZ THİRRİNG MODEL VE HAREKET DENKLEMİ 

 

1958 yılında Thirring tarafından önerilen bu Thirring modelinin Lagrange fonksiyonu 

 

ܮ ൌ ఓ߲ఓ߰ߪ߰݅ ൅ ௚
ଶ
൫߰߰൯

ଶ
                                           (3.4) 

 

dur. Burada ݃ bağlantı sabiti boyutsuz bir parametre ሺ݃ ൐ 0ሻ, ߪ ise iki boyutlu Pauli 

spin matrisleridir. 
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Modelin hareket denklemi, Euler Lagrange formalizminden 

 

డ௅
డట

ൌ ఓ߲ ൬
డ௅
డഋట

൰                                                     (3.5) 

 

 

elde edilen hareket denklemi 

 

ఓ߲ఓ߰ߪ݅ ൅ ݃൫߰߰൯߰ ൌ 0                                             (3.6) 

 

dir. 
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IV. BULGULAR 

4.1 THİRRİNG SPİNÖR İNSTANTONLARI 

 

1956 yılında Kortel tarafından Gürsey Model’de [9,10] bir çözüm sınıfı bulmak için 

kullanılan Heisenberg ön çözümü [3]; c keyfi bir spinör sabiti, ߯ (s) ve ߮ (s) reel 

fonksiyonlar ve 

 

ݏ                                                  ൌ ఓଶݔ ൌ ଶݐ ൅  ଶ                                     (4.1)ݔ

 

olmak üzere, 
 

߰ ൌ ሻݏఓ߯ሺߪఓݔ݅ൣ ൅ ߮ሺݏሻ൧ܿ                                          (4.2) 

 

dır. (4.2) Heisenberg ön-çözümünü ve bu çözüm için 

 

ఓ߲ఓ߰ߪ ൌ ሻݏఓσఓ߯ሺݔఓ߲ఓൣ݅ߪ ൅ ߮ሺݏሻ൧ܿ                                (4.3) 

 

ఓ߲ఓ߰ߪ ൌ ቂ2݅߯ሺݏሻ ൅ ݏ2݅ ௗఞሺ௦ሻ
ௗ௦

൅ ఓߪఓݔ2
ௗఝሺ௦ሻ
ௗ௦

ቃ ܿ                          (4.4) 

 

െ݅݃൫߰߰൯ ൌ െ݅݃൫߯ݏଶሺݏሻ ൅ ߮ଶሺݏሻ൯ܿܿ                                (4.5) 

 

Sigma matrisli türev operatörü ifadesini(sigma matrisleri ve bu türev operatörünün 

yapısı Ek.2 de açık olarak verilmiştir.) hesaplayıp (3.6) denkleminde yerine koyarsak, 

χ(s) ve ϕ (s) fonksiyonları için aşağıdaki lineer olmayan (non-lineer) diferansiyel 

denklem sistemini buluruz. 

 

2߯ሺݏሻ ൅ ݏ2 ௗఞሺ௦ሻ
ௗ௦

െ ݃߮ሺݏሻሾ߯ݏଶሺݏሻ ൅ ߮ଶሺݏሻሿܿܿ ൌ 0                     (4.6) 

 

2 ௗఝሺ௦ሻ
ௗ௦

൅ ݃߯ሺݏሻሾ߯ݏଶሺݏሻ ൅ ߮ଶሺݏሻሿܿܿ ൌ 0                                      (4.7) 
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    Ayrıca, 

 

߯ሺݏሻ ൌ  ሻ                                             (4.8)ݖሺܨఙି|ݏ|ܣ

 

߮ሺݏሻ ൌ  ሻ                                             (4.9)ݖሺܩఛି|ݏ|ܤ

 

ݖ ൌ  (4.10)                                                      |ݏ|݈݊

 

ifadelerini tanımlayıp bu ifadeleri (4.6) ve (4.7) denklemlerinde yerine koyarak, F(z)  ve 

G(z) boyutsuz fonksiyonlara bağlı olacak şekilde yapacak olursak.  

 

Yukarıda non-lineer denklemdeki türev ifadelerini F(z) ve G(z) gibi boyutsuz 

fonksiyonlara bağlı olacak şekilde yazarsak, 

 

 

ሶ߯ ሺݏሻ ൌ ௗఞሺ௦ሻ
ௗ௦

ൌ െݏ|ߪܣ|ିఙିଵܨሺݖሻ ൅ ఙି|ݏ|ܣ ଵ
௦
ሶܨ ሺݖሻ                     (4.11) 

 

ሶ߮ ሺݏሻ ൌ ௗఝሺ௦ሻ
ௗ௦

ൌ െ߬ݏ|ܤ|ିఛିଵܩሺݖሻ ൅ τି|ݏ|ܤ ଵ
௦
ሶܩ ሺݖሻ                     (4.12) 

 

elde ederiz. Non-lineer kısmı da; 

 

݃߮ሺݏሻሾ߯ݏଶሺݏሻ ൅ ߮ଶሺݏሻሿܿܿ ൌ ሻݖଶሺܨଶఙି|ݏ|ଶܣݏሻሾݖሺܩఛି|ݏ|ܤ݃ ൅  ሻሿܿܿ  (4.13)ݖሺܩଶఛି|ݏ|ଶܤ

 

yazabiliriz ve çözüm için;  

 

߬ ൌ ଵ
ସ
ߪ     ,      ൌ ߬ ൅ ଵ

ଶ
                                             (4.14) 

 

ଶܣ ൌ  ଶ                                                         (4.15)ܤ

 

elde eder ve denklemlerde yerlerine yazarsak; 
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ሶܨఙି|ݏ|ܣ2 ሺݖሻ ൅ ఙሺ2ି|ݏ|ܣ െ ሻݖሺܨሻߪ2 െ ሻݖଶሺܨሻሺݖሺܩఙି|ݏ|ଶܣܤߙ ൅ ሻሻݖଶሺܩ ൌ 0     (4.16) 

 

ሶܩఛିଵି|ݏ|ܤ2 ሺݖሻ െ ሻݖሺܩఛିଵି|ݏ|ܤ2߬ ൅ ሻݖଶሺܨሻሺݖሺܨఛିଵି|ݏ|ଶܤܣߙ  ൅ ሻሻݖଶሺܩ ൌ 0     (4.17) 

 

ve sadeleştirmeler sonunda; 

 

ሶܨ2 ሺݖሻ ൅ ଵ
ଶ
ሻݖሺܨ െ ሻݖଶሺܨሻሺݖሺܩܤܣ݃ ൅ ሻሻܿܿݖଶሺܩ ൌ 0                          (4.18) 

 

ሶܩ2 ሺݖሻ െ ଵ
ଶ
ሻݖሺܩ ൅ ሻݖଶሺܨሻሺݖሺܨܤܣ݃ ൅ ሻሻܿܿݖଶሺܩ ൌ 0                          (4.19) 

 

  .ሻ’ ye bağlı boyutsuz denklem sistemi elde ederizݖሺܩ ሻ veݖሺܨ

 

ܿܿ ൌ േ ௦௔௕௜௧
௚

                                                          (4.20) 

 

 

İnstantonların kararlı ve eylemleri sonlu olan çözümleri için (4.20) bağıntısı 

sağlanmalıdır[9].   

 

Bu durumda (4.20) bağıntısına göre denklemlerimizde; 

 

 ܿܿ ൌ ൅஺஻
௚

                                                          (4.21) 

 

dir. Burada A ve B sabitlerdir. İnstanton çözümleri için ܤܣ değeri 1 olarak seçebiliriz. 

 

Böylece katsayının instanton çözümleri için; 

 

ܿܿܤܣ݃ ൌ 1                                                      (4.22) 

 olduğunu söyleyebiliriz.  

 

Sonuç olarak bu işlemlerle denklem (4.18) ve (4.19)’ den 
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ሶܨ2 ሺݖሻ ൅ ଵ
ଶ
ሻݖሺܨ െ ሻݖଶሺܨሻሺݖሺܩ ൅ ሻሻݖଶሺܩ ൌ 0                           (4.23) 

 

ሶܩ2 ሺݖሻ െ ଵ
ଶ
ሻݖሺܩ ൅ ሻݖଶሺܨሻሺݖሺܨ ൅ ሻሻݖଶሺܩ ൌ 0                           (4.24) 

 

şeklinde instanton çözümleri için ܨሺݖሻ ve ܩሺݖሻ’ ye bağlı boyutsuz denklem sistemi elde 

ederiz.  

 

Ayrıca ܿܿ ൏ ଵ
௚
 olduğu durum için keyfi bir değer seçilerek yapılan bir uygulama ile 

 ሻ’ ye bağlı boyutsuz lineer olmayan denklemlerin faz uzayı incelemesiݖሺܩ ሻ veݖሺܨ

yapılarak, değişim inceleyebiliriz. Bu keyfi değeri 0.06 seçecek olursak 

 

ሶܨ2 ሺݖሻ ൅ ଵ
ଶ
ሻݖሺܨ െ ሻݖଶሺܨሻሺݖሺܩ0.06 ൅ ሻሻݖଶሺܩ ൌ 0                           (4.25) 

 

ሶܩ2 ሺݖሻ െ ଵ
ଶ
ሻݖሺܩ ൅ ሻݖଶሺܨሻሺݖሺܨ0.06 ൅ ሻሻݖଶሺܩ ൌ 0                           (4.26) 

 

denklem sistemini elde ederiz. 

4.2 THİRRİNG SPİNÖR İNSTANTONLARININ FAZ UZAYINDAKİ 

DAVRANIŞLARI 

 

Bu kısımda Thirring Model instanton çözümlerinin dinamik yapısını nümerik olarak 

inceliyoruz. Non-lineer denklemlerin tam çözümlerinin olmaması, faz diyagramları ve 

garip çekicilerin non-lineer dinamik yapı hakkında bilgi vermesi nedeniyle; non-lineer 

denklem çözümlerinin dinamiği ve evrimi hakkında görüşe sahip olmak için, nümerik 

yöntemlere ve bu yöntemlerden elde edilen çözümlerin faz uzaylarına müracaat 

edilmektedir. 

 

Tezimizin özgün kısmını oluşturan Thirring spinör instantonlarının faz uzayındaki 

davranışları bölümünde ilk olarak instanton çözümleri için Şekil 4.1 ile ܨሺݖሻ െ  ሻ’yeݖሺܩ

göre denklem (4.23) ve (4.24) ile çizilen faz diyagramını veriyoruz. Devamında gelecek 

olan Şekil -  4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 da denklem (4.23) ve (4.24) için çizilmiştir. 
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Şekil 4.1: ܨሺݖሻ െ  ሻ uzayıݖሺܩ

ሻݖሺܨ െ  ሻ e göre çizilen Şekil 4.1 denklem sisteminin uzaysal faz diyagramı olarakݖሺܩ

tanımlanır. Şekilden de görülebileceği gibi ܨሺݖሻ െ  ሻ  ye göre çizilen diyagram bizeݖሺܩ

kapalı bir sistem vermektedir. Buradan da ܨሺݖሻ െ  ሻ nin birlikte kararlı olduğuݖሺܩ

sonucuna varıyoruz.  

 

 

ሻݖሺܨ

 ሻݖሺܩ
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Şekil 4.2: ݖ െ  ሻ uzayıݖሺܨ

 

 
 

Şekil 4.3: ݖ െ  ሻ uzayıݖሺܩ

 

 ݖ

 ሻݖሺܨ

 ݖ

 ሻݖሺܩ
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Şekil 4.4: ܨሺݖሻ െ ሶܨ ሺݖሻ uzayı 

 

 
 

Şekil 4.5: ܩሺݖሻ െ ሶܩ ሺݖሻ uzayı 

ሻݖሺܨ

ሶܨ ሺݖሻ 

ሻݖሺܩ

ሶܩ ሺݖሻ 



ሶܩ ሺ

 

 

Şekil, 4.1

kullanılara

ሶܨ ሺݖሻ െ ሶܩ ሺ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ሺݖሻ 

1, 4.2, 4.3,

ak çizilen ܨ

ሺݖሻ  faz uza

Şek

, 4.4, 4.5, 

ሻݖሺܨ െ ݖሺܩ

aylarını göst

2

kil 4.6: ܨሶ ሺݖ

4.6 runge

ݖ ,ሻݖ െ ݖሺܨ

termektedir

ሶܨ

23 

 

ሻݖ െ ሶܩ ሺݖሻ u

kutta met

,ሻݖ ݖ െ ሻݖሺܩ

.       

ሶܨ ሺݖሻ

uzayı 

todu ve w-

ሻ, ܨሺݖሻ െ ܨ

-plot grafik

ሶܨ ሺݖሻ, ܩሺݖሻ

k programı

െ ሶܩ ሺݖሻ ve

 

ı 

e 
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Şekil - 4.7 ve devamında gelecek Şekil - 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12; denklem (4.25) ve 

(4.26) için çizilmiştir. 

   

 
 

Şekil 4.7: ܨሺݖሻ െ  ሻ uzayıݖሺܩ

 

ሻݖሺܨ െ  ሻ e göre çizilen Şekil (4.7) denklem sisteminin uzaysal faz diyagramı olarakݖሺܩ

tanımlanır. Şekilden de görülebileceği gibi ܨሺݖሻ െ  ሻ ye göre çizilen diyagram bizeݖሺܩ

kapalı bir sistem vermektedir. Buradan da ܨሺݖሻ െ  ሻ nin birlikte kararlı olduğuݖሺܩ

sonucuna varıyoruz.  

 

ሻݖሺܨ

 ሻݖሺܩ
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Şekil 4.8: ݖ െ  ሻ uzayıݖሺܨ

 

 
 

Şekil 4.9: ݖ െ  ሻ uzayıݖሺܩ

 

 ሻݖሺܨ

 ݖ

 ݖ

 ሻݖሺܩ
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Şekil 4.10: ܨሺݖሻ െ ሶܨ ሺݖሻ uzayı 

 

 
 

Şekil 4.11: ܩሺݖሻ െ ሶܩ ሺݖሻ uzayı 

ሻݖሺܨ

ሶܨ ሺݖሻ 

ሻݖሺܩ

ሶܩ ሺݖሻ 
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Şekil 4.12: ܨሶ ሺݖሻ െ ሶܩ ሺݖሻ uzayı 

 

Şekil, 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12 runge kutta metodu ve w-plot grafik programı 

kullanılarak çizilen ܨሺݖሻ െ ݖ ,ሻݖሺܩ െ ,ሻݖሺܨ ݖ െ ሻݖሺܨ ,ሻݖሺܩ െ ሶܨ ሺݖሻ, ܩሺݖሻ െ ሶܩ ሺݖሻ ve 

ሶܨ ሺݖሻ െ ሶܩ ሺݖሻ  faz uzaylarını göstermektedir.       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ሶܨ ሺݖሻ

ሶܩ ሺݖሻ 
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V. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 
Tezimizin Genel Kısımlar bölümünde Alan Teorilerine kısa bir tarihsel giriş yaptıktan 

sonra non-lineer spinör dalga denklemleri ve çözümlerinin yanı sıra bu alanda katkıda 

bulunan fizikçileri inceledik. Son olarak instantonların kuantum alan kuramındaki 

öneminden ve instanton dinamiğinde kaotik özelliklerden bahsettik. 

 
Malzeme ve Yöntem kısmında Thirring Modelin evrime kapalı olmayacak instanton 

çözümlerinin dinamiklerini incelemeden önce, konformal dönüşüm gurubu hakkında 

bilgi verdik ve Thirring Model hareket denklemini çıkardık.  

 

Tezimizin özgün kısmını oluşturan Bulgular bölümünde Thirring Modelin eliptik 

fonksiyonlar çözüm sınıfını bulmak için Öklid uzayında yazdığımız Heisenberg ön-

çözümünü kullanarak nümerik çözümler elde etmemizi sağlayacak olan non lineer 

denklemler elde ettik. Thirring Modelin’ in instanton yapısının faz uzaylarındaki 

dinamiğini nümerik yöntemlere başvurarak inceledik. 

 

ሻݖሺܨ  െ  ሻ e göre çizilen Şekil 4.1. instanton çözümleri için (4.23) ve (4.24) denklemݖሺܩ

sisteminin uzaysal faz diyagramı olarak tanımlanır. Şekilden de görülebileceği gibi 

ሻݖሺܨ െ  ሻ ye göre çizilen diyagram bize kapalı bir sistem vermektedir. Sistemݖሺܩ

otonomdur ve uzay-zaman açılımında davranışı kararlılık göstermektedir.  

 

Şekil 4.2, 4.3 de boyutsuzlaştırdığımız uzay-zaman ile fonksiyonumuzun meydana 

getirdiği faz uzayı gösterilmektedir. Şekil 4.4, 4.5 de ise bu fonksiyonumuz ile türevinin 

oluşturduğu faz uzayı gösterilmektedir. Bu şekilleri incelediğimizde Şekil 4.2, 4.3 ü 

zaman-konum benzetimi ilişkisiyle kararlı bir Duffing titreşici özelliği göstermektedir. 

Buradan da Şekil 4.4, 4.5 teki faz uzayları incelendiğinde sistemin davranışlarında 

herhangi bir dağılma olmadığını ve sistemin kararlılık gösterdiği görülmektedir. 

ሻݖሺܨ െ ሶܨ ሺݖሻ ve ܩሺݖሻ െ ሶܩ ሺݖሻ faz uzayları, konum ve hız benzerliği ile kararlı bir 

Duffing çekicisi olan limit daire özelliği sunmaktadır.   
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Duffing denklemi önemli bir non-lineer diferansiyel denklemdir ve bir örnek çözümü 

Şekil 5.1 de gösterilmiştir[29].  

 
 (a) 

 

 
 (b) 

Şekil 5.1 

Şekil 5.1 a) Duffing denklem çözümünün zamanın konuma göre faz uzayını 

göstermektedir. b) Duffing denklem çözümünün konumun hız ile değişimini gösteren 

faz uzayıdır. 

  

 
Şekil 5.2 

 

Şekil 5.2 de görünen Duffing çekicisi sistemimizin Duffing çekicisine benzemektedir. 
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Aynı şekilde ܿܿ ൏ ଵ
௚
 olduğu keyfi bir durum olan ݃ܿܿܤܣ ൌ 0.06 ile elde ettiğimiz    

(4.25) – (4.26) denklem sisteminin ܨሺݖሻ െ  ሻ e göre çizilen uzaysal faz diyagramıݖሺܩ

Şekil 4.7 de gösterilmiştir. Burada da çizilen diyagramın kararlı bir sistem olduğu 

gözlenmektedir.     

 

Şekil 4.8, 4.9 da  ݖ െ ݖ  ሻ  veݖሺܨ െ  ሻ nin 4.25 – 4.26 denklemlerine göre çizilmişݖሺܩ

faz uzayları görülmektedir. Şekillerden görüldüğü gibi daha belirgin bir Duffing 

titreşicisi özelliği göstermektedir. Benzer şekilde Şekil 4.10 ve 4.11 deki faz uzaylarına 

bakıldığında da sistemin davranışlarında kararlılık gözlenmektedir ve Duffing çekicisi 

daha açık bir şekilde ortaya çıktığı gözlenmektedir.    

 

 

 
 

 

Şekil 5.3: ܨሺݖሻ െ  ሻ uzayıݖሺܩ

 

Bu çalışmanın bize verdiği diğer önemli bir bilgiyi de şu şekilde özetleyebiliriz.  Şekil 

5.3 faz uzayındaki grafiği ( =K=1 için) kaynak 9’da konformal simetrinin 

kırılmasıyla bulunan instantonun (sonlu eylemli ve sıfır enerjili) vakum etrafındaki 

kuantum davranışları olarak yorumlayabiliriz. Bu davranışların, yani kuantum 

geçişlerinin kararlı olduğu, instanton çözümü etrafındaki kuantum tedirgenmelerine 

bakılarak gösterilmiştir [30]. Şekil 5.3 faz uzayındaki davranışlarda bu kararlılığın (0,0) 

noktası etrafında olduğunu onaylamaktadır. Yani (0,0) noktası sabit çözüme karşılık 

ሻݖሺܨ

 ሻݖሺܩ
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gelen kararlı noktadır ve Şekil 5.3’deki yörüngelerdeki her bir dönüş de vakum 

civarındaki kuantum geçişlerine karşılık olduğu yorumlanabilir.   

 

   

 
 

 

Şekil 5.4: ܨሺݖሻ െ  ሻ uzayıݖሺܩ

 

Şekil 5.4 ܿܿ ൏ ଵ
௚
 olduğu için instantonun kuantum durumundaki davranışına karşılık 

olarak yorumlanabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ሻݖሺܨ

ሻݖሺܩ
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EKLER 
 

PAULİ VE DIRAC MATRİSLERİ 

 

1) Pauli Spin Matrisleri: 

                           

σ1= ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
01
10

                           σ2= ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ −
0

0
i

i
                          σ3= ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−10
01

  

 

olarak tanımlanır.  

 

Özellikleri:  

 

a) σ1
2 = σ2

2 = σ3
2 = I  

 

b) i) σ1. σ2 = i σ3 

      ii) σ2. σ3 = i σ1  

    iii) σ3. σ1 = i σ2      

 

c) i) [σ1,σ2] = σ1. σ2 – σ2. σ1 = 2i σ3 

   ii) [σ2,σ3] = σ2. σ3 – σ3. σ2 = 2i σ1 

  iii) [σ3,σ1] = σ3. σ1 – σ1, σ3  = 2i σ2 

 

d) σ1σ2 + σ2σ1 = σ2σ3 + σ3σ2 = σ3σ1  + σ1σ3 = 0 

 

e) σ1σ2σ3 = iI 

 

2) Dirac Matrisleri: 

               γ 0  = ⎟⎟⎠
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0
              γ 1  = ⎟⎟⎠

⎞
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⎛
− 0

0
1

1

σ
σ

     ve           γ 5  = iγ 0γ 1γ 2γ 3  

olarak tanımlanır, bunlar; 
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Özellikleri:  

 

a) { } υμυμ γγγ 2, =          Anti-komitasyon            

b) I4=μ
μγγ  

c) [ ] )(2, ggggg μυυμυμυμυμ γγγγγγγγγγγγγ −=−=  

d) υμυ
μ γγγγ 2−=  

e) gg υμυ
μ γγγγγ 4=  

f) )(2 υσμσυ
μ γγγγγγγγ gg −=  

g) )(2 τυσσυτυτσυ
μ γγγγγγγγγγγγγγ ggg +=  
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