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OZET

1958 yilinda ilk olarak Walter Thirring tarafindan onerilen Kiitlesiz Thirring model

(1+1) boyutunda taninmis, kesin ¢oziilebilir bir kuantum alan kuramidir.

Instanton hem kuantum mekaniginde hem de kuantum alanlar teorisinde sonlu sifirdan

farkli eylemlerdeki hareket denklemleri i¢in klasik ¢oziimdiir

Tezde W. Thirring tarafindan 6nerilen spinér alanli, iki boyutlu konformal invaryant
non lineer dalga denkleminin niimerik instanton ¢oziimlerinin dinamik yapilasmasi ve

evrimi incelenmis ve evrimi ifade eden faz diyagramlar ¢izilmistir.



SUMMARY

The massless Thirring model is a well-known exactly solvable quantum field theory in

(1+1) dimensions, as it has been shown, for the first time, by Walter Thirring in 1958.

An instanton is a classical solution to equations of motion with a finite, non-zero action,

either in quantum mechanics or in quantum field theory.

In this thesis, we have investigated dynamic characteristics and evolution of instanton
solutions of a two-dimensional conformal invariant wave equation with nonlinear self-

coupled spinor term had been proposed by W. Thirring.



I. GIRIS

Kiitlesiz Thirring model (1+1) boyutunda {iinlii, kesin ¢ozilebilir bir kuantum alan
kuramuidir, iki boyutlu saf fermiyonsal ve konformal simetriye sahiptir. Modeli 1958
yilinda Walter Thirring 6nermistir [1]. Daha kesin bir ifade ile Kiitlesiz Thirring model,
iki boyutta kendi kendine etkilesen tek bir kiitlesiz fermiyonun tam olarak ¢oziilebildigi
sistemdir. Euler-Lagrange denklemlerinin ve gegerli olan fermiyon veya bozon
tekniklerinin 6zelliklerine dayanarak literatiirde pek c¢ok ¢6zlim vardir. Basitligi ve
¢oOziinebilirligi géz oniinde tutuldugunda bu model alanlar teorisinde yeni fikirler ve

metotlar i¢in popiiler bir test zemini olmustur.

Instantonlar uzay-zaman agilimma sahip soliton tipi ¢dziimlerdir, bu nedenle bunlara
teorik fizik ve matematiksel fizikte énemli yerler verilmistir. Instantonlar sifir enerjili
coziimlerdir ve eylemleri sonludur. Euclidean uzay-zaman {izerinde klasik alan
teorilerinin hareket denklemleri igin bir ¢oziimdiir. Kuantum karakteri tasirlar, bu
nedenle kuarklarin vakum durumu olarak yorumlanmiglardir ve sifir enerjileriyle
vakumlar arasi gecisi verdiklerinden kuarklarin birlikte dolagsmalarini (her zaman ikili

ya da iiglii bir yagantinin i¢ine hapsedilmis olmalarini) ag¢iklamada 6nem kazanmistir[2].

Tezi su sekilde planladik. Genel Kisimlar boliimiine Alan teorilerinin tarihini kisaca
anlatarak bagladik. Hemen ardindan gelistirilmis olan bazi lineer olmayan spindr dalga
denklemleri ve ¢ozlimleri hakkinda bilgi verdik. Ayrica tezimiz i¢in Onemli olan
instantonlarin fizik camiasindaki 6neminden bahsettik. Kaos teorisi hakkinda genel
bilgiler verdik ve konumuz i¢in 6nemli olan ¢ekicilerden bahsettikten sonra konuda
yapilmis olan gelismelerden ornekler sunarak bu boliimii bitirdik. Materyal ve Metot
boliimiinde ise; konformal koordinat doniistimiiniin 6zelliklerini anlattik. 1958 yilinda
Walter Thirring tarafindan oOnerilen Thirring modeli inceledik. Ayrica bu boliimde
Thirring non lineer fonksiyonlar formundaki instanton ¢oziimiiniin faz uzayimndaki
davranislarii verebilecek non-lineer denklem sistemini bulduk. Bunun igin Oklid
uzayinda yazdigimiz Heisenberg 6n ¢6ziimiiyle [3] Giirsey Model i¢in Kortel tarafindan
uygulanan teknolojiyi takip ettik. Evrime kapali olmayan, hem uzay ve hem zaman
icersinde genisleyen instanton c¢oziimlerinin bulunusunu yine bu boliimde verdik.

Bulgular boliimiinde ise Thirring model i¢in buldugumuz non-lineer denklem sisteminin



niimerik instanton ¢ozlmlerinin faz uzayindaki davramiglarimi elde ettik ve bu
davranislar1 baglanti sabitine gore inceledik. Tartisma ve Sonug¢ boliimiinde ise
Instanton davranislarmin Duffing tipi dinamiklerle olan benzerligini yorumlamaya ve
bu davranislarin kuantum alanlar teorisindeki konformal simetri kirilmasi teknolojisiyle

bulunan sonuglarla karsilastirmasini yapmaya ¢alistik.



II. GENEL KISIMLAR

2.1 ALAN TEORILERINE KISA BiR TARIHSEL GiRi$

1926 yilinda Schrodinger’in, Bohr tarafindan kesfedilen bir atomdaki elektronlarin
acayip davranislarinin de Broglie dalga teorisini kesin matematiksel denklemlere
doniistiirmiis olmasi, yani kiiclik cisimlerin davranisinin non-lineer “kuantum dalga
denklemleri” ile belirlenebileceginin anlasilmasi ve 1930’lu yillarda Dirac tarafindan
yazilan spindr alanli non-lineer dalga denklemi ¢oziimlerinin (gene Dirac tarafindan
bulunan) elektron ve anti-elektron yorumlamasindaki basarisi, teorik fizikgileri yeni
non-lineer alan denklemleri yazmaya ve bu denklemlerin fiziksel dalga ¢oziimlerini
aramaya tesvik etti. Yeni parcaciklarin kesfedilmesi ile bu teorik calismalar ve arayislar
daha da cazibeli bir duruma geldi. Ozellikle 1950’1i yillardan itibaren teorik fizik
diinyasinda s6z konusu bu ¢abalarda biiyiilk bir artma gozlendi. Tim parcaciklar
kapsayacagi iimit edilen genis simetrilere sahip bir¢ok sayida teorik modeller gelistirildi
ve Onerildi. Non-lineer alan denklemleri iizerine yapilan bu israrli ¢alismalar ve
arayiglar en sonunda meyvesini verdi. Temel parcaciklar1 tek bir alan teorisi altinda
toplayabilmenin Oniinii agacak matematiksel yapinin temelleri atildi. 1954 yilinda iki
teorik fizik¢i, Yang ve Mills ¢ok Onceleri matematikgiler tarafindan {lizerinde ¢alismalar
yapilmigs Abelyen olmayan Lie gruplarinin siiflandirilmasint bu tip non-lineer alan
modellerine uyguladilar.[4] Geometrik olmayan simetrileri de kapsayan (global ayar) ve
alanlarin dinamik yapilagsmasin1 da verebilecek yerel ayar simetrisine sahip spinli

alanlar1 igeren model gelistirdiler.

O yillardan bugiine alan teorilerinin {lizerine yapilan ve yapilanmakta olan c¢alismalar
sirmektedir; dogadaki gravitasyon disindaki etkilesimlerin ayar teorilerinin
gelistirilmesi, bu teorilerde simetrinin kendiliginden kirilmasinin anlasilmasi, zayif
etkilegsmelerdeki ara bozonlarin hizlandiricilarda bulunmasi, ayar teorilerinin dinamik
Ozelliklerinin, ara pargacik alis verisi, bu alig veriste ortaya cikan bozukluklarin
giderilerek, Feynman diyagramlariyla ifade edilebilmesi, siiper simetri kavrami ve
birlesik alan teorileri gibi devrimci goriisler ve buluslar bu son 30 yil i¢ine sigmustir.

Parcacik fiziginin standart modeli diyebilecegimiz bu olusumlar kiimesi kozmolojide de



onemli gelismelerin Oniinii agmigtir. Standart modelin arkasi {izerine yapilan teorik

caligmalar; kiitle ¢ekimli sicim teorileri, yiiksek boyutlu modeller siirmektedir.

Parcacik fizigindeki bu hizli gelismeler, modellerle ortaya ¢ikan non-lineer alan
denklemlerin genis simetrili fiziksel c¢oOziimlerinin yeni teknikler gelistirilerek
bulunmasini (6rnegin yerel ayar teorilerdeki pertiirbasyon teknigi) ve bu ¢dziimlerin

fiziksel 6zelliklerinin ve yerinin tartisilmasini hep yaninda tagimistir.

2.2 NON-LINEER SPINOR DALGA DENKLEMLERI VE COZUMLERI

1950’11 yillar, kesfedilen parcacik sayisindaki hizli artisin da etkisiyle, teorik fizikte her
temel parcacigl bir denklemle ifade etme calismalarinin yogunluk kazandigi yillardi.
Parcaciklar1 bir denklemle ifade etmenin en dnemli nedenlerinden biri de Dirac’in spinli
parcaciklar i¢in yazdigi rélativistik kuantum 6zelligi olan ve fizik literatiiriinde *“ Dirac
Denklemi ” olarak bilinen denklemin, elektronun ve anti-elektron 6zelliklerine uygun
sonuclar vermesiydi [5]. Fakat her parcaciga bir denklem fikrinin, Ozellikle
parcaciklarin kuantum sayilarinda karisikliklara yol acacagi da asikardi. Born ve
Heisenberg bunun tek bir birlesik denklem yazmakla asilabilecegini 6ne siirdiiler. Bu
fizik¢ilere gore, tiim parcaciklarin ingsasina olanak verecek bir alan modeli non-lineer
yapida ve fermiyon 6zelligi olan bir dalga denklemi olmaliydi. Tiim pargaciklar da bu
denklemin ¢dziimiinii veren fermionsal pargaciklardan olusmaliydi. Ozellikle 1950° li
yillarda Heisenberg ve 6grencileri bu tip bir alan modeli yazmak i¢in biiyiik cabalarda
bulundular. Heisenberg ve 6grencileri Dirac denklemine benzeyen, kiitle terimine ek
olarak fermiyonlarin diger parcaciklari olusturabilmesi i¢in; kendi aralarinda
biitlinlesmeleri ifade eden terimi de iceren modeller gelistirdiler. Heisenberg’ in bu
caligmalarindan ve ¢abalarindan etkilenen bir¢ok teorik fizik¢i de benzer spindr alanl
modeller gelistirdi. Hizlandiricilarin gelismesiyle bulunan yeni deney sonuglar1 ve
arkasindan Yang-Mills tarafindan bulunan yerel ayar teorileri Heisenberg’ in bu
riiyasina son verdi. Fakat konformal simetrilere sahip spindr alanli non-lineer modeller

spinli pargaciklar olan kuarklarin kesfi ile tekrar dnem kazandilar [ 5].

1970’ 1i yillarin sonuna dogru Yang-Mills teorilerinde instanton tipi ¢dzlimler bulundu

[7]. Bu ¢ozlimlerin uzay-zamana bagli olmalar1 yaninda, vakum 6zellikleri gostermeleri



parcacik fizikgilerin biiyiik bir ilgisini ¢ekti [6]. Bu ilgi ¢esitli skaler alan modellerinde
instanton ¢oziimlerinin bulunmasi ile kendini gosterdi. Ornegin Alfaro, Fubini ve Furlan
Sigma Modelinde instanton ¢oziimleri buldu [8]. Bu gelismelere paralel olarak Akdeniz
ve Smailagic spindr tipi instanton ¢dzlimleri bulmak i¢in, iki boyutlu saf fermiyonsal ve
konformal simetriye sahip olan kiitlesiz Thirring Modeli [1] iizerinde bir laboratuar
model olarak c¢aligsmalar yaptilar ve bu modelde konformal simetrinin kirilmasi ile
fermiyon tipi instanton ve meron tipi ¢ozlimleri buldular [9]. Spindr tip instanton ve
meron ¢oziimlerini dort boyuta tasimak i¢in yeni bir konformal invaryant spinér model
Akdeniz-Smailagic [10] tarafindan Onerildi. Bu modelde konformal invaryantligin
saglanmas1 ve etkilesme terimi kuantizasyon igin gerekli pertiirbasyon tekniklerine
uygun olabilmesi i¢in ancak {igiincii mertebeden tiirevlerle saglanabildiginden, model

matematik bir model olmaktan 6teye gidemedi.

Konformal invaryant alan modelleri iizerine yapilan bu ¢aligsmalar {izerine, Akdeniz [11]
1982 yilinda yaptig1 ¢alisma ile 1955 yilinda Giirsey tarafindan gelistirilmis bir spindr
alan dalga denklemini [11] parcacik fizikgilerinin dikkatine sundu. Heisenberg’ in
riyasin1 [12] gergeklestirmek i¢in Gilirsey tarafindan onerilen bu denklem konformal
simetriye haiz ilk non-lineer spindér dalga denklemidir. Bu ozelliklerinden dolay,
Giirsey non-lineer spindr dalga denklemi (GSM), Dirac denklemine ve Heisenberg ve
arkadaslarinin onerdigi denklemlere gbére daha genis dinamik bir simetriye sahiptir.
Ayrica fermiyonlarin disindaki diger spinli pargacik yapilagsmasina da acgiktir. 1950°1i
yillarda Istanbul Universitesinde c¢alismakta olan ve Heisenberg’le bu konularda
aragtirmalar yapmis olan Kortel 1955 yilinda GSM nin bir ¢6ziim siifin1 buldu [13] .
Kortel’in ¢oziimleri eliptik fonksiyonlarin bir simifiydi ve Kortel bu ¢oziimleri
bulabilmek i¢in, Heisenberg ansatzini (6n ¢6ziim) kullanmisti. Fakat bu g¢alismada
Kortel, 1950 yillardaki teorik fizikteki beklentiler ve yonlenmeler nedeni ile buldugu
¢Oziim smifinin simetri 6zelliklerini tartismamistir. Akdeniz [9] yaptig1 ¢alismada GSM
de konformal simetrinin kirilmasi ile instanton ve meron tipi ¢dziimlerini buldu. Ayrica
gene bu caligmada Akdeniz, Kortel tarafindan 1956 yilinda GSM de bulunan ¢6ziim
sinifinin i¢inde Instanton ve Meron tipi ¢dziimlerin mevcut oldugunu gosterdi. Bu
calisma sonrast GSM dort boyutlu ve birinci mertebeden tiirev icermesi nedeniyle de
tekrar teorik fizik diinyasinin giindemine geldi ve gerek denklem gerekse model olarak

tizerinde bir¢ok caligma yapildi. GSM nin diger fiziksel ¢oziimlerinin bulunmasinda,



modelin kuantum o6zelliklerinin anlagilmasinda ve yeni versiyonlarin yapilmasi
calismalarinda da bir¢ok Tiirk fizik¢isinin de imzas1 vardir [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20].
Bu 6nemli ¢alismalarin ¢ogu Tiirkiye’ de yapilmistir ve bir¢ok tez ¢aligmasina konu
olmuslardir [21, 22, 23, 24, 25]. Ayrica son yillarda GSM’ nin daha yiiksek boyuttaki

instanton ve meron ¢oziimleri bulundu [26,27].

GSM fizerine son yillarda yapilan ¢alismalarda Tiirk teorik fizikgilerin siirekli olarak
0zgiin katkilar1 olmustur ve olmaktadir. Tiirk teorik fizikgilerinin bu konuda yaptiklari

katkilarin cumhuriyet sonrasi Tiirk Bilim Tarihi agisindan da ¢ok anlamli bir yeri vardir.
2.3 INSTANTONLARIN KUANTUM ALAN TEORISINDEKiI ONEMI

Instanton hem kuantum mekaniginde hem de kuantum alanlar teorisinde sonlu sifirdan
farkli eylemlerdeki hareket denklemleri icin klasik ¢oziimdiir. Daha kesin bir ifadeyle
bu Euclidean uzay-zaman tizerinde klasik alan teorilerinin hareket denklemleri i¢in bir
¢Oziimdiir. Bu gibi bir teoride hareket denklemleri i¢cin ¢oziimler eylemin kritik
noktalar1 olarak diigiiniilebilir. Eylemin kritik noktalar1 yerel minimum ya da eyer
noktalar1 olarak eylemin yerel maksimumlari olabilir. Instantonlar kuantum alan
teorisinde Onemlidir; ¢iinkii a) onlar bir sistemin, klasik davranis i¢in 6nde gelen
kuantum dogrulamalar1 olarak yol integrallarinda goriiliirler ve b) Yang-Mills Teori gibi

cesitli sistemlerde tiinelleme davraniglar1 ¢alismalarinda kullanilabilirler.

Bir teorinin vakum yapisiyla ilgilenen kuantum alan teori calisma, instantonlara dikkat
cekmistir. Saf bir vakum, bir alan teorisinde gercek bir vakum olmayabilir. Dahasi1 bir
alan teoride gercek vakum "topological vakum" olarak adlandirilan topolojik olarak esit

olmayan birkag kesimin iist iiste binebilmesidir.
Belirli bir topolojik olarak vakum (gercek vakumun bir sektorii) Pontryagin dizin olan

topolojik olarak bir degismez tarafindan etiketlenmelidir. S° niin {igiincii homotopi

grubundan tam sayilar kiimesi olmasi1 gerektigi bulunmustur.

m(S*) =Z 2.1



|JN> tarafindan gosterilmis olan son derece ¢ok topolojik olarak esitsiz vakum vardir ki
burada N Pontryagin dizine karsilik gelenlerdir. Bir instanton Euclidean uzay - zamanda
klasik hareket denklemlerini tatmin eden bir yapilanma alanidir ki bu topolojik olarak
farkli vakumlar arasinda bir tiinelleme etkisi olarak yorumlanilmaktadir. Bu Q olan

Pontryagin dizini olarak bir tam say1 tarafindan tekrar etiketlenir.

Instantonlar terimi klasik FEuclidean alan denklemleri yerlesmis sonlu eylem

¢Ozlimlerine karsilik gelir. Bir |hr> ve N+ Q) topolojik olarak vakumlar arasinda

tiinellemeyi 6lgmekle, O dizini ile bir instanton hayal edilebilir.
2.4 INSTANTON DINAMIGINDE KAOTIK OZELLIiKLER

Kaos, deterministik bir dinamik sistemin, baslangi¢ kosullarina asir1 duyarlilik gésteren
ve genlik, periyot gibi fiziksel parametrelerin zaman icindeki gelisimi kestirilmeyen
sonlu ve rastgele davranislar1 olarak tanimlanir. Deterministik olmayan ve dis etkilerin
rastgele oldugu sistemler ise stokastik sistemlerdir. Kaotik davranis, bir sistemde dogan
periyodik olmayan, kestirilmeyen ve baslangic sartlarina hassas bagimlilik gosteren
davranistir. Kaos teorisine gore, varliklarin ve yasalarin basit, tahmin edilebilir bir
kiimesi; karmagik ve kestirilmeyen bir sonuca sahip olabilir. Cok kiiclik degisimlerin
daha biiyiik degisimlere yol agmasi kaosun dnemli bir 6zelligidir. Bunun 6rnekleri; hava
durumu, borsa, damlayan bir musluk ya da bazen de insan kalbinin atis1 olmak iizere

kaos bir¢ok yerde karsimiza cikar.

Kaosun gerisindeki mekanizmalarin anlasilmasi, yalnizca suda yiizen bir yapragin
davranisi, diizensiz kalp atiglari ve damlayan bir muslukta degil; evrenin kiiciik ve
biiylik olgekte pek ¢ok goriiniimiinii anlamamiza da yardimci olacaktir. Bu 6zelligi
nedeniyle kaos teorisi biitlin bilim dallarinda yerini almistir. Kaosun giizel 6rneklerini
matematikte bulmak miimkiindiir. Goriiniiste ¢ok basit problemlerin ¢6ziimii son derece
karmasik davraniglar ortaya koymaktadir. Basit olmasina ragmen lineer olmayan bu tiir
problemlerin ¢oziimii ancak bilgisayarlarin devreye girmesiyle kolaylasmistir. Bu

nedenle kaos, bilgisayar ¢aginin bilimi olarak adlandirilabilir.



Kaos teorisi; agik genel ¢oziimleri olmayan, non-lineer problemlere de§inmemize izin
veren matematik, sayisal ve geometrik teknik toplulugudur. Tiim non-lineer problemler
kaotik degildir ama tiim kaotik problemler non-lineerdir (en azindan simdi i¢in). Non-
lineer terimin ihmal edilmedigi (lineerlestirme yapilmadigl) durum igin baglangic
sartlarina hassastir denir. Gergek problemlerde lineerlestirme yapilmaz. Karmasiklik
hakkinda, fraktal (kesirli) geometri; non-lineer dinamik hakkinda da; Lypanov
katsayilar1 (tezde deginilmemistir), non-lineer integre-diferansiyel denklemler ve tuhaf
cekiciler heyecan verici goriisler sunarlar. Kaos, diizenli olmaya oldukca meyilli
diizensizliktir. Kaos, dinamik sistemde Ongoriilemeyen veya rastgele goriislerin
varligina isaret eder. Lineer sistem kaotik salinimlar gostermez; kaotik sistem non-lineer
eleman ya da Ozelliklere sahip olmalidir. Non-lineer problemlerin tam ¢dzliimii yoktur

ve rastgelelik icerir [28].

Deterministik kaos teorisi, determinizm ve olasiligin paradoksal birlikteliginin
teorisidir. Determinist kaos, keyfi rastgelelik degildir; diizen igerir; stokastik ¢ikis olan
rastgeleligin integral varligi anlamina gelir. Stokastik siirecte sistemin parametreleri
determinist olarak degil, olasiliksal olarak zamanla gelisir. Bu da tahminde belirsizlige
yol agar. Buna gore her model olasilik dagitimlar1 ve diger cesitli istatistiksel faktorler
icermelidir. Kaos teorisi determinist ile stokastigin ortasidir. Kaotik olmayan sistemler

diisiik seviye uyarimina duyarli degildir.

Dinamik kararlilik durumuna gore: sabit, ge¢ici ya da kaotik olabilir. Non-lineer,
dengesiz, determinist, dinamik olan, rastgelelik iceren (baslangic kosullarina duyarli),
garip cekicilere ve pozitif Lypanov katsayilarina (tezde deginilmemistir) sahip sisteme
kaotiktir denir. Determinist siire¢ler i¢in sebep ve etki iligkisi yoktur. Kaos teorisi uzun
siireli tahminler yapamaz; ama kisa siire i¢in belirli sartlar altinda, ¢ekici birka¢ boyuta
sahipken goriis saglanmasina neden olur. Kaotik hareket icin en belirgin isaret periyot

ciftlesmesidir [29]. Bir sistemin kaotik olmasi i¢in;

Sistem non-lineer, zaman serileri diizensiz olmali, rastgele bilesenleri olmali,
Sistemin davranisi baglangi¢ sartlarina duyarl olmali,
Sistemin garip cekicisi olmali (kaosun gii¢lii isareti); genelde bu fraktal boyuta sahip

olacagi anlamina gelir.



Lypanov katsayilar1 pozitif olmalidir.

Dagitict sistemlerde Kolmogrov entropisi pozitif olmalidir.

Kaos kuramimin kurucularindan olan Mandelbrot, geometride kullandigimiz diizenli
bicimlerin gergek diinya ile ¢eligkisini vurgulayarak 1960’larda kaos manzarasinin
geometrisini kesfetmistir. Bu geometrinin temel objeleri “fraktal” lardir. Bunlar bir
cizgiden daha belirsizdirler ama asla bir diizlemi doldurmazlar. Fraktallar daha kiiciik
olgiilerde tekrar etmeye devam eden motifler sergilerler. Dogadaki sekiller, Oklid
geometrisinden daha ¢ok fraktallara yakindir. Bulutlar, kar taneleri, kiy1 seritleri,
borsadaki dalgalanmalar ve agaclarin dallar1 ve yapraklar1 fraktal benzeri bir nitelige

sahiptir.

Kaos teorisinden ¢ikmis bir bagka 6nemli kavram da “cekici 6ge”dir. Dogrusal olmayan
pek ¢ok sistem belli bir davranisi tekrarlamak zorundaymis gibi hareket eder. Bu bir
cekim kuvveti ya da sistemde amaca yonelik var olma degildir, sadece sistemdeki
hareket kurallar1 temelinde sistemin nereye yoneldigini belirtir. Dort tiir ¢ekici 6geden

bahsedilebilir;

Nokta Cekiciler
Periyodik Cekiciler
Torus Cekiciler

Tuhaf Cekiciler

1980°’lere kadar bilim adamlari, dogal sistemlerin iki tiir ¢ekicisi oldugunu
diisiinmiistiir. Nokta cekiciler; bir siire sonra hareketsiz hale gelen, bir noktaya
yakinsayan sistemler, periyodik cekiciler ise; durmaksizin ayni yoriingeyi tekrarlayan
sistemlerdir. Bu bilgiler 1s181nda hakim diislince; “ bir sistem ya akar ve bir neticeye
ulagir ya da durmaksizin dalgalanir” seklindedir. Havanin siirtiinmesiyle karsi karsiya
olan basit sarka¢ nokta ¢ekicilere 6rnek olarak verilebilir. Periyodik ¢ekicilere ise 6rnek
olarak, bir ormandaki yilanlar ile fareler arasindaki ideallestirilmis avci-av sistemi
verilebilir. Eger c¢ok fazla yilan olursa, tavsan niifusu azalir ve yilanlar yiyecek

kaynaklarini yitirir. Ancak, yilanlar agliktan dlmeye basladiginda, fareler kendilerini
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rahatsiz edecek avcilarin sayis1 azaldigindan, niifus olarak tekrar canlanir. Bu sekilde iki

hayvan tiirii birbirleriyle baglantilidir, bir ¢evrime kilitlenmistir.

1980’lerde Fransiz matematikgisi David Ruelle, tuhaf cekicileri kesfetmistir. Bu tiir
cekiciler, kesinlikle kestirilemez olan, kaotik davramis sergileyen c¢ekici 6gelerdir.
Diizensiz goriinmeye meyilli olan tuhaf ¢ekiciler periyodik olmayan dagitici dinamik
sistemler icin ¢ok Onemlidir. Tarif edilmeleri gii¢ oldugundan ancak ekranda
goriilmeleri gerekir. Kendilerine 0zgii sekilleri oldugundan bilinen metrikler ve
Ol¢iimlerle ifade edilemezler. Karmasik geometrik ozelliklere ve tamsayi olmayan
fraktal boyuta sahiptirler. Tuhaf ¢ekicilerde sistemin, kendisini nerede bulacaginin
bilinmesi miimkiin degildir. Tam olarak nerede olacag: bilinmese de, bilinen; sistemin,
tuhaf cekici tlizerinde olacagidir. Bunun nedeni, kaotik ¢ekici dinamiginin, kendisini
hi¢bir zaman tekrar etmemesidir. Tuhaf ¢ekicilerin yoriingesi kendi iistiine kapanmaz,
ayr1 olarak bulunur ve baslangi¢ durumuna duyarhidirlar. Bu kaos ve tuhaf ¢ekicilerin
karakteristigidir ama bu ¢ekicilerin kaotik olma zorunlulugu yoktur. Tuhaf, ¢ekicinin
geometrisine; kaotik ise dinamigine isaret eder. Kaotik cekiciler ayni zamanda tuhaf
olabilirler [28]. Bunlara 6rnek olarak Rdssler c¢ekicisi, Lorentz g¢ekicisi ve Henon

¢ekicisi verilebilir.
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(b) (©)

Sekil 2.1: Garip cekiciler

(a) Rossler ¢ekicisi, (b) Lorentz ¢ekicisi, (c) Henon ¢ekicisi

Sekil 2.1 (a) Rossler ¢ekicisinin ifade ettigi sistem tek noktaya g¢ekiliyor; tek denge
noktasina sahip. (b) Lorentz ¢ekicisi iki noktaya c¢ekilen; iki denge noktasina sahip
sistemin dinamigine isaret ediyor. Lorentz denklemleri, hava tahminlerinde
kullaniliyordu. Baslangi¢ sartlaria olan duyarlilik nedeniyle, uzun siireli tahminlerin
yapilamayacagi anlasildi. (c¢) Gokbilimci olan Henon yildizlarin ydriingelerini

tanimlayan bir model ¢alismalar1 sirasinda yumurta bigimli kapali bir egri elde etti.
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Calismalarinin sonucunda bu egrinin bir ¢ekiciye ait olabilecegini diisiindii. Sonunda
kendi adiyla anilan bir ¢ekici bulmus oldu. Bir Henon ¢ekicisini, bilgisayar yardimiyla
ne kadar biiyiitiiliirse biiytitiilsiin yine ¢ok sayida yoriingelerden olusan bir goriintii elde

edilir.

Kaos, sistemde yakinda vuku bulacak bir durumun uyaricisi olarak yararli olmakta,
bazen de probleme yol agmaktadir. Diizen kaosa bozunabilecegi gibi, kaos da diizene
bozunabilir. Deneysel olarak laboratuarda kaosun kontrolii basarildi. Kaos varliginda
sistem, kontrol edilip istenen duruma getirebilir, kontrol saglanmasi sabit degildir
egilebilme mevcuttur. Kaos kontroliinde teorik ve deneysel aragtirmalar kaosu bir

isaretleyici olarak kullanmay1 onerir [28].
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IIl. MALZEME VE YONTEM

3.1 KONFORMAL DONUSUM GRUBU

Konformal bir simetri altinda degismeyen spindr alanlari igeren bir Lagrange
fonksiyonunda (modelde) vakum beklenen degerine tekabiil edecek bir klasik ¢oziimiin
konformal simetriyi kendiliginden nasil kirdigmi ve bu kirilmayla instanton
cozlimlerinin ne gibi bir teknikle bulundugunu anlayabilmek i¢in konformal koordinat
dontisiimlerini ve bu dontistimleri olusturdugu Lie cebrini gorelim.

Dort boyutlu konformal doniisiim grubu;

Oteleme tX, X, =X, +ay (Jeneratorii P,)
Donme (uzay-zaman) Xy 2 X, = Qx, (Jeneratorii M,;,,)
Dilatasyon (esel invaryant) :x, = X, = px, (Jeneratorii D) 3.1)

Koordinat doniisiimleri ile ve buna eklenen, sirasiyla tersine c¢evirme, Otelenme ve
tekrar tersine c¢evirme koordinat doniisiimlerinin arka arkaya tekrarlanmasindan

meydana gelmis

x,+x%c
X = x, = & u

m W= Tazrcrc? (Jeneratorii K),) 3.2)

0zel konformal koordinat doniisiimleri ad1 verilen doniisiimlerden olusur.

1975-1976 yillarinda skaler alanlarda konformal simetrinin kendiliginden kirilarak
instanton tipi ¢Oziimlerin bulunmasi [7,8] sonrasinda 1979 yilinda spindr alanlar igin
instanton tipi klasik ¢oziimler konformal simetrinin kendiliginden kirilmasiyla ilk kez
Thirring modelde bulunmustur [9]. Ancak bu modelde konformal Simetri, 1 bir spindr

alan1 géstermek tlizere
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(0]yprp|0) # 0 (3.3)

seklinde tanimlanan vakumun beklenen degerinin sifirdan farkli secilmesiyle

kendiliginden kirilmasiyla bulunmustur.

Kendiliginden simetri kirilmasi, dejenere vakum sistemlerinde Lagrangiyende, vakum
degerlerinden biriyle ¢calisma zorunlulugu olmasi ve vakumun Lagrangiyenin simetrisini
paylasmamasindan dolay1 disaridan higbir vasita olmadan gergeklesir. Ornegin gravite
tic boyutlu simetriyi asag1 ve yukariyi, sag ve soldan ¢ok farkli yaparak kirar ya da ince
plastik bir cetvel ayn1 anda kenarlarindan sikilirsa egri bir goriiniis alir. Cetvel hem saga
hem de sola egilebilir ikisi de sistemin temel seviyeleridir, her biri sag sol simetriyi
kirar. Kendiliginden olan bu simetri kirilmasi, sadece iki temel seviyeyle olan
simetridir. Stirekli simetriler daha ilgingtir: Cetveli, plastik bir orgii sisi ile degistirelim.
Orgii sisi sadece saga veya sola degil her ydne biikiiliir. Siirekli simetri durumunda
kiitlesiz skaler (0-spin) parcaciklarin belirmesi dikkate degerdir. Bu Goldstone

bozonlar1, miimkiin iki vakum degerini birbirine baglayan 0-enerji uyarimlaridir.

3.2 KUTLESIZ THIRRING MODEL VE HAREKET DENKLEMI

1958 yilinda Thirring tarafindan 6nerilen bu Thirring modelinin Lagrange fonksiyonu

L= o0, +2p)’ (3.4)

dur. Burada g baglant1 sabiti boyutsuz bir parametre (g > 0), 0 ise iki boyutlu Pauli

spin matrisleridir.
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Modelin hareket denklemi, Euler Lagrange formalizminden

elde edilen hareket denklemi

i0, 9,9 + g (P = 0

dir.

(3.5)

(3.6)
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IV. BULGULAR

4.1 THIRRING SPINOR INSTANTONLARI

1956 yilinda Kortel tarafindan Giirsey Model’de [9,10] bir ¢oziim smifi bulmak i¢in
kullanilan Heisenberg 6n ¢oziimii [3]; ¢ keyfi bir spindr sabiti, Y (s) ve @ (s) reel

fonksiyonlar ve

s=x,°=t*+x° 4.1)
olmak iizere,

Y= [ixﬂa“)((s) + <p(s)]c 4.2)

dir. (4.2) Heisenberg 6n-¢ozlimiinii ve bu ¢oziim i¢in

0,0, = 0,0, [ix“csﬂ)((s) + <p(s)]c (4.3)
0,0, = [21)((5) + 2is —— X( D 4 ox X0, Hd‘g—(s)] c (4.4)
—ig(y) = —ig(sx*(s) + 9*())ec (4.5)

Sigma matrisli tlirev operatorii ifadesini(sigma matrisleri ve bu tiirev operatdriiniin
yapist Ek.2 de agik olarak verilmistir.) hesaplayip (3.6) denkleminde yerine koyarsak,
x(s) ve @ (s) fonksiyonlar1 icin asagidaki lineer olmayan (non-lineer) diferansiyel
denklem sistemini buluruz.

X()

2x(s) + 2s === gp(s)[sx?(s) + p*(s)Jcc = 0 (4.6)

2229+ gx()[sx?(s) + ¢*(s)]ec = 0 4.7)
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Ayrica,
x(s) = Als|™°F(2) (4.8)

@(s) = Bls|7"G(2) (4.9)

z = In]s| (4.10)

ifadelerini tanimlayip bu ifadeleri (4.6) ve (4.7) denklemlerinde yerine koyarak, F(z) ve
G(z) boyutsuz fonksiyonlara bagl olacak sekilde yapacak olursak.

Yukarida non-lineer denklemdeki tiirev ifadelerini F(z) ve G(z) gibi boyutsuz

fonksiyonlara bagli olacak sekilde yazarsak,

1(s) = dfl—“ = —Acls| "' F(2) + Als| S F (2) @.11)
p _de(s) _ -7-1 e
¢(s) = el TB|s| G(z) + B|s]| . G(z) (4.12)

elde ederiz. Non-lineer kismi da;
9o () [sx*(s) + p?(s)Icc = gBls|*G(2)[sA?|s|*°F?(z) + B*|s|7**G(2)]cc (4.13)
yazabiliriz ve ¢dziim i¢in;

, o=T+- (4.14)

=

A? = B2 (4.15)

elde eder ve denklemlerde yerlerine yazarsak;
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24|s|77F (2) + Als|™° (2 — 20)F (2) — aBA2|s|°G(2) (F*(2) + G%(2)) = 0  (4.16)
2B|s|""1G(2) — 2tB|s|""1G(2) + aAB?|s|""F(2)(F2(2) + G%(2)) =0  (4.17)
ve sadelestirmeler sonunda;
2F(2) + %F(z) — gABG(2)(F2(2) + G%(2))cc = 0 (4.18)
2G(2) =G (2) + gABF (2)(F2(z) + G*(z))cc = 0 (4.19)

F(z) ve G(z)’ ye bagli boyutsuz denklem sistemi elde ederiz.

(4.20)

Instantonlarin  kararli ve eylemleri sonlu olan ¢oziimleri icin (4.20) bagmtist

saglanmalidir[9].

Bu durumda (4.20) bagmtisina gére denklemlerimizde;
AB
cc=+=- (4.21)

dir. Burada A ve B sabitlerdir. Instanton ¢dziimleri igin AB degeri 1 olarak segebiliriz.
Boylece katsayinin instanton ¢oziimleri i¢in;

gABtc =1 (4.22)

oldugunu soyleyebiliriz.

Sonug olarak bu islemlerle denklem (4.18) ve (4.19)’ den
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2F(2) + %F(z) —G(2)(F2(2) + G%(2)) =0 (4.23)
2G(z) — gc(z) +F(2)(F(2) + G%(2)) = 0 (4.24)

seklinde instanton ¢6ziimleri igin F(z) ve G(z)’ ye bagli boyutsuz denklem sistemi elde

ederiz.

Ayrica cc <§ oldugu durum i¢in keyfi bir deger secilerek yapilan bir uygulama ile

F(z) ve G(z)’ ye bagh boyutsuz lineer olmayan denklemlerin faz uzay:1 incelemesi

yapilarak, degisim inceleyebiliriz. Bu keyfi degeri 0.06 segecek olursak
2F (2) + 2 F(2) — 0.06G(2)(F?(2) + G*(2)) = 0 (4.25)
2G(2) — %G(z) + 0.06F (2)(F%(2) + G%(2)) = 0 (4.26)
denklem sistemini elde ederiz.

42 THIRRING SPINOR INSTANTONLARININ FAZ UZAYINDAKI
DAVRANISLARI

Bu kisimda Thirring Model instanton ¢dzlimlerinin dinamik yapisin1 nlimerik olarak
inceliyoruz. Non-lineer denklemlerin tam ¢dziimlerinin olmamasi, faz diyagramlari ve
garip cekicilerin non-lineer dinamik yap1 hakkinda bilgi vermesi nedeniyle; non-lineer
denklem ¢o6ziimlerinin dinamigi ve evrimi hakkinda goriise sahip olmak icin, niimerik
yontemlere ve bu yoOntemlerden elde edilen ¢oziimlerin faz uzaylarina miiracaat

edilmektedir.

Tezimizin 0zgiin kismini olusturan Thirring spindr instantonlarinin faz uzayindaki
davranislar1 boliimiinde ilk olarak instanton ¢oziimleri i¢in Sekil 4.1 ile F(z) — G(z)’ye
gore denklem (4.23) ve (4.24) ile ¢izilen faz diyagramini veriyoruz. Devaminda gelecek

olan Sekil - 4.2,4.3,4.4,4.5, 4.6 da denklem (4.23) ve (4.24) i¢in ¢izilmistir.
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Sekil 4.1: F(z) — G(z) uzay1
F(z) — G(z) e gore gizilen Sekil 4.1 denklem sisteminin uzaysal faz diyagrami olarak
tanimlanir. Sekilden de goriilebilecegi gibi F(z) — G(z) ye gore ¢izilen diyagram bize
kapali bir sistem vermektedir. Buradan da F(z) — G(z) nin birlikte kararli oldugu

Sonucuna varityoruz.



1.5

21

F(z) o

-1.5

o

1.5

10

20 30
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Sekil 4.4: F(z) — F(z) uzay
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Sekil 4.5: G(z) — G (2) uzay




23

[Vl
r~
\:\\\\)///ﬂ, :
7 N -
Yy , ///
/4 RN i
Vi A\ 5
117 W i}
e //// _
! / // _
\ \ \m\ ﬁ/ _
i N -8
/UNNNN/ _
W
W
\ _
i IF
/./,/7 -
/muu,ﬁ/ :\ T
/ﬂ%/ \_\ / s ~
R _\ - !
j \“\ W“n\ i
/_// m“\ / u“\ )
/// A \\m / -
N A o)
// \ \\\\x\\x -
V,, N gy
/Nﬁﬁm; n“m\m\ / -
< e
T T T T T T T T _ T T T T _ T T T _ T T T T —.f-r“
ST | 5 0w

Sekil 4.6: F(z) — G(z) uzay1

Sekil, 4.1, 4.2, 43, 44, 4.5, 4.6 runge kutta metodu ve w-plot grafik programi

kullamlarak ¢izilen F(z) — G(2), z— F(2), z — G(2), F(2) — F(2), G(2) — G(z) ve

F(z) — G(z) fazuzaylarim gostermektedir.
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Sekil - 4.7 ve devaminda gelecek Sekil - 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12; denklem (4.25) ve
(4.26) i¢in ¢izilmistir.

D
)
N
—
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

F(z)
Sekil 4.7: F(z) — G(z) uzay1

F(z) — G(z) e gore gizilen Sekil (4.7) denklem sisteminin uzaysal faz diyagrami olarak
tanimlanir. Sekilden de goriilebilecegi gibi F(z) — G(z) ye gore ¢izilen diyagram bize
kapali bir sistem vermektedir. Buradan da F(z) — G(z) nin birlikte kararli oldugu

sonucuna vartyoruz.
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Sekil 4.11: G(z) — G(z) uzay1




27

—_—

.
o

[ .
o o
| L1 11 | L1 11 | L1 11 | L1 11

Q-
~
N
—
o

]
o
()]

1
~ S
o (S}
I BT I B E B

1
—_

-1 75 -5 -25 0 25 5 75 1
F(2)

Sekil 4.12: F(z) — G(2) uzay1

Sekil, 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12 runge kutta metodu ve w-plot grafik programi
kullamlarak ¢izilen F(z) — G(2), z—F(2), z— G(2), F(2) — F(2), G(2) — G(z) ve

F(z) — G(z) fazuzaylarm gostermektedir.



28

V. TARTISMA VE SONUC

Tezimizin Genel Kisimlar boliimiinde Alan Teorilerine kisa bir tarihsel giris yaptiktan
sonra non-lineer spindr dalga denklemleri ve ¢oziimlerinin yam sira bu alanda katkida
bulunan fizikgileri inceledik. Son olarak instantonlarin kuantum alan kuramindaki

oneminden ve instanton dinamiginde kaotik 6zelliklerden bahsettik.

Malzeme ve Yontem kisminda Thirring Modelin evrime kapali olmayacak instanton
¢Ozlimlerinin dinamiklerini incelemeden once, konformal doniisiim gurubu hakkinda

bilgi verdik ve Thirring Model hareket denklemini ¢ikardik.

Tezimizin 6zgiin kismint olusturan Bulgular boliimiinde Thirring Modelin eliptik
fonksiyonlar ¢dziim smifim1 bulmak i¢in Oklid uzayinda yazdigimz Heisenberg &n-
¢Oziimiinii kullanarak niimerik ¢oziimler elde etmemizi saglayacak olan non lineer
denklemler elde ettik. Thirring Modelin’ in instanton yapisinin faz uzaylarindaki

dinamigini niimerik yontemlere bagvurarak inceledik.

F(z) — G(z) e gore ¢izilen Sekil 4.1. instanton ¢dzlimleri i¢in (4.23) ve (4.24) denklem
sisteminin uzaysal faz diyagrami olarak tanimlanir. Sekilden de goriilebilecegi gibi
F(z) —G(z) ye gore gizilen diyagram bize kapali bir sistem vermektedir. Sistem

otonomdur ve uzay-zaman agiliminda davranisi kararlilik géstermektedir.

Sekil 4.2, 4.3 de boyutsuzlastirdigimiz uzay-zaman ile fonksiyonumuzun meydana
getirdigi faz uzayi gosterilmektedir. Sekil 4.4, 4.5 de ise bu fonksiyonumuz ile tiirevinin
olusturdugu faz uzay1 gosterilmektedir. Bu sekilleri inceledigimizde Sekil 4.2, 4.3 i
zaman-konum benzetimi iliskisiyle kararli bir Duffing titresici 6zelligi gostermektedir.
Buradan da Sekil 4.4, 4.5 teki faz uzaylan incelendiginde sistemin davranislarinda
herhangi bir dagilma olmadigini ve sistemin kararlilik gosterdigi goriilmektedir.
F(2) — F(2) ve G(z) — G(z) faz uzaylari, konum ve hiz benzerligi ile kararli bir

Duffing ¢ekicisi olan limit daire 6zelligi sunmaktadir.
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Duffing denklemi 6nemli bir non-lineer diferansiyel denklemdir ve bir 6rnek ¢oziimii

Sekil 5.1 de gosterilmistir[29].

1.8 11— T [ T | T I T I T —
‘ |
= 0.0
s ! | ! | . | . | . i
0 100 200 300 400 500

(a)
1.0 &
0.5
> 0.0
-0.5

'l'?l-s 09 00 09 1.8

X

(b)

Sekil 5.1

Sekil 5.1 a) Duffing denklem ¢Oziimiiniin zamanin konuma gore faz uzayini
gostermektedir. b) Duffing denklem ¢6ziimiiniin konumun hiz ile degisimini gdsteren

faz uzayidir.

Restari wifh new setings.

Sekil 5.2 de goriinen Duffing ¢ekicisi sistemimizin Duffing ¢ekicisine benzemektedir.
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Aymi sekilde cc <§ oldugu keyfi bir durum olan gABcc = 0.06 ile elde ettigimiz
(4.25) — (4.26) denklem sisteminin F(z) — G(z) e gore ¢izilen uzaysal faz diyagrami
Sekil 4.7 de gosterilmistir. Burada da ¢izilen diyagramin kararli bir sistem oldugu

gbzlenmektedir.

Sekil 4.8, 49 da z—F(z) ve z— G(z) nin 4.25 — 4.26 denklemlerine gore ¢izilmis
faz uzaylar1 goriilmektedir. Sekillerden goriildiigii gibi daha belirgin bir Duffing
titresicisi O0zelligi gostermektedir. Benzer sekilde Sekil 4.10 ve 4.11 deki faz uzaylarina
bakildiginda da sistemin davranislarinda kararlilik gézlenmektedir ve Duffing cekicisi

daha acik bir sekilde ortaya ¢iktig1 gozlenmektedir.

e
;.y* =

G(z)

F(z)

Sekil 5.3: F(z) — G(z) uzay1

Bu caligmanin bize verdigi diger dnemli bir bilgiyi de su sekilde 6zetleyebiliriz. Sekil

5.3 faz uzayindaki grafigi (gAB¢c=K=1 icin) kaynak 9’da konformal simetrinin

kirilmasiyla bulunan instantonun (sonlu eylemli ve sifir enerjili) vakum etrafindaki
kuantum davraniglart olarak yorumlayabiliriz. Bu davraniglarin, yani kuantum
gecislerinin kararli oldugu, instanton ¢Oziimii etrafindaki kuantum tedirgenmelerine
bakilarak gosterilmistir [30]. Sekil 5.3 faz uzayindaki davraniglarda bu kararliligin (0,0)

noktasi etrafinda oldugunu onaylamaktadir. Yani (0,0) noktasi sabit ¢oziime karsilik
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gelen kararli noktadir ve Sekil 5.3’deki yoriingelerdeki her bir doniis de vakum

civarindaki kuantum gecislerine karsilik oldugu yorumlanabilir.

G(2) 0—

F(2)
Sekil 5.4: F(z) — G(z) uzay1

Sekil 5.4 cc <§ oldugu icin instantonun kuantum durumundaki davranigina karsilik

olarak yorumlanabilir.
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EKLER

PAULI VE DIRAC MATRISLERI

1) Pauli Spin Matrisleri:

olarak tanimlanir.
Ozellikleri:
a) ('512: 022: 032 =1

b)i) o). 6,=103
11) 02. O3 = 1 O1

lll) 03. 01— 1 (o))

¢) i) [61,62] = 61. 62— 02 61 = 2i G3
i1) [02,03] = 02. 03— 03. 62, = 21 G}

111) [03,01] = 03,01 —01,03 = 21 ()}
d) 0,0, + 0,061 = 0,063 + 0362 = 0367 + 0163 =0
e) 016203=i1

2) Dirac Matrisleri:

I 0 0 o .
y° :(0 ]] y! :( 1 ] ve 5 =iyl ly 2y’
-1 _

olarak tamimlanir, bunlar;
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1o 10 0 0
Lo oo i 01 0 o
Y'=[o 0 -1 o0 = Yo=l0 0 _1 o

00 0 -1 00 0 0

0 0 0 1 00 0 -1
1o 0o 10 B 00 -1 0
"l Z10 0 B o1 0 o

-1 0 0 0) 100 0

0 0 0 —i 0 0 0 i
, o 0 o B 0 0 —i 0
"o i 0 o B 270 i 0 o

-1 00 0 i 0 0 0

01 0 01 0

. 00 —1 B 00 —1
T 0 0 B B 1000 o
0 10 0 0 10 0,

0 -1 0 001 0

s 0 0 -1 B 000 1
"7l 0 0 o - 571 0 0 0

0 -1 0 0, 0100
Ozellikleri:

a) ",y }: 2947 Anti-komitasyon

b) y'y, =41

o Ly v =y vy =20ty -y )
d) Yy, v, =-27,

) Y'YV Vu =470

D V1 VeVu ==20s7.7,)

8) ViV ¥V Vol Vo =200 V¥ Vo T VoV Vo¥e)
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