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OZET

Bu ¢ahsmada sonlu farklann oOzellikleri ve sonlu farklarla interpolasyon formlan
verilmistir. g-integer noktalar: ve temel ozellikleri verilerek sonlu farklarla arasindaki iligki
ortaya konmus ve g-fark interpolasyon formu olusturulmustur.

Caligmanin son kisminda boltinmiiy fark interpolasyon formu ve g-fark interpolasyon

formu karsilagtirilmigtar.
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ABSTRACT

In tis study, the features of finite differences were given and interpolation forms of finite
differences have been introduced. By giving both g-integers and their features, the
relationship between finite differences and g-integers has been observed and a new form of

interpolation polynomial has been built.

At the end of this study, Newton divided difference interpolation form and g-difference
interpolation form have been compared.

Key Words: interpolation forms, finite differences, g-integers, g-difference operator
Page number :76

Adviser : Prof. Dr. Zeynep Fidan KOCAK



SEMBOLLER DiZiNi

A4 Her
3 En az bir
C [a s b] [a, b] kapali aralifinda stirekli fonksiyonlarin uzay1
A Ileri fark operatdrii
\ Geri fark operatoril
Aq q-fark operatérii
E,r,, Kaydirma operatoril
I Birim fonksiyon
Lf’n (x ) n. dereceden Lagrange polinomu
7T (x ) Newton baz polinomu
Vv Vandermonde matrisi
M Newton matrisi
i ] g-integer noktasi
K ] ! g-faktoriyel
“n
p g-binom katsayilar
@) .
| X ] m. Dereceden g-faktoriyel polinomu

Dq g-tlirev operatiri



SEKILLER DIiZIiNi

Sekil No

Sekil 1.1.1  ffonksiyonuna lineer yaklagimin grafigi

Sayfa No

VI



Vil

TABLOLAR /CiZELGELER DIiZIiNi

Tablo No Sayfa No
Tablo 2.1.1. BoHinmiis fark tablosu 12
Tablo 2.2.1 [leri fark tablosu 23

Tablo 2.3.1 Geri fark tablosu 32



1. GIRIS

Tammli bir f(x) fonksiyonunda farkh x degerleri verilerek, bu x degerlerine karsilik gelen
f(x) degerleri bulunabilir. Dolaysiyla istenilen bir x degerine karsilik gelen f(x) degeri
analitik fonksiyon i¢in miimkiindiir. Ancak fonksiyonu (analitik ifadesi) bilinmeyen sadece x
noktalarindaki degerleri bilinen gozlem ve deneye dayali verilerin olmasi durumunda bilinen
x degerlerinin arasinda veya digindaki noktalarda degerlerine ihtiya¢ duyulabilir. Bu iglem bir
ara deger bulma problemidir. Ara deger bulma isleminde sonlu fark tablolari sikga
kullanmlir(Dikmen).

Tablo halinde verilen hassas sayisal deZerler veya ayrik noktalardan olusan grafikler igin
ara deferlerin bulunmasi islemi Interpolasyon olarak; verilen noktalarin disindaki degerlerin
bulunmasi islemi de extrapolasyon olarak adlandirilir. Interpolasyon igin yaygin olarak
kullamlan yontem, noktalardan gegen polinom kullanmakiir. Interpolasyon polinomlar
nitmerik analizde dnemli bir yer tutar. Bu ¢aligmada once esit arahikli noktalar igin sonlu
farklar tizerinde duracagz. Fark tablolan sadece elverigli el hesaplari igin degil ayn1 zamanda
yaklasimdaki hatay1 tahmin etmek, degerlendirebilmek i¢in de diizenlenir. Bu nedenle farklar
{izerine kurulmus metotlar dijital ortamda gok kullamglidir. Ciinkii ¢ok etkili hesap teknikleri
sunmaktalar ve hesabin kesinliginin kontrolii igin kullaniabilirler(Isaacson, Keller, 1994).

Polinom esit aralikli noktalardan gegtifinde, interpolasyondaki hatay: inceleriz. Bu hata
genellikle, Interpolasyon noktalarmimn araliginin merkezine daha az yakindir ve aralik diginda
hizlica biiyiir (extrapolasyon). Bu yiizden elverigli bir degerlendirme igin Interpolasyon
araligmmn merkezine yakin olan 8zel Interpolasyon formlan olusturulur(Isaacson, Keller,
1994). |

Bu calismada 6ncelikle Interpolasyon tekniklerinin uygulanmasmda kolaylik saglayan
bazi tammlar ve esit aralikli noktalar igin sonlu fark tablolar verilecek, bazi interpolasyon
teknikleri izah edilecektir. Ayrica ardisik noktalarn esit aralikli olmadig1 fakat bu noktalarin
geometrik bir arti iginde oldugu &zel Interpolasyon polinom formlar: ortaya konacaktir. Bu
ortak geometrik artisa q ile gdsterecegiz. Daha sonra g-integer tanimi verilecek ve bunun

sonlu farklarla iliskisi ortaya konacaktir(Isaacson, Keller, 1994).



1.1. interpolasyon

Bir f fonksiyonunun X; noktasindaki degerini fl
X;,1 noktasindaki degerini fm

X;+rp noktasindaki degerini Jiur ile gosterelim.
Farkli x, ve X, noktalannda bir f fonksiyonunun aldig: degerler verilsin.
Po=tve p=f; (1.1.1)
kosullarn: saglayan lineer bir p fonksiyonuile [ ’ye yaklasabiliriz.
p’ve lineer interpolasyon polinomu diyoruz. p polinomunun X, ve X, noktalar diginda

aldigr degerleri de hesaplayabiliriz ve bu f fonksiyonu igin bir yaklagim olur. Bu siireg

lineer interpolasyon olarak adlandirlir.

y

A

Sekil 1.1.1: Lineer Interpolasyon

Geometrik olarak bdyle bir p “nin var ve tek oldugu agiktir.

p(x¥)=ax+b i¢in (1.1.1) kogulunu kullanarak a ve b katsayilanm hesaplayabiliriz ve

dogrudan lineer Interpolasyon polinomu elde edebiliriz.
p(x;)=ax,+b=f(x)
p(x)=ax+b=f(x)

Buradan



fimfy ve b= Ao "Xy bulunur. Béylece;

a =
X)X Xy Xy
fi=fy o XSo—Tec,
p(x) ===ty (1.1.2)
X, — X, X, X,
elde edilir.
o Buifadeyi diizenlersek p{x) polinomu ayn: zamanda Lagrange simetrik formunda
( _h= ) xSy =X fo XSy X fy F xSy = X [y
p(x)= X+ -
XX 1% Xp— Xy
Xy =X X=X,
p(x)= Jot Ji (1.13)
X, — X, X, X,

o YadaNewton boliinmiig fark formunda

p(x) = FATTo HSo = X0 ¥ oo oo

X =X,

_ f{}.(xl _x0)+ﬁ°(x“x0)"'~ﬁ)~(x”xo)

XXy

X, — X,

p(x)ﬂﬂ)+(x_x0)_[_fa;f9.] (1.1.4)

ifade edebiliriz.

Teoreml.l.1: En fazla n. dereceden olan polinomlarin kiimesini Pn ile gOsterelim. f

fonksiyonunun farkli Xy, X;,..., X,, noktalarmdaki degerleri verilsin.
J=0,1.n igin P, (%,)=F(%;) ve
p.(x)=a,+a.x+a,x" +..+a,x"

olacak sekilde tek bir p,, € P, polinomu vardir(Phillips,2003).



Ispat: Bu teoremi ispatlamak i¢in n+1 bilinmeyenli (ao,al,az,...,a,,), n+1 denklem

sistemine ihtiyacimiz vardir.

_ L2 n .
pn(xj)ﬂaﬂ+al.xj~iwa2.xj tota, X, 0<j<n (1.1.5)
Buradan;
Ux x - o x4 5o
1 x, x . . . ox|le S
B (1.1.6)
1 x, x x, j\a, Ja

sistemi elde edilir.

2 n
| A .
2 n
1 x x . . . X
Vo=
(1.1.7)
2 n
1 x, x . . . X,

Vandermonde olarak adlandrrilan bu matris non-singular ise sistemin tek ¢dziimii vardr.

1 x, x2 . . . ox
2 ‘
1 % x . . . x
V(x)=V (%0, %p5000%,00%) =
1 x, x x,

fonksiyonunu diisinelim.
V(x) € P oldugu agiktir. Aynca i=0,1,...,n~1 olmak lizere V(xj) icin, iki aym satir
elde edileceginden, determinantin degeri sifir olacaktir. Oyleyse A4 katsayisi sadece

Xy»Xpseees X,y ‘e bagl olmak lizere;

V(x) = V(xo,xl,...,xn_i,x) = A.(x - x(}).(x—~x1)...(x—xn_1) yazilabilir.



A Katsayisini hesaplamak igin ¥ (x) determinantim son satira gre agalim.

2
X, Xy . . . X
2
x5oox .. X
H+2 . . .
Viz)=(-1)"" o+
2 n
M X1
n n-1
1 o %9 1 % Xg
2 " n-1
1 & Xy 1 5 Xy
n+3 2.n42
+(-)" x| SR C § I
2 n -1
1 xnwi . . . xn—l }. xn~1 . . . ‘xnml

Bu determinant aciliminda X" teriminin katsayisinin ¥ { Xy, X;,..., X, } oldugu goriiliir.
¢ Y 97 -1 Zu g

O halde;

V (X Xppenes X g5 X) = \V(xo,xl,...,xn_l).(x—xo).(xwxl)...(x—xn_l)

A

yazilabilir. Buradan X = X, i¢in

V (Xgs Xyyers Xy 15 % ) = V (X5 Xy eees X g )-(3, = %0 ) (3, = 2 )ore(%, %, ;)
elde edilir, Bu egitlikten yararlanarak,

V(xo,xl) =X, — X,

V(%45 %,%,) = V(xﬂ,xl).(xz —x, )(%, =% )= (%, =%, )-(x, =%, ) (%, — x,)
bulunur. O halde;

det(V)=[](x-x,),0<j<i<n (1.1.8)

i>f
olarak verilir.
X4 Xy5--» X, noktalan farkli oldugundan det{V} sifir olamaz. Bdylece V' matrisi non-

singulardir ve (1.1.6) sisteminin tek ¢6ziimil vardir. Buradan su sonuca variriz;



Farkli X,,X,...,X, noktalarinda tammlanan f fonksiyonu i¢in j=0,l,...,n igin

P, (xj)w f (xj) olacak sekilde tek bir p, € P, polinomu vardir. Boylece ispat

tamamlanmus olur. Bu P, polinomu, interpolasyon polinomu olarak adlandmilr. P,

polinomunun derecesi »’den daha az olabilir. Omegin, eger biitiin (x 7 I (x S )) n+1 tane
nokta bir dogru lizerinde yer aliyorsa interpolasyon polinomunun derecesi 1 ya da 0
olacaktir. Derecenin 0 olmast durumu tim f (x ; ) ’lerin esit olmasiyla ortaya gikabilecek
bir durumdur.

e Matrisi Vandermonde matrisi olan (1.1.6) sistemini ¢bzmeye gerek yoktur. Cilinkit p,

interpolasyon polinomu bagka yollarla kolayca elde edilebilir.

»eers X" baz polinomlarim kullanmak yerine

, O<j<n, i#] (1.1.9)
ey \ X1 T X

olan L9>L1"'s Ln temel polinomlanm kullanahm. Her bir L (x) (i=0,1,...,n)

polinomu #. derecedendir. Ve X = X; i¢in L, (x) ‘1” degerini ve i # j igin diger tim X;

noktalarinda ‘0* degerini alir. Ornegin;
(5=3,). (5=, )5 -%,)

5o ()= ) () () 0

L, (xﬂ) =1 ve | < j<nigin Lo(xj) =0 dr.
Boylece f(%).L,(x), X=X, noktasmda f(%;) degerini, diger noktalarda sufir

degerini alir. O halde p, (JC) interpolasyon polinomunu, L, (x) temel polinomlar:

cinsinden

n

Pn(x)=2f(xf)-Lf (x) (1.1.10)

i=0



olarak ifade edilir ve Lagrange interpolasyon polinomu olarak adlandirilir.

Gorildiigt gibi verilen bir f fonksiyonu igin p,, interpolasyon polinomu, f ’nin farkl
Xy, X505 X, moktalarindaki degerleri kullanilarak elde edilmistir. p, polinomunun tim

X;’lerden farkli xmnoktalarinda aldifi degerleri hesaplayabilir ve bunu f (x) igin

yaklasimda kullanabiliriz. Bu stirec interpolasyon olarak adlandirilir(Phillips, 2603).



2. SONLU FARKLAR

e Lagrange interpolasyon polinomunu kullanmanin iki dezavantaji vardir. Birincisi ¢cok
fazla aritmetik islem gerektirmesidir. Ikincisi ve en onemlisi ise Lagrange
interpolasyon formunda, bagka bir interpolasyon noktasi eklendiginde veya
gikanldiginda hesaplamalara yeniden baglamak zorunda kalmamizdir. Lagrange
interpolasyon formu bu konuda eksik kalmaktadir. Ve Onceki polinomu kolayca
degistirerek daha yiiksek dereceden yeni interpolasyon polinomu elde
edilememektedir. Dolayisiyla yeni bir nokta eklendiginde, daha yiiksek dereceden
yeni interpolasyon polinomunu kolayca elde edebilecegimiz bir interpolasyon formu
aramaliy1z(Phillips, 2003).

2.1. BOLUNMUS FARKLAR

¢ Isaac Newton (1642-1727) interpolasyon polinomu elde etmenin sik bir yolunu
bulmustur. 1, x, x%,..,x" bazim veya temel L, polinomlarm kullanmak yerine en
fazla n. dereceden olan

1 ,i=0

E"(x)x{(xwxo).(x—xl)...(xwx,._i),lSiSn @1.1)

seklinde tammlanan 7y, 7Tys s 7, polinomlarini baz olarak kullanmistur.

f ile XysXjsees X, noktalarinda aym degeri aldigi varsaylan p, € P interpolasyon
polinomu

p, ()= aym, (x)+a.m (x)+..+a,7,(x) (2.1.2)
formunda yazilmistir.

dy,a,,...,d, katsayllanm bulmadan once 7. mertebeden bSliinmily fark: ifade etmekte
fayda vardar.

e Xy, X,...X, farkli noktalar olmak fizere #. mertebeden bolunmig fark
%] =7 (%) olmak tizere;

f[xl,xz,...,xn]~f[x(},xi,...,xn_1]

xn _xD

f[xo,xl,...,xn] =

olarak ifade edilir.



o (2.1.2Ydeki ay,4;,....4, katsayilarim

P, (xj) = f(xj) , J=0,1,....n esitliginden elde edecegiz.

a,. 7T, (xj)+a1.7zl (xj)+...+aj.7rj (xj):f(xj)a (0< j<n) (2.1.3)
(2.1.3) esitliginde sadece ¢y,4,...,4; katsayilan gozikmektedir. Ciinkii 7> j igin
ﬂi(xj): 0 dur.

(2.1.3) lineer sistemi;

az[ao Cll . e an]T, fm[f;) f; . e fn]T ve
mo (%) m (%) mlx) - - - w(x%)
7 (x) 7 (x) =, () . . . = (x)
mo(x,) m(x) m(x) . . . =, (x,)
M =
mo(x,) m(x,) m (x,) . . . m(x)
(%) 0 0 Lo 0
Ty (%) m, (xl) 0 Coe 0
mo (%) m(x) mm(x) - . . 0
M= . ‘ (2.1.4)
mo(x,) 7w (x,) (x,) . . . m,(x,)
olmak tizere M.a= f (2:1.5)

matris formuna sahiptir. Newton matrisi olarak adlandiracagumiz M matrisi alt tiggensel
bir matristir. M matrisi alt lcgensel bir matris oldugundan determinanti ksegenler

tizerindeki elemanlann ¢arpimina esittir.

det(M)=m,(x, )7, ()7, (x,) (2.1.6)
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Eger n+1 tane Xy Xy,..., X, noktalan farkh ise det(M ) # 0 olacaktir. Boylece (2.1.5)

sisteminin tek ¢bziimii oldugu agiktir. M matrisinin alt iiggensel bir matris olmast

yaklasimin bagans: agisindan ¢ok Snemlidir.

d, katsayism birinci esitlikten ve @ Kkatsayisim ikinci esitlikten dogrudan elde
edebiliriz. Genel olarak &; katsayisimi da (j+1). esitlikten saptariz ve & ’nin, sadece

Xy dan X;’ye ve fg *dan fj *ye kadar olan degerlere bagh oldufunu gorebiliriz. (2.1.5)

sisteminden;
1 0 0 Coe 0 a, /o
1 (x1 - 0) 0 A 0 a, i
1 (xzmxe) (xz—xo).(xz-—xl) L 0 a, a
1 (xn __x()) (xn_x())‘(‘xn _xl) . . : (xn_xo)'“(xn_xn—l) an f;e

yazilir. Buradan;
> Gy "”“’"’,'fo:f[xo]
> a,+ (X% ).a = f,

_f;“aoiﬁ‘ﬂ):f[

a,=f, ve G =
0 0
X, —Xy XX

Xoo %, ] (2.1.7)

> a, +(x2-~x0).a1+(x2 ~x0).(x2~—xl).a2 = f,

Bu esitlikte @, ve @, katsayilarini yerine yazarsak;
Si—
fo+ (3%, = %,). x‘ —xo +(x, =% )%~ X))@, = f,
17 %

elde edilir. a, katsayisim cekersek;

\ S

X — X

(x,=x))-(x,— %) 2, = = fo— (3 —x
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S f _ fi= 1o
(x,—%).(x,—x) (% —x,).(% = %)
Paydalan egitlersek;
o = X/ = %o Lo = %01y +M_x2'fi + 3.1y %5 S "M
? (3, = %) (%, =%, )- (3% %)

X, f; terimini paya ekleyip ¢ikarirsak;

0= X, fy = %o Lo = Xy Sy = Xy Jy H X S+ Xy Sy = X S H X0

? (3, —x, ). (%, = x,)- (3% — %))

a4, =

=) (5= A) (5 -x) (A1)
(2, ~ %) (3, = %) (%, — %)

Lh-h  fi-t

P e W xf[xvxz]._f[xo’xll = f [ g5 %%, ]
X, = X, Xy ™ X

Bu sekilde devam edersek;

»

0<j<n igin 4; katsayilarium Xg,Xp,...X; ve f;},f;,---, fJ, degerlerine bagh oldugunu
vurgulamak i¢in d; katsayist J - bolimmiis fark olarak ifade edilir.

> a, :f[xG,xl,...,ij, 0<j<n (2.1.8)
(2.1.7yde g, = Sy ve

f[xlﬂxzﬁ""xn]"_f{xoﬂxlﬂ""xnwil

X, — X,

b4

f[xe,xl,...,xn] =

oldugundan (2.1.2) esitligi



12

p.(x)= f[x] =, (x)+ f %0, % ] (x)+ ot g%, ], (x) 219
‘interpolasyon polinomu igin Newton boliinmiis fark formiili’ haline doniigiir. Daha dnce
(1.1.4)de lineer interpolasyon polinomu i¢in verdigimiz formiil (2.1.9) an &zel halidir.

e Bolinmiis farklar hesaplamak igin sistematik bir sema elde edilebilir.
Tablo2.1.1

X, FAEN e f %0 %15 %, ] ER AN F %020 %0, %5, %]
X fIx] AERA flxnxnxs] | Flxs%0%,%]

* flx] [%2:%] VA

*3 f[x3] f[xE’x'i]

*a flx]

JAETE A B (ﬁ ) (2.1.10)

seklinde f, garpanlarmin simetrik toplami olarak ifade edilebilir(Phillips, 2003).

fspat: Interpolasyon polinomu tek oldugundan (1.1.10) ve (2.1.9)'da x" "nin katsayilarim
esitlersek
+ (1.1.10ydan

D, (x) = f(xo).LO (x)+f(xl).L1 (x)+...+f(xn).Ln (x)

(x=x)-(x=x,)..(x—x,) L (x=x,)(x=%,).n(x-x,)
(2 =% ) (% =2 )o(Fo = %,) 7 (36— %)- (3 =2, ) (2, =,

o ) () (3= ,)
" (x, ~-Jc0).(x,,t ~x; ) (x, —X, )
elde edilir. '

e (2.1.9ydan
2, (%)= %] 7 (x)+ £ [x05 3 70 (%) oot f [ 25 X5 %, 1, ()

= f..

+.t
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=f[x0]+f[x0,x1].(x—x0)+...+
+f[x0,x1,...,xn].(x—xﬂ).(x~xi)...(x——xnwl)

e (1.1.10yda p,(x) polinomunda x" nin katsayist

Jo /

(xo —xl)'(xo _xg)---(xo ——xn)+ (xl wxo)-(xﬁ “;2)---(351 __xn)'i-...-%—

+ S
(x, —x, ) (%, =% )-{3, = %,)

e (2.1.9yda p, (x) polinomunda x" *nin katsayis1 f [xmxp---:xn] gelecektir.

Polinom esitliginden,

f[x(}rxl,.-.,xn]m(xo—x1)-(x f

0 +
o =Xy )X —%,)

fi | Js
o) ) ) =) (B =3 ) (B~ )

elde edilir. Buradan;

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanmis olur.

e (2.1.10) simetrik formundan, her bir f[%,,%,....,x,] bolimmis farkin ashinda,
bilesenlerinin simetrik fonksiyonu oldugu agiktir. Bu, efer 0<j<n igin X;’leri

yeniden herhangi bir siraya gore diizenlersek f [xo,xl,...,xn] 'nin degismeyecedi

anlamina gelmektedir. Ornegin;

e S A
f[xosx:’ 2] (xo—xl)-(xo"’"xz) (xl—xo).(xl"—xg) (xz——xo).(xzwxl)
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J, /s Jo

o] = (% wxe).i(xl -X,) . (%, ‘“‘xe)-z(xz - x;) ’ (% =3 )-(%~%)

Yani £ [%.%,3, | = S5, %,%] d.

Teorem?2.1.2: ». mertebeden Newton béltinmis fark formulii

Flxe x5k, | = f[x”xz’m’x’;}:{C[xo’x”m’x”’ll 2.1.11)
0

n

seklinde ifade edilir(Phillips, 2003).

Ispat: (2.1.10) simetrik formunu kullanarak bu esitligi gosterebiliriz.

FAERCE N E i PSS _
X, — X,
Y S/
_ (=%, )= %,) (3, =), =X, ) (x, = ;) (%, = %,y

(%, —x,)

Jo h St
() (=) (=3B %n) (Gt T) (s~ Haa)
(’xn B xﬂ)
= ‘f;} +

(x5 = ) (%0 =2, )-(%,—%,)

. f{(xl e F— e SNe _xz)...(xil_xn).(xo-—xn)L

! 1
+fz-]:(xz "xﬂ)-.-(xz ""x”_l).(xo ——xn) - (x2 mxl)...(xp_ “xn).(xo _xn)}-%...qﬁ

f[()(l)()(Hl)(J

J
(x, = %) (x, =%, )- (%, — %))

-



] s .

(xg—xl).(xo—xz)...(x?~xn)

) f 1 ) i .
(x,— 2, ) (3, = %,0) | (3= %) (3~ %) (xl——xn).(xewxn)}
S N S—— } :
(2, =3, ) (2 = %, ) | (35 = %) (% ) (%, —x,)-(x,-x,) |

(%1 -xl)ﬁ;nwl *xn-z){(xnwl % ;-(xo ~%,) (% —xn;-(xo - xn)}

Jr
(x, =% ).(x, =2, )-(x, —x, ;)

+

_§_

_ Jo

= +

(x5 =) (% =%, ) (%5 = %,)
+ fi { %_xn“%'i'xo }—&-

(3=, ) (3, =3, ) | (3 =2 ) (30 =, ) (3 —, )
+ /> { }{“x"— 2 % :|+...+

(%, =% )oe(% = %,y) (x, =5 )-(3% =%, )-(%,—x,)
+ S li }(ﬂ/i_xn“}n/i+xo }_

(%1 "xi)"-(xn~1 "”xnmz)' (% "xo)-(xo “'xn)-(xn~1 ~x,)

S

’ (x, = x,)-(%, =% )-.(x, —X,1)

s ) f

(30—, )-(% =%, )Xy —x,) (% - %y )-(x =%, ) (%, ~x,,).(x5—x,)
S

(3, =%, )-(x, =% ) (3, = %, )- (%, — X,)

+

+

B

15
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St

(s =) (B =30 ) o (o = 2) (s = ) ¥
I

(%, — %) (%, =% ) (%,

oldugu goriilir.

..§..

+

_XH) = f[xo,xl,...,xn]

e Simdi Newton bolinmiis fark interpolasyonun hata terimi icin genellestirilmis Rolle

teoremini ifade edip ispatlayalim.

Teorem2.1.3: (Genellestirilmis Rolle Teoremi)

n22 igin feCla,b] ve (@,b) arahigmm her noktasinda f =) (x) var ve siirekli olsun.
Ayrica a<x, <x,<..<x,<b olmak tizere f(x)=1(x)=..= 7(x,)=0 olsun.

Bu durumda f (=) (éf ) =0 olacak sekilde bir & € (xnxn) vardir(Davis, 1975).

s

Ispat:
feCla,b] ve Vxe(a,b) igin f ") (x) var olsun.
Ayrica @ < X, <X, <..<X, <b olmak iizere f{x)=7(%,)=".=f(x,)=0 olsun.
> f fonksiyonuna Rolle teoremini uygularsak

x, <& <x, <&, <x <..<&, , <x, igin;

£1(&)=0, £(&)=0,.. /" (£,4)=0 olur.

-> f fonksiyonunun birinci tiirevine tekrar Rolle uygularsak;
& <&y <8<y, <6 < <8y <G iging
f”(é,i) =0, f”('é?_,l) =0,..., f”('g’nwl] ) =0 olacaktir.
vxe{a,b) igin f e (x) var oldugundan, bu sekilde (n—1). mertebeden tiireve kadar

devam ederse f () (5 ) =0 olacak sekilde bir Ee (-xp x,,,) oldugu gériliir.
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Teorem2.1.4:

/e [a,b] ~> R fonksiyonu verilsin ve feC"[a,b] olsun. Farkll Xy,X,,..., X, noktalan i¢in

1
Xy Xpyeees X, € [a,b] olmak tizere (a,b) aralifinda f () var olsun. Bu durumda

{r+1
F(2)-», (x):(xwxo).(x—x,)...(xwxn).f—(n-::—%—’;l @.112)

olacak sekilde X e baglhi bir £ e (a,b) vardir(Phillips, 2003).

Ispat; Genellestirilmis Rolle teoremini kullanarak ispati yapabiliriz.

aela,b] ve & # Xy, X,y X, olmak lizere

G(x)= £ (x)=P.(x)- (S:;Cg:((;iz))::({;iz)) (f(@)=p.(2)) @.113)

fonksiyonunu distinelim.

G fonksiyonunun o ve n+1 tane x, interpolasyon noktasinda, #+2 tane kdki vardir.
2> 0</j<n igin G(xj.)=0 ve
> x=a ign G(a)=/(a)-p,(a)-f(a)+p,(2)=0
T : {n+1) _ . _ I
Genellestirilmis Rolle teoreminden G (é’a ) =0 olacak gekilde X = éa gibi bir kdke
sahiptir.

Béylece (2.1.13)’iin (n+1). mertebeden tiirevini alip X = éa yazarsak;

G (x)= £ (x) - (injxi))!:((o{ EO;) )"*lz’;(c_x 237 )

(n+)L(f (@)~ p,(@))
(a—x,).(00=x)..(c —x,)

elde edilir. Ispati tamamlamak igin

=0

G (ga ) — f{n+1) (éa ) .

e () o (e (8@ ) o)
() =p (@)= 1 (E) T

yazabiliriz.
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Son olarak « yerine X yazarsak

S O

bulunur. Béylece ispat tamamlanmis olur.
e Interpolasyon igin buldugumuz hata smirh kullanima sahiptir. Clinkii bu hata f nin
(n+1). mertebeden tiirevinin hesabini gerektirmektedir ve genel olarak ﬁx ’in

degerini bilmiyoruz.
e Simdi sadece yitksek mertebeden tiireve sahip olan fonksiyonlara degil, tim

fonksiyonlara uygulanabilir alternatif bir hata terimi elde etmeliyiz. Bu hata terimi

(n + 1) . mertebeden tiirev yerine boliinmiis fark icermektedir.

[ %%, %,5..0 X, | boltinmis farkim (2.1.11)’den

flx xo,...,xnml]ﬂf[xo,x],...,xn]

X—X,

f[x,xo,xl,...,xn] =

f[xaxov--axn—l]'”“‘f[xoaxv---»xn]"*'(x“xn)-f[xaxo,---,xn] | (2.1.14)
seklinde yazabiliriz. Benzer olarak
» f[x]:f[x0]+(x“xo)-f[xaxe] (2.1.15)

yazilabilir.

» Yine n=1 i¢gin

Ll %)= £lxx ]+ (x—x) % X0 %]

elde edilir. Bu ifadeyi (2.1.15) de yerine yazalim.

> flx]= flxo )+ (=) f [x0o% ]+ (6 =% ) (2= x,) f [x. %0, %] @.1.16)
(2.1.16) ifadesi, p,(x) polinomu f fonksiyonu igin X4,% noktalarma dayandmilmus
interpolasyon polinomu olmak iizere;
F(x)= p (%) +(x =% ) (x=x).f [%%,%]

seklinde de yazilabilir.
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Gene! olarak

F(x)=p, (x)+(x——xﬂ).(xw-xI)...(xmxn)f[x,xo,...,xn] (2.1.17)
elde edilir.

o vVxelab] ve (0<j<n), X, € [a,b] i¢in Teorem?2.1.4’tin kosullar1 saglandigindan

£ () = (). (=) o5-2) L)
pn 0 1 (i’l—l— ) |
olacak sekilde X ’e bagh bir & € (a,b) vardir.

(2.1.17y den f(x) =p, (x) + (x-ﬂxo ).(x——x1 )...(x-—xn)f[x,xo,...,xn]
oldugundan ((2.1.17) ve (2.1.12)yi esitlersek)

f(nH) ( ;g—x)

f[x,xo,...,xn] = (n+1)!

olacakfir.

n yerine n—1 yazarsak ve X = X, igin

N ]: f{n) (f;:)

f[x()’xl""7 n '
P

elde edilmis olur(Phillips, 2003).

& e(xy,x,) (2.1.18)

Aynica i=0,1,2,...,n i¢in

{n+1)
}iﬁ}cf[x, xo,...,xn]zf‘(']‘;?l()ir;l dir(Davis, 1975).

2.2. ILERI FARKLAR
Tablo2.1.1 deki gibi bolinmils farklar hesaplamirken, tekrarli olarak

f[x]+1’ j+k+1:l f[xj’ j+k_—_|

JHEk+l T xj

p (2.2.1)

boliimii hesap edilir.
k =0 i¢in birinci mertebeden bsltnmiis fark elde edilebilir.(Tablo2.1.1 de 3. siitunda)
k =1 icin ikinci mertebeden boliinmiig fark elde edilebilir. (Tablo2.1.1 de 4. siitunda)
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Ve bu sekilde istedigimiz mertebeden bolinmiis fark elde edilebilir. Simdi X; noktalan

arasindaki uzaklik esit olsun. Yani;

B0 igin X, =%+ j.h olmak izere %), =X, =(k+1).2 olsun,

O halde (2.2.1)’dan anlagilacag gibi, Tablo2.1.1’de herhangi bir stitunda béliinmii farklarin
paydasi sabit olacaktir. Bu durumda bdlinmiis farklarin, sadece ‘fark’ olan paylar tuzerine
yogunlagmak dogaldir. O halde asagidaki tanumi vermekte yarar vardir.
Tamm2.2.1: h#0 ve X, =X+ ] H igin Aefj = fj olmak iizere k+1. mertebeden ileri
farklar,

k+1 ko \_ Ak k
A = AN )= A - A 22.2)
olarak tanumlanir(Phillips, 2003).

» FEgit aralikh X; noktalan i¢in birinci mertebeden boliinmii fark, birinci mertebeden
ileri fark cinsinden ifade edebiliriz.

f;+1 f? _4
]M h

fl:xj’ ]+l

yazilabilir.
x, = J alwsak,
X, y—x;=j+l—j=1=h

bulunur. Buradan birinci mertebeden boltnmilg fark ile birinci mertebeden fark arasimdaki

baginti elde edilmis olur.

1= J= s N Y,

Xy=X%, h 1

f [xj,xjﬂ] = A, 22.3)

e Simdi de ikinci mertebeden bolinmiis farks, ikinci mertebeden ileri fark cinsinden

f[xj,xﬁ; = Af,

ifade edelim.

f[xj+1’xj+2:t_f[xj?xj+l

Xivp =X,

f[xj:xjﬂ!xﬁz] =
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A —Af 1 1 .,
== (M ) = 5 A

Sonug olarak ikinci mertebeden boliinmiis fark

_ 1
f[xj’xjﬂﬂxjﬂ] - E'Azfj (2:2.4)

formunda ifade edilebilir.
e Son olarak 3. mertebeden bliinmiis fark: {iglincil mertebeden ileri fark cinsinden ifade

etmek istersek;

f[xj-H’ j+2’xj+3] fl: _1+1’ J+2]

Xivz — X

fl:xjﬂxj+l7xj+2’xj+3:l

1 1
—2—.A2 fra WE.AZ f,

1 !
3 6

3
N,

(A f,—AF))=

olarak elde edilmis olur.

Boliinmiis farklar ve ileri farklar arasindaki iligkiyl gérmek ve dogrulamak zor degildir.

Teorem2.2.1: j, k=0 ve x; = J i¢in

FL%5% 50 M]‘* A'f, (2.2.5)

dir(Phillips, 2003).
ispat: Ispati & tizerinden tiimevarimla yapacagiz.
i. k=0 iqin dogrudur.

flx )=t =50 =

ii. k=20 ve j20 icindogrulugunu kabul edelim.

[ Xjspoee j+k] = ‘]‘Cl’i-AkJG olsun.
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iii. k41 icin dogru mudur?

1 k+1
f [ Kjspoer ,-+k+1:l AT f, bu esitlik var midir?

(k+1)!
f[x joee K 1] f[ > k:!
f[xjﬂxj+l9"'ﬁxj+k+1] o J+ + J j+
Xjskel ~ ¥

_ 1 (A A
k+D) | k! k!

1
C(k+1)k!

Boylece ispat tamamlanmis oluz,

1

(A -f;'i—l “'Ak‘fj)mm.

Ak-ﬂf}

e Matematiksel tablolarda fonksiyonlar genellikle esit araliklarda ifade edilmistir. Bu
da, esit aralikli noktalarda interpolasyon iizerinde g¢aligma giidisti vermektedir. Bu

yizden 0,1,..,n noktalarinda interpolasyon sz konusu oldugunda, (2.1.9) Newton

boliinmis farklar formiiliiniin interpolasyonu nasil kolaylagtirdiini gorehm(Phﬁhps
2003)

Oncelikle & >0 ve m,{x)=1 igin
7, (%) =x.(x—1).(x—2)..{x =k +1) oldugunu biliyoruz. (2.2.5)’ten

7oL k] = %-A"f (0) yazabilitiz.

(2.1.9ydan 0,1,..,n noktalarnda f fonksiyonu igin elde edilmis olan interpolasyon

polinomu

Af (0)

A’ £(0) A" 1(0)
21 nl

p(x)=1(0)+ 70, (%) + 7, (%)

Ty (X) 4t

formunda ifade edilebilir. Burada

1 x{x—D(x-2)..{x—k+1 X
E_gvzk(x): ( )< k') ( ):( k] yazilabilir. O halde,
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x
n

p.(x)=f(0)+4&f (@-(ﬂ +Af (0)-[3 +..+Af (0).[ ) (2.2.6)

“ileri furk interpolasyon formiilii’ olarak adlandinlan ifade elde edilir. Kisaca

A k x
p.(x)=> A f(0). i | vazabiliriz(Phillips, 2003).
k=0

ileri Fark Tablosu

Ileri farklar: hesaplamak i¢in sistematik bir sema olusturabiliriz.

Tablo2.2.1

o | A, A AL, Af,
h A, A, A

/> A, A’f,

A A

i

e (22.6) ileri fark formilinii hesaplamak i¢in, Oncelikle ileri farklar tablosu
hesaplanir(tablo2.2.1). (2.2.6)’da tamumlanan p,(x) interpolasyon polinomunun
hesaplanmas1 igin gerekli olan tablo2.2.1°deki girdiler, her bir siitundaki ilk sayilardir.
Yani £}, Afys A fy, ... ve byle devam eder.

o Interpolasyon polinomunun tekliginden, eger f(x) ‘in kendisi k.dereceden bir
polinom ise, f(x)’in interpolasyon polinomu p,(x), f(x)’e n 2k icin esit olacaktir.

(2.2.6)’dan k.dereceden bir polinomun, k. mertebeden ileri farkmin sabit olmasi

gerektigi ve k.mertebeden bilylik olan farklarn sifir olmasi gerektigi soylenebilir.,

o FLsit aralikli noktalardaki interpolasyon galismalarnmzda X; = J lineer degisken

degistirmesini uygun bulmustuk. Simdi esit aralikhh noktalarda X; = J ozel

durumundan elde edilmis bashica sonuglar i¢in agik ve kesin formlar yazahm.
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Teorem2.2.2: Tim j=0 igin X; = X, + Jh ise

/ [ Yo X jroe xﬂ,,c]: k;h" A f (xf) Q2.7

dir(Phillips,2003).
Ispat; Ispati k tizerinden timevarimla yapalim.

i. k=0 i¢in dogrudur.

e s 2 () =17 ()= 1 (5)

ii. k=0ve j=0 i¢indogrulugunu kabul edelim. Yani
1
f[ J+19 J'+kjl k' hk A f(xj) olsun.
iii. k41 igin dogru mudur?

I
f [x jo X X j+k+1] = W-Akﬂf (x j) oldugunu gérmek istiyoruz.

]__ f[xj+1?xj+2’ J-ik+1:| fl: j+1’ j+k:|

X X

f[xj7xj+1""’xj4-k+1
J+k+1 i

xj+k+1

1 1 1
) —xj'(k!.hk A )= A (xf))

w"m(J‘M«clu).h'{kfh"‘'(Akf( o) =8 (x )))

1 bk .
(k+1)h kLA k 1f(xf')zm'& /()

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanmig olur.
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Teorem2.2.3: j 20 ve X; = Xy + J-7 verildiginde X = X, + 8 . degisken degistirmesi

yapildiginda (2.2.6) ileri fark interpolasyon formu

p, (x,+5.h) = f(xe)-i—Af(xO).(ﬂJr...«i—A” f(xe).(}i] 028

halini alir(Phiilips,2003).
ispat; (2.1.9)’dan
P (%)= Fxo ]+ Flxeo 3 | x = x) ot f [0 %5005, (2 = %02 = %,)

oldugunu biliyoruz. (2.2.7)’yi kullanarak

P, (%)= [0 ] o A (%) - (= %0) 45 A f (30) -3 =) =) o

1
1 h’ 2L0
A f (39 ) (5= x0)-(x =) (X=X, )

_|_
n\h"

yazilabilir. Buradan;

pn xo +Zk hk xo)(x X )-(x = X)X — X )

elde edilir. Simdi X = X + sk degisken degistirmesi yaparsak ;

1

P, (%o +s.h)= )+ k'hk I (%) (8:R)-(xy + 8.5 =2)..(xy + 5= %, )
k=1

X, +8h—x, =—h+sh=h(s—1)
Xy +8h—x, =-2.h+sh=h(s~2)

%+ sh—x,_ =—(k=1)h+sh=h(s—k+1)

Boylece;
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Po(x,+sh)= f(x,)

+Zk,hk (3 M) (s =D Ruls = 2). (s ~k+1)

= f(xo)+§7€-§}—{7.Akf(xo).}{k.s.(swI).(S—Z)...(s—k+1)

- )+ DA () ST DG D

H

A
Py o) = 7+ 3§ ] ) s

k=1

Teorem2.2.4: f:[a,b]-> R fonksiyonu verilsin ve f eClab| olsun. Farkll Xp,Xp.X,
noktalart igin. Xy, X)X, G[a,b] olmak tizere Vx &(a,b) igin f “ (x) var olsun.

£ (E)= ﬁ%ﬁf@_) (2.2.9)

olacak sekilde & € (%o, %, ) vardir(Phillips,2003).

f7©)

fspat: (2.1.18)’den I [xo,xp---»xn]ﬁ o oldugunu biliyoruz.

(2.2.7)'yi kullanirsak;

|
f[x(}axl:"'ﬂxn] = G A" f(x)) yazabiliriz. Buradan;

£2@)
ﬁ,hn- Ay ==

A f(xy)

" ) = f {n)(‘g ) oldugu goriliir.
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Teorem2.2.5: Esit arahkli X; noktalar: igin k. mertebeden ileri fark

k k
Af(x)= Z(“l)r°(r)'f(xj+k—r) (2.2.10)

olarak ifade edilebilir(Phillips,2003).
Ispat: Ispati k tizerinden tiimevarmmla yapalim.

i. k=1 i¢in dogrudur.

! 1 1 1
A‘f(x,-)=Z(—1)”.[r].f(x,.ﬂ_,) ;{0) .f(xﬁ.l)—-(l].f(x,-)

- f(xj+1)_f(xj)

. k=0ve jz0 icindogrulugunu kabul edelim. Yani

k k
Akf(xj) = Z(Wl)r'(rj-f(xﬂk—r) olsun.

ii.  k+1 icin dogru mudur?

k+]

k+1
A f (x J,-) = Z(“‘“l)"-( : ]f (x j+k+1—r) oldugunu gdrmek istiyoruz.
AR f () = A f(x0) = A f(x))
k k
Sew (]
k
=Y

k
0 k 1 k
= (-1, O].(f(xjmk)wf(xﬂk))wn .[J.(f<x,-+k)mf(x,w))+

k k
‘.f(xj+1+k——r) o Z (_‘ 1)P’ '(FJ'f(xj+kmr-)

-(f(xj+1+k-r) _-f(’xﬂk“r))

F

k k
H=1)7 ZJ-(f(xHM)-~f(xj+km2))+-.-+(—D"-(J(ﬂxﬁz)-—f(x,-))
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= ("1)0-(/(;}]((%“%) +(-D) A )([T) ' (TJ) '
2 ke g ' k :
_}_(_1) _f(xj+kml).((2}+(lJ}*In..-l-(“l) -f(xj-i-l)'[(kJ_*—[k“‘lJJ“l-

k+1 k
"‘L(_l) f(xj){k}

k+1 +1
:(_) [ Jf(xj+l+k)+( 1) ( ]‘f(xj+k)+

k+1 +1 k+1
+(-1)2[ X Jf(xﬁH)Jr A+ (=D ( )-f(xj+1)+(ml)k*'l-[k:J-f(xj)

k+1 +1
Ak“f(x) Z( 1 ( ]'f(xj+k+l—i‘)

oldugu giiriiliir ve ispat tamamlanmus olur.
2.3. GERI FARKLAR

Tamm2.3.1: 7#0 ve x,=x,+ jh esit aralkh noktalari igin Vofj = fj olmak Uzere

k +1. mertebeden geri farklar,
kel o k) _ ok k
VHLE =V(VE ) = Vi, -V 2.3.1)
seklinde ifade edilir(Phillips,2003).
Bu tanimdan yararlanarak boliinmiig farklar, geri farklar cinsinden ifade edebiliriz.
Jx)—-f(x)
f [x x ]: L
] N R _
X, =%,

) V)
X+ jh—x,—(j—1).h h

f[xj_pxj] _ Vf}ng)




e ikinci mertebeden boliinmiis farks V cinsinden ifade edersek

f[”, X ] f[x_;, 1] f[xw_z, __1]

x —JC
1 V’f(xj)_Vf(x,-_l) _ 1o
"2.11'{ h h }2.112"7 7¢)

Boliinmis farklarda siralama sorun olmadigindan

Vi(x)

f [Xj [ xj»-l’ xj_,z-J = _“i.—’./t—i_ yazﬂabilir.

Yine bslinmiis farklar ve geri farklar arasmdaki iligkiyi tahmin etmek zor olmayacaktir.

Teorem2.3.1: J . mertebeden bolinmiis fark

fl:xn-—j’xn—jﬂ""’xn] = f[xmxn-—tv"'?xnwj] = Y";Jf‘"(""];zjﬂ')' (2.3.2)

olarak j . mertebeden geri fark tirtinden ifade edilir(Phillips,2003).
Ispat: Ispat1 J iizerinden tiimevarimla yapalm.

i.  j=1 i¢in dogrudur.

Flxx ]mvlf(x”):f(xﬂ)_f(xnml):f(xn)~f(xn_1)
A TV ) —

n n—1

fi.  J=0 igin dogrulugunu kabul edelim. Yani;

V)

f[xnﬂxn 12 xn J ‘ h_] olsur.
ifi.  j+1 icin dogrulugunu gosterelim.

) j__i] _ Vj+1f(xn)

f[x,,,, X qseres X, = (] + 1)' 11 oldugunu gérmek istiyoruz.
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B f[xnwl’xn~29' nw] I] fl:xn’xnwlﬂ x :l
f['xn’ Kt s+ ’xn—j—l:lm

xn—j-—l - xn
_ 1 Vif(x,) Vf(x,)
X, +(n—j-Dh—x,—nh{  jLW GLR

1 1
~(G+ 1)k LA

(V fx, )=V F(x)

V)=V _ VM f(x,)
(j+DLA (j+DLAY

oldugu gériiliir ve ispat tamamlanmig olur.

e Simdi de interpolasyon polinomu igin geri fark formiiliini elde edelim. Bunun icin
(2.1.9yu kullanalim. Farkli Xg,X;,..., X, noktalarim ters smrada olarak (2.1.9)’daki

béliinmiis fark formiilinii

n Jjl
Py (JC) = Z{; f[xn’ KXpetrees xn—j:l‘l—:!(x ™ Xy ) (2.3.3)
j= re

seklinde yazalim. ( j = 0 *a karsilik gelen bos garpim 171 belirtir.)

X =X, + 5.7 degisken degistirmesini yaparsak;

ﬁ(x—xnwr) _ (x,+sh-x, )= ﬁ(s.h+h.r) :ﬁh.(s+r)

J-1 J=1 J=1
=W, (S—}—r)“——"hj.H(——l)(mS r) (- 1y K H( Smr)
11("7 Xy ) (-1 H(“S“’”) 2.3.4)

elde edilir.
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(2.3.2) ve (2.3.4)’t kullamrsak;

f[xn,xn_l,...,xnmj].ﬁ (x—x,.,)= v {](; )( 1) A H( S—r)

r=0

—~s.(=s =1).(=s=2)...(=s—j+1)
J!

=V £ (x) (1)

=fo<xn>.(—1>f.(”.s)
J

Eger son esitligi j tizerinden toplarsak (2.3.3) ten

p, (%, +s.h)= Z( 1. (_ )ij(x ) (2.3.5)

‘geri fark interpolasyon formu’ elde edilir(Phillips,2003).

Teorem2.3.2: f:[a,b] >R fonksiyonu verilsin ve feClab] olsun. Farkli XgsXpseesX

noktalar1 igin Xgs Xys-:05 %, E[ b] olmak tizere Vx e(a b) igin f ( ) var olsun.

NAFACH,

f7E)= ™ (2.3.6)

olacak sekilde & € (-x()a xn) vardir.

fspat: (2.2.9)’dan
A" f(x,)
FE)= ____h__g.m oldugunu biliyoruz.

A”f(xi) = Vﬂf (xi-m) oldugundan;
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A”f(xg) == V”f(xn) dir. Buradan;

£ (&)= Vif(x,)

h" oldugu gortilir.

Geri Fark Tablosu

(2.3.5) geri fark formiiliinii hesaplamak igin dnce agagidaki gibi bir tablo olugturulmahdur.
Tablo2.3.1: Geri farklar: hesaplamak i¢in sistematik bir sema.

o V1, Vi, VA Y/
5 VA Vi 7

f Vs 7

A Vi

(2.3.5)’te tammlanan p, (x)’i hesaplamak i¢in gereken girdiler, her stitundaki son sayilardir.,
. 2 -y
Yani f(x,),Vf(%,), VS (%, )5 gibi.
Teorem2.3.3: Esit aralikli X, noktalar i¢in £. mertebeden geri fark
K : k
v f(xj)ﬂzo(—l)’- ) 23.7)

olarak ifade edilir(Phillips,2003).

Ispat: Ispati & tizerinden tiimevarimla yapalim.

i. k=1 igin dogrudur.
L 1
Vif(x;)= Z (“i)r-(}ﬂ}f(xﬁr)

=(—D”{é).ﬂxj)+(—1>1.[ﬂ.f(x,--l>
- F)- flx )

it.  k igin dogrulugunu kabul edelim. Yani;
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k k
ka(xj) EZ(Ml)r-[V]-f(xjmr) olsun.

iii.  k+1 icin dogruluunu gdsterelim.

k+1

+1
V;Mf (x )= Z( 1y ( ]f (xj»—r) oldugunu gdérmek istiyoruz.
V() =VEF(x) -V f(x, )
k k k k
=3 (- )".[r).f(xj_r)»»«Z(—D”-(Jf(xﬁw)
=21 ( ] (fGe )= F(x0)

k
=( 0[0 FG) = fGx,))+ (D ( ](f(xj—l)_f(xf”z))+

k
(1) (2) (fx,0) = F(5,5)) # ot (1Y [ J(f(x,-mk>—f(x,q_k))

:(——1)0.(];].]’(;:].)+(—I)‘.f(xjwl).(ﬂ+(§D+(—1)2.f(xj"2).([3+(ﬂ]+...+
-Nn* k + k & (1) k

DL |+ | [FEDT G

= (-1 [ ]f(xm .f(x, o( ]+( D f(x,. 2)[ ”] "
(—-1)".f(x,-mk>-[ . )+(—z>"“.f(xj_1_k).(k”]

k+1
_j( 1y [ ].f(xj-,,)

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanmis olur.
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3. g-INTEGERS
3.1. g-INTEGERS NOKTALARININ OZELLIKLERI

Tamm3.1.1; 7 bir dogal say1 olmak iizere, verilen bir ¢ >0 i¢in

,q#1
[r]=4 1-q G.1.1)
roo,g=1

olarak tammlamr ve [7" ] g-integer olarak adlandirilir. Bu tanim ¥ ’yi herhangi bir reel say1

kabul ederek genisletebiliriz. Bu durumda [7' ] *yi g-reel olarak adlandirinz(Phillips,2003).

1-¢ _ (1—q).(1+q+q2 +...+qH)

[r]_l-—q (l—q)

seklinde de yazilabilir.

=14+g+q’ +..+q"

Ornek3.1.1; Verilen bir ¢ >0 i¢in 4= {{V] v bir dogalsayz} tammlayalim,
Tamm3.1.1°den |
A={0,1,1+¢,1+q+q",1+q+q" +4,...} kumesi elde cdilir.

> Eger 0 <g <1 ise araliklar giderek kiigiiliir.

> Bger ¢ > 1 ise araliklar giderek artar.

g=1 alh@mizda 4 g-integer kiimesi dogal sayilar kiimesini verir.

Tamum3.1.2 (g-Faktoriyel ):

!

 bir dogal say1 olmak {izere, verilen bir ¢ > 0 degeri i¢in [f’ ] g-faktoriyel

[r].[rml]...[l],r >1
1 =0

(3.1.2)

]

olarak tammlanir(Phillips,2003).
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Tanmim3.1.3: g-Binom Katsayilan

Keyfi ¢ reel sayist ve ¥ 2 0 tamsayisi igin;

[r} [z =1) [t —r+1]

. ] (3.1.3)

t
seklinde tanimlanan L} ifadesine g-binom katsayilar: denir(Phillips,2003).

Tanim3.1.4(Gauss Polinomlary):

Herhangi bir 72 ve ¥ tamsayilan igin 722 7 2 0 olmak tizere

n| [n][n-1]..[n-r+1] _ [n]!
r [r]! - [r]!.[n—~r]! (3.1.4)
olarak tammlamr ve bu ifadeye Gauss Polinomlar: denir.

Tanmm3.1.5 (g-tiirev Operatorii):

Polinomlar kiimesini P ile gosterelim. pe P ve 0 < g <1 olmak tizere g-tiirev operatdrii

olarak da adlandirian g-fark operatérii Dq ;

(0,p) )= 2122

R 0
(a-1)= X # (3.1.5)

ve X = 0 igin
(qu ) (0) =p (0) olarak tanimlamr. Aynica P € P igin

lim(D,p)(x) = p'(x) dir(Area ve digerleri, 2000).

g1

g-tiirev operatoril asafidaki 6zellikleri saglar (Area ve digerleri, 2000).

i. Ve pelP icin

(Dq (pr))(x) = (x).(qu)(x) +p (q.x).(qu) (x) (3.1.6)



ii. VpelP igin

(p,p)(x)=(D,.p)(a)

Teorem3.1.1; Gauss polinomlar: agagidaki Pascal bagmtilanin saglar.

n el s n-1
R e -4 r—1 ¥
(Kogak, Phillips, 1994)

Ispat:

i, Ispat Tanim3.1.4’1 kullanarak yapalim.
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(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)



[n—r-1][r=1]"| [r] T
(1-9).(1+g+¢’ +.tq"")

[n—r—1]!.[r—1]!'[r]'[n—r]'(1+q+q2 +.4q"")

! n
[n=rL[r]! [p—r]t]r]! B Li‘ oldugu goriilir.




ii.

q}i’-—?’ {

Yine ispat: Tamm3.1.4’ten yararlanarak yapahm.

’:ﬂ{n:l} ) [n—lm[:;]]z!.[r-l]!'qw

4

[n-1]!

[n—r-1]1r]!

38
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[n]! _in
m = , oldugu goriiliir.

(3.1.8) ve (3.1.9) esitliklerinde ¢ =1 alindifinda bilinen Paskal bagintis:
elde edilir.

g=1igin
n n—1 n-1
b e v s s e
. r—1 ” oldugu gbritliir.
3.2. ¢-FARKLAR

Daha dnceden bildigimiz gibi (2.1.9) bolimmiis fark formiild, herhangi farkli noktalar kiimesi
{izerinde interpolasyona izin vermektedir. Yine de ardigik noktalar arasindaki araliklar egit
oldugunda, ileri fark formult, geri fark formiilii gibi dzel interpolasyon formlar: elde ettik. Bu
kisimda da ardisik noktalar‘ arasindaki araliklarin esit olmadifi ancak geometrik bir artig

icinde oldugu, baska bir interpolasyon formunu ele alacagiz. Bu ortak geometrik ilerleme

oramm g ile gdsterelim. Genelligi bozmadan

1-¢’
_ g #1
[/]=1 1-¢
r o ,g=1

olmak tizere X; = [J ] alahm.

Daha éncede gozlemledigimiz gibi, boliinmiis farklar tablosunda, tekrarl olarak

f[xj+1""7xj+k+1:]—f[xjﬂ"‘?xj+k]

xj+k+i - xj
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kesrini hesapliyoruz. Burada X; noktalan: esit aralikl: oldugunda payda j’den bagimsizdir.
Simdi x, = [ J ] oldugunda bu paydaya ne olacagim gézlemleyelim.

:lqu+k+1 l_qj

X —%; = +k+1]-[j] - -

j R
mqf.(ll—j )wqj.[k—[—l]

X —%; = q [ +1] (3.2.1)
Gortildugi gibi x, m[ j] aldigimizda payda j ’den bagimsiz degildir.
s k=0 alwsak
flx, )—-Flx) Fflx. )= flx,
f[:xj9xj+1:|: ( ] 1) ( J)m ( J+1)j ( J) (32.2)
Xigg —X; q

elde edilir. Bolinmiis farklarin g-fark operatdrii ile bir iligkisini bulmak i¢in agagidaki tanim

vermek yararl olacaktir.

Tamm3.2.1: f herhangi bir fonksiyon ve j=0,1,...,7 olmak lizere g-fark
Agf (xj ) = f (xj ) ve j=0,1,...,n—7—1 icin g-farkin yineleme bagntisi;
r+ — AT T AR
Aq f(xj ) - Aqf(xjﬂ) q 'Aqf(xj)
seklinde ifade edilir (Phillips, 2003).

e r=0igin

A; f (x j) = f (x 41 ) - f (x j) elde edilir. Bu ifade (3.2.2) de yerine yazilirsa

(xm)“f (xf) _ A,/ (xf ) (3.2.3)

f
f[xjﬂxj-{-l:lw qj qj

oldugu goriilir.
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Buradan ¥ =0 icin Aqf (x J,-) g-farkin ve birinci mertebeden Af (x j) ileri farkin ayni

oldugu sbylenebilir. Ancak bununla birlikte ¢ =1 olmadign takdirde k. mertebeden

AL £(x;) qfark ve k. mertebeden A" f (x, ) fleri fark & >2 icin ayn degildir.

e Ikinci mertebeden bolinmiis fark i¢in ayn iglemleri yapalim.

_ f[xm,xﬂ_z]—f[xj,xm]

f[xjaxjﬂvxjﬂ -

Xpe2 7%y

@2.1yden X, —%; = ¢’ .[2] oldugundan

[xj+1’xj+2]mf[xj’xj+1]

f
f[xjﬂxj+i=xj4~2:l: qj[z]

1 [(AS(x) B Aqf(xj)

qj‘[z] qf+1 qJ

A f (30) -8, 1 (%)
q2.j+1 [2]

Tanm3.2.1"den

Azf X. P
.f[xjﬂxj+1>xj+2:|:_q.%;1(‘-[—;%

elde edilir.

e Bu iligkivi genellestirmek igin, iigiinci mertebeden bolinmiis fark da bularak, daha

fazla ipucu toplamakta yarar vardir.
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fl: ;+I’ j+2’ ]+3:| f]: j-}-l’ j+2

J J

f[ _]’ J+1? j+29 j+3]—

G2.1yden X;,3 —%; = ¢’ .[3] yanlabilir.

]_f[xﬁnl’ ]+2’xj+3] f['xj’x]+1’ _]-'1-2]
q’.[3]

f[xjﬁxjﬂﬁ' J+2’ ]~!~3

Arf(x) A (%))
_ qz.j+3'[2] qz.jﬂ.[z]
q’.[3]

:Aéf( J+i) 9 Af( )
g [2][3]

NS ()= A () A ()
q3;+3-[3]! 3J+3[ ]

Simdi bolinmiis farklar ve q-farklar arasindaki iliskiyi olugturup ispat edelim.

Teorem3.2.2: Bittiin j,k =0 igin x, =[j] ve [k} [k] [k 1] [ ] olmak tizere

A flx,
f[xjaxjﬂﬂ“')xﬁk:i = k.(2i‘+k—(—i)1) (3.2.4)
g ° [k]'

(Phillips,2003).

Ispat: k iizerinden tlimevarimla ispat edelim.

i. k=0 i¢in dogrudur.

(1= = e
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ii. k& i¢in dogrulugunu kabul edelim. Yani

Afflx,
f [x jaX j+19“"xj+kil = k.(zi:rk—(-l)J) olsun.
g * [k}t

iii.  k+1 igin dogrulugunu gosterelim.

Ak+1f X
f[xf’xjﬂﬁ’"'axj»kkﬂ]: M( J)
g 2 |k+1]!

oldugunu gérmek istiyoruz.

f[xj+1=xj+z»-"»xj+k+1]_f[xf’xf““""’xf“"]
f[xﬂxfw'"’xﬂml] =

xj+k+l mxj

! Ajf(xm) A’;f(xj)
g 11| FekD) TR {2 k1)
T T e g 7 )

1 A;f(xj+1)~qk.A';f(xj)

I [k ) k(2. j+k+1)

_ A’éf(xm)“qk-i\ﬁf(xj)
k. j+k*+k+2.f

g 2 [k+1]!

A (3) a2 (%))
- (k+1)(k+2.7)

qg > Jk+1]!
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Ak-z—lf X
f[xj,xm,...,xﬁkﬂ]: M&@( J)
g > Jk+1]!

oldugu gériiliir ve ispat tamamlanit.

e Simdi yeni interpolasyon formunu olusturmaya baslayalmm. Oncelikle j=0,1,...,7 igin
X = [ j] noktalarinda, (2.1.9) Newton boliinmiis fark formiiliintin interpolasyonu nasil
kolaylastirdigim gorelim.

7T, (x) =1 olmak tizere £ >0 icin

7, (x) = x.(x—[1]).(x =[2])--(x ~[# ~1]) yazabiliriz.

x =t] yazarsak j=1,2,.... k=1 igin

o = g’ — 7
1—g 1—g q -[t J] ve

x—[f]ﬂ[r]-[ﬂ:llzi"l“qf a'(1-¢")

4z ([f]) = [’]([f] _[1})([’] ”’[2])([1‘] “[k"ll) oldugundan

r, ([£]) =[t] 4" [t -1].¢" [t 2] q" [t - K +1]

k (k1)
7 ([t))=q > [e}[e-1][t-2]..[t—k+1] (3.25)
elde edilir. O halde (3.2.4) ve (3.2.5)’1 kullanarak agagidaki esitligi yazabiliriz.

P FO e ) [ PR 2SO
g > [k]!

Sadelestirirsek;



[1] e ~1] [t -2]..[t -k +1]

(1) T = il

2, ([ [0 51505, :M.Ag 7(x)

Sonug olarak her bir X; = [ J ] icin baliinmils fark formili

p.(=r.()-F s )

k=0

45
.A’;f(xo)

(3.2.6)

(3.2.7)

“interpolasyon polinomunun q-fark formu” olarak adlandirdigimiz ozel form bigiminde

yazilabilir, (3.2.7) formuna Snem veriyoruz clinkil (2.2.6) ileri fark formiiliiniin hog bir

genellemesidir. Ve ¢ =1durumunda tekrar (2.2.6) elde edilir. Bununla birlikte, g-integer

noktalarinda interpolasyon polinomu hesaplamak istersek (3.2.7)’den zivade (2.1.9) bolinmiis

fark formiiliinii kullanminz.

Teorem3.2.3: f:[a,b]—> R fonksiyonu verilsin ve feClab| olsun. Farkli XXX,

noktalart icin Xg» X5+ X, € |0, 5] olmak tizere Vx € (4, b) igin £ (x) var olsun.

fPE) A (%)
)

g * [n]

olacak sekilde & € (%, %, ) vardir.

n!

ispat: (3.2.4)ten

AZf(xj)

f[xf’xf“"”’xf“m]: n{2.j+n-1)

g *? [n]‘
j =0 igin
ALf (%)
S %0 %0007, ““@”0— yazilabilir.
2

q [n]’

(3.2.8)



Ayrica (2.1.18)’den

_S7(E)

f [xo y Xpseee xn] = _““;“'”’”””" oldugunu biliyoruz.

O halde

SO AT ()

n! = nf{n-1)

g 2 .[a]

elde edilir.
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k
k. mertebeden Aqf (x j) g-fark icin, f fonksiyonunun degerlerinin ¢arpimlarmin toplami

olarak ifade edilen bir esitlik yazip dogrulayalim.

Teorem3.2.4: g >0 ve V), k=0 iginher bir X; = [ J ] olmak fizere

¥

AF ()= 20 (1) q“‘g“““)["]f()

(Phillips, 2003)

Ispat:
i. Vj=0ve k=0 igin dogrudur.

N I P W EREr )

0
=0
ii.  Vjz0 ve k i¢in dogrulugunu kabul edelim. Yani;

r.(r—l)

()= 30 T (50)

fii. Vj20 ve k-+1 igin dogrulugunu gosterelim.

(3.2.9)



47

A7 (%) =2, (1) 4

k+1 ) i:k+1

» }f (x j+k+1~r) oldugunu gbrmek istiyoruz.

Tanim3.2.1°den;

A;Hf(xj) = A;f(xjﬂ) - qr’A;f(xj) oldugunu biliyoruz.

—Z (1) 4 )m Fo)oa kj( - qrwny-z{{: 1}_f(xﬂ,m_,)

? ) r{r=1) [k . k1)
TR { }.f(xj+1+k_r)—-(wl) a7 Al

. k . (r=1)(r~2)
+q Zzl("'l) q 2 -[r_lji'f(xﬁukwr)
L Rl k "(V—l) k
— F (3 ) (1) g 2 f(x,)+2[ Hf()

. B )L N I -
-§—qk_(—1) 1.(%1) 1.(,] 2 { }-f(xﬁhk—r)}

k(k+1)

:f(xjﬂ-t-k)—l_(—l)kﬂ'q i 'f(xf)+
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K+l . r{r-1) k+1
8 ()= 2 (0 a7 S () ’

oldugu goriiliir ve ispat tamamlamnir.
3.3. KAYDIRMA OPERATORU ve q-FARKLAR

e Simdi Newton’un ileri farklarla interpolasyon polinomuna, g-fark operatérleri
yardimiyla yeni g-benzerler bulalim. Bunun igin biraz farkly bir g-fark operatorit

diisiinelim.

Tamm3.3.1; Eger ardigik x degerleri arasindaki sabit fark ‘b’ ise X, = X, + kh, kel ve
buna karsilik gelen fonksiyon da / (%, )= f (% + k.h)= f, olmak tizere;

E,(f)=f(x,+R)=f(x,+kh+h)
= f(xo +h.(k +1)) = f(xk+1) = frn

(3.3.1)

seklinde tamimlanan doniigiim operat6rii olsun ve bu E;, operatoriine ‘kaydirma’ operatdrii

diyelim(Kim, Son, 2002).

E » ‘yi tekrar uygulamak h {izerinden f ‘yi artiracaktir. Yani
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E,(f)=E, (Eh (/ (= ))) =B, (f (3 +h))=f(x,+24)
= f (% +hh+2.0) = f (%, +h(k+2)) = f (%e02) = froa
Teorem3.3.1: X, = X, + kA, keZ ve f(xk) = f(xg + k-h) = f, olmak tizere keyfi

¥ dogal sayisi igin

E;: (fk) = f;m-r (Kim, Son, 2002).

fspat: r tizerinden tlimevarimla ispatlayalim.

i.  r=1 igin dogrudur.

Ei}z(fk)ﬂfkn

ii.  r igin dogrulugunu kabul edelim. Yani;

E, (fk) = fisr olsun.

#ii.  r+1 icin dogrulugunu gsterelim.

rl .
Ek (fk) - fk+r+1 gormek istenendir.

E;;Jrl (fk ) o E,i (E]: (fk )) = E; (fk+r ) = fm,.“ oldugu goriiliir ve ispat tamamianir.

Tamm3.3.2: f ’nin g-farks

1 ,n=0
A, =
o {(Eh —-q”'l).(Eh wq"”z)...(Ehﬂq).(Eh -I), nz1 (3-3:2)

seklinde tammlanir(Kim, Son, 2002).

O halde (3.3.2)’den

o Bu()=(Be=D)-fy = By ()= Fi = Fon=

* A:cli,h(fk):(Eh _C])'(Eh '“I)'fk E(Eh “‘1)'(fk+1 “’”fk)
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=E, (fk+1 ”“fk)““Q'(fic»s-l '“fk)
= for — Jen —4-Sea ¥ 4.1

= fen = Jen 1+ ) +4.,

= fr = [2)-Sen 0 S

e A (f)=(E~9)(E,~q9)(E,~1)-1.
= (B, 4" )(forr ~[2] frw + 2 12)
= fon = 2] fon+ 0. foa = 4" Srnn + @ [2) o — @S
= fois = fon{[2]+ @)+ @ o (14 ¢ [2]) -4 1
= fos =Bl S + 4 [3] =4 S

. A;,h (fk) = (Eh _q3)'(Eh “qz)-(Eh ”5.7)-(E/1 ”'"I)-fk
= (Eh . qS)'(fk-H - [3]'fk+2 + q-[3]-fk+1 ~ q3-fk)
= fira _[3]-fk+3 +q'[3]-fk+2 "”'q3'fk+1 “qg-fk»e«a +qs°[3]-fk+z “q4-[3]-fk+1 +q6-fk

= frsa '“fk+3'([3] +q3)+Q-ﬁc@2-([3]+q2-[3])“q3-.fzc+1-(1+q[3])+ qé-fk

3 1
= frus _[4]‘ﬁc+3 +q-frra- ](1(_1:1§ ) )”q3-[4]-fk+1 +q6-fk
41.13
o4 it Q-.ﬁc+z-[—[l2~%“~]~—q3-[4]-ﬁm .y

n. mertebeden g-farkin genel formiiliinii bir teoremle verelim.



Teorem3.3.3: g >0 ve keyfi bir # dogal sayisi igin X = Xo + k.h,

i=0

) (Z) " Tn (i=2ne1)
S ()= a5 |

seklinde ifade edilir(Kim, Son, 2002).

Ozel olarak k =0 ve her n dogal sayist i¢in

AZ,h(fo)ﬂ(““l)"-q[z}-Z(“l)l-r]-ﬁ--q :

yazilabilir,
Ispat; n lizerinden tiimevarimla ispatlayalim.

i. n=1 igin dogrudur.

B (ﬁf)”(—l)l-q@-i(—l Hf, 45

i=0

A;,k (fk) = (Wl)l (ffc +(“1)'ffc+1) = fin— S

ii.  ndogal sayist igin dogrulugunu kabul edelim. Yani

A=) & no( 1y [ }fm, ——

[:
olsun.

iii.  n+1igin dogrulugunu gosterelim.

il ; n+1 ( ~2.n-1)
(—) I: }\fkﬂ 2

i

e

() =(ay" )

oldugunu gérmek istiyoruz. (3.3.2)’den

]
L
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keZ olmak iizere,

(3.3.3)

(3.3.4)
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; (i-2.n+1)

Az:f:(fk)z(fsh—q”)-[(—x)".q@i(~1>f.[’j}fm.q z ]

i=0

AT . i.{i~2'n+l) i ; " i ) ,M
-y 5 [y S [ ™

f=l}

_.(z'-—2.n+l)

. M—

:(-1)n,q(zl,§(-1y.mq 5 (frwa—d" )

=(-1) -q@-[(""l)o -mq"-(ﬁm ~q" S )+(-1) m 47" (fra= 4" S+

(-1) r G frs =" Sn ) ¥ o

i n -n{n-1) .,
o [ 1 )
"W —n{n-1)
(——I)H li: 4 ? '(flc+n+1 - qn'fk“? )J

= (1Y’ .q@.((wl)l mq St fra(-1) HZ}« q[TD+ Fra(-1) ql(m + qBD +
ety a o e




(1) 015 e

B 7] e n-+1 —-n{n-1}
(——1)3. 5 G fropy + ot (1) 1.{ }.q 2 ot

H

. —n+1 -nn-1)
(—1) ' q 2 ‘fk+n+lJ

n(n-1) 1
=(-1)"q -q”-((*l)o-{ng 1}-fk+(—1)l-{n; }-q”’*.fmﬁ
2 jn+l| , [n+1] )
(~—1). ) g ‘f,wz—i-...+(~l). y g % fo
o | m+1] )
(—1) 1 l: ji'q : ‘f}wn-rl]

n+l1

. n{ath) il |+l (z 2.n~1)
—(-1)" g > .Z(_){ }fm =

i=0

= (”I)HH .q(n; )nzﬂ (__ ).r: [Y! + 1} flm (’"“2-2'7*1)

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.

H
e g-fark operatorii Aq,h Iineer bir operatériin karakteristik 6zelliklerine sahiptir.

AZ,h(fkigk) (ﬂc)+An ( )

Ve ¢ herhangi bir reel say1 olmak tizere

AZ,h (c'fk ) = C‘Ag,h (fk) dir.

53
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§
Tamm3.3.3: Eger n pozitif tam sayisi AZjh (fq (x )) =0 kosulunu saglayan en kiigiik say1

ise fq (x ) *in derecesi olarak adlandirilir. Ve g-faktoriyel polinomu

[x](m) _ 1 ,m=0
[x].[x—l]...[x——erl],mZI (3.3.5)
olarak tanimlanmr(Kim, Son, 2002).

A=A, (B=1) olsun. O halde her bir 7 igin

A, ([x](m)) _ (E—I).([x](ﬂ)) _ [x+1](m) __[x](m)
[}

]
=[x]-[x-1]
(o] .[1_ ¢ -1+g" ] [ (g )(1 -q" )
)

[x=1][x+1-m+1]-[x].[x=1]..[x~m+1]

x—m 2] ([x+1] =[x —m+1])

1-q

yazabiliriz.

Teorem3.3.4: m. dereceden bir g-faktdriyel polinomunun n.mertebeden g-farki

AZ ({x](m)) _ (_1)n 'q"'(”%l).[—m].[—m _;_1]“.[“?” n n-1].[x](m:ﬁ)

seklinde ifade edilir(Kim, Son, 2002).
Ispat: Ispati n tizerinden tiimevarimla yapalim.

i.  m=1lic¢in dogrudur.

A; ([x](m)) _ (_1)1 _q(’”"l).[—m].[x](m)
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ii.  » icin dogrulugunu kabul edelim. Yani;

AZ ([x] m)):(ml)n .qn'(xﬁg']“).[_m].[_m+1]___[_m+nm1].[x](m)

iii.  n+1 igin dogrulugunu gosterelim.

AZH ([x](m)) _ (_1)n+1 .q(n+i).(x+%%) [—~m].[—m + 1]...[»-~m N n]_[x](m—n—n

gérmek istedigimizdir.

,m([ ](»o) ( ([ ](m)))
—m].[—-m+1]...[—m+n—1].[x](m:ﬂ))

x+-mw

x~r~1+f—"ﬂ

=(-1)" .q ? ] [-m]..|-m+n- 1].(—qx+l.[—-m + n].[x](m-nul))

43
n.x+n+

e (w__l)m»l q PSR [mm].[——m + 1][—-m + n].[x](mwn—l)
n+2

_ (._l)mri .q(n+1)-(x+“§”] [mm]‘[_m " 1]...[——711 N n]‘[x](zzz:_n_—-i)

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.

Boylece m. dereceden bir g-faktdriyel polinomunun (m+1). mertebeden g-farkinm sifir

oldugunu sdyleyebiliriz.

e Simdi m. dereceden bir f, (x) polinomunun Maclourin agilinuna benzeyen bir

agilimim elde etmeye caligalim. m. dereceden keyfi bir
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7 (x) q-faktdriyel polinomu x, =x,+kh, h=1 x,=0, x = k olmak

lizere
£, () =ay+a [x]" + @ [x]? +..t a, [x]"
seklinde ifade edilir.

2> x =0 icin Yy katsayisim bulalim.
J4 (O) =y + al.[O](D + az.[O]("z") + ...+ am.[O](m) =,

a, = f,(0)

~> Birinei mertebeden g-fark alarak @; katsayisini bulalim.

A, (fq (x)) =A, (ao + ai.[x](l) + az.[x](z) +..+ am.[x](“"l))
- 0“i”al-(”qx“.[——l].[x](g))+az.(~—qx+1.[~—2].[x](l))+...
+am.(-~q"+1.[—m].[x](mﬂ))

= “‘“qm.([—l].al + az.[w2].[x](1) + ..+ am.[—m].[x](m))

Burada x =0 igin

Buradan;

_A,(£,(0)

4= —““Tﬁ_ bulunur.

-> Tkinci mertebeden g-fark alarak a, katsayisim bulalim.

AL (f,() = (E~q)-(E~1)



[ m].[x 1“" ”)

Burada X =0 icin

A, (fq (O)) = “‘12-(“1-[_1] ~+-az.[—Z].(—-q.[—~1]))+qz.(al.[ml])

= qu,al,[wl]+a2_q3.[--1].[~—2] +q2.a1.[-1]

A(£,(0))= ¢ (a,.[-2].[-1]+0)

a2 o
I-g l1-¢g
-1
2o

olarak bulunur.

Ve genel olarak j=0,1,2,...,n igin

olarak yazilabilir.
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;= Tt (3.3.6)
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Teorem3.3.5: fq (x) M. dereceden keyfi bir g-faktorivel polinomu olsun. Bu

durumda Maclourin agilimina benzeyen su ifade elde edilir.

0= 0 SO S S 0

(Kim, Son, 2002).
Newton’un ileri fark interpolasyon formiiliiniin g-analogu

f,(x) M. dereceden keyfi bir g-faktdriyel polinomu olsun.

fq (x{)) = fo,qa fq (x;) = tha---afq (xm) = fm,q ile gosterelim. O halde

0<ismiginx, =x,+ih, ieZ ve [u]z[xw—xo]

olmak lizere;

X)= ~+~—————————-“-A;’h(ﬂ)’q) u +%A§’h(ﬁ)’q) ulju-—1+
fq( )”fe,q [h] [ ] [Zh][h] [ ][ 1]

834 (fog)
+W_[u],[uwl]...[u—m+l] (3.3.8)

olarak ifade edilir.

4. iKi INTERPOLASYON FORMUNUN KARSILASTIRILMASI
Ornekd.1.1;

(Gerald, Wheatley, 2004) Oncelikle bélimmis farklar yardimiyla bir

interpolasyon polinomu olusturalim.

-X

fx)=x 2?2 fonksiyonu i¢in bolinmis fark tablosu olugturalm.

X f[xi] f[xi:xf+1] f[xn'":xfu] f[xi«""”xi+3] f[xn"'axwt]
110 06981 0.859333333  —0.1755  0.003188034359 0.002649851774
2.00 14715 0.438133333 -0.163066666  0.019087145

3.50 2.1287 -0.051066666 —0.065722222

5.00 2.0521 —0.287666666

7.10 1.4480
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Bu tablo sayesinde 3. dereceden Newton bolinmis fark interpolasyon polinomunu

olusturabiliriz.

2y (x) = £ [x]+ Foe ] (5= 3 ) oot F [ X5 % ] (22 ) - (= 3, ) (3=, )
olusturdugumuz bu interpolasyon polinomu ile p, (1 .75) degerini hesaplayalim.

(%) =0.6981+0.859333333(x—1.1)-0.1755 (x~1.1)(x - 2) +
+0.003188034359(x—1.1) (x-2)(x~3.5)

P, (1.75) =0.6981+0.859333333(1.75-1.1) = 0.1755(1.75 - 1.1) (1.75-2) +
+0.003188034359(1.75 - 1.1)(1.75 ~2)(1.75~3.5)

Dy (1 .75) =0.6981+0.558566666 + 0.02851875 + 0.0009065972708

p,(1.75)=1.286092013

olarak hesap edilir. Gergekte ise

£(1.75)=1.276639935  bulunur.

f(1.75) — p,(1.75) =1.276639935 ~1.286092013 = ~0.00945207773

Simdi de bu interpolasyon i¢in hatayi yaklagik olarak hesaplayalim.

R RN Al (9
£(x)= 2. (x) = (x=x)-(x=x) (3= 2,). oy

. f(nH) X
}qlg}c f[xs Xpaeres xn] = “’(71“_]__5_!)" oldugundan;

)
£ ()= (e o= ) (5-) L

f(x)-py(x)= (22 ) (x=x).(x = x,) . (x—x,) f [Xoo 21055 %, |
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f(1.75)- p, (1.75) = (1.75-1.1)(1.75~ 2)
(1.75-3.5)(1.75-5)(0.002649851774)

£(1.75)~ p, (1.75) = (0.65)(<0.25)(~1.75)(~3.25)(0.002649851774)

7(1.75) - p, (1.75) = ~0.0024490426942515625

olarak hesaplanir.

Ornekd.1.2; Newton bolinmils fark interpolasyon formu ve g-fark interpolasyon formunu

kargilagtiralim.

g = 0.5 icin keyfi sectigimiz g-integer noktalarim hesaplayalim.

1-(0.5)°
x0=[2].-:T£—d§)—:1.5
1-(0.5)’
x =[4]= Tos =L875
1-(0.5)
x, =[5]= o L9375
8
x, =[8]= 11((:)'? ~1.9921875
0
v, =[10]= 203 005046875
1-(0.5)"

x5 =[13] = =1.999755859
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Verilen Xg,X;,X,,X;,X,,Xs noktalarinda bir f fonksiyonunun aldign degerler agagidaki gibi

olsun;
x,=1.3 v, =4.13
x, =1.875 y =422
x, =1.9375 ¥, =431
x, =1.9921875 ¥, =439

x, =1.998046875  y, =4.46
x, =1.999755859  y, =4.53

1) (2.1.9) Newton boliinmis fark interpolasyon formunu kullanalim.
2. (%)= £x, ] () + £ 30,3, ], (%) + ot £ [Xos X150 %, ], (%)
n=4 igin
pa(x) = fx ]y (x)+ £ [x00 3 ], (%) + f [ 30,3, |, () +
- f [0 702,56, |0, (36) + F [ %050 35, %, |7, (%)

polinomunun katsayilarim hesaplamak i¢in bslinmiis fark tablosunu olugturalim.

% =15 fx]=413
% 1875 [x]=422 f{xmxl]i()%
f[xvxz] =144
x, =1.9375 flx]=431 £, ] =1.462857143
x,=1.9921875  f[x,]=4.39 £l,0%] =11.94666667
X, = 1998046875 fx, ]~ 4.46 £ [ %] = 40.96000899
X, =1999755859 1.1 453 el

I %053, %,] =2.742857143 S x0s%5 %5, %] = =5.176501888
Fx%,, % | = 0.19504762 Fx,%,0%5, %, ] =1405.618008

fx,0%,,%,]=173.1519509 f %5, %, x,,%;] = 58795.31888
flx;.%,, %] =3833.505033
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VX5 Xy, Xy, X, | = 2832.654075

SRR [ Xos %15 X35 23, %,, 5 | = 914813.5334

Fx. x5, %, %,, % | = 460016.0773

Py (%)= 4.13+0.24(x—x,)+2.742857143 (x - x, J(x —x;) =
5.176501888(x—~xo)(x—xl)(x—xz)~+—
2832654075 (x~x, ) (x—x ) (x —x, ) (x —x3)

[6]= ;_ E =1.96875 igin p,(1.96875) degerini hesaplayalim.

p.(1 96875) =4.13+0.1125+0.120535714 - 0.007108843535~ 0.091173243

P, (1.96875) = 4.264753627

(2.1.12y den

(5}
f(x)wp4(x):(x-wxo).(x—xl).(xwxz).(x——x3).(xwx4).f 5(!5") yazilabilir.

(1)
f[xe,xl,...,x,,] = L;gﬂ oldugundan;

f[xoaxnxpxs:xmxs]:

—“_"*Wf(s} (5) dir.
51

f(x)-p, (x) 5(x»-—xo).(x—~x1).(xw—x2).(x—-x3).

(0 =3, ) [ %0005y 35 X X5 |

£(1.96875) - p, (1.96875) = (0.46875)(0.09375) (0.03125)
(~0.0234375)(=0.029296875). £ x5, X;, %5, X35 X Xs |

£ (1.96875)— p, (1.96875) = 0.862636326
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2) Simdide q-fark interpolasyon formunu kuilanarak p, (l 96875) = p, ([6]) degerini

hesaplayalim.
(3.2.7)’den

yazilabilir.

Bu katsayilar hesaplamak i¢in g-farklari hesaplayalim.

% =15 f(x,)=4.13

x, =1.875 flx)=422

x, =1.9375 f{x,)=431
x,=1.9921875  f{(x,)=4.39
x, =1.998046875 f (x4) —4.46
%, =1.999755859 (1) 453

A, f{(x,)=0.09
A f(x)=0.09
A, f(x,)=0.08
A S (x)=0.07
A f(x,)=0.07

A2 f(x,)=0.045
A2f(x)=0.035
A2 f (x,)=0.030
A f (%) =0.035

Al f(x,)=0.02375
AL f(x,)=0.02125
Al f(x,)=0.0275

p.([6])= [3}4.13+m0.09+mo.045+mo.02375+

-+ L]0.0I 828125

A f(x,)=0.01828125

5 o

N



110,00 LU0 g [OIST4L ) s
p.([6])=4.13+[6]0.09 Bl 0.045 B 0.02375
(SIS 1858125

[4]!

+

p,([6]) =4.13+0.1771875+0.114433593+0.064709472 +
0.046488647

p,([6])=4.532819212  olarak hesaplan.

FOE)  ALf(x,)
Teorem3.2.2°den ! T nn-1) oldupundan;
g > .In]

f(x)““P4 (x):(x—xo).(x——xl).(xmxz).(JC~x3).(XWx4)- 51

A f(x,)
5]

F(x)-p, (x)= (x——xo).(xwxl).(x—~x2).(xw-x3).(x~x4)
£([6])-p.([6]) =([6]-)-([6]-=)-([6] =)

AZf(xo)
([6] —x3).([6] "“x4)' qlﬂ.[s]!

7([6])- p. ([6]) = (0.46875)(0.09375)(0.03125)(~0.0234375)
(-0.029296875)(2.545056742)
=2.399897157x107°

()
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5. SONUCLAR ve TARTISMA

Daha onceden ¢ok kez ele alimp islenmis olan bolinmis fark, ileri ve geri fark
operatorlerini ve bunlarla birlikte ifade edilebilen interpolasyon polinomlarimn elde ediligini
degisik bir yoldan vermeye calistik. Burada &nemli olan teoremlerin ispatlarmda ve
interpolasyon polinomunun olusturulmasinda en anlastlir ve en ik yolun se¢imiydi.

Sonra g-integer noktalart ve Ozelliklerini inceledik. Once elde edilen interpolasyon
polinomlarimn g-analoglarm: elde ettik. Tabi, teoremleri g-integer noktalarinda ifade edip
ispatlarken yine en gik ve anlagihr yolu segtik. Ara iglemlere gok yer vermemizin nedeni,
yitksek lisans ve doktoraya yeni baglayan arkadaslara igik tutarken, onlar fazla yorup
zamanlarin almadan bu konulara agina olmalarint saglamakt.

Tezin sonunda alinan orneklerle adi noktalardaki interpolasyonla g-integer
interpolasyonu karg;ﬂastzrdlk. Bu calismada g-integer noktalarinda tiirev operatdriiniin
tammmi vermekle yetindik. Bir sonraki ¢ahymada g-integer noktalarinda tlirev operatdriiniin

Szellikleri incelenebilir,
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