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GECIKMELI DIFERENSIYEL DENKLEMLER VE KARARLILIK
TEORISi

Irem SAKINC

Anahtar Kelimeler: Gecikme, Lipschitz, Diferensiyel Denklem, Lyapunov
Yontemi, Teklik ve Varlik

Ozet: Bu galismamiz bes bolimden olugmaktadir.Birinci bolimde gecikmeli
diferensiyel denklemlerle ilgili temel tanimlar ve Omekler ayrica daha sonraki
bolimlerde kullamlan, genel bilgiler ve konuyla ilgili énceden yapilan galigmalar
Ozet halinde verilmigtir. Ikinci bolimde Lipschitz kogulu ve ¢oziimiin tekligi
aragtnlmustir. Uglincii  bolimde siurh  gecikmeli sistemler tamtilarak, bu tiir
sistemleri igeren baslangic deer problemlerin teklik ve varhk teoremleri
ispatlanmistir. Dordiincia  bolimde lineer gecikmeli sistemlerin, adi diferensiyel
denklem sistemleri igin bilinen bazi 6zellikleri saglayip saglamadif incelenmisgtir.
Son boliimde ise sinirh gecikmeli diferensiyel denklemler igin Lyapunov anlaminda
kararhlik tanmimlan ve baz: 6nemli sonuglar yer almaktadir.
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DELAY DIFFERENTIAL EQUATIONS AND STABILITY THEORY

Irem SAKINC

Key Words: Delay, Lipschitz, Differential Equation, Lyapunov Method, Existence
and Uniqueness

Abstract: This Master Thesis consists of five chapters. In chapter 1, we give basic
definitions and examples of delay differential equations followed by general
informations used for later chapters and a summary of prework for this thesis. In
chapter 2, Lipschitz condition and the uniqueness of the solution are studied. In
chapter 3, we introduce the bounded delay systems as well as the proof of existence
and uniqueness theorems for initial value problems containing these systems.In
chapter 4, we discuss whether the linear delay systems satisfy the properties known
for ordinary differential equations in the sense of Lyapunov stability.
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ONSOZ ve TESEKKUR
Bu ¢aligmada Gecikmeli Diferensiyel Denklemler incelenmisgtir.
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BOLUM 1
1. TEMEL KAVRAMLAR
1.1. Giris

Bir fiziksel olay: adi veya kismi diferensiyel denklemler yardimiyla tammlamug
olmak, sdz konusu sistemin gelecekteki degigimini gegmis durumundan bagimsiz
kalarak hesaplamak demektir.

Halbuki ger¢ek durum, gogunlukia , bundan farklidir. Pek ¢ok olayda bir sistemin su
anki durumu geg¢migine bagl olarak ifade edilir. Béyle bir hipotez altinda olayin
modellenmesi halinde gecikmeli diferensiyel denklemler olarak adlandinlan bagka
bir denklem sintfi elde edilmis olur. Asafidaki denklemler gecikmeli diferensiyel
denklemler igin birer 6rnektir :

X'()-x(t-1)-x(t-2)=0 (1.1)
X()=x()-%6) (12)
X"()-x'(t-D)+x(t)=0 (1.3)
X"(t) + X'(t) + x(t—3) = sin t (1.4)
x'(t) = (1) x(t-1) (1.5)

Bu omeklerden goriilecegi lizere bir gecikmeli diferensiyel denklem, bilinmeyen
fonksiyon ve onun tirevlerini farkli gecikme argiimentlerine bagli birakan
diferensiyel denklemdir. Bu tiir bir denkleme literatiirde ilk kez onsekizinci yiizyilin
ikinci yarisinda rastlanmigtir. (Kondorse, 1771) Ama boylesi denklemlerin sistematik
olarak incelenmesi yirminci yiizyilin ikinci yarisinda A.D. Myshkis , EM. Wright, R

. Bellman ve digerleri tarafindan yapilan galigmalarla baglamigtir.



Gecikmeli diferensiyel denklemler ¢ok sayida uygulamaya sahiptir. Ornegin,
otomatik kontrol teorisi, self — salinimli sistemler teorisi, roketleri hareket ettiren
yanma ile ilgili problemler ve bir dizi biyoloji problemi gecikmeli diferensiyel

denklemler sayesinde incelenebilmektir.

Bir gecikmeli diferensiyel denklem igindeki bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek

tirevinin basamagina denklemin basamag denir.

Gecikmeli diferensiyel denklemler igin lineerlik kavrami adi diferensiyel
denklemlerdekine benzer olarak ifade edilebilir. Buna gore, (1.1), (1.2) ve (1.3)
lineer homogen denklemler; (1.4) lineer homogen olmayan denklem ve (1.5) lineer

olmayan denklemdir.
1.2 Coziim Kavram

Bir gecikmeli diferensiyel denklem ile bir adi diferensiyel denklemin ¢oziim kavrami
arasindaki farki ortaya koymak iizere

x'(t) = kx(t—h) , k,h=sabit , k=0 (1.6)
denklemini ele alalim.

Bu denklemin x(t) ¢oziimi o <t < B aralifinda incelenmis olsun, yani
x:[a,B] >R, Bja+h.
h=0 igin (1.6) bir adi diferensiyel denklemdir ve bu durumda x(t) ¢oziimii a <t <p

aralif boyunca tanimlidir.
h)0 halinde a<t(a+h igin t—h{a oldugundan, (1.6) gecikmeli diferensiyel
denklemlerinin ikinci yami1 tammsizdir. Bu sikinti agagidaki tammla asiimaktadir.



Tamm 1.2.1: (1.6) mn a <t <P aralif iizerinde tamml bir x(t) ¢oziimii, t—h{a
i¢in (1.6) denkleminin sagindaki x(t-h) yerine o.—h < t{(o. araligindan tamimh olan
bir ¢baslangig fonksiyonunun deBerlerini koymak tizere her te [a, B] icin (1.6)
denklemini saglayan bir fonksiyondur. Bu tanima gére

x(t-h)=¢), t—h{x

oldugu kabul edilmigtir. Bu baslangi¢ fonksiyonu ya verilir ya da ek kosullardan
elde edilir.

1.3 Adumlar Yontemi

Basit bir gecikmeli diferensiyel denklem ile bir baslangi¢ fonksiyonundan meydana
gelen baglangi¢ deger problemi

x(t) = f(t, x(t),x(t-r)) 1.7
x(t) =0,(), t,~r<t<t, (1.8)
bi¢imindedir; burada r)0 gecikme sabitidir. Bu problem i¢in en dogal ¢oziim yontemi
adimlar yontemidir. Bu yonteme gore artik gecikme igermeyen

x(t) =£(t,x(t),0,(t-1)), t, <t (1.9)
x(t,) = 6,(t,) (1.10)
problemi g6z oOniine alimr. Zira t, <t<t,+r igin t-r argimenti t,-r<t<t,

bagslangig arahifinda degismektedir ve x(t—r) = 0,(t~r) dir.

(1.9) - (1.10) probleminin
x(t) = @, (t), goziimiinin  [t,,t, +r] arahginda tanimh oldugunu kabul edelim.

Ikinci adimda
x(t) =f(t,x(t),0,(t-1)), t,+rst (1.11)
x(t, +1) = @ (t, +1) (1.12)

bigiminde gecikme igermeyen bagka bir baglangi¢ deger problemi elde edilir.

(1.11) - (1.12) probleminin



x(t) = @,(t), ¢ozliimiiniin t,+r<t<t,+2r arahginda tammh oldugunu kabul

edelim.

Ugiincii adimda

%(t) =f(t,x(t),0,(t-1)), t,+2r<t (1.13)
x(t, +2r) = @,(t, +2r) (1.14)

baslangi¢ deger problemi gikar. Béyle devam edilirse,
n yinci adimda
k(t) = f(tax(t)’(p(n—l)(t - r))’ t0 + (n - l)r <t (1 . 15)

X(to+(n-Dr)=0,,,+(n-1r) (1.16)

problemi bulunur.

(1.15) - (1.16) baglangi¢ deger probleminin
x(t) = @, (t), ¢oziminiin t,+(n-1)r<t<t,+nr arahfinda tammh oldugunu

kabul edelim.

Boylece (1.7)—(1.8) probleminin x(t) ¢oziimii [to, t, + nr] aralif boyunca tanimlanmig

oldu.

X
X0 : 5
8,(H - :
:\_',0”__\ (pl(t) Cpg(t) ’ .
, ' y ) . : t
tyr t, 1t t#2r  tgH3r tHo-Dr  tohor

Sekil 1.1: Gecikmeli diferensiyel denklemin [t,,t, + nr] araligindaki ¢6ziim grafigi

Adimlar yontemi x(t) ¢oziimiinii sonlu sayida araliklar iizerinde belirlemekle beraber
0, ve f siirekli olmak iizere (t,,6,(t,)) noktasinmn bu komsulugunda (1.9) — (1.10)
probleminin bir ¢6ziimiiniin varbigimi da ispatlar. Ayrica; (1.9) denklemindeki f
fonksiyonu ikinci argiimenti gore bir Lipschitz kosulunu sagladif zaman ¢oziimiiniin

tekligi de garanti edilmis olur.



Omek 1.3.1: Adimlar y6ntemi ile

x'(t) = —cx(t-71) (1.17)
x(t)=6,, t,-r<t<t, (1.18)
baslangic defer problemini t, <t <t,+2r arahfiinda ¢ozelim;, burada ¢ ve 6,
pozitif sabitlerdir.

ft,.t, +r] iizerinde (1.17)

x'(t)=-ch,, t, <t (1.19)
adi diferensiyel denklemine ve (1.18) de
x(t,) =6, (1.20)

baslangi¢ kosuluna indirgenir.
(1.19) — (1.20) probleminin
x(t)=0,(t)=6, [1 —c(t—t, )], ¢coziimiinin t, <t < t,+r aralifinda tamimh oldugunu

kabul edelim.

Meydana gelen yeni gecikmeli baslangi¢ deger problemi

x'(t)=—-cx(t-r1), t,+r<t

x(t) =0 1-c(t-1t,)], t, <t<t,+r

seklindedir. Buradan da

x'(t)=—cB fl-ct-r-t)] t,+r<t 1.21)
x(t, +1) = 8,[1-cr]= 6, —crf, 1.22)

yazilabilir. Bu baglangi¢ deger probleminin

x(t) = 0,(t) = 90[222—(1: —r—t,)* —c(t—ty)+ l:’,

¢oziminin t, +r <t <t,+2r

arahginda tamml oldugunu kabul edelim. Boylece (1.17) — (1.18) probleminin
[t,, t, + 2r]araligindaki tek goziimii

t) , t,<t=<
x(t) = {(p,( ) 0 fo kT olarak bulunur.

0,(t) , t,+rst<t,+2r



Ornek 1.3.2: 0< t <r araifinda

w=af1-*D -
x(t)—a,( > )x(t) biy(Ox() w23)
y'(t) =-a,y(t) + b x(t —r)y(t —1)
lineer olmayan sistemini ve
x(t)=6,(t), -r<t<0
{y(t) =0,(t), -r<t<0 (124)

baslangi¢ fonksiyonlarint ele alalim; burada a,, a,, b,, b,, P ve r poxzitif sabit sayilar

olup 9, ve 6, verilen siirekli fonksiyonlardir.

(1.23) - (1.24) baslangig deger problemi de adimlar yéntemi yardimiyla ¢oziilebilir.
Gergekten [0,r] iizerinde (1.23) deki ikinci denklemden

y'(t) =-a,y(t)+b,0,(t—)0,(t-1), 0<t (1.25)
adi lineer diferensiyel denklemi ve (1.24) den

y(0) =8,(0) - (1.26)
baglangi¢ kosulu bulunur.

(1.25) - (1.26) baslangi¢ deger probleminin

y(t) = y(t), ¢ozimiiniin 0<t<r (1.27)

arahginda tamml oldugunu kabul edelim.

Bunu verilen sistemin ilk denkleminde yerine koyarsak

X(t) = al(l —%)x(t) ~ by (H)x(t) (1.28)

Bernoulli denklemi ve (1.24) den

x(0) = 6,(0) (1.29)
kosulu elde edilir.

(1.28) — (1.29) baslangig deger probleminin

x(t) = o(t), ¢ozimiinin 0 < t<r (1.30)
aralifinda tanim!t oldugunu kabul edelim.

(1.27) — (1.30) den verilen problemin 0 <t < r lizerindeki tek ¢oziimii
{x(t) =), 0<t<r
yt)=wy(), 0<t<r

bigiminde hesaplanmug olur.

(1.31)



Benzer iglemlere [r,2r], [2r,3r],... araliklarinda devam edilirse, problemin ¢oziimii

istenilen yere kadar hesaplanmus olur.
Simdi asagidaki problem goz Oniine alinabilir.

Omek 1.3.3: (Kangim Problemi) B birim tuzlu su karnigim igeren bir tankere iistteki
bir musluktan dakikada q birim hizla taze su akiyor. Tuzlu su sirekli olarak
kanigtirnthyor ve kangim yine dakikada q birim hizla alttaki bir musluktan digan
bosaliyor. Bu durumda t aninda tankeri terk eden tuz miktarini bulalim.

x(t), t amnda tankerdeki tuz miktan olsun. Kangtirmanin tanker boyunca mitkkemmel
yapildif: kabul edilirse, tankeri terk eden tuzlu suda galon basina 51(31)— birim kadar

tuz bulunur ve buradan

dx(t) _ x(t)
i g

adi diferensiyel denklemi elde edilir.

Ancak daha gegerli bir yaklagimla kangtinm isleminin tanker boyunca
gergeklestiremedigi kabul edilmelidir. Buradan t aminda tankeri terk eden tuzlu suyun
konsantrasyonu biraz daha énceki t-r amindaki ortalama konstrasyona esit olacaktir.
Buna gore x in diferensiyel denklemi

x(t—r1)
B

x'(t)=-q
yada

%

olmak tuizere

x'(t) = —cx(t—r1) (1.32)
seklinde bir gecikmeli diferensiyel denklemdir, burada r poxzitif bir sabit olup
gecikmeyi ifade etmektedir.

Simdi [t0 —r,t(,] seklinde r uzunluklu aralikta bir baslangig fonksiyonu belirlenirse,

(1.32) denklemi t, anindan itibaren incelenebilir. Baslangig fonksiyonu
7



x(t)=6,, t,-r<t<t, (1.33)
olsun, burada 0, pozitif bir sabittir .

Buna gore t, dan once B birim tuzlu sudaki 6, tuz miktarimn bilindigi kabul
edilmektedir.

(1.32) - (1.33) baglangig deger probleminin [t,,t, + 2r]arahgindaki ¢oziimii Ornek
1.3.1 de hesaplanmigtir.

1. 4 Baz1 Temel Sonuglar

Lemma 1.4.1: (Gronwal-Reid Lemmast) ¢ verilen bir keyfi sabit, k negatif olmayan

J aralif tizerinde siirekli bir fonksiyon ve t, € J olsun.

Egerv:J > [0, oo) fonksiyonu siirekli, J iizerindeki her t i¢in

v(t)<c+

ik(s) v(s)ds

ise

ik(s)ds

to

v(t) < ce

bulunur. (Driver, 1977)

Tanmim 1.4.2: R" de & ve m noktalarim birlestiren dogru pargasi, 0 <s <1 olmak
tizere {(s) = (1-s)E +sn noktalarinin kiimesidir. Bir A c R" ‘alt kiimesindeki her £
ve M noktalarim birlestiren dogru pargast tamamen A iginde kaliyorsa, bu durumda

A ya konvekstir denir.

Teorem 1.4.3: (n degiskenli fonksiyonlar igin ortalama deger teoremi)

A,R" nin konveks bir alt kiimesi, f: A — R siirekli bir fonksiyon ve f fonksiyonu
birinci basamaktan siirekli kismi tiirevlere sahip olsun.

Eger £ = (¢,,...,£,) ve n=(N,,....,N,), A iginde herhangi iki nokta ise bu durumda,
f)-f€) =Y (D)O,,...8,)m; &)

=1



olacak sekilde§ ve m noktalarim birlestiren dogru pargast iizerinde bir (8,,...,6,)
noktasi vardir. Burada D;f operatorii f in j.inci bilesene gére kismi tiirevini

gostermektedir. (Wade, 2000)

Teorem 1.4.4: ( Varlik ve Teklik Teoremi )

f, (n+1) boyutlu Euclid uzaymnn bir B bolgesinde tammlanmis n bilesenli bir vektor

fonksiyon olsun. f ve gf—, (k=1,...,n) vektorleri B bolgesinde siirekli ise
k

x' =f(t,x)

sisteminin B de verilen her (t,,k) noktas: igin x(t,) =k baslangic kosulunu
saglayan bir tek x=x(t) ¢6ziimii vardir. Bu ¢6ziim t, noktasim kapsayan bir I aralif
tizerinde tammhdir. Her teI igin(t,x(t)) e Bdir ve x=x(t), (t,t,,k) mn sirekli
fonksiyonudur. (Dernek, 2001)

Teorem 1.4.5: (Bolzano Weierstrass Teoremi)

R* de her simirl1 dizi yakinsak bir alt diziye sahiptir. (Wade, 2000)

Teorem 1.4.6: (Heine —Borel Teoremi)

R” nin her kapali ve siirl: alt kiimesi kompakttir. (Wade, 2000)

Teorem 1.4.7: (R" de bir kapal: ve sinirh kiime iizerinde siirekli fonksiyon )

A, R” nin kapali ve sinirh alt kiimesi, f: A — R siirekli bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f fonksiyonu A tizerinde simirli ve diizgiin siireklidir. (Wade, 2000)

Teorem 1.4.8: (Picard Teoremi) w=f(z) analitik fonksiyonu z =z, noktasinda bir
aynk esas singilerlige sahip ise, z, in keyfi gekilde kiigiik segilen her komgulugunda
en fazla bir deger hari¢ her degeri sonsuz defa alir. (Osborne, 1999)



Teorem 1.4.9: x, bir sinirli (a,b) araligin1 R” igine resmeden diferensiyellenebilir bir

fonksiyon ve B pozitif bir sabit olmak iizere;
IK®|<B, te(ab)

olsun. Bu durumda;

lim x(t) ve lim x(t) limitleri mevcuttur. (Driver, 1977)
t—oa* t—a”

10



BOLUM 11
2. LIPSCHITZ KOSULU ve TEKLIK TEOREMLERI
2.1 Giris

Bu boliimde adi diferensiyel denklemler igin bilinen teklik teoremlerinin oldukga
genel olan gecikmeli diferensiyel denklemlere genisletilmesi iizerinde durulacaktr.

x ve f n-vektor degerli fonksiyonlar olmak iizere gecikmeli diferensiyel denklemlerin
x'(1) = £(t,x(g, (1),....x(8. (1) 2.1

sistemini ele alalim; burada her bir g;(t) bir gecikme argiimentidir, yani j=1,...,m

igin g,(t) <t dir. Cogunlukla g,(t) =t dir.

Bazen g;(t) yerine t—r,(t) yazlabilir. Boyle bir durumda negatif olmayan r;(t)
fonksiyonlarnn gecikmeleri temsil eder.
Ayrica her bir j=1,...,m igin

Y=< gj(t) <t t, <t

olacak gekilde bir 0(y < t, sayisinin varlig1 kabul edilmektedir.

J.R de bir aralik ve D, R" de bir agik kiime olsun. Genellikle J = [to, B) olarak bazen
de a.<t, <P olmak iizere J = (o, B) olarak almr.

f:JxD™ ->R"

seklinde bir doniisiim olsun. (2.1) denklemi t, < t(f iizerinde

x(t)=06(), yst<t, (2.2)
baslangi¢ kosulu ile birlikte ele alinacaktir. Burada 9 ;

6: [y, t] -D



seklinde verilen sirekli bir baslangi¢ fonksiyonudur. $imdi (2.1) denklemi yerine
kolaylik olmasi agisindan daha kisa bir notasyon olusturalim.

Verilen t € [t,,B) ve verilen herhangi bir

xL: [y, t] — D fonksiyonu igin

E(t,X.) = £(t,x(& (1), X(8 (1))

olsun. Bu notasyon yardimiyla (2.1) denklemi

x'(t) = F(t,x,) (2.3)

kompakt formunu alir.,

Tamm 2.1.1: (2.1) - (2.2) probleminin bir ¢oziimii agaZidaki kosullan saglayan bir
strekli

x:[r.8,) > D, B, (t,.8]

fonksiyonudur.

® x(t)=06(t),yst<t,

Gi) x'(t)=F(,x,), t,<t<B,

(x'(t,), sagdan tiirev anlamindadir.)

Tanim 2.1.2: (2.1) - (2.2) probleminin ayn: aralikta tanimli olan herhangi iki ¢oziimii

birbirinin ayni ise, ¢oziime tektir denir.

fve g,,...,8, fonksiyonlan sirekli olsun. x, bir B, € (t,, B] igin
X: [y, B)—D

seklinde siirekli bir fonksiyon ise, bu durumda

F(t,x,) = £ (t,x(g,(1)),...,x(g,,(t))) fonksiyonu t ye gére siireklidir.

Buradan x in (2.1) — (2.2) probleminin bir ¢oziimii olmas igin gerek ve yeter kosul
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B(t), yst<t,

x(t) = 2.4)

0(t,) + [F(s,x,)d,, t, <t <P,

to

integral denkleminin ¢6ziimii olmasidir. Bu nedenle, genellikle (2.1) — (2.2)
denklemleri yerine (2.4) denklemi ile ¢aligmak daha uygundur.

Tekligin ingast igin asagidaki tammi verelim.

Tanim 2.1.3: G < JxD™ olmak iizere her (t,§,,....E ) ve (t,Em,...,E(m)) € G i¢in

8 Emy) £t By B K max [e, - &) 2.5)

ise, bu durumda f ye G tizerinde K Lipschitz sabitli bir Lipschitz kosulunu saghiyor
yada kisaca Lipschitzian denir.

R" de bir € = col(§,,....£ ) vektoriiniin normu

-2kl

seklinde tanmimlidur.

Buna gore f G izerinde (2.5) Lipschitz kosulunu saglamak iizere
telt,.B]ve x%.% : [y,t] = D igin

k. 2, ), 208, D), b6 Tey .- Xe, ()< G

ise , bu durumda

[Pt xe)~ F(tF)] < K ma uce,(0) - T(e 0] < K sup () - )| (26)
=1, y<ss

dir.

f, IxD™ nin tamaminda Lipschitzian ise, (2.1) — (2.2) probleminin en fazla bir

¢oziime sahip oldufu kolayca ispatlamr. Ancak boyle bir genel Lipschitz kosulu

lineer olmayan denklemler igin nadiren saglanir. Bu yiizden daha zayif bir varsayim

olarak lokal Lipschitz kosulu g6zoniine alinir.

13



Tamm 2.1 4: Her bir (t,M,...,N(m)) € IXD™ noktasi igin

A= t eR": E,—n(j)“ < b} ,i=1,...m 2.7
D nin bir alt kiimesi olmak iizere f fonksiyonu

(t,-a.t, +a]nT)x A, x A, x..x A,

kiimesi lizerinde Lipschitzian olacak gekilde a)0 ve b)0 sabitleri var ise , bu
durumda

f:JxD" ->R"

fonksiyonuna bir Lokal Lipschitz kosulunu saghyor yada Lokal Lipschitzian dir
denir.

Teorem 2.1.5: Asagidaki kosullar saglansin:

(i) f fonksiyonu [t,,8)xD™ iizerinde siirekli ve lokal Lipschitziandir;

(if) Her bir g; gecikme argiimenti [t,,B) tizerinde siirekli ve y <g(t) <t dir;

(i) © baslangig fonksiyonu [y,t,] > D tizerinde siireklidir.

Bu durumda (2.1) — (2.2) problemi bir [y, ,) arahiginda en gok bir ¢oziime sahiptir,
burada t,{B, < B dir.

Kamt: Celiski igin [y,8,) > D iizerinde tammb olan x veX, x#X, gibi iki
¢Oziimiin var oldugunu kabul edelim

x(t) = X(t), [y.t,] tizerinde

oldugundan en az bir t € (t,,8,) igin

x(t) = X(t)

dir.

t,=inf§t & (t,,B8,): x(t) = X(t)}

olsun. Buradan t,{t,{B, olup x ve X sirekliliginden

x(t)=X(), y<t<t,
dir. t,(t,{B, ve her bir x(g;(t,))e D

oldugundana)0 ve b)0 sabitleri segilebilir dyle ki

14



ft,-a,t,+a]c(t,,B,) ve (2.7) deki gibi tamimlanan her bir A;cDigin f

fonksiyonu
[tl —-a,t + a]x A, xA, x...x A_ uzerinde Lipschitzian’dir. Lipschitz sabiti K olsun.

Simdi, bir B, € (t,,t, +a) igin t, < t(B, araligna karsilik gelen x(g;(t)) ve X(g;(1))
noktalann A; iginde kalhrlar. t <t(B, icin x ve Xnin ikisi de (2.4) denklemini
sagladiklarindan ;

e-x0) =

j'[F(s,xs)-F(s,is]ds

< Kf ggs([x(c) -X(o)|ds

bulunur. Simdi

V(D) = sup|x(s) ~X(s)
olsun. Buradan

[x@®-%@)]| < Kj v(s)ds, t, < t(B,

yada y<s<t, igin x(t) = %(t) oldugundan
v(t) < Kj'v(s)ds, t, < t(B,

elde edililr.

Lemma 1.4.1 den v(t)=0 olur ve buradan her t € ['y,Bz) igin x(t) =X(t)  bulunur.

Bu ise t, in tammuyla celigir.

Ornek 2.1.6: xX'(t) = x(—;—) denklemini ve x(0) = x, kosulunu ele alalim.

Bu problemin [0, B), B)0, araliginda en gok bir ¢oziimii vardir. Bu sonu¢ Teorem

2.1.5 den hemen g¢ikar. Ciinkii burada f ve g fonksiyonlar: siirekli olup f global
Lipschitz kogulunu saglar.

15



f in lokal Lipschitzian olmas: fonksiyonun Lipschitzian olmasindan daha zayifur,
Simdi lokal Lipschitz kosulu hakkinda basit bir yeter kosuldan s6z edelim.

Lemma 2.1.7: f:[t,,8)xD™ - R® fonksiyonu ilk argiimenti harig diger biitiin

argimentlerine gore birinci basamaktan siirekli kismi tiireviere sahip ise, bu durumda
flokal Lipschitzian’dir.

Kanit: (t,,Ngyse-sMimy)» I xD™ = [t,,B)x D™ de herhangi bir nokta olsun.
a)0, t, +a(B olacak sekilde segilen yeterince kiigiik bir sayl, ve b)0 sayist da bir
j=1,..,ya da m igin “&—n(j)" <b oldufu zaman £eD olacak sekilde segilen

yeterince kiigiik olsun. b nin bu segimi daima mimkiindir. Cinki, D agik bir
kiimedir.

Buna gore;
] = [t1 —-a,t +a]mJ
arakesiti J nin kapali ve simirh bir alt kiimesidir, ve her bir

A= k eR" |- Tl(,-)“ < b}c: D kapah ve sinirlidir. Buradan

I xA xA, x..xA

kiimesi JxD™ nin bir kapali ve sinirh alt kiimesidir.

Teorem 1.4 .7 den dolay: , bu kiime tizerinde f in siirekli kismi tiirevleri siirhdir.
B, heri=1,...,n ve p=1,...,m igin lDpril nin bir ortak stnir1 olsun.

Ote yandan A, x...x A_ kiimesi konvekstir.

Gergekten, (4y»-Em) Ve (Eqy--rbmy) NOKtalari A x..xA_ icinde herhangi iki
nokta,0<s<1lve

Cey(8) = (1-8)E, +8E ), = 1,..,m;

ise, bu durumda,

nC(j) (s)- TI(,-)“ = “(1 -8)E; M)+ S(Eo) - "1(3))“
<(Q-s)b+sb=b

16



Boylece Teorem 1.4.4 den

(t.Eqy>---Emy) Ve (1, Eﬂ),...,E(m,) €J XA x..xA_

ise , bu durumda her bir i=1,...,n i¢in

lfi (.80 Em) ~filt, Emv-g(m))l < ggBlgon - E(j)kl < mB max "5(17 - E(j)”

j=1,..m
bulunur. i=1,...,n i¢in toplama yapilir ve K=nmB alinirsa,

“f(t, Fa(x)a---ag(m)) - f(t’ E(l)""g(m))" <K max "E-'(j) - E-:(j)"

i=l...m

elde edilir.

Omnek 2.1.8:

X(t) = 1+ tx(t)x(t-1)
x(%5)

x(t)=0(t)=cost, -1<t<0

problemi herhangi bir [-— 1, B,) aralifinda en ¢ok bir ¢oziime sahiptir. Gergekten,

, 10

1+t
F(t.Eq)Eap k) = 10t fonksiyonu ve bunun birinci basamaktan kismi

E-'(3)

o of of
ag(n ’ ag(z) ’ 6§(3)

Lemma 2.1.7 den dolay: bu fonksiyon R xD® iizerinde lokal Lipschitzian dir.

tirevleri RxD?, D= (0, oo) ,uzerinde siirekli olduklarindan

Ayrica, 0: [— l,O]—)D baslangig fonksiyonu siireklidir. Buradan Teorem 2.1.5
uygulanir,

Uyart 2.1.9: Burada verilen tammlar ve Teorem 2.1.5 bir 0zel durum olarak adi
diferensiyel denklemlere uygulanabilir. Zira, m=1,g,(t)=tvey=t, igin (2.1)
denklemi bir adi diferensiyel denklemdir.

Ote yandan, Teorem 2.1.5, ¢bzimii tek oldugu zaten bilinen bazi gecikmeli
diferensiyel denklemlere uygulanmayabilir. Omegin;

x(t) =[xa-pp, t20
x(t1)=06(t),-1<t<0

17



problemi tek ¢oziime sahip oldugu bilinmesine ragmen Teorem 2.1.5 in kosullari
saglanmamaktadir.

Uyan 2.1.10: Ikinci ve daha yilksek basamaktan gecikmeli denklemler adi
diferensiyel denklemlerde oldugu gibi birinci basamaktan sistemlere indirgenerek

incelenebilirler.

n yinci basamaktan gecikmeli skaler
x V(1) = £1,%(8, (1)), X' (8 (D), XV (@, ()., X (B (), X (B (). X" (8,0 (1)),

t, < t(B (2.8)

diferensiyel denklemini ve

x(t) = oW(), y<t<t,, j=012,.. (2.9)
baslangic fonksiyonunu ele alalim; burada ¢ ve onun tiirevleri ilk n-1 yinci
basamaktan tiirevleri siirekli ve her t € [y,t,) igin (0(t),'(t),...0" (1)) € D dir.

Eger y,(t)=x, y,()=x,..,y,(t)= x®1) doniigiimii uygulanirsa;

[ yi(t) =y, (1)
ya(t) = y;(t)

Yean(t) = ¥, (1)
Ly () = £, y(g,(D)..... ¥(8. (1))

sistemi

(y,t)=0
Y.(t)=¢

Y. (D)= o)
bastangic kosulu ile elde edilir. O halde [y, t,]
18



y(t) = col(y,, ¥,,.-,¥,)
8(t) = col(e,’,...,0" ™)

tammlidir. Boylece n yinci basamaktan gecikmeli diferensiyel denklem sistemi

y(t)=£(t,y,)
y(t) = 6(t)

seklinde birinci basamaktan gecikmeli diferensiyel denklem sistemine indirgenmis

olur. Dolay1siyla Teorem 2.1.5 ve Lemma 2.1.7 bu durumda da kullanilabilir.

Bu boliimde son olarak bir elemanter siirekli bagimlilik sonucundan s6z edilecektir.
Yani 6 baglangi¢ fonksiyonundaki bir degisiklik karsisinda gecikmeli diferensiyel
denklemler sisteminin ¢6ziimiinde meydana gelen degisiklik hakkinda bir kestirim
bulunmaktadir.

Teorem 2.1.11: f: [to,B)x D™ > R" fonksiyonu siirekli ve K Lipschitz sabitli
Lipschitzian, her bir g, gecikme argiimenti [to,B) lizerinde y<g,(t)<t olmak

tizere siirekli olsun. Ayrica ;
8:ly,t,]>D
6:[v.t,]»D

siirekli olsun. x ve X (2.1) denkleminin, strasiyla, © ve ) baglangi¢ fonksiyonlu (2.2)
denklemini saglayan ve ['y, [31) iizerinde tamimh olan ¢oziimleri olsun.

Bu durumda , t, < t(B, icin
ey -%(o)] < sup locs)-Bes) e 2.10)

dir.

Kamt: x ve X sirasiyla, (2.4) ve (2.3) denklemlerini saglayan iki ¢oziimii olsun;
burada (2.4) ve (2. 4) denkleminde © yerine 8 alinmus halidir. t, < t(8

i¢in ¢ikarma yapilirsa ,
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”x(t) - i(t)" = k(to) - é(to) + I[F(s’ xs) - F(S, is)}is
< [octo) - 6(to)]| +K | Ys;c;,;:s"x(c) ~ Z(o)|ds
bulunur.

v(t) = sup Ix(s) - %(s)]

olsun. Bu durumda

Ix(t)- %) < [BCt) - Be)] + K [ v(s)ds, t, < (B,
ya da

loy-Bw)| < vto). y <<t

oldugundan

v(t) < v(t,) +Kjv(s)ds, t, < t(B,

to

elde edilir.

Lemma 1.4.1 den
"x(t) - i(t)" < v(t,) g, t, <tB,,

bulunur. Bu ise (2.10) nun ifadesidir.
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BOLUM I
~ 3. SINIRLI GECIKMELI SISTEMLER
3.1 Girig

Cok sayida pratik degeri olan problemlerin sabit gecikmelere ya da sabit degilse bile
en azindan smirh gecikmelere sahip diferensiyel denklemlere neden olduklan
bilinmektedir. Bu yizden bu bélimde sinirli gecikmeli diferensiyel denklem
sistemleri tamtilacak ve bu tiir sistemleri igeren baslangic deger probleminin teklik
ve varlik teoremleri ispatlanacaktir.

Simdi bir r > 0 sabiti igin
t-r<g(t)<t, t>ty, j=1,...m olmak iizere

x'(t) = £(t,x(g,(1)),.... x(8, (1)) (G.1
sistemini ve buradan
x(t)=0(t), t,-r<t<t,, 3.2)

baglangi¢ fonksiyonunu ele alalim.

r=0igin (3.1) sistemi bir adi diferensiyel denklem sistemine doniigiir. B)t, bir say:

ve D < R" bir agik kiime olmak iizere f,

[t,.B)x D™ — R iizerinde tanimls bir fonksiyon olsun.

(3.1) denklemini daha iyi ifade etmek igin

x'(t) =F(t,x,) (3.3)
seklinde bir notasyon kullanilmigti. Animsanacag iizere orada ne F ne de x, i¢in bir
tamm yapilmad, o kadar ki F(t,x,) kombinasyonu sadece (3.1) in sag tarafim1 temsil

etmigti. Simdi simirh gecikmeli 6zel durumu igin Shimanov [1960] tarafindan F ve



x, hakkinda verilen ve gecikmeli diferensiyel denklemler literatiriinde yogun bir

sekilde kullamlan tanimi ifade edelim.

Tamm 3.1.1: Bir % : [t-r,t] > R®
fonksiyonu igin

%X, () =x(t+0), -r<6<0

olmak tizere

L' [— r,O] —R"

seklinde yeni bir fonksiyon tanimlanabilir.

Bu tanima gore, (3.3) denklemi sadece daha kisa bir gosterimi degil, aym zamanda
potansiyel olarak (3.1) denkleminden daha genel bir yapiy: temsil eder.

X, nin grafigi, %(s) nin'sadecet—r <s <t igin bulunan grafik parcanin
[-1,0] aralifina taginmasindan ibarettir. (Sekil 3.1), 7 bir siirekli fonksiyon ise bu

durumda Xt de [-1,0] iizerinde siireklidir.
1\

o=s-t

5

[e}
L -

K.
P -t

t:r t -r 0

Sekil 3.1: [t-r, t] araligindaki %(s) i¢in bulunan grafik pargasimn [-r, 0] aralifina
taginmig grafigi.

[-r,0] > R™ iizerinde tammh olan bitiin sirekli fonksiyonlarin c(- r,0]R") sifi
C ile gosterilecektir. A, R" de herhangi bir kiime ise,
C, =C([-1,0]A) dur.

O halde  : [t—r,t] > A bir siirekli fonksiyon ise, bu durumda %, € C, dir.
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(3.1) ya da (3.3) denklemi bazen bir [to,B) yar agik aralifinda bazen de bir (o, B)
acik arahfinda ele alnabilir. Dolayisiyla, J aralifn gereksinime gore [to,B) ya da
(o.,B) olacaktr.

(3.3) denklemi, f fonksiyonu JxD™ iizerinde tammh olmak iizere, (3.1) denklemini
temsil ediyorsa, bu durumda te J ve %, € C, oldugu siirece F(t,%,) anlaml olur;
yani

F:JxC, — R” olmalidir. Bagka bir ifadeyle her bir (t,y)e JxC,, igin F(t,y), R"

de iyi tamml bir nokta olmalidir.

F gibi bir fonksiyonlar kiimesi tizerinde tammh bir doniigiime genellikle fonksiyon
yerine fonksiyonel denir. Buradan (3.3) denklemine gogunlukla bir fonksiyonel
diferensiyel denklem denir. Bununla beraber, x in simdiki ve ge¢mis degerlerinin,
x'(t) nin iizerindeki etkileri goz éniine alindiginda (3.1) ya da (3.3) denklemine daha
cok bir gecikmeli diferensiyel denklem denir.

Omek 3.1.2: (3.3) denkleminin (3.1) denklemine egdeger olmasi isteniyorsa,
F(t,w)=1(t, v(g,(t)-t),....u(g,(t) - 1)) seklinde tammlanmalidir.

Gergekten ;

x,(8;(t) - t) = x(t+ g;(t) - t) = x(g;(t))ve

F(t,x,) = £(t,x,(g,(t) - t),.... X, (8, (1) - 1)) = £(t,x(g,(V)).....x(8(1))
dir. Bu ise (3.1) ikinci yamdir.

Daha once soylendigi gibi (3.3) denklemi potansiyel olarak (3.1) denkleminden daha
geneldir. Ciinkii F fonksiyoneli JxC, iizerinde tamimh oldugundan F(t,xt) ifadesi

-r<6<0igin x,(0)=x(t+0c) degerlerinin bir kagina ya da tiimiine bagh

olabilir.

0
Ornek 3.1.3: F(t,y) = Iw(c)dc icin (3.3) denklemi
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0 t
x'(t) = I x,(c)do = J. x(s)ds seklinde bir sistem olur.

t-r
(3.3) denklemindeki notasyona daha asina olmak igin agagidaki ornekleri goz 6niine
alalim.

Omek 3.1.4: r=1J =R,D =R olmak iizere
F:RxC—>R

fonksiyonu

F(t,y) = —cy(-Dfi+y(0)]

seklinde tanimlanirsa, bu durumda (3.3) denklemi
x'(t) = —ex(t - D + x()]
denklemine dontigiir.

Omek 3.1.5: D = R? olmak iizere

F:RxC—>R?
fonksiyonu

¥ © y
F(t,y) = al[ P :I‘Vl(o) by, (0w, (0)

= a,Y,(0) + by, (-r)y,(-1)
seklinde tanimlanirsa, bu durumda (3.3) denklemi

x'(t) = a,{ “%]X(t) —b,y(t)x(t)

y'(t) = -2,y(t) + bx(t - n)y(t-1)

sistemini verir.

(3.3) denklemindeki notasyona uygun olsun diye (3.2) baslangi¢ kosulu da yeniden
yazilmahidir. (3.2) denklemi dogrudan

x(t,+0)=6(t,+0), -r<6<0,

denklemine eg degerdir. Bu ise kisaca

X,, = 9,0

demektir. Bu esitlik, ¢ = 6, alimirsa,
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x, =6 3.4)
bigimini alir, burada ¢ € C; dir. (3.4) denkleminin x(t, +0) = ¢(c) anlaminda ya
da t=t,+0 alinirsa,

x(t)=¢(t—t,), t,—r<t<t, 3.5
seklinde oldugunu belirtelim. Ozel olarak;

x(to) = ¢(0)

drr.

Genellikle bir integral denkieme donistiriildiikkten sonra, bir baglangic deger
probleminin varhk ve teklii daha kolay incelenmektedir. Benzer inceleme, ikinci
yam sirekli olan (3.3) denklemi igin de yapilabilir. Dolayisiyla, oncelikle (3.1)
denklemindeki f ve her bir g; nin siirekli olmas: hipotezlerinin , (3.3) denklemindeki

F fonksiyoneli i¢in agagidaki siireklilik kosuluna donistiiklerini belirtelim.

Tamm 3.1.6: (Siireklilik Kosulu) F(t,y,) verilen her siirekli
x:[to—raB)_)D
fonksiyonu igin [tO,B) aralifinda t ye gore siirekli ise, bu durumda siireklilik kosulu

saglanmyor denir.

Bu kosulun 6nemi sudur : Eger,

F:[t,,.8)xC > R"

fonksiyoneli siireklilik kogulunu sagliyorsa, bu durumda bir siirekli
x:[t,-1,8,)—D,B, (.8}

fonksiyonunun (3.3) — (3.4) probleminin bir ¢6ziimii olmas: igin gerek ve yeter kogul
x(t) nin
dt—t)t, —r<t<t,
¢(0) + _![F(s,xs)ds,t0 <tB,

to

x(t)= (3.6)

¢ozimi olmasidir.
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Omek 3.1.7: F(t,y) = [w(o)do

fonksiyoneli siireklilik kogulu saglamaktadir. Gergekten, her siirekli % :R - R
fonksiyonu i¢in

F,2)= [, 0X0 = [x(6)s

fonksiyoneli t ye gore siireklidir. Hatta siirekli tiirevienebilirdir.

Omnek 3.1.8: F, 6rnek 3.1.2 de oldugu gibi,

F(t,w)=f(t, w(g,() - 1).....w(g() - 1))
seklinde tammlansin. fve g,,...,g, lerin timii siirekli ise , bu durumda herhangi bir
sirekli % :[t,-r,8)>D fonksiyonu igin F(t, xt) sirekli fonksiyonlarin bir
bilegkesidir ve dolayistyla t, < t({B aralifinda siireklidir. Boylece , bu F fonksiyoneli
de siireklilik kosulunu saglar.

Omek 3.1.9: Omek 3.1.4 ve 6mek 3.1.5 deki F fonksiyonelleri 6rnek 3.1.2 nin ézel
durumlan oldugundan, bu fonksiyoneller de siireklilik kosulunu saglar.

Siireklilik kosuluna ek olarak F fonksiyonelinin bir Lipschitz kosulunu saglamasina
ihtiyag vardir. Dolayisiyla, C, nin elemanlarimin biiyiikliigiini 6lgmede kullanilacak

uygun bir 8l¢ii, bir w e C, fonksiyonu igin
[vl. = sup (o) 3.7)
-r<o<0

seklinde tammlanmaktadir. ||| ifadesi r- normu olarak bilinir.
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Lemma 3.1.10: D=R" 6zel durumunda C;,=C bir lineer uzay olup ||| de C

uzayinda bir normdur. Yani ||| asagidaki kogullan saglar:

@) ||, 20 ,her yeC,
@ I, =0 v=0,
(iii) flew|, =|c]jw]. . her w € C veher ceR,

Gv) v+, <|w], +|9].. her v, € C (uggen esitsizligi)

Kamt: C nin bir lineer uzay olmas: ile (i), (ii) ve (iii) ozelliklerinin ispatlan
brrakilarak burada sadece (iv) 6zelligi kanttlanacaktir,

Her bir o € [-r,0]igin

[v@)+ @) < W) +[¥@)] < |vi| +[], elde edilir.

Buradan ¢ nin [— r,O] aralif boyunca degistigi goz oniine alinirsa;

-+

T

sup (o) + §(o)] < v, + [,

yazilabilir. Bu ise (iv) ozelligidir.

Tanim 3.1.11: F:JxC, - R" ve Qc JxC, olsun.
(t,w) ve (t,§) e Q oldugu zaman bir K > 0 sayist igin

[F(t.w)-Ft, §) < Kjw -], (3.8)
ise, bu durumda F fonksiyoneline Q iizerinde K Lipschitz sabitli bir Lipschitz
kosulunu sagliyor ya da F Lipschitzian dir denir.

Ornek 3.1.12: F, 6rnek 3.1.3 deki gibi (n=1) ,
[0)
F(t,y)= [w(o)o

seklinde tamimlanirsa, bu durumda F fonksiyoneli R xC iizerinde Lipschitzian’dir.

Gergekten, verilen herhangi bir t € R ve herhangi bir v,y € C igin

27



[E w)-Ft. %)) = <tv-7,

[[w(e)- (ko

dir.

Uyan 3.1.13: f fonksiyonu JxD™ iizerinde (2.5) Lipschitz kosulunu saglarsa, bu
durumda Ornek 3.1.2. deki

F(t,v)=£(t,w(g,(t) - 1),...w(g, (1) - 1))

fonksiyoneli JxC,, iizerinde (3.8) esitsizligini saglar, yani Lipschitzian’dir. Bununla
birlikte, F fonksiyoneli i¢in verilen (3.8) Lipschitz kosulu tammi f fonksiyonuna
iligkin (2.5) Lipschitz kosulunu ifade etmeyebilir.

Uyan 3.1.14: Genel olarak, JxC,, kiimesinin tamami iizerinde bir global Lipschitz

kosulunun saglandigin1 gérmek oldukg¢a zordur. Bu kosul 6rnek 3.1.4 ve émek 3.1.5
i¢in bile saglanmaz. Bu nedenle, varlik ve teklik teoremlerinde global lipschitz
kosulu yerine asafida tammm verilen daha zayif lokal Lipschitz kosulu gogunlukla
kullaniimaktadur.

Tamm 3.1.15: F:JxC, —R" fonksiyoneli verilsin. Her bir (,y)e JxC, igin

Q, = (t- a,t+ a]NI)x{weC:fy- ¥, <b}

kiimesi JxC nin bir alt kiimesi ve F bu Q, iizerinde Lipschitzian olacak sekilde
a)0 ve b)0 sabitleri varsa, bu durumda F fonksiyoneline lokal Lipschitzian denir.
Bagka bir ifadeyle, bir K sayisi igin (t,y) ve (t, ) € Q, oldugu siirece

[F(t, w)-Fet, 9] < K|w - 9],

dir ; burada K genellikle Q, kiimesine bagli olan bir Lipschitz sabitidir.

Ornek 3.1.8 de tammlanan F fonksiyonelinin, f,g,,....,g_ lerin hepsi siirekli olmast

durumunda, siireklilik kosulunu sagladig: belirtildi. Simdi, Tamim 2.1.4 e gore fin
lokal Lipschitz oldugunu kabul edelim. Bu durumda, yukandaki tamima goére F in
lokal Lipschitzian oldugu gosterilebilir. Bununla ilgili olarak bir 6rnek vermeden

Once asagidaki lemmay: ispatlayalim.
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Lemma 3.1.16: y € C, verilsin. Bu durumda

£ <R":Je-Vi(o)| <8, bir o e [-1,0]icin} kiimesi D nin bir alt kiimesi olacak
sekilde bir 8)0 sayis1 vardir ve buradan 6zel olarak

{\u eC:w-vy| < S}CC .

Kamit: Celiski i¢in boyle bir §)0 sayisiin mevcut olmadifini kabul edelim. Bu
durumda her bir p=1,2,... igin bir 6, € [— r,O] ve bir £, e R" ~D mevcut olmalidir
oyle ki

— 1
"{:‘p ~V(o, )" < p

dir. Teorem 14.5 (Bolzano - Weierstrass Teoremi) gerefince {5 | dizisinin
yakinsak bir {5 | alt dizisi vardlr.]l‘i_xg 6, =0, dir. Buradan P_‘B,&m = Y(G,)

bulunur. W(o,) noktast D agik kiimesi iginde olmak zorundadir. Dolayisiyla,

yeterince biiyitk k lar igin £, noktalar1 da D ye ait olmalidir. Bu ise bir geliskidir.

Omek 3.1.17: £:JxD™ - R" fonksiyonu Tamm 2.1.4 gore lokal Lipschitzian

olsun. Bu durumda 6rmek 3.1.2 de tammlanan
F:[t,,B)xC, ->R®
fonksiyoneli Lokal Lipschitzian dir.

Bunu gostermek igin herhangi bir (1, y)eJxC, verilsin. Bu durumda Lemma
3.1.16 dan

fer: le - W(o)| <8, bir o € [-1,0] igin }

kiimesi D iginde kapsanacak gekilde bir 8)0 sayisi vardir. Simdi a)0 ve be (©, 8]
sayilarin, f fonksiyonu

(t-a,1+a]NJ)xA xA,x..xA, tzerinde K Lipschitz sabitli Lipschitzian olacak
sekilde yeterince kiigiik segelim, burada
A=fer:Je-Vig®H-b|<bfj=1.,m

dir. Bu durumda
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Q, = (t-2,t+a]~I)x{yv e C:|w-¥] <b}
kiimesi Jx C, nin bir alt kiimesi olup (t,y) ve (t, ) € Q, igin
[P w) - F(, 9] = £, ... wig;()) - B),.. )~ £ (t,.... Bg;() - 1),...)|
,,,,, (g, - 1) - T(g,(t) 1)
<K -,

bulunur.

Uyan 3.1.18: Ornek 3.1.17 ile Lemma 2.1.7 nin birlestirilmesiyle 6érnek 3.1.2 deki F
fonksiyonelinin Lokal Lipschitzian olmas: i¢in f in siirekli tiirevlenebilir olmasinin

yeterli olacag goriilecektir.
3.2 Teklik ve Siirekli Bagimhhk Sonuglar

Bu kesimde sinirl gecikmeli baglangi¢ deger problemlerinin ¢oziimlerinin tekligi ve
¢oziimlerin baglangi¢ fonksiyonuna siirekli bagimh oluglan incelenmektedir. Once

asagidaki lemmayi verelim.

Lemma 3.2.1: %:[t,—r,8) > R" siirekli olsun. Bu durumda verilen herhangi bir

te [tO,B) ve herhangi bir €)0 i¢in dyle 8)0 sayis:1 vardir oyle ki

(e

T

te [to,B) ve lt ~f|(8 oldugu siirece “x - x{

dir.

Kanit: telt,,8) ve €)0 verilsin. t+8, (B olacak sekilde 5,)0 sayisim segelim.
% kapali ve simrh [to -1,t+ 51] arahfinda diizgiin strekli oldugundan Teorem
1.4.10 dan bir & (0,5, ] sayis: vardir dyle ki s ve § e ft, —r,1+8,] igin
s | N il €
|s—S|(8 oldugu sirece |x(s)- X(S)‘KE

dir. Buradan

te[t,,B) ve [t—t(5 oldugu zaman
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-l = sup e+ o)~ x@+o)f < e

bulunur.

Teorem 3.2.2: (Teklik Teoremi) F: [t,,B)xC, — R®

foksiyoneli stireklilik kosulunu saglasin ve lokal Lipschitzian olsun. Bu durumda
verilen herhangi bir ¢ € C i¢in (3.3) — (3.4) probleminin [to -, Bl) ,bir B, € (to, B],

iizerinde en fazla bir ¢6ziimii vardir.

Kantt: Celigki maksadiyla bir B, € (t,, B] igin

X,X " [to -1, B]) — D, x X, seklinde iki ¢dziimiin mevcut oldugunu kabul edelim.
t, =inf §t e [t,,B): x(t) = X(t)}

olsun. Bu durumda t, < t,(f, olup

x(t)=X(t), t,-r<t<t,

dir.

(t],xtl ) € [to,Bl)x C,, oldugundan, a)0 ve b)0 sayilan vardir dyle ki
Q, =t,.t, +a]x {\y eC :“\u -X, lL < b} kiimesi [to,B)x C, tarafindan kapsanir ve F

bu Q,, tizerinde K Lipschitz sabitli Lipschitzian olur.

Lemma 3.2.1den t, <t<t +8 igin (t,x,)eQ, ve (t,X,)e Q, olacak sekilde bir
e (O, a] sayist vardir.

Ayrica, x ve X min ikiside t,—r<t<t,+8 i¢in (3.6) denklemini saglar.

Buradan t, <t <t +3J igin

j[F(s,xs)—F(s, %,)Hs

t

[x))-%w)] =

t
< jKﬂxs -%,|.ds .
ty

Simdi, sag taraf t nin bir artan fonksiyonu ve de t, -r <t <t, igin [x(t)-X(t)| =0

oldugundan,
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t
Ix. - %], < [K]x, %] ds. t, st <1, +8,

t
yazilabilir. Buradan ve Lemma 1.4.1 den [t,,t, +8) iizerinde x(t)=%(t) olur. Bu
ise t, in tanimyla celisir.
Teorem 3.2.2 , smirh gecikmeli durumunda Teorem 2.1.5 in yerine geger. Bu
kesimde son olarak bir global Lipschitz kogulu varsayim altinda (3.3) denkleminin

¢oziimlerinin baglangig fonksiyonuna siirekli bagli olduklan asagidaki teoremde
ifade edilecektir. Bu teorem, Teorem 2.1.13 genellestirmektedir.

Teorem 3.2.3: (Sirekli Bagimhilik) F : [t,,8)xC, — R®
fonksiyoneli streklilik kosulunu saglasin ve K Lipschitz sabitli global Lipschitzian

olsun. ¢ ve &; € C,, verilmek iizere x ve X, (3.3) denkleminin, sirasiyla

X, =¢ ve X, = & kosullarini saglayan tek ¢6ziimieri olsun.

X ve X, ¢oziimleri [t(, —1,B,) iizerinde tammh ise, bu durumda

k@) -% )| < "cb h $|| e ¢ <t<B (3.9)

bulunur.

Kantt: [t,-1,8,) tizerinde x goziimii (3.6) denklemini saglar ve ¥ ¢ozimi de ¢

yerine  alinmak tizere aym denklemi saglar. t, < t(B, i¢in

. ot
[x(t) - % ()] = [6(0) ~ (0) + tj [F(s,xs) - F(s,%s) ks

0
<o~ + ] s ~Tohes

bulunur ve buradan
t

x. - %), <|6-] + [Klx, %], ds, t, < 18,
to

bulunur. Béylece Lemma 1.4.1 den (3.9) esitsizligi elde edilir.
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Uyan 3.2.4: Sireklilik kosulunun gecikmeli diferensiyel denklemler literatiiriinde

stkca rastlanan bir kosul olmadigin: belirtelim. Bunun yerine genellikle F in JxC,
iizerinde sitrekli olmas: kabul edilir. Yani, her (£, 7)e JxC,, ve her €)0 igin bir 5)0

say1st vardir oyle ki
t-Tve -6
seklinde segilen her (t,y)e IxC, igin

[Ft,w)-FG9)e -

Zira, JxC,, uzerinde siirekli olan F fonksiyoneli , ger¢ekten siireklilik kosulunu

saglar. Bununla birlikte F in adi siireklilifi yerine burada kullamilan siireklilik
kosulunun biraz daha kolayca hesaplandi1 sdylenebilir.

3.3 Varhk Teoremleri

Bu kesimde sinirh gecikmelere sahip olan gecikmeli diferensiyel sistemler igin varlik

teoremleri izerinde durulacaktir.

r 2 Ovet, reel sayilan verilmek tizere t,(B < o olsun. D, R" de bir agik kiime, ve F
fonksiyoneli [t,,8)x C, »R” iizerinde tanimh olmak iizere gecikmeli diferensiyel
x'(t) =F(t,x,) (3.10)

sistemini ele alalim.

Verilen herhangi bir ¢ € C, baslangi¢ fonksiyonuna karsilik bir B, € (t,,B] sayis
i¢in [to, B,) iizerinde (3.10) denklemini saglayacak ve

x, =6 3.11)
olacak sekilde bir siirekli

x:[t0 —r,Bl)——)D

fonksiyonu aranacaktir.

33



F fonksiyonelinin siireklilik kogulunu sagladig: kabul edilsin. Bu durumda siirekli
bir
x:[t,-1,8,)>D

fonksiyonun (3.10) — (3.11) probleminin bir ¢6ziimii olmas: igin gerek ve yeter kosul
x(t) nin

x(t) = $(0) + jF(s,xs)ds, to <tB,

(3.12)

¢Oziimii olmasidir.

(3.10) — (3.11) problemi hakkinda en basit varlik teoremi , F fonksiyonelinin
IxCy,I= [to,B), kiimesinin timiinde bir Lipschitz kosulunu sagladifi kabul

edilerek bulunur. Ancak, asafidaki teoremde gorildiigii iizere bir lokal Lipschitz
kosulunun saglaniyor olmas: daha uygun ve yeterli bir varsayimdr.

Teorem 3.3.1: (Lokal Varlik) F:[t,,B)xC, — R® fonksiyoneli siireklilik kosulunu

saglamak uzere lokal Lipschitzian olsun. Bu durumda her bir ¢ € C igin (3.10) -
(3.11) problemi bir A)0 sayis1 igin [to —1,t, + A) iizerinde bir tek goziime sahiptir.

Kanit: a)0 ve b)0 sabitleri yeterince kiigiik segilsin 6yle ki

Q. =[t,.t, +a]x {\V eC:|v —¢“r(b}

kiimesi [t,,B)x C,, nin bir alt kiimesidir ve F

fonksiyoneli Q,, iizerinde K Lipschitz sabitli Lipschitzian dir. Bir siirekli

X:[t,-r.t,+A]>R"

fonksiyonu

— t—t,), t,-r<t<t

X(t) = dt—ty), to—1 0
$0), t,<t<t,+a

seklinde tammlansin. Bu durumda F(t, X, ) fonksiyoneli t ye gore siirekli olacagindan
bir B, sabiti igin
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[Fe.X)|<B. t,st<t,+a

seklinde yazilabilir.

B = Kb + B, olsun. $imdi bir a, € (0,a] sayisi
X -] =[X.-X.| <b.to <t<to+a,
olacak gekilde segilsin. Hemen belirtelim ki boyle bir a, )0 sayist

A)0 sayis1
A< min{al,g} ve A(l
B K

bi¢iminde segilmis olsun. Son kisitlamaya gerek olmadif: halde sadece ispati biraz
daha basitlestirmeye yaradid: i¢in kullamlmigtir.

S biitiin sirekli X : [t, —r,t, + A] - R® fonksiyonlarinin kiimesi olsun 6yle ki

Xt)=0d(t—ty), t,—r<t<t,
X)) -¢@)]<b, t, <t<t,+A

X eSve telt,,t, +A] ise, bu durumda
x.-XJ, <
oldugunu belirtelim. Dolayisiyla,

Bt X < [P X) - F )|+ [Ft. X))
<K|x,-X,|+B, <B

drr.
Her bir X € S igin bir TX fonksiyonu [t, - r,t, + Aliizerinde

- t

TXO=100)+ [Fe.X,)d, t, st <1, +A
to

seklinde tammlansin.

|F(s,X,)| < B oldugundan,
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ITX(t)-¢(0)| <BA<b,t, <t<t,+A.
Aynica TX siireklidir. Buradan TX € S ve dolayisiyla T : S — Sdir; yani S kiimesini
yine S ye déniigtiirmektedir. Simdi bir X(0) €S segip buna dayanarak
Xqy = Txop X2y = TX gy,
ardisik yaklagiklarini olusturalim. Her bir x, icin
X (8) = 9t —t,), [t, —1,t,] iizerinde,
olduguna dikkat ederek x,
dizisinin yakinsadiini1 gérelim.
Herk=0,1,2,...i¢in t, <t <t,+A

oldugu zaman

t
% e2)(®) ~ Xy ®)] = I[F(Sa X(esp) ~F (S, X Jas
. to

L

<KA sup

toSt<to+A

Xer1) ™ Xk)s

dur. Buradan [x,)(t) - xq)(t)] < 2b
esitsizlifinden, t, <t<t,+A igin
e - x ()] < 26KA

%) - %) (®)] < 2b(KAY
tiime varimdan
e ®—xg®)] < 26(KAY, k = 012,..

elde edilir. KA{1 oldugundan,
> [k ® — %y < S 26(KAY
p=0 p=0
serisi yakinsaktir. Buradan karsilastirma kriteri [t,,t, + A]iizerinde
k-1
X)) = X)) + 2 [x(,m)(t) - X(p)(t)]
' P=0

ifadesinin her bir bilegenine uygulanirsa , {x(k)} dizisinin yakinsak oldugu ortaya
¢ikar. Zira, her bir m=1,...,n i¢gin {x(k)m} fonksiyonlar dizisi [to,to +A] tizerinde
yakinsak hatta diizgiin yakinsaktir. O halde
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x(t) = ll(i_t}clnx(k)(t), t,<t<t,+A

yazilabilir. Geriye bu x(t) fonksiyonunun (3.12) denklemini ve dolayisiyla (3.10) —
(3.11) problemini sagladiini géstermek kald:. Bunun igin 6nce,

KAy

[x(®) - xq®)] < 2bi: pl)p, t,<St<t,+A (3.14)
< pl

oldugunu belirtelim.
[t,.t, + A] ve herhangi bir k=0,1,2,... igin

x(t) - ¢(0) - jF(s, X, )ds|

x(t) = X(eony(®) + [[FG5, %)~ Fs,x,)]ds

< |xt) = ] +

J [F(s. x4) - F(s,x,)] ds

bulunur.

(3.13) den k=0,1,2,... igin

-(K:;')P+KA sup

to Sty +A

Xy ~ xs”

<2y

p=k+1

x()- 6(0) - [F(s,x,)ds

to

<y (LEY PN 3 KAy (3.15)

p=k+1 P' p=k+1 P'
elde edilir.
(3.15) ifadesinin ikinci yam k — oo halinde sifira gittiinde sol yam sifir olmak

zorundadir. Béylece x fonksiyonu [to,t0 + A] tizerinde (3.12) denklemini saglar, bu

ise x in aym aralikta (3.10) — (3.11) problemi igin bir ¢6ziim olmas: demektir.
Coziimiin tekligi de Teorem 3.2.2 den gikar.
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Teorem 3.3.1, (3.10) - (3.11) probleminin ¢Hziimiiniin nereye kadar
sirdiriilebilecegi hakkinda bir sey soylememektedir. Simdi bununla ilgili olarak
agagidaki tamim ve sonuglan g6z dniine alalim.

Tamm 3.3.2: x ve y, (3.10) — (3.11) strasiyla, [to —r,Bl)ve [t‘J —r,Bz)arahklannda
tanimli olan ¢oziimleri olsun. B,)B, ise, bu durumda y ye x in bir siirmesi, yadax e
[to - r,BZ) aralifina stirdiirtilebilir denir. (3.10) — (3.11) probleminin bir x ¢oziimii

higbir siirmeye sahip degilse, o zaman x e siirdiiriilemezdir denir.

Tamm 3.3.3: F:[t,,B)xC, - R®
fonksiyoneli [t,,B,]xC, bigimindeki her kiime iizerinde simrli ise, bu durumda F

ye yart sirhdir denir; burada t,(B,(f ve A kiimesi D nin bir kapali simrli alt

kiimesidir.

Omek 3.1.2 de f siirekli olmak iizere F fonksiyoneli ve 6rnek 3.1.3 - 3.1.4 - 3.1.5
deki biitiin F fonksiyonelleri yan sinirhdir.

Lemma 3.3.4: ¢ € C = C([-r,0]R™) olsun.
A, ={¢(c):—r$cs0}

kiimesi R™ de kapali ve sinirh bir kiimedir.

Kamt: {E(i)}; bir £ € R" noktasina yakinsayan A, kiimesindeki noktalarin (ya
da vektorlerin) bir dizisi olsun. £ € A,  oldugunu gostermeliyiz. i=1,2,... igin

ﬁ(i) =¢(o;)

olacak sekilde [-r,0] araliginda 6,,0,,... sayilan mevcuttur. Ama, [-r,0] aralif1 R de

kapali ve smirli bir kiime oldugundan, Teorem 1.4.5 Bolzano-Weierstrass Teoremi
geregince bir yakinsak {Gik } alt dizisi vardir. O halde

li_lf‘mcik =06, € [— r,0]

yazilabilir. Buradan
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€ =lim¢(c;) = lim ¢(c,,)) = ¢(5,) € A,  bulunur.

Teorem 3.3.5: (Genigletilmig Varlik) F: [t,,8)xC, —» R®

fonksiyoneli siireklilik kosulunu saglamak iizere lokal Lipschitzian ve yar1 simrh
olsun. Bu durumda her ¢eC, icin (3.10) - (3.11) problemi

[t0 -1, B,] tizerinde tek ve siirdiiriilemez bir x ¢oziimiine sahiptir; vef, (B ise bu

durumda her kapali simirli A < D {izerinde bir t € (to,Bl) igin x(t) ¢ Adr.

Kanit: [to —1’,[31] formunda herhangi bir aralikta ¢oziimiin teklifi Teorem 3.2.2
den derhal bulunur.

B, = supfs e R : [t, —r,s) iizerinde bir ¢oziim mevcut}

olsun. Bu durumda B,)t, ve her se (t,,B,)igin [t,-r, s) iizerinde bir tek Ye)
¢0ziimii mevcuttur. Simdi bir

X:[tO -r,Bl]—>D

fonksiyonunu;

her bir te [t0 —1,B,)igin x(t) = Yi)(t), bir se (t,,B,) bigiminde tanimlayalim. Buna
gore x, (3.10) — (3.11) probleminin [to -, Bl) uzerinde bir ¢Ozimiidir, ve

dolayisiyla B, in 6tesine siirdiirilemez.

Celiski amaciyla kabul edelim ki B,{B ve simdilik, bir kapali siirth A < D kiimesi
icin x(t)e A, t, <t<B,
dir.

—1r <o < 0i¢in ¢(c) € Akabul edilemez oldugundan, A nin yerine AUA, kiimesi

ele alinmis olsun.

Lemma3.3.4 den, A, kapahidir. Buradan AUA, kiimesi kapah ve sinirlidir.
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O halde
X(t) eAU A¢, tp-r< t(Bl

ve F yan simirh oldugundan,
[F(t w) < B, V(t,w)e[to.B,]xCyya,
olacak gsekilde bir B)0  sabiti vardir.
Ix'®) = |F(t.x,)|<B, t,<tp,
ve Teorem 1.4.9 dan
tl'_n)lglx(t):&eAcD
varh garanti edilir. §imdi X in tammi, x(B,)=§ alinarak
[t,-r.B]>D  izerinde sirekli olan bir fonksiyona genigletilebilir.
Sureklilik kogsulundan F(t,x,) nin t, <t <, i¢in siirekli oldugu anlagilir. Buradan
(3.12) denklemi t = B, igerecek gekilde genisletilebilir; yani
ot-t,) t,-r<t<t,

x(t) = ¢(0)+ jF(s,xs)ds, t, < B,

dir.

Teorem 3.3.11

Z(t)=F(t,z), t26,

Zp, = Xp,

problemine uygularsak, bu yeni problemin bir A)O sayisi igin [}31 -1,B, + A]ﬁzerinde
tamiml olan bir z ¢6ziimiine sahip oldugu sonucu ¢ikar. O halde

x(®), B,-r<t<ph

2(t)= ¢(0)+ j‘F(S, zs)ds, Bl < t<B1 +A
B

drr.
Ayrnica z(t)=x(t), [t0 -r,B, - r] alinirsa,
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ot-t,) t,-r<ts<t,

z(t) = ﬁ $(0)+ jF(s, z,)ds, t, < t(B,

B, t
¢(0)+ [F(s,z,) ds+ j F(s,z,) ds, B, < t(B, +A
ty B

L

olt-t,) t,-rst<t,

= 6(0)+ j‘F(s, z)ds, t, <t{B, +A

elde edilir. Bagka bir ifadeyle z fonksiyonu (3.12) denklemini ve dolayisiyla (3.10) —
(3.11) problemini saglar. Bu ¢dziimiin varlig1, yani x in B,{B ya kadar siirmii§ olmasi
B,in tanimiyla gelisir.

Simdi (3.10) — (3.11) probleminin [to —r,B) aralifimin tiimiinde tammh olan bir

¢oziimiiniin varh@indan soz edilebilir.

Sonug 3.3.6: (Global Varlik) D = R"olsun. F: [t,,B)xC, - R"

fonksiyoneli siireklilik (C) kosulunu saglasin ve lokal Lipschitzian olsun. Ayrica M
veN, [t,, B) tizerinde siirekli pozitif fonksiyonlar olmak iizere

[FCt, W < M(t) + Ny, [t,.B)xC (3.16)

olsun.

Bu durumda (3.10) — (3.11) probleminin tek ve siirdiiriilemez ¢oziimi [t0 —r,Bl)

araliinin tamaminda mevcuttur.

Kanit: (3.16) kosulu F in yant sinirh oldugunu ifade eder. x , [t0 —r,B,) iizerinde

(3.10) - (3.11) probleminin tek siirdiiriilemez ¢6ziimii olsun. Celigki amaciyla kabul
edelim ki B,(B dir.

Bu durumda
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[t,.8,) tizerinde M(t) <M, ve N(t) < N,
dir. Dolayisiyla (3.12) den,

eCol < Jol, + [Mids + [N, ds. £, <,
bulunur. Buradan da
el <fl, + Mi(®, —to)+ [ N[, ds, t, < 1B,

elde edilir.

Boylece, [t,,B,) iizerinde

=l <., < o
yazilabilir. Buna gdre x(t) nin bir kapali sinirli kiime iginde kaldig ortaya gikar. Bu
ise Teorem 3.3.5 den dolay: B,{B varsayimiyla celisir. O halde B, = dir.

i +M1(B1 _to)ch(ﬂx—to)]

Ornek 3.3.7: Lineer gecikmeli diferensiyel

X(1) = 3" A, (Ox(g, () +h(t), [t,B) de, BNERY)

j=1
sistemini ele alalim; burada A; bir sirekli nxnmatris degerli fonksiyon, h bir
siirekli n-vektor degerli fonksiyon ve her bir g, t—r<g,(t) <t, bir siirekli reel
degerli fonksiyondur. Bu durumda, her bir ¢ € C igin (3.17) - (3.11) problemi

[to -1, B) uzerinde bir tek ¢oziime sahiptir.

Ornek 3.3.8: D = R”olsun. F:[t,,B)xC, — R" fonksiyoneli siireklilik kosulunu ve
global Lipschitz kosulunu sagliyorsa, bu durumda her bir ¢ € C icin (3.10) — (3.11)
problemi [t0 - r,B] uzerinde bir tek ¢oziime sahiptir. Bu durum Sonug 3.3.6 nin bir
sonucudur. Ciinkii K Lipschitz sabitli global Lipschitz kosulundan

[Fee wf < Fee.of + [Fee. wy - F(t.0) < [Fe.0)f + K,

yazilabilir ki bu (3.16) kosulunu ifade eder.
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BOLUM 1Iv

4 LINEER GECIKMELI DIFERENSIYEL DENKLEMLER

Bu boliimde adi lineer diferensiyel sistemleri igin bilinen bazi 6zelliklerin lineer
gecikmeli diferensiyel denklem

X'() =D A(x(t—1)+h(t), t, <t(B sistemi icin de gegerli olup olmadiklar

j=1
incelenecektir. Burada her bir A siirekli matris deferli fonksiyon, h bir siirekli

vektor- degerli fonksiyondur.
4.1 Toplanabilirlik Prensibi (Superposition)

I,1,,...,T, (her bir jigin 0<r,<r) sabit gecikmelerine sahip olan diferensiyel

denklem

x'(t)= 3 A, (Dx(t-1,) + h(t), t, < t(B @4.1)

#l
sistemini ele alalim. Burada A ,[to,B) tizerinde sirekli nxn tirinde bir matris-

degerli fonksiyon; h, [to,B) tizerinde siirekli bir n vektér degerli fonksiyondur.

(4.1) denklemi kisaca
x'(t)=L(t,x,) +h(t) 4.2)

seklinde yeniden yazilabilir; burada

Lt,y) = YA, w(r)

=

oluptelft,B)veyeC= C([— r,OlR“)

olarak almir.



Belirtelim ki L(t,y) fonksiyoneli lineerdir. Gergekten;

teft,,B), v, € C vec,c, € Rigin
L{t.c, y+¢, ¥) = ¢, L(t,y) +c, L(t, )

esitligi saglanmaktadir. Onceki boliimde oldugu gibi (4.1) denklemi
X, =0 4.3)
baslangi¢ kosulu ile birlikte ele alinmaktadir, burada ¢ € C verilen bir fonksiyondur.

Ornek 3.3.7 den (4.1) — (4.3) denklemlerinin [t, —r,B) izerinde bir tek ¢dziimiiniin

var oldugu goriilebilir.

(4.1) sistemine iligkin homogen sistem
y'(t)=L(t, y.)= Z Aj(t)Yt (_rj) 44)
=l

seklindedir.

Bazen baslangig fonksiyonuna deginmeden (4.1) ya da (4.4) sisteminin [t0 -, B)
tizerindeki bir ¢Ozimii hakkinda konusulabilir. Bu durumda
[t, - 1.B) > R" tizerinde tammli olan herhangi bir sirekli fonksiyonun [t,,B)

arah@inda, (4.1) ya da (4.4) sistemini saglamis olacag: kastedilmis olur.

Teorem 4.1.1: (Toplanabilirlik Prensibi)
h(t) =kh, @) +...+k h (1)

olsun; burada k;,...k, sabitler olup h,....h, ler [t,.B) iizerinde verilen vektor
degerli fonksiyonlardir. x,,q=12,...,p, [tO -1, B) iizerinde

x'(t) = L(t,x,) + h, (1)

denkleminin herhangi bir 6zel ¢oziimii ve y,,,...,y,ler [to —r,B) tizerinde (4.4) lin

¢Oziimleri olsun. Bu durumda

X =KXgy .. +K Xy 6 Y+ CY g (4.5)
ifadesi, c,,...,c, sabitlerinin her keyfi segimi i¢in (4.1) denkleminin bir ¢oziimiidiir.
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Kanit: (4.5) ifadesi
P 1
X(t) = Z kqx(q) (t) + Z csy(s) (t)
g=1 s=]

seklinde yazilabilir.
p 1
x'(t) = D kX, () + D€,y (1)
q=1 s=1

P 1
= Z] kq [L(t’x(q)t) + h(q) (t)]+ Z c,L(t, Y(s)t)
e

s=1

p p i
= Zl qu(t’ x(q)t) + Z] kqh(q)(t) + Z csL(t’ y(S)t)
9= q=

s=]

p 1
= Z qu(t’ X(q)t) + Z csL(t, y(s)t) + h(t)

q=1 s=]

L fonksiyonelinin lineerlik 6zelligi

P 1
x'(t) = L(t, Z KXy t+ Z C.Yey) +h(t)
q=1 s=1

= L(t,x,)+h(t)

bulunur.

Omek 4.1.2:

x'(t) = =2x(t) + x(t -g) +sint,t>o0, (4.6)
skaler denklemini

x(t) = d(t), ”7“ <t<0 @.7

ile birlikte ele alalim, burada ¢ verilen bir siirekli fonksiyondur.

Sabit katsayili lineer adi diferensiyel denklemlerdeki dugiinceyi izleyerek (4.6)
denkleminin

X(t)=Acost+Bsint

formunda bir 6zel ¢oziimii aranabilir. Bu ifadeyi (4.6) da yerine koyarsak
-Asint+Bcost =-2Acost-2Bsint-+Asint-Bcost-+sint

buradan,;
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-2A+2B=1 ve 2A+2B=0 yada A= :41, B= % olup (4.6) nin bir ¢6ziimii

X(t)= —lcost +lsin t
4 4

seklinde belirlenmis olur.

X, (4.6) — (4.7) probleminin [— 12‘_’ 00] uizerindeki tek ¢6ziimii olsun.
y =x —X farkini ele alirsak y nin

’ ¥
y'(t)=-2y(t)+y(t —5ht20,
homogen denklemini ve

1 1. T

t) = ¢(t) +—cost ——sint,— — <t <0,
y(t) = &(1) 7508t 5
baslangi¢ fonksiyonunu sagladigini goriiliir. Buradan (4.6) ve (4.7) probleminin tek x
¢Ozimi
x() = %) +y(1), t2 .,

seklinde verilebilir.

Uyari 4.1.3: n yinci basamaktan lineer skaler gecikmeli diferensiyel
denklemi ele alalim;

m n-l
x® (t)—l-z:z:aij Ox® - ;) =h(t) (4.8)
=1 i=0
burada h ve her bir a;, [to,B) tzerinde siirekli reel-degerli fonksiyonlardir. (4.8)
denklemi ile beraber

X(t) =4t~ t,), [t ~ 1.1, ] (4.9)
baslangi¢ kosulunu goz 6niine alalim, burada ¢ € C* ([— r,O], R).

(4.8) denklemine iligkin homogen denklem

m n-1

yYRW+Y Y a,0y?(t-r)=0. (4.10)

j=1 i=0
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(48) ve (4.10) denklemleri egdeger birinci basamaktan sistemlere
indirgenebildiklerinden dolay1 (4.1) ve (4.4) iin 6zel durumlan gibi incelenebilirler.

Ornek 4.1.4:

x"(t) +x'(t) +x'(t - 1) + nx(t) = cos mt (4.1D)
denkleminin bir 6zel ¢6ziimiinii arayalim. Bunun igin

X(t) = Acosnt + Bsin t
ifadesinin bir ¢6ziim olup olmadifi denenebilir. Ama bu ifade (4.11) e iliskin
homogen denklemi sagladifindan, (4.11) in kendisini saglamaz. Dolayisiyla, adi

diferensiyel denklemlerde ¢oziim olugturma yénteminde oldugu gibi
X(t) = Atcosnt + Bt sin xt

¢ozim olabilir. Bu ifade, gergekten, A=0 ve B= 3i i¢in bir ¢oziimdiir.
n

4.2 Sabit Katsayili Denklemler

Sabit katsayili lineer diferensiyel denkiem

X(8) = A, x(t—r)+h(t), t, < (B (4.12)

i1
sistemini ele alalim; burada her bir j=1,... m i¢in A;bir nxn sabit matris ve
0<r;<rolup, h [to,B) iizerinde bir sirekli vektér- degerli fonksiyondur. (4.12)
denklemi [t,,B) iizerinde

X, =¢ (4.13)

baslangi¢ kosulu ile birlikte ele alinmaktadir. Burada ¢ € C verilen bir fonksiyondur.

Bu kesimde daha ¢ok (4.12) denklemine iligkin homogen
Y®) =Y A y,(-1) (4.14)
=1

denklemi iizerinde durulacaktir,
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n boyutlu bir sabit katsayili lineer homogen adi diferensiyel denklem sistemi igin n
tane lineer bagimsiz ¢dziimiin var oldugu, ve genel ¢éziimiin bu n tane ¢oziimin bir
keyfi lineer kombinasyonu geklinde ifade edildigini hatirlatalim. Ancak bu durum
(4.14) denklemi igin daha karmagiktir. (4.14) denklemi, genellikle, hepsi R iizerinde

tamml1 olan sonsuz sayida lineer bagimsiz ¢oziimlere sahiptir.

(4.14) denklemine sabit katsayili lineer homogen adi diferensiyel sistem gibi
bakarsak kompleks-degerli ¢oziimleri mevcut olabilir.

Simdi (4.14) denkleminin, € bir sabit vekt6r olmak iizere

y(t) =e™E

formunda bir uistel ¢6ziimii aramirsa,

(7\»1--iAje"Ji ¥ =0 (4.15)

=1

denkiemi bulunur.

(4.15) denkleminin & # 0 seklinde ¢oziimlere sahip olmas: igin gerek ve yeter kosul

A nin

det(M - A e™) =0 (4.16)

=1

karakteristik denklemini saglamasidir.

A =u+io (burada p ve o reel sayilardir) sayist (4.16) i¢in bir ¢6ziim olsun. A nin

bu degerine karsihik (4.15) den elde edilen kompleks

§=8q *+i8q

vektorii (4.15) in bir ¢oziimidiir; burada §,, ve §,, reel degerli n li vektorlerdir.
Boylece bulunan

y(t) = e (§,, cosot — &, sinot) @17
y(t) = e (€, cosot +&, sinwt)

ifadelerinin ikisi de (4.14) iin reel n li vektér degerli ¢oziimieridir.
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Suphesiz, superpozisyondan dolay: ustel ¢oziimlerin lineer kombinasyonlan da
(4.14) denkleminin ¢ozimleridir. Ancak buradaki giiglik (4.16) karakteristik
denkleminin, genellikle, sonsuz sayida (kompleks) A ¢oziimlerine sahip olmasidir.

Bunu agiklamak tizere agafidaki Ornegi goz Oniine alalim.

Omnek 4.2.1: r pozitif bir sabit olmak iizere skaler

y'(t)=y(t-r) (4.18)
denklemini ele alip ce™ formundaki goziimleri arayalim. Bu durumda (4.18) in
karekteristik denklemi

A=e™, (4.19)

(4.19) denkleminin bir tek reel koke sahip oldugu grafik yardimiyla kolaylikla
goritir Oteki  olass kokleri bulmak igin z=% alahm; buradan (4.19)

-T

w(z)=0,w(z)=1- ze?

denklemine egdeger olur.

w, z=0 da bir esas ayrik singiilerlige sahiptir. O halde, Teorem 1.4.8 den z=0 1n her
komsulugunda * w(z) bir tanesi haric her degeri sonsuz kez alir. Her
z #0igin w(z) #1 oldugundan, s6zii edilen istisnai deger 1 dir. Buradan, sonsuz kez

w(z)=0 oldugu soylenebilir; ve dolayisiyla (4.19) denklemi sonsuz sayida kompleks
koklere sahiptir. '

pveo gercel sayilar olmak iizere A =p+io (4.19) denkleminin bir kokii ise , bu
durumda gergel degerli
¢ cosot ve e sin ot (4.20)

fonksiyonlart her t i¢in (4.18) denkleminin ¢6ziimleridir. Boylece, (4.18) nin sonsuz
sayida ¢oziimlere sahip oldugu gergegi ortaya ¢ikar.
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Uyan 4.2.2: Superpozisyon kurali (4.14) denkleminin sonsuz sayida y),y,.,..
¢oziimlerini kapsayacak sekilde genisletilebilir. Ozel olarak, bu durumda
Y=C¥a +Cy¥ )+

sonsuz serisi de, yakinsak ve terim-terime tiirevlenebilir olmak kosuluyla, yine (4.14)

iin bir ¢oziimiidiir.

Asagidaki Sonug 3.2.5 karakteristik denkleminin (kompleks) kokleri hakkinda bir

temel 6zelliktir.

Teorem 4.2.3: (4.16) denkleminin, verilen herhangi bir reel psayis1 igin ReA 2p
olacak sekilde, sadece sonlu sayida kokleri olabilir.

Ispat: (4.16) karakteristik denklemi

A +P(e™,..,e A 4+ +P (e, ,e) =0 (4.21)
seklinde ifade edilebilir; burada P_,,...,P, mn her biri ¢™,....,e™ argiimentlerine
bagl bir polinomdur.

p verilen bir reel say1 ve ReA > p olsun. Bu durumda

—k)-l - e—Re 7\1” S e—prj
3

ve dolayisiyla k=0,...,n-1 igin

|1>k (e™,..,e™)<B,

esitsizliini saglayan bir B, sabiti (p ya baglr) vardir. Simdi bir R pozitif saysi,

h+...+B°

R R"
olacak sekilde yeterince bilyiik segilsin.

1

(4.21) denklemi ReA =p ve ]l] >R esitsizliklerini saglayan koklere sahip olamaz,
¢linkii 0 zaman (4.21) ile geligen

"YB, LA +...+B,
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ifadesi bulunmus olurdu. O halde Rel 2 p esitsizligini saglayan biitiin kokler igin
IM(R olmalidir. Ote yandan, 6zdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun

kompleks diizlemin her simrh ciimlesinde en fazla sonlu sayida sifirlara sahip
olabilecegi bilinmektedir. Buradan (4.21) denklemi Rel >p esitsizligini saglayan

sonsuz sayida koklere sahip olamaz.
Simdi (4.14) denklemine iligkin olarak agagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.2.4: Eger (4.16) karakteristik denkleminin her kékii i¢in ReA > p ise bu
durumda bir M)0 sabiti vardir dyle ki baglangi¢ kosulu altinda (4.14) denkleminin
Y, =¢, herder

kosulu ile birlikte

ly(t: 1o, )] < Mo”2, vt > t, 4.22)
esitsizligini saglar.

Bu teoremin kanit1 fonksiyonel analiz kullanilarak
(Hale 1971) ve esas olarak (Krasovskii 1959) ¢aligmalarinda bulunabilir.

Omek 4.2.5: A=p+io
A =e™ denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda
u=e*cosor<e™

elde edilir.

pvee™ nin grafikleri ¢izilirse, ReA=p <y, yazlabilecegi kolayca goriiliir;
burada p,, pu, =e™ olacak sekilde tek pozitif sayidir. Béylece, (4.18) denkleminin

¢oziimleri her €)0igin t — oo halinde e“**** den daha yavas biiyiir.
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Sonug 4.2.6: (4.16) karakteristik denkleminin her kokii i¢in ReA{0 ise, bu durumda
ly] < Mj¢], e, t 21,
olacak sekilde pozitif M vey sabitleri vardir, burada y, (4.14) iin y, =¢eC

kosulunu saglayan ¢oziimiidiir.

Birinci basamaktan lineer denklem sistemi yerine n yinci basamaktan skaler

m n-1

x®(t)+Y > axO(t-r)=h(t)
=1 i=0

denklemi ya da buna iligkin homogen
m n-1 .

yOM+Y Y ayP(t-r)=0 (4.23)
j=1 i=0

denklemi ile karsilagilabilir; burada her bir r; € [0, 1] ve her bir a; bir sabittir.

Teorem 4.2.7: (4.23) denklemi n boyutlu birinci basamaktan bir denklem sistemine
standart yolla indirgenirken bulunan egdeger sisteme iligkin karakteristik denklem ile

(4.23) den dogrudan e* iistel goziimleri aramirken elde edilen

m n-i
A+Y YaNe™ =0 (4.24)

=1 i=0

denklemine e degerdir.

Buradan (4.24) iin her kokii negatif reel kisimli ise, bu durumda (4.23) denkieminin
her ¢6ziimii t — oo halinde sifira yaklagir.

Kanit: Genelligi bozmadan r, =0 kabul edilebilir. Buradan sifir olmayan herhangi
C,,...,C, sabitleri igin

Vi =CY, ¥, =C,¥ Y, =, y*

doniigiimii uygulamirsa, (4.23) denklemi
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,

yi(t) =2y, 1)
C,

yi(t) = 2y, (1)
[+}

3

J

, m n cn
ya(t) = _Zzak—l,j ‘c"'Yk(t -1)
X

L j=1 k=1

sistemine indirgenir.
Buna (4.14) sistemi olarak bakilirsa, A ; matrisleri ve dolayisiyla (4.16) denkleminde
goriilen
AI-) Ae™
=
matrisi belirlenmis olur. Kolaylik i¢in
a, = Zaije"" Gi=0,.,n-1)
=
olsun.

Bu durumda AI- )" A e ifadesi
=1

- .
—C.
A —1 0 0
C,
0 A 0 0
-C
0 0 A 2l
cn
C ’ C C
ap— a == e 8y A+a,,
| G C, Cia i

seklini alir. Bu matrisin determinant: sifira egitlenirse, (4.24) denklemi bulunur.

Ornek 4.2 8: Basitlik i¢in m=1 alarak
y'(®)+by'(t)+qy'(t—r)+ky(t) =0 (4.25)
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denklemini goz 6niine alalim; burada b,q,k ve r negatif olmayan sayilar olup

b)q. (4.26)
Bu durumda
A +br+qrhe™ +k=0 (4.27)

karakteristik denkleminin biitiin kokleri negatif reel kisimlidir. Bunu gostermek igin
tersini farz edelim. Yani, (4.27) denkleminin bir kokiiniin

A=p+io,u20,

seklinde oldugunu kabul edelim. ® =0 alinamaz, ¢iinkii 0 zaman (4.27) nin sol yam
pozitif olur. O halde @ # 0 olup

Im(X +bA+qhe™ + ky
w

sSIn or

)
r

=2u+b+qe™ (cosor —pr

b—-qe™ (1+pr))b—g)0
yazilabilir. Bu ise bir geligkidir. O halde her A negatif reel kissmlidir. Buradan
(4.25) denkleminin her ¢oziimii t — oo halinde eksponensiyel olarak sifira gider.

b)q kosulu (4.25) denkleminin ¢oziimlerinin sifira gitmesi igin bir yeter kosul olup
kesinlikle gerekli degildir. Diger bir yeter kosul r nin kiigiikliigiine bagh olup
asagidaki ornekte verilmektedir.

Ornek 4.2.9: (4.25) denklemini tekrar ele alalim; burada b,q,k ve r negatif olmayan

sayilar olup

b+q)0 ve (b+q+k%)r<12‘-. (4.28)

Celiski bulmak i¢in (4.27) nin bir kékii
A=p+io,pn=20,
seklinde olsun. Bu durumda
0=|N +bA+qhe™ + K]
2\ - b+ -k
yazilabilir ki bu da
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2 A
|;.]sb+“+[(b;q) + 4k <b+q+k”

esitsizligini ifade eder. Buradan [lrl(—g bulunur.

Ote yandan (4.27) denkleminin bir reel A >0 sayisi tarafindan saglanmayacag
agiktir. Buradan o<|cor]<12‘- elde edilir. Bu esitsizlikten
Im(A? + b\ + ghe™ + ky

®
sinor

=2u+b+qe™ (cosor - M sin or)2u —qe ™ ur
o

2 2p1—qur)0
hesaplamir. Bu ¢eliskiden (4.27) denkleminin her kokiinii negatif reel kisimli oldugu
anlagilir,

Simdi (4.14) sistemi igin gegerli olan bir sonu¢tan s6z edelim.

Tamm 4.2.10: Bir diferensiyel denklem ya da sistem (gecikmeli ya da gecikmesiz,
lineer ya da degil)

x'(t) =F(x,) (4.29)
formunda yazilabiliyorsa otonom adim alir; burada F,

F:C, — R"seklinde bir doniigiimdiir.

Lemma 4.2.11: x, [to -, B) aralifinda tammli olmak iizere (4.29) denklemini [to,B)
tizerinde saglasin. Herhangi bir a reel sayis igin

z(t)=x(t—a), t, +a-r<t(B+a,

olsun. Bu durumda z fonksiyonu (4.29) denklemini [t, +a,B+ a)iizerinde sajlar.

Yani, (4.29) otonom denkleminin bir ¢6ziimiiniin herhangi bir zaman doniigiimii de

bir ¢oziimdiir.
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Kanit:

t, +a<t(B+aigin
Z(t)=x'(t-2)=F(x,,) =F(z,)

bulunur.

Bir otonom sistem incelenirken, Lemma 4.2.11 den dolay: genellii bozmayacag:

igin t, = 0 alinabilir.
4.3 Parametrelerin Degisimi

Lineer adi diferensiyel denklemler teorisinde en Onemli araglardan biri

parametrelerin degisimi yontemidir. $Simdi bu teoremi lineer gecikmeli diferensiyel

x'(t) = L(t,x,)+h(t) = D A;()x(t—1)+h(t) (4.30)
j=1

sistemine genigletelim. Burada h,J =][t,,B) iizerinde siirekli bir n-vektor degerli

fonksiyon A; lerin her biri yine J iizerinde siirekli bir nxn - matris degerli fonksiyon

ve her 1, € [0, 1] sabittir.

Buradan verilen herhangi bir ¢ e Cigin [to,B) araliginda (4.30) denklemini
saglayacak ve
X, =¢ (4.31)

olacak sekilde bir tek x:[t, —r,8) > R" fonksiyonu vardir. x in t, ved ye bagh

olusunu vurgulamak i¢in x(t) yerine bazen x(t;t,,¢) notasyonu kullanilabilir.

Parametrelerin degisimi metodu x(t;t,,¢) ¢dziimiinin

Y =L(ty) =3 A,0Oy@-r) (432)

homogen denkleminin ¢6ziimleri cinsinden ifade edilmesidir.

Simdi (4.32) denklemini

y, =&u (4.33)
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baslangig fonksiyonu ile birlikte ele alalim; burada u:[-r,0] > R

0,-r<o(0

u(©) ={I, c=0

seklinde birinci basamak fonksiyonudur, s e [t,,B) ve £ e R" dir.

y:[s-r,B)>R"

fonksiyonu aranacaktir, 6yle ki

Y, =&u

olmak iizere y fonksiyonu [s, B) iizerinde siireklidir, ve bir j=1,..ya da m igin
t—r, =sesitlifini saglayan t noktalari diginda [s, B) aralifinda (4.32) denklemini
saglamis olsun.

Omek 4.3.1: Skaler

y'(t) = ay(t) +by(t-r1),t 20,
denkle mini

_J0, —r<t0
y(t)—{L t=0

baslangi¢ fonksiyonu ile birlikte ele alalim.

Bu problem adimlar yontemi yardimiyla ¢oziilebilir. Buradan
yt)=e*,0<t<r,

bulunur.

Sonra da

y'(t)=ay(t)+be**™ r<t<2r,
denklemi

y(r) =e*

baslangi¢ kosulu ile birlikte ¢6ziiliir.

Teorem 4.3.2: se[to,B) ve £ e R" verilmis olsun. Bu durumda (4.32) ve (4.33)

denklemleri [s —r, B) iizerinde bir tek y ¢oziimiine sahiptir. Ayrica,
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jK(n)dn
Iy <leler  .s<u® (4.34)

dir, burada K(t)=3"JA, (1)

Ispat: Genelligi bozmadan
O=r(,{.r, =1

kabul edilebilir.

1. Durum : B)s+rolsun. [s,s+r2] aralify iizerinde (4.32) ve (4.33) denklemleri,
sirasiyla,

y'(t) = A ()y())

adi diferensiyel denklemine ve

ys)=¢§

baslangi¢ kosuluna indirgenmis olur.

Bu problem daha biiyiik olan [s, B) arahfinda ele alinarak Ornek 3.3.7 uygulanrsa,
[s, B)ﬁzerinde ve dolayisiyla, 6zel olarak , [s, s+ rz] tizerinde bir tek ¢6ziimiin mevcut

oldugu gorilmus olur. Bu fonksiyonu y ,,ile gosterelim.

Sonra [s+r2,s+r3] arahigm ele alalim. Burada (4.32) ve (4.33) denklemleri,
sirasiyla, maksimum 1, gecikmesine sahip gecikmeli diferensiyel
y'(t)=A,O)y(t)+A,()y(t-r,)

sistemine ve

YO =Y (1), [s.5+1,]

baslangi¢ kosuluna es degerdir. Yine Omek 3.3.7 den [s,s+r3] tizerinde bir tek
¢ozimiin varhg: garanti edilmis olur, bunu y ;, ile gosterelim. Burada

Yoy 0= Yo (1), 5,5+ 1.]

dir.
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[s +1;,8+ r4]ﬁzerinde (4.32) ve (4.33) denklemleri , sirasiyla,

y'(t) = A (D)y(t)+ A, (D)y(t - 1,) + Ay (t)y(t —1,),
y(t) = y;(t), [s.s+ 1]

denklemlerine e degerdir. Bu ise aym sebepten [s, s+ r4] de bir tek y, ¢oziimiine

sahiptir.

Bu sekilde devam edilirse, (4.32) ve (4.33) denklemlerinin [s—r,s+r] lizerinde
tamml: olan bir y ¢6ziimii bulunmus olur. y fonksiyonu [s,s+r] tizerinde siirekli

oldugundan dolay: Ornek 3.3.7 nin tekrar uygulanmasiyla istenilen siirdiirme islemi
[s -, B] aralifina kadar gergeklenmis olur.

2. durum : B<s+rise, yol kesinlikle 1. durumda ki gibidir. Inceleme B ’ya

ulagiidiginda tamamlanmg olur.

Geriye kalan (4.34) esitsizligini ispatlamaktir.t =s+r1,,...,s + 1, disinda

Iy’ @) <K@y, ., s<t<B
dir. O halde

(o)l < fel+ K@y dn

ve buradan
Iy, <[]+ K@y, ] dn. s < 1,

yazilabilir. Buradan ve Teoreml1.4.1 den
(4.34) esitsizligi elde edilir.

Y [s -1, B) iizerinde (4.32) ve (4.33) denklemlerinin tek ¢oziimiinii ifade ediyorsa, bu

durumda y(t) yerine y(t;s,£ u) notasyonu tercih edilir.
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Teorem 4.3.3: (Parametrelerin Degisimi) A,,..,A_ katsayilar ve h fonksiyonu
[to,B) iizerinde surekli olmak iizere j=1,...,m igin 0<r; <r olsun. Bu durumda her

¢ € C i¢in (4.30) ve (4.31) denklemlerinin tek ¢oziimi

t

x(t) = y(t;to,0) + [y(t:5, h(s)u)ds , t, —1 < t(B (4.35)
to

bigimindedir.

ispat: z(t) = [y(;s,h(s)u)ds , t, — 1 < t(B (4.36)

to
olsun.
Bu fonksiyon igin

zZ(t)=0,t, ~r<t<t,
dir. Buradan z nin (4.30) denklemini [tO,B) tizerinde sagladigim1 gostermek yeterli

olacaktir. Ciinkii o zaman iist iiste bindirme kuralindan dolay: (4.35) ifadesi (4.36)
denkleminin baska bir ¢oziimiinii tammlamis olup (4.35) den

x(t)=¢(t—t,),t, -1 £t < t, sonucu goriilmiis olacaktir.

Yani (4.35), (4.30) ve (4.31) denkleminin aranan tek ¢ozimudiir.

Bunun i¢in z nin
z(t) = j[L(v,zv)+ h(v)v, t, < (B, (4.37)

integral denklemini sagladig gosterilecektir. Ciinkii
z'(t) = L(t,z,) + h(t)
dir.

s—r < t{si¢in y(t;s,h(s)u) =0 olduBundan, t, < t(B aralifinda

-1y

2(t-1) = [y(t—r;sh(s)u)ds

t
= I y(t —r;;s,h(s)u)ds
to
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bulunur. Buradan t, < t{B i¢in

t

j’ [Lv,z,)+h(v)ls = i jAj(v)z(v —r)ds+ jh(v)dv
Y IAj(v)y(v —1;5,h(s)u)dvds + jh(v)dv

=1t to

k-]

Integrasyon siras1 degistirilirse

m

Z j'j A;(V)y(v—r;s,h(s)u)dvds + jh(v)dv = Hy'(v; s,h(s)u)dvds + j'h(v)dv

=y s tos

= j'[y(t; s,h(s)u) - y(s;s,h(s)u)ds + j'h(v)dv = z(t)

bulunur. Boylece kanit tamamlanmis olur.

Prensip olarak (4.35) ifadesi, (4.32) denkleminin ¢6ziimii bilinmek sartiyla, (4.30)
sisteminin ¢6ziimii igin gok genel bir metot saglamaktadir. Zira, bu metot h nin 6zel
olmasina bagh degildir.

Bununla birlikte, pratik olarak y(t;t,,$) ve y(t;s,€ u) gibi ifadeleri hesaplamak hig

de kolay degildir. Bu nedenle lineer adi diferensiyel sistemlerin aksine, gecikmeli
denklemlerin agik ¢oziimlerini bulmak igin parametrelerin degisimi formiili pek
kullanilmaz. Ancak, yine de Teorem 4.3.3 den faydalanarak ¢oziimlerini bulmaksizin
bir diferensiyel sistemin g¢oziimleri hakkinda bazi ¢nemli teorik bilgilere sahip

olunabilir,

Sonug 4.3.4: Her ¢ € C ve her s > t,, igin

ly(ts, ) < Mjg), e, t 2, (4.38)
olacak sekilde M >1ve y)0 sabitleri, ve ayrica
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i"A ;W] <Kvefh@)<c,t2t,, (4.39)

olacak sekilde K ve c sabitleri mevcut olsun. Bu durumda (4.30) ve (4.31)

denklemlerinin x ¢oziimii [t,, ) iizerinde sinirhdir.

Ispat: 1lk olarak , (4.32) denkleminin

¥, =& u kosuluna uyan ¢dziimiiniin siirekli oldugu ve (4.34) den
ly(t:s.Ew)<|Efe®, s<t<s+r

yazilabildigine dikkat edelim. Buradan

ly(t;s,w)| < Mlefe* e, t2s+r,

bulunur ve bu hem de s <t <s+r igin dogrudur.

Simdi yukandaki kestirimleri (4.35) ifadesine uygularsak t >t igin

t
"X(t; tos ¢)" < 1\'I"<|)||r et 4 J‘ Mce&+1rg-1t-e)qg
. (4.40)

< Mg, + Mo/

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Uyan 4.3.5: Yukandaki sonug 6zel olarak sunu ifade ediyor: (4.30) sistemi sabit
katsayili olup karakteristik denkleminin biitiin kokleri negatif reel kisimli ve h sinirl

ise bu durumda (4.30) un her x ¢oziimii sinirhidir.

Omek 4.3.6:
2"(t)+bz'(t) + qz'(t —r) + kz(t) = h(t), t 2 0, (4.41)
denklemini ele alalim; burada b)q olmak ilizere b,q, k, ve r negatif olmayan

sabitlerdir, ve h(t) fonksiyonu t > 0 i¢in siirekli olup sinirhidir.

(4.41) denklemi , x,(t) = z(t), x,(t) = z'(t) doniisiimii yardimtyla

x1(t) = x, (1)

, (4.42)
X2 (t) = —kx; () - bx, (t) - qx, (t — 1) + h(t)

sistemine indirgenir.
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Buna iligkin homogen sistem
y'()=Ay(O)+A,y(t-1) (4.43)
dir; buradan

0 1 0
Al = VeA, = 0 .
-k -b 0 —q

(4.43) sistemine iliskin karakteristik denklem daha énce Ornek 4.2.8 de incelendi ve
biitiin koklerinin negatif reel kisimh oldugu gosterildi. Boylece, Sonug 4.2.6 dan
dolay: (4.38) esitsizligi saglamr. (4.39) de ki esitsizlikler de saflamr, glinki
A, ve A, sabit matrisler olup col (0,h(t)) stmurhdir. O halde Sonug 3.3.4 den (4.42)

sisteminin ve dolayisiyla (4.41) denkleminin her ¢oziimii sinirlidir.
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BOLUM V

5, SINIRLI GECIKMELI SISTEMLERIN KARARLILIK DURUMU

5.1 Giris

Bu boliimde sinirh gecikmeli diferensiyel denklemler i¢in Lyapunov anlaminda
kararlilik tamimlan ve bazi sonuglardan soz edilecektir.

Sinirl: gecikmeli

x'(t) =F(t,x,) (5.1
diferensiyel sistemini

X, =0 5.2)

baslangic kosulu ile birlikte ele alalim; burada
F:(a,0)xC, > R", C; = C([— r,Ol D)veD, R" de bir agik ciimle olup
tyyaeve ¢eCp drr.

Ayrica her bir t )aigin F in [t,,00)xC iizerinde siireklilik kosulunu saglamakla
beraber lokal Lipschitzian ve yar1 simirh oldugu kabul edilmektedir. Bu hipotezler
altinda (5.1) — (5.2) problemi bir tek siirdiirilemez ¢6ziime sahiptir. (Teorem 3.3.5)

Bu ¢oziimii x(t;t,,¢) ile gosterelim.

Kararlilik teorisi, [t0 -T, oo) tizerinde tammh olan belli bir X = x(.;to,$) ¢Ozimiinin
¢ baslangig fonksiyonunda kiigiik degisikliklerin yapilmasi durumunda bulunan
yeni ¢oziimlerin yine [to ~r,) araliginin tiimiinde tammh olup X ye yakin kalip
kalmadiklarini inceler. Dolayisiyla, ¢oziimlerin [t, ~r,00) arahifinda tammh ve tek
olmalar kabul edilmektedir.



X, (5.1) in karalilig: incelenen bir ¢6ziimi ve x de aym sistemin bagka bir ¢oziimii
olsun. Bu durumda
y() = x(t)-X(t)
doniisiimi (5.1) sistemine uygulanirsa;
y'(t) = G(t.y,) (5.3)

sistemini elde edilir; burada
G(ta W) = F(tait + W) - F(ta )—‘-t) .

Artik G(1,0)=0 oldufundan, y=0 fonksiyonu (5.3) sisteminin bir ¢oziimiidiir.
Boylece (5.1) in X ¢oziminiin kararhlik problemi, (5.3) iin sifir ¢6ziimiiniin

kararhilik problemine indirgenmis olur.

Bu yiizden, genelligi bozmaksizin (5.1) — (5.2) nin kararlihi s6z konusu oldugunda
0 e D ve her t)a igin F(t,0)=0 5.4
kabul edilecektir.

Tanmim 5.1.1: Her €)0 ve hert,)0 sayisina karstlik dyle bir

0 =9(g,t,))0 says1 vardir ki

||(I)||r o, telt,-rt,)

oldugu zaman

her t 2 t, —r igin

[t to. Ddlke

oluyorsa bu durumda (5.1) in X(t) =0 ¢bzimiine t,)o noktasinda (Lyapunov)

kararlidir denir.

Aksi durumda, sifir ¢dziimiine t, da kararsizdir denir.

Tanmim 5.1.2; (5.1) in sifir ¢6ziimii her bir t,)o da kararh ve dsayisi t, dan
bagimsiz (yani, 8 =08(g)) ise, bu durumda sifir ¢oziimiine (a,oo) tizerinde diizgiin

kararlidir denir,
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Ornek 5.1.3: (Krasovskii, 1959)

Skaler gecikmeli diferensiyel

x'(t) = ax(t) +bx(t -r) (5.5)
denklemini ele alalim;

burada a,b ve r sabitler olup a(0, |b| <|a|, r 20, @ = —0 ve H =+ olsun.

(t,,0)eRxCvex:[t,-r,©) >R

(5.5) denkleminin

X,, =9

kosulunu saglayan tek siirdiriilemez ¢éziimii olsun. Simdi

v(t) = x*(t) +|a] sz(s)ds, t2t,

t-r
fonksiyonunu ele alalim.
t>t, igin
v'(t) = 2x(t)x'(t) +|ajx* (1) - Jajx*(t - 1)
= —fa|x*(t) + 2bx (t)x(t - r) ~[a|x* (t - 1)
< (-fa|+[pPfe* ®)+ x*t-n)]< 0
bulunur. Buradan v(t) artmayan fonksiyondur. Ayrica
k@) < vt) < 0 +[ajdlx, . * (5.6)

hesaplanabilir.

x,, =¢ oldufundan, (5.6) dan t > t, igin

() < [v(to)E <@+ el o],

elde edilir.

Sonug olarak her €)0 sayisina karsilik

-1
ol (601 + afr)=
alinirsa, bu durumda her t 2 t, —r igin

|x(t; to,d))[(s bulunur O halde sifir ¢oziimii diizgiin kararhdir.
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Adi diferensiyel denklemlerde oldugu gibi, gecikmeli diferensiyel denklemlerde de
t, noktasindaki kararhlik asagidaki teoremde verildifi gibi kaginilmaz olarak

diizgtin kararhlid ifade eder.

Teorem 5.1.4: (5.1) denklemi otonom ise, bu durumda sifir ¢éziimiiniin bir t, eR

noktasinda kararl olmasi diizgiin kararli olmasini ifade eder.

Kamt: X(t) =0,

x'(t) =F(x,)

otonom sisteminin kararh bir ¢6ziimii olsun.

Bilinmektedir ki x(t), t>t,~r, x'(t) = F(x,) in bir ¢6zimii ve ¢ > 0ise x(t+c) de
t 2 t, — r—c uzerinde aym sistemin bir ¢oziimiidir.

c=t —t, ve

X(t+t, —to,t5,X, ) = X(,1,,%, )

olsun. Buna gore X(t,t,,X, ), X'(t) = F(x,) denkleminin X, =x, vete [2t, - t,,)

i¢in tamimli olan bir ¢oziimudir.

X(t) = 0 kararh oldugundan verilen bir €)0 ve t,)0 sayisina karsihik bir & = 8(¢, t,)
vardir ve oyle ki "ito "r <d

oldugu zaman her t>t, —r igin

RS 3

Bu ise su anlama gelmektedir:

t, 2t velx, | <8
oldufu zaman her t >t, igin
“x(t;to,x,l )‘ (€.

8 sayist t; e bagli degildir. O halde x'(t) = F(x,) in sifir ¢oziimi diizgtin kararhdur.
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Uyan 5.1.5: Kararhlik tantmina gore (5.1) in sifir ¢oziiminiin kararhihifs bir 6zel
t, o noktasinda ifade edilmektedir. Yani, bir gecikmeli diferensiyel denklemin sifir

¢Oziimil bir t,)a noktasinda kararh iken bir digerinde kararsiz olabilir. Bu durum

adi diferensiyel denklemler iin gegerli degildir.

Ornek 5.1.6: (Zverkin, 1959)

a=—oo,D=Rver=3—2n-ohnakﬁzere

x(t) = b(t)x(t - 323) .7)

denklemini ele alalim; burada b

t$3—n
2

0

b

b(t) = {—cost . §2£(t <3z

1 , 37

seklinde tamiml1 bir siirekli fonksiyondur. Bu durumda,
. 3n i

t,=0vebirgeC= C{_—Z_’O]’R) i¢in

00 ostE

x(t;0,9) = 2

—-¢(0)sint ,t2 §—27£

bulunur. Buradan

[x(t:0,0)] <|6(0)

, 120,

elde edilir ve dolayistyla |¢ nin kiigikligi kesinlikle t> —%n-iqin x(t;0,)| nin

kuiciikliigiinii garanti eder.
Bununla birlikte, t,, T, > 3w seklinde segilseydi ve ¢

o(s) = 5¢™, se[—-%,O},

bigiminde tammlansaydi, bu durumda
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x(t,T,0) =8¢ hert>1, -r,
elde edilirdi; burada A

denkleminin pozitif kokiidiir.
Buna gore, |9, =8)0 keyfice kgiik kilinabildigi halde, ¢6ziim sinirsiz olmaktadir.
Boylece (5.7) denkleminin sifir ¢oziimii t, =0 kararhdir, ama her 1, 23n de

kararsizdir,

Siiphesiz, bu tiir bir sey (5.5) seklinde bir sabit katsayih sistem ya da daha genel
olarak bir otonom sistem igin ortaya ¢ikmaz (Teorem5.1.4). Ornekteki 1(t,
oldugunda olugsmaz Bununla ilgili olarak agagidaki teorem verilmektedir. Ama once

bir Lemma ispat edelim.

Lemma 5.1.7: (Siirekli Bagimlilik) t,)a, T)t, ve €)0 verilsin. Bu durumda bir §)0
sayist vardir oyle ki

RO

oldugu zaman

x(t;t,,¢) mevcuttur
ve

Ix(t;to. Pe, to —r<t<T,
saglanir.

Kanmit: Genelligi bozmaksizin €(H olsun. Her bir
tet,, Tligin a, ve b, € (0,H) yi, t—a,)a ve F,[t~a,,t +a,|x {\u eC:ly|. < bt}
iizerinde K, Lipschitz sabitli Lipschitzian olacak sekilde yeterince kiigiik segelim.
Teorem 1.4.6 geregince, bir sonlu {t,,...,t,} noktalar ciimlesi vardir oyle ki
P
[tovT] c U(tk -4, S+ a, )
k=1

dir.
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K= min{l(tl,...,Ktp } b= minﬁatl,...,b,p} veD = {& eR": ||§||(b} olsun. Bu
durumda

F,

[t,, TIx C,, iizerinde K Lipschitz sabitli Lipschitzian dir. Simdi

8e“("*) <g olacak sekilde 8)0 sayisim segelim.

18], ve x(t;ty,¢),t, —r <t(B,, (5.1) - (5.2) probleminin sirdiirilemez ¢oziimii
olsun. Bu durumda, Teorem 3.2.3 den

Ix(t; 1o, 0)] < |0, €T ¢e, t, — 1 < t(min{B,, T} yazilabilir.

Son olarak, Teorem 3.3.5 uygulanarak min{B,, TXB, sonucuna ulagilir ve buradan
min{B,, T}="T olup
et to, 0 < 6

elde edilir.

| e, t, —r<t<T,

Teorem 5.1.8: (5.1) denkleminin sifir ¢oziimi bir t,)o da kararh olsun. Bu durumda

aym ¢oziim 1, € (a,1,) i¢inde kararhdir.

Kamt: Her €)0i¢in bir & = (g, t,))0 vardir 6yle ki
|¢],

oldugu zaman

(& to, (e, her t 2,

dur. Verilen herhangi bir %, & (a,t, )icin bir 8)0 sayis: segilebilir oyle ki
[él.@

oldugu zaman

[T 86 T-rsist,

"x(t; ?0,$)||<a, hert>1, -r,

elde edilir.
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Ornek 5.1.3 de (5.1) denklemine benzer olan bir gecikmeli diferensiyel denklemin

sifir ¢oziimiintin kararliik problemi, bir yardimci v(t) fonksiyonunun [to,oo)

araliindaki davramgi yardimiyla incelendi. Lyapunov yontemi olarak bilinen bu
yontem ilk kez A. M. Lyapunov tarafindan 1892 de adi diferensiyel denklemler igin
tammlandi. Daha sonra bu yontem Krasovskii ve digerleri tarafindan 1959 yilinda
gecikmeli diferensiyel denklemlere genisletildi.

Simdi bu yontemi (5.1) in sifir ¢6ziimii igin ifade edelim.

Lyapunov yontemi

V: (o, B)xCpy > [0,)

seklinde bir Lyapunov fonksiyonelin bulunmasina dayanr.

v(t)=V(t,x,),t2>t,

olsun. Eger

v(t) = V(t,.0)

yeterince kiigiik oldufu zaman, t2t,igin v(t) = V(t,x,) ninde kiigiik kaldifn
gosterilebilirse, bu durumda x(t) = 0 ¢6ziimiiniin t, daki kararhilif1 gésterilmis olur.

v(t) =x’(t) +|a| sz(s)ds

t-1

fonksiyonu

v(t) = x,2(0) + ja[}xf’(o)dc

seklinde yaz11abil;r ve buradan R x C tizerinde uygun bir V fonksiyoneli
V(t,v) = y*(0) +la{ffw2(S)ds

bigiminde tanimlanabilir.

v(t)=V(t,x,) ifadesi bilinmeyen fonksiyonla olan iligkisinden dolay: genellikle t

cinsinden tam olarak hesaplanamaz.
Yine de bu fonksiyonu incelemek, diferensiyel sistemin kendi ¢dziimiini

incelemekten daha kolaydir.
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Simdi (5.1) in sifir ¢6ziimiiniin diizgiin kararlihim garanti eden Lyapunov teoremini

ispatlayalim.

Teorem 5.1.9: w ve W, [0, H) tizerinde siirekli azalmayan fonksiyonlar olmak iizere

0 da sifir ve (0,H) araliinda pozitif olsunlar. Asagidaki kogullar saglanacak sekilde
(0.,B)xC,, iizerinde tamml negatif olmayan bir V fonksiyoneli var ise, bu durumda

(5.1) in sifir ¢6ziimii diizgiin kararhdir:
2) V(t, y) = wllw(0)))

b) Vit w) < Wi, )

¢) (5.1) denkleminin

(t,,¢) € (a,B)x C,, den gegen siirdiirilemez x = x(t;t,,9), [t, -1.8,) ,

¢coziimii boyunca V(t,x,) fonksiyoneli [to,Bl) araliginda t ye gére artmayandir.

Kamt: €)0 verilsin. Genelligi bozmaksizin 0(e(H olsun. Bu durumda w(;e)>0 olup
W nun siirekliliginden dolay:

W(EXw(e) (5.8)
olacak sekilde bir & = 8(g) € (0,€) segilebilir.

Simdi |¢] (5 olmak iizere herhangi bir (t,,¢)e (a.B)xCpelemamm goz oniine
alirsak, (5.1) denkleminin (t0,¢) den gecen bir tek siirdiiriilemez

x = x(t;t,,0),bir B,)t, icin [t, —r,B,) de ¢oziimii vardir.

(), (b), (c) hipotezleri ile birlikte (5.2) kosulu kullanilirsa, t, < t(B, i¢in
w(jx(®)) < V(t.x,) < V(to, ) < W(8],) < WEXw(e)

elde edilir. w azalmayan bir fonksiyon oldugundan, bu esitlik sadece
"x(t)‘kea‘to £ t<B\ >

oldugu zaman gergeklenir.

Buradan Teorem 3.3.5 den B, = o gikar ve dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.
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Uyar1 5.1.10: V fonksiyoneli (a) kosulunu sagladif zaman pozitif definit adin1 alir,
(b) kosulunu sagladifi zaman bir infinitesimal {ist sinira sahiptir denir.

Bir sabit v fonksiyonu goz Oniine alimrsa, her se [O;H) icin w(s) < W(s) dir.
Genellikle,

V(t,x,) nin t > t, icin siirekli ve t)t, igin diV(t,x,) <0

t

oldugunu gostermekle (c) kosulu gergeklenmis olur.
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SONUCLAR

Tezimizde gecikmeli diferensiyel denklemin temel oOzellikleri incelenmis ve bu

ozellikler kullamlarak bazi temel sonuglar verilmigtir.
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