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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalan ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Agciklama

7 (x, ) Pozitif ¢ agili dogru

B:(x) x merkezli r yarigapli agik yuvar

supp f f fonksiyonunun destegi

Q Q bolgesinin kapanig

0Q Q bolgesinin smirt

C(Q) Q iizerinde taniml1 siirekli fonksiyonlar kiimesi

CXQ) Q iizerinde tanimli, kendisi ve k’nci mertebeye kadar tiim kismi
tiirevleri stirekli fonksiyonlar kiimesi

Ci(Q) € lzerinde tammli, kendisi ve k’nci mertebeye kadar tim kismi
tiirevleri siirekli ve kompakt destekli fonksiyonlar kiimesi

" u “X X, || H) normlu uzayinda ue X elemaninin normu

(x,¥)x (X, (+,+)x ) i¢ carpim uzayinda x ve y elemanlannin i¢ garpimi

B(X.Y) X uzayindan Y uzayimna tanimh tiim smirl lineer operatorler

B(X) X uzayt iizerinde tanimlt tiim smnirh lineer operatorler

Mt MCcCH altuzaymin ortogonal tamlayani

T T operatdriiniin eslenigi

Ly(Q) Q tizerinde p-integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi

La() Q {izerinde karesi integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi

D%u(x) u(x) fonksiyonunun o-tiirevi

WT™P(Q) Q iizerinde tanimli, m’nci mertebeden Sobolev uzay

W, P (Q) C, (Q) uzaymin " . “w,,,_p (o ROTMuna gore tamamlanist

H™(Q) W™H(Q)

H™(Q) C5 (Q) uzaymm |.| .z o, lormuna gére tamamlanist

H! (Q) C}(Q) uzaymnm |. Illx normuna gore tamamlanigi



Hoo(Q)
HZ(Q)

H™(Q)

5
div(V)

[

C2 () uzaymm | Illx normuna gére tamamlanist

C}(Q) uzaymm |.|.. @, lormuna gore tamamlanist

H;(Q) uzaymn duali

Lagrange operatorii
Gradient vektori

X,, X, degiskenlerine gore gradient vektorii

V vektoriiniin divergensi

Euclid normu

Euclid i¢ garpimi

Vi



1. GIRIS

Ters problem kavrami, uygulamali matematigin, miihendislik bilimlerinde ve temel
bilimlerde olduk¢a Onemli uygulamalari olan bir aragtirma alanidir. En genel

bicimiyle bir ters problemi,

J. [giris verileri]x[sistem]dQ =[¢1kis verileri] (1.1)
Q

bigciminde ifade edebiliriz [18]. Bu ifade igin dogrudan tamimlanan problem, girig
verileri ve sistemin matematiksel tamimu verildiginde, ¢ikis verilerinin
hesaplanmasidir. Ters problem ise ¢ikis verilerinden yola ¢ikilarak sistemin

belirlenmesi ya da giris verilerinin hesaplanmasi prensibine dayanir.

Integral geometriyle iligkili ters problemlerin Dirichlet-tiiri problemlere
indirgenmesi ¢aligmalart ilk olarak Lavrent’ev ve Anikonov tarafindan
gerceklestirilmistir [25]. Bu ¢aligmalant Amirov’un [2], [3], [4], [5], [6], [7] ve
Anikonov’un [8], [9], [10] teorik c¢aligmalari; uygulama alanlarinda Kireitov’un

calismalar1 [22], [23]; ve genel olarak matematiksel fizi§in ters problemleri

konusunda Romanov’un ¢aligmalari [35] ile diger ¢aligmalar takip etmistir.

Tez galismamuzda, £7 (x,0) pozitif yénde ¢ agili bir dogru olmak tizere,

Ux,9) = [Mx,0)dS (12)

£ (x,0)
dogrusal integfali ile tanimlanan ters problemden indirgenen,
Q={(x, 9): xe DCIR?, g€ (0,2m), IDe C} (1.3)

bolgesinde,



LU, 0) = sinnga—mx,@ + coscpaxiv(x,@ - 7%,0)

1 2

denklemi ve I'=dDx(0,27) olmak iizere,
U(X: (p)ll‘ = uo (X, (p)

ve her e H, ,(Q) fonksiyonu igin,

az
A sWhHh S N, ’ =0
( (x,90) 3001 n(x w)lz(g)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

kosullar ile tanimlanan problem ele alinmustir. Ugiincii béliimde problem belirli

(determined) bigime getirildiginde Dirichlet-tiirii olarak nitelenmesinin sebebi, sinir

kosulunun Q bélgesinin sinirinin tamaminda degil sadece silindirik bolgenin yanal

yiizeyinde (I" iizerinde) tanimlanmig olmasidir.

(1.4)-(1.5) probleminin (1.6) kosulu ile uygun uzaylardaki ¢6zlimiiniin varligi ve

tekligi Amirov tarafindan gosterilmistir [6], [7].

Bu ¢alismada, u,(x,¢) fonksiyonu bilindiginde, (1.4)-(1.5) probleminin yaklagik

(u,A) ¢Oziim ikilisini, Galerkin yaklagim yontemini kullanarak analitik olarak

hesaplayacak sembolik algoritmalar gelistirilmigtir. Bu amagla,

i Problemin sinir kogulu, ¢6ziim fonksiyonu sinirda sifir olacak gekilde
diizenlenmistir.
ii. Belirli olmayan (undetermined) problem, belirli (determined) olarak ifade

edilmistir.



Tez ¢aligmast ii¢ ana boliim ve eklerden olugmugtur.

Birinci boliim giristir.

Ikinci boliimde tez kapsaminda kullamilan temel tamim, teorem ve gosterimler

verilmistir.

Uglincii boliimde ele alinan problem ayrintili olarak tamitilmig, varlik ve teklik
teoremleri verilmistir. Problemin ¢6ziim agamalari agiklanarak yaklagik (u,A) ¢oziim
ikilisini hesaplayacak sembolik algoritmalar verilmistir. Ana algoritmanin her N igin
tek bir uy yaklagik ¢dziim fonksiyonu hesaplayacag: ispatlanmis ve gelistirilen
algoritmalarm Maple V bilgisayar cebiri sistemindeki kodlamalarnt ve hesaplanan

baz1 ¢6zlimler verilmigtir.

Ekler boliimiinde ise, sembolik hesaplama kurami ve bilgisayar cebiri sistemleri
(CAS) konular genel olarak ele almmus, problemin fiziksel modeli agiklanmis ve bir
uygulama alami olan transmisyon bilgisayarli tomografi hakkinda genel bilgi
verilmistir. Ayrica, gelistirilen Maple kodu galistirilarak hesaplanan bir tam ¢8ziimiin
uygulamasina yonelik goriintii simulasyonunu gergeklestiren bir Pascal programu ve

¢iktis1 verilmistir.



2. TEMEL TANIM, TEOREM VE GOSTERIMLER

Bu bolimde, tez caligmasi kapsaminda kullanilan bazi temel kavramlar ve

gOsterimler verilmigtir.
IR", n-boyutlu Euclidean uzay1 olmak iizere,

B/(x)={ye IR" : [x-y|<r} 2.1)
x merkezli, r yarigaplt agik yuvar gosterir.

QCIR® olmak iizere, Q, Q bolgesine tiim limit noktalarinm da katildig1 kapanist
gosterir. 0Q, Q bolgesinin igermedigi limit noktalarmin kiimesidir ve Q bélgesinin
stnirt olarak adlandirilir. Diger bir deyisle 0Q=Q\Q olur. dQ kiimesi genellikle
(n-1) boyutlu bir hiperylizey gosterir.

C(Q), Q bolgesi iizerinde tammli siirekli fonksiyonlar kiimesini gosterir. C'(Q),
kendisi ve birinci mertebeden tiim kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlar kiimesini
gosterir. Genel olarak ke IN olmak iizere CXQ), kendisi ve k’nci mertebeye kadar

tiim kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlar kiimesini gésterir.

Tanim 2.1: IR" iizerinde tamimli, siirekli bir f(x) fonksiyonunun destegi, f(x)

fonksiyonunun sifirdan farkli oldugu noktalarin kiimesinin kapansidir. Yani,

supp f= {xe IR" : f(x) # 0} (2.2)

olur.

Tanim 2.2: Eger supp f smirh ise f fonksiyonunun kompakt destegi vardir denir. Bu

tiirdeki fonksiyonlarmn kiimesi Co(IR") ile gosterilir.



Tamm 2.3; Eger C* siifindan bir doniisiim terslenebilir ise ve tersi de C* smifindan

oluyorsa bu déniigiime bir C*-diffeomorfizma ad verilir [28].

Tamm 2.4: Q sirh bir bolge olsun. Eger £€0Q igin y:B(E)—B1(0) olan bir
C*-diffeomorfizma ve bir B(E) yuvari,

1. Y (0Q NB(E)) c {x€IR" : x,=0}
ii. Y (QNB))c{xeIR" : x>0}

kosullar1 saglanacak gekilde bulunabiliyorsa Q bolgesinin sinir1 C* simifindandir

denir ve bu durum 9Qe C* bigiminde gosterilir (Sekil 2.1) [28].

Sekil 2.1. y:B{(£)—B;(0) C*-diffeomorfizmas:

2.1. Hilbert Uzaylan

Tanim 2.1.1: (H, (-,+);) bir Hilbert uzay1 ve x,ye H olsun. Eger (X,y)y =0 oluyorsa x

ve y ortogonaldir denir. MCH altuzayinin ortogonal tamlayani,
M ={xeH| (x,y)y =0, VyeM} (2.3)

olarak tanimlanir.

T.6. YUKSEKUGRETIM KURULY
DOKUMANTASYOR MERKEZ!



Tanum 2.1.2: (H, (-,-)y ) bir Hilbert uzay1 ve {x;},, bu uzayn ikiser ikiser ortogonal
elemanlarindan olusan bir ailesi olsun. Eger her i€l i¢in "X1|IH =1 oluyorsa {x;}

iel

ailesine ortonormal denir.

Tanim 2.1.3: (H, (:,-);) bir Hilbert uzay1 ve {x;},,, H uzaymnin bir ailesi olsun. Eger

her xe H ve heri€ligin (x,X;)y =0= x =0 oluyorsa {x;}, ailesine tamdir denir.

Tamm 2.1.4: (H, (-,-)y ) bir Hilbert uzay1 ve (xo)€ H bir dizi olsun. Eger her fe H i¢in

lim(x ,f)y = (x,f); oluyorsa (x,) dizisi x elemanina zayif yakinsiyor denir.
n—oo

Tamum 2.1.5: (H, (-,-); ) bir Hilbert uzayr, M bu uzayn kapali bir altuzay: olsun. Bu

durumda, her x€ H i¢in,

x=P(x)+Q(x), P(x)eM, Q(x)e M" (2.4)
Il = [P0l +lQel, 25)

olan P,Qe B(H) operatdrleri vardir [34]. Ayrica,

P(H)=M, Q(H)= M*, P’=P, Q°=Q, |P[,, <1, ]Q|,, <1 (2.6)
olur. Burada P operatoriine bir ortogonal projeksiyon ad1 verilir.
Tanim 2.1.6: (H,(-,-)y) bir Hilbert uzayi, T:D(T)CH—H bir lineer operatdr olsun.
Eger D(T) altkiimesi H iginde yofun ise T operaférﬁ bir yogun tanumli lineer

operator adin1 alir.

Tanim 2.1.7: (H,(-,-)y) bir Hilbert uzayi, T, H {izerinde yogun tanimli bir lineer
operatdr olsun. T operatoriiniin Hilbert uzayr eslenigi T*:D(T*)—>H, asagidaki gibi

tanimlanir:



ye D(T") olmast igin gerekli ve yeterli kosul, her xe D(T) igin,
(T(x),Y)u = (x,2)y 2.7

olacak sekilde bir zeH elemammin bulunmasidir. D(T) altkiimesi H i¢inde yogun
oldugundan yukaridaki esitlik saglanacak sekilde bir tek ze H elemani bulunabilir.
Dolayistyla T"(y)=z olarak tanimlanabilir. Sonug olarak asagidaki esitlik elde edilir
[34]:

(T(x), V) = %, T () (2.8)

Tanim 2.1.8: (H,(-,+)y) bir Hilbert uzay:, T, H iizerinde yogun tamimli bir lineer
operatdr olsun. Eger T=T" oluyorsa T operatoriine kendine-eslenik (self-adjoint)

denir.

Lemma 2.1.1: [Cauchy-Schwartz] (H,(-,-)y) bir Hilbert uzayr olsun. Bu durumda,

her x,ye H i¢in,

Gcoy)a] < e 29)
esitsizligi saglanir [21].
2.2. Ly Uzaylan ve Zayif Tiirev

Tamm 2.2.1: u, Q iizerinde Slgitlebilir bir fonksiyon olsun. 1<p<eo igin, |-||. Euclid

normunu gostermek {izere,

[ (], P ax <o (2.10)

Q



oluyorsa bu durumda u fonksiyonuna £ {izerinde p-integrallenebilirdir denir.

Tanim 2.2.2: Q {izerinde p-integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi L;(€) ile gosterilir

ve bu kiime,

llullL,mqululL)"dxf e

normu ile bir Banach uzay1 olur.

Lemma 2.2.1: u,ve L,(2) olmak tizere L,(Q) uzay,

(W, V), = [uvdx 2.12)
Q

i¢ garpinu ile bir Hilbert uzayidir [21].
Lemma 2.2.2: Qc IR" sinirh bir bolge olmak iizere,

C(Q)LAQ)Li(Q) (2.13)
olur [21].

Tamm 2.2.3: 0=(0l,0,....00), EZ', bir multi-indis, |oj=04+Ch+...+0, bu

multi-indisin uzunlugu oimak iizere, bir u(x) fonksiyonunun o-tiirevi,

9%u(x)

[¢3 . 24
0x, oKX, *...0x, "

D*u(x) = (2.14)

bigiminde tanimlamr. Eger :=(0,0,...,0) ise D%u(x)=0 olur.



Omek 2.2.1: u(x1,x,) fonksiyonunun o=(2,3) multi-indisi i¢in o-tiirevi,

d’u(x,,x,)

ox,’0x,’

D*u(x,,x,) =
olur.
Tanim 2.2.4: QCIR" agik ve sinirh bir bolge ve u, Q iizerinde tanimli gergel degerli

bir fonksiyon olsun. u fonksiyonunun i=1,2,...n i¢in i—u(x) tiirevleri mevcut olsun.

Bu durumda herhangi bir ne C;(Q) fonksiyonu igin, bu fonksiyon Q bélgesinin

smirinda ve disinda sifira esit olacagindan,
0= =~ () 22X @.15)
Q ox; Q ox;

esitligi saglanir.

Eger ueL(Q) ise (2.15) esitliginin sol tarafi anlamsiz olacaktir. Ancak her
ne C,(Q) fonksiyonu igin,

a6yt == v, (RymC @16
Q X Q

esitligi saglanacak sekilde bir vie L;(Q) fonksiyonu bulunabiliyorsa, bu durumda v;

fonksiyonuna u fonksiyonunun x; degiskenine gére zayif tiirevi denir.
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Omek 2.2.2: Bir boyutlu duruma &rnek olarak, u,veL;(0,1), ne Cy(0,)

fonksiyonlarim ele alalim. v fonksiyonu u fonksiyonunun (0,1) araligindaki zayif

tiirevi olsun. Gercektende,

1 1 1

[veom)dx = [wxm@E)dx = uxmE)], - [uCm’(x)dx

0 0 0

=— j.u(x)n'(x)dx

olur.
Zay1f tiirev kavrami bolgeye bagh bir kavramdir. Bir bolgede klasik anlamda tiirevi
bulunmayan bir fonksiyonun ayn1 bolgede zayif tiirevi bulunabilir. Bu duruma 6mek

asagida verilmigtir:

Ormek 2.2.3: u(x)=|x| fonksiyonunun (-1,1) araliginda klasik anlamda tiirevi yoktur.
Ancak herhangi bir ne C;(0,1) fonksiyonu igin,

[Ix 1M ®)dx = [-xn'(x)dx +[ xn'(x)dx
=—xn®)[", + [nE)dx +xn()|, - [n(x)dx

= - [sgn(x)n(x)dx

olacagindan, u fonksiyonunun (-1,1) araligindaki zayif tiirevi sgn(x) fonksiyonu

olarak bulunmus olur.

Kismi integrasyon ardigik olarak uygulanirsa, (2.16) ile verilen zayif tiirev tanimi, bir

0=(0,0,...,0,) multi-indisi i¢in agagidaki gibi genellenebilir.
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Tanm 2.2.5: QCIR", ue L;(Q) ve o bir multi-indis olsun. Eger her ne C*(Q) icin,
[uoD E)dx = D [v(xym(x)dx @.17)
Q Q

olacak sekilde bir ve L;(L2) fonksiyonu varsa, v fonksiyonuna u fonksiyonunun Q

bolgesi tizerindeki a-zayif tiirevi denir.
Lemma 2.2.3: Bir ue L;(Q) fonksiyonunun a-zayif tiirevi varsa tektir [28].

Lemma 2.2.4: Bir ueL;(2) fonksiyonunun klasik anlamda tiirevi varsa zayif tiirevi
de vardir ve bu tiirevler aynidir [28].

Bir u fonksiyonunun bir bolgede hemen hemen her yerde tiirevi varsa o bolge

tizerinde zayif tlirevi varolmayabilir. Bu duruma 6rnek asagida verilmigtir:

e -1, xe[-2,0) . . I
Omek 2.24: u(x)= fonksiyonunun {0} kiimesi diginda tiirevi
1, xe(0,2]

vardir ve bu kiime sifir Sl¢iimliidiir. Dolayisiyla u fonksiyonunun [-2,2] aralig

{izerinde hemen hemen her yerde tiirevi vardir. Ancak ayni aralikta zayif tiirevi
yoktur.

Tanim 2.2.6: QCIR" olmak iizere, C"(Q) iizerinde agagidaki normu tanimlayalim:

..., =( > [ID*up dXJp (2.18)

joej<m @

Simdi ueL,(Q) oldugunu varsayahm ve C™ (Q)’dan (2.18) normuna gore Cauchy

olan bir {uy} dizisi alalim. Bu durumda,
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1. "uk —uj"L @ S"uk—uj”m,p oldugundan, {ux} dizisi L,(Q)-normuna gére de

Cauchy olacaktir.
2. Ly(2) tam oldugundan, {ux} dizisi bir ue L,(2) fonksiyonuna yakinsayacaktir.

Bu sekilde segilen {ux} dizisine u fonksiyonunun belirleyici dizisi denir.

Artik L;(Q) i¢in yapilan zayif tiirev tanimi daha genel olarak L,(Q) igin de

verilebilir:

Tanim 2.2.7: QcIR", {ux} dizisi ueL,y(Q) fonksiyonunun belirleyici dizisi ve o bir

multi-indis olsun. Bu durumda,

|od
D*u = lim o "uy

k= OX%0x % ... 9X

(2.19)

fonksiyonuna u fonksiyonunun o-zayif tiirevi ad1 verilir.
2.3. Sobolev Uzaylan

Tamm 2.3.1: QcIR" ve o bir multi-indis olmak iizere W™?(Q), |oj<m i¢in D%u

zayif tiirevleri de Ly(Q)’da olan ueL,(€2) fonksiyonlar sinifin1 gosterir. Diger bir
deyisle,

W™ (Q)={ueLy(Q) : D% Ly(Q), V|oj<m} (2.20)

olur. Bu fonksiyon siifina,

1

P ]p 2.21)

Lo(Q)

L
P

v [ 3 Jiovor ] <[ 3]

D%u
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normu ile, m’nci mertebeden Sobolev uzay: adi verilir.

Teorem 2.3.1: Q siurh bir bolge, 1<p<eo igin W™P(Q) Sobolev uzayr olsun. Bu

durumda,
i. W™P(Q), (2.21) normu ile bir Banach uzayidir.
ii. W (Q),
o ||P 0
[ I =(%]D u L,,(Q)] (2.22)
normu ile aynlabilir bir Banach uzayidir
iii. W™P(Q), (2.21) normuna gore C™(Q) uzaymin tamamlamgidir.
iv. W™P(Q), (2.21) normuna gére C™(Q) uzaymn tamamlanigidur.

V. WP (Q), (2.21) normuna gore C; () uzaymnin tamamlamgidir [33].

p=2 icin W™*(Q) uzay1 6zel olarak H™(Q) ile gosterilir. Bu uzay tizerinde norm,

(2.21) normundan indirgenmis olarak,

D%

L ()

L
Pl = I o) 0z

bigiminde verilir.
Teorem 2.3.2: Q sinirli bir bélge, u,ve H™ (Q) olsun. Bu durumda,

i H™(Q) uzay,

(V) oy = [a‘; [D*uD"v dx (2.24)
m Q

i¢ carpimui ile bir Hilbert uzayi olur.
ii. H'(Q) uzay,
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b = 2P ]l 225

normu ile ayrilabilir bir Hilbert uzayidur.
1ii. H™ () uzayi, (2.23) normuna gére C~ (Q) uzaymn tamamlanigidir.
iv. H{ () uzay, (2.23) normuna gore C; (Q) uzayinin tamamlanisidir

V. >m ise H'(Q)cH™(Q) olur [33].

Tamm 2.3.2: X ve Y iki normlu uzay ve XCY olsun. Eger yakinsak bir (x,) dizisi Y

uzayimin normuna gore de yakinsak oluyorsa X uzay1 Y uzayina gémiiliiyor denir.

Tanim 2.3.3: X ve Y iki normlu uzay ve XCY olsun. Eger her (x,)CX sinirli dizisi Y
uzaymin normuna gore yakinsak oluyorsa X uzayr Y uzayma kompakt gémiiliiyor

denir.

Teorem 2.3.3: QCIR", m>0 bir tamsay1 ve 1<p<co olsun. Bu durumda asagidaki
gomiilmeler gecerlidir [26]:

i WMQ) G L@, 1/p"=1/p-1/n, 1<n/p,
. W™(Q) G Ly(Q), g€ [1,00), m=n/p,
. W™P(Q) G CIP(Q), n/p<m<n/p+l,

iv. W™Q) G CIQ), O<o<1, m=n/p+1,
v. W™Q)G ClQ), m>n/p+l.

Teorem 2.3.4: QCIR", m>0 bir tamsay1 ve 1<p<co olsun. Bu durumda agafidaki

kompakt gbmiilmeler gegerlidir [26]:

i W™Q) & Ly(Q), I<q<p’, l/p'=1/p-1/n, m<n/p,
ii. W™Q) & Ly(Q), ge[lee), m=n/p,
. W™(Q) & Ly(Q), I<q<p’, l/p'=1/p-1/n, m<n/p,
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iv. W*Q) & c(@), m>n/p.

2.4. Smir-Deger Problemleri

Tanim 2.4.1: Bir kismi diferensiyel denklem, ¢ok degiskenli bir u fonksiyonu ile
onun kismi tiirevlerini igeren denklemdir. u=u(x;,Xs,...,Xn) olmak {izere, en genel

sekliyle bir kismi diferensiyel denklemi,

du du du d*u d%u J%u
’axl ’3X2 7o, ’axf T ox: ’axlaxz T

F(x;,X5, %X, )=0 (2.26)

bigiminde ifade edebiliriz.

Tanim 2.4.2: QCIR", f, f, ... f : IQ—IR fonksiyonlar,

o =(0,0, ..., 0),

a, =(od,a1,...,00),

m?

multi-indisler olmak {izere,

D%u(x) =f,(x), x€99Q, i=0,1,....m (2.27)

esitliklerine u fonksiyonu igin sir kosulu adi verilir.

Tamm 2.4.3: Genel olarak (2.26) ile verilen bir kismi diferensiyel denklemin, (2.27)
sinir kosulunu saglayan w:Q—IR ¢oziim fonksiyonunun bulunmas: problemine bir

sinir-deger problemi adi verilir.
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Tanim 2.4.4: QcIR", f:0Q—IR bir fonksiyon olsun.

u(x)=f(x), x€90Q (2.28)
esitligine u fonksiyonu i¢in Dirichlet kogulu ad: verilir. Bu kosul kisaca,

o =f(x) (2.29)

bigiminde gosterilir. Dolayisiyla Dirichlet kosulu, aranan fonksiyonun tiirevleri degil

dogrudan kendisi {izerinde konmus 6zel bir siir kosuludur.

Tamim 2.4.5: (2.26) ile verilen bir kismi diferensiyel denklemin, (2.29) Dirichlet
kosulunu saglayan w:QQ—IR ¢dziim fonksiyonunun bulunmasi problemine bir

Dirichlet problemi ad1 verilir.

Tamim 2.4.6: Bir sinir-deger probleminin smnir verilerinde gerceklesecek kiiciik
degisiklikler ¢6ziim fonksiyonunda yine kiigiik degisikliklere yol agtyorsa bu sinir-
deger probleminin ¢6zlimii verilere siirekli bagimlidir denir.

Tanim 2.4.7: (2.26)-(2.27) smur-deger problemini géz dniine alalim. Eger,

i. Coziim var ve tek,

ii. (Coziim verilere siirekli bagimli,

kosullann saglaniyorsa (2.26)-(2.27) sinir-deger problemine iyi-konulmug (well-
posed), aksi takdirde kotii-konulmus (ill-posed) problem adi verilir.

T.C. YUKSEKUGREI:M NUHULL
BOKUMANTASYON MERKEZA
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2.4.1. Simir-deger problemlerinin zayif ¢6ziimleri
Bu kesimde, divergens formda lineer eliptik denklem igin tanimlanmig bir siir-deger

problemi ele alinarak sinir-deger problemlerinin zayif ¢6ziimleri hakkinda genel bir

bilgi verilmesi amaglanmigtir.

QCcIR" bolgesinde,
Lu=div(k(x)Vu(x))-ax))u(x)=f(x) (2.30)

eliptik denklemini gbz Oniine alalum. Burada u ve f, £ bdlgesi iizerinde taniml

gercel-degerli fonksiyonlar, ac C(Q ), ke C'(Q ) ve her x Q igin k(x)>0 dur.
@(x):0Q—IR verilen bir fonksiyon olmak iizere, u fonksiyonu i¢in konulacak,
u),q = 0(x) 2.31)
kosulu ile (2.30)-(2.31) Dirichlet problemi elde edilir.
Tanim 2.4.1.1: (2.30) denklemini (2.31) kosulu ile saglayan
ue CAQNCH(Q)
fonksiyonuna (2.30)-(2.31) sinir-deger probleminin klasik ¢dzlimii ad1 verilir.

Tamm 2.4.1.2: QcIR®, Qe C! ve i=1,2,...,n icin Ai(x)€ C(Q)mCl(ﬁ) olmak iizere,
AX)=(A1(X),A2(X),....Ax(x)), Q bolgesinde tanimli bir vektdr olsun. Bu durumda,

9A,(x) 9A,(x) 9A, (x)
o, + 5, Fot o

divA(x)= (2.32)

n
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fonksiyonu Q bolgesi iizerinde siirekli ve integrallenebilir olacagmdan [29],

Ostrogradskii formiilii olarak bilinen,

[divA(x)dx = [ A(x)n(x)dS (2.33)
Q aQ

integral esitligi saglanir. Burada n, £ bdlgesinin birim dig normal vektoriidiir.

Q iizerinde tanimli u ve v fonksiyonlarinin durumuna gore, (2.33) esitligi

kullanilarak elde edilen baz1 sonuglar agagida verilmistir [29]:

1. weCH)NCH(Q), veC(Q) ve Au fonksiyonu Q bolgesi iizerinde

integrallenebilir olsun. Bu durumda,

div(vVu)= div(vu, ,...,vuxn)

=v,u, tvu,

x Ux, . +Vx2ux2 'l'Vl.lx2 ) +'"+Vx,.ux,. 'I'Vuxnxn

X X

= vdiv(Vu)+VuVy
oldugundan,
vdiv(Vu)=div(vVu)-VuVyv (2.34)

elde edilir. Bu egitligin her iki yammi Q {izerinden integrallersek, (2.33)
kullanilarak,

[ vdiv(Vu)dx =[ vAudx = [div(vWu)dx - VuVvdx
Q Q Q Q

= j vyVundS- j VuVvdx
Q Q
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oldugundan [29], sonug olarak,

aQ

elde edilir. Vu.n] o =

[vaudx = ) s ~[vuvvdx (2.35)
Q

Q i o1
esitligi elde edilmis olur.
2. wve CZ(Q)mCI(fz—) ve Au, Av fonksiyonlann Q bolgesi iizerinde integrallenebilir

olsunlar. Bu durumda, (2.35) esitliginde u ve v fonksiyonlarmmn yerleri

degistirilebileceginden,

[uavdx = | u—g%ds ~[Vvvudx (2.36)
Q oQ Q

elde edilir. (2.36) esitligi (2.35) esitliginden taraf tarafa cikartilirsa, Green

formiilii olarak bilinen,

adv  du
‘I[(uAv —vAu)dx = E;L(ug - Vg)ds (2.37)

esitligi elde edilmis olur.

Simdi (2.30)-(2.31) siur-deger problemini gdz Oniine alalim. (2.30) denkleminin her
iki yam keyfi bir ve C(Q) fonksiyonu ile carpilip, Q iizerinden integrali aliirsa,
(2.34) ve (2.35) esitlikleri de kullanlarak,

[ (vdiv(kVu) - auv)dx = [fvdx

f (vk.Au+ vVkVu —auv)dx = vadx
Q Q
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| (v.k@ds ~ [ (VuV(vk) - vVkVu +auv)dx = j fydx
Pre on Q Q

~ [ (Vu(kVv +vVk) - vWkVu + auv)dx = [fvdx
Q Q

I(kVqu +auv)dx = - J. fvdx (2.38)
Q Q

integral esitligi elde edilir.

Eger ue H'(Q), fel,(Q) ise (2.38) esitligi keyfi bir ve Cy(Q) fonksiyonu igin
saglanacagt gibi her ve H (Q) fonksiyonu igin de saglanacaktir. Dolayisiyla (2.30)-

(2.31) smir-deger probleminin klasik ¢dzimii aym zamanda her ve Hj(Q)

fonksiyonu igin (2.38) integral esitligini de saglayacaktir. Ancak bunun tersi her

zaman dogru olmayabilir.

Tamm 2.4.1.3: Eger ue H'(Q) fonksiyonu her ve H,(Q) fonksiyonu icin (2.38)

integral esitligini ve (2.31) smir kosulunu saghiyorsa (2.30)-(2.31) swir-deger

probleminin zayif (genellestirilmis) ¢6ziimii adum alir.
2.4.2. Zayif ¢oziimlerin varhg: ve tekligi

Bu kesimde sinir-deger problemlerinin zayif ¢dziimlerinin varlik ve teklik sorunlart

ele alinmig, bu konuyla ilgili temel teorem ve metotlar verilmigtir.

Teorem 2.4.2.1: [Poincaré Esitsizligi] QcCIR" sinirli bir bélge olsun. Bu durumda

her ue H} (Q) fonksiyonu igin,
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| [u(x)| dx < C[[Vu(x)] dx (2.39)

olacak bi¢imde bir C=C(£) sabiti vardir [28].

Teorem 2.4.2.2: [Riesz Gosterim] H bir Hilbert uzayi, F, H iizerinde simirh ve lineer

bir fonksiyonel olsun. Bu durumda her ve H i¢in,
F(v)=(u,v)u (2.40)

olacak sekilde bir tek ue H elemani vardir. Ayrica ”F”H = ”u"H olur [21].

Ornek 2.4.2.1: QCIR” sinirh ve agik bir kiime, f:Q—IR verilen bir fonksiyon olmak

lizere,

Au=f (2.41)
ulpg=0 (2.42)

Sinir-deger problemini gdz dniine alalim.

Bu problemin klasik ¢6ziimii, (2.41) denklemini (2.42) kosulu ile saglayan ue CYQ)

fonksiyonudur.

Simdi (2.41) denkleminin her iki yanin1 keyfi bir ve H{(Q) fonksiyonu ile ¢arpalim

ve Q tizerinden integralleyelim:

jAu.vdx= j fvdx (2.43)
Q Q

v fonksiyonunun 0Q iizerinde sifir oldugunu goz Oniine alarak Green esitligini

kullanirsak,
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- j VuVvdx = j f.vdx (2.44)
Q Q

elde edilir.

Bu esitlige (2.41)-(2.42) probleminin zayif formulasyonu adi verilir. Bu esitligi her
ve H)(Q) fonksiyonu igin saglayan ue Hy(Q) fonksiyonu ise (2.41)-(2.42)

probleminin zayif ¢6ziimii olacaktir.

Teorem 2.4.2.3: QCIR" smurlt ve agik bir kiime, f:QQ—IR verilen bir fonksiyon

olmak iizere, (2.41)-(2.42) smir-deger probleminin, (2.44) esitligini her ve H(Q)

fonksiyonu igin saglayan bir tek ue Hy(Q) zayif ¢oziimii vardir [28].

Ispat : H;(Q) uzayms,

(u,v), = [Vu.Vvdx (2.45)
Q
i¢ carpimi ve
o, = ltw,w, F* (2.46)

normu ile géz 6niine alalim. Bu durumda,

F(v)= — j fydx , (2.47)

alirsak, sirasiyla Cauchy-Schwartz ve Poincaré esitsizliklerini kullanarak,
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[E(v)| = <[, e s e < SN, (2.48)

Jf.vdx
Q

elde edilir. Dolayisiyla F  lineer ve smurli bir fonksiyonel olacagindan Teorem

2.4.2.2 geregince,
F(v)=(u,v)1 (2.49)
esitligini, her ve H} (Q) fonksiyonu igin bir tek ue Hy(Q) fonksiyonu saglar. m

Teorem 2.4.2.4: [Lax-Milgram] H bir Hilbert uzay:, a:HxH—IR pozitif ve smirli

bilineer form, F strl ve lineer fonksiyonel olsun. Bu durumda her ve H igin,
F(v)=a(u,v) (2.50)
olacak sekilde bir tek ue H elemani vardir [28].

Omek 2.42.2: QCIR®  smirh ve agik bir kiime, aze C'(Q) (ij=1,2,....n) ve

ce C(Q) fonksiyonlari,
HerxeQ, e IR® i¢in Y a;(x)EE 2" (€>0) (2.51)
i,j=1
Her xe Q icin c(x)<0 (2.52)

kosullarini saglasin.

L=-) —a; (x)—i— +c(x) (2.53)

olmak {izere,
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Lu=f (2.54)
upo= (2.55)

siur-deger problemini géz dniine alalim.

(2.54) denkleminin her iki yanim keyfi bir ve Hy(Q) fonksiyonu ile garpip Q

lizerinden integrallersek, verilen problemin zayif formulasyonu olan,

SJ;L; a;(x) agit) a—g%zdx + gj;c(x)u(x)V(X)dx = i f(x)v(x)dx (2.56)
elde edilir.

Teorem 2.4.2.5: QcIR" smurh ve agik bir kiime, fe1,(Q) olsun. Bu durumda

(2.54)-(2.55) probleminin her ve Hy (L) fonksiyonu igin (2.56) esitligini saglayan

bir tek ue H} (Q) zayif ¢dziimi vardir [21].

Ispat : (2.56) esitligini,
e du(x) dv(x)
BL(u,V)—ii’JZ:laij (x)—-axj N dx + i c()u(x)v(x)dx, (2.57)
F(v) = j £(x)v(x)dx (2.58)
Q
olmak tizere,

F(v)=BL(u,v) (2.59)
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bigiminde yazabiliriz. By(u,v) simetrik olmadigindan bir i¢ ¢arpim tanimlamaz,
dolayistyla zayif ¢6ziimiin varlifim1 dogrudan Teorem 2.4.2.2’nin bir sonucu olarak

sOyleyemeyiz.

Ancak Bp(u,v) pozitif ve smurli bir bilineer form oldugundan, Teorem 2.4.2.4

geregince (2.54)-(2.55) probleminin bir tek ue Hy (Q) zayif ¢oziimii vardir. m

Buraya kadar ele alinan problemlerin zayif ¢oziimlerinin varliklari ve teklikleri,
hipotezler saglandigindan dogrudan bilinen teoremlerin sonucu olarak
gosterilebilmigtir. Ancak problemlerin bu temel teoremlerin hipotezlerinden bir ya da
daha fazlasim saglamadif1 durumlar da olabilir. Bu gibi durumlarda, problemin zayif
¢Oziimiiniin varlhim ve teklifini bazi 6zel metotlar kullanarak gosterebiliriz.
Bunlarin en 6nemlilerinden birisi olan ve bizim problemimizin ¢6ziimiinde de

kullanilan Galerkin metodu, bir sonraki kesimde 6zetlenmigtir.
2.4.3. Galerkin metodu

V=H.(Q)xH}(Q) olmak iizere, u=(u;,uz)e V igin agagidaki problemi gdz &niine

alalim:
-Auyt+u = f1€1,(Q2) (2.60)
Aug+uy= HHe L, (Q) (2.61)
u1oe=0, Uzlao=0 (2.62)

Problemin zayif formulasyonunu, Onceki Ormeklerdekine benzer iglemleri

uygulayarak,

J-(Vuz.Vvl -Vu, Vv, +u,.v, +u,.v, Mix = j (f,.v, +£,.v, Jax (2.63)
Q

Q
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bigiminde elde edebiliriz. Bu formulasyona karsilik gelen bilineer form,

B (u,v)= _[(Vuz Vv, =Vu, Vv, +u,.v, +1,.v, dx (2.64)
Q

olur.

By(u,v) bilineer formu sinirlidir. Ancak,
BL(u,u)S”u"V

olacagindan pozitif (V-eliptik) degildir. Dolayisiyla zayif ¢6ziimiin varligini,
dogrudan Lax-Milgram teoremini kullanarak g@steremeyiz. Bu durumda, agagida

agiklanan Galerkin metodu kullanilir:

H,(Q) bir ayrilabilir Hilbert uzayi, dolayisiyla V’de ayrilabilir Hilbert uzayi

olacagindan, V’nin sayilabilir ortonormal bir {ej,e,..., €m,...} tabam vardir. Her m>0

icin V, kiimesini,

Vm=span{ei, €2, ..., €n} (2.65)
bi¢iminde tanimlayalim.
Bu kiime i¢inden, (2.63) esitligini saglayan, yani her ve Vi, icin,

BL(Um,v)=(f,v) (2.66)

olan,

T“&n YUKSEKOGBtI H!"n .u“au; [
DOUMANTASYON MERKEZ)
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u, =3, 0e; (2.67)
i=l

bi¢iminde bir yaklasik ¢6ziim ariyoruz. Bu ¢dziimiin bulunmasi ve problemin zayif

¢6ziimii ile iligkilendirilmesi, agsagida adim adim agiklanmigtir [21]:
1. Adim : Yaklagik ¢6zlimiin varlig1 gosterilir.

Vi sonlu boyutlu bir uzaydir, dolayisiyla iizerinde tanimlanan biitiin normlar
denktir. Bu durumda V,, uzaymi L,(Q)XL,(L2) topolojisi ile ele alacak

olursak,

B (u,,u,)= ”um ”(Lz(Q))z

olacagindan, By( ., . ) bilineer formu pozitif, yani Vp-eliptik olacaktir. Lax-

Milgram teoreminin hipotezleri saglanacagindan, 1. adim tamamlanmig olur.

2. Adim : {uy} yaklasik ¢6ziimler dizisinin V uzayinda m’den bagimsiz olarak smirli

oldugu gosterilir.

umz(um(l), um(z)) olmak tzere v=(um(2), -um(l)) secip bunlan (2.66) esitliginde
yerine koyup, sirasiyla Cauchy-Schwartz ve Poincaré esitsizlikleri

kullanilarak bu adim gosterilebilir.

3. Adim : Bir dnceki adimun bir sonucu olarak, {un} dizisinin 8yle bir {u, } altdizisi

vardir ki, bu dizi bir ue V elemanina zayif yakinsar. Bu zayif limitin problemin zayif

¢Oziimiine yakinsadig gosterilir.

z
V bir Hilbert uzay: oldugundan, {us} dizisinin u, —ueV olan bir {u, }

altdizisi vardir. veV alalim. Bu durumda bir {vyn}€ Vg dizisi bulunabilir,
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oyle ki vp—v (kuvvetli) olur. Diger yandan (2.66) esitligi her veV igin

saglanacagindan,

Br(um,Vm)=(f,Vm)

yazilabilir. Yukandaki esitlikte m—eo i¢in limite gegilirse, istenen elde
edilmis olur.

4. Adim : Bulunan zayif ¢6ziimiin tekligi gosterilir.

6] 2

u'"’ ve u” nin iki zayif ¢oziim oldugu varsayilirsa, bilinen egitlikler

kullanilarak olmayana erilebilir.

Boylece (2.60)-(2.61)-(2.62) probleminin zayif ¢oziimiiniin varlifi ve tekligi
gosterilmis olur. m

2.4.4. Zayif ¢oziimlerin regiilaritesi (diizgiinliigii)

Kismi diferensiyel denklemlerde zayif ¢oziimlerin diizgiinliigi ve klasik ¢6ziim
olarak denklemi saglamalari, probleme ve bdlgeye bagli bir konu olarak
aragtirilmaktadir. Bu galigmalar genel olarak n=1 durumunda (bir boyutlu durumda)
ve n>1 durumunda ayn ayn yiiriitiilmektedir [29]. n=1 durumunda sonuglarin elde
edilmesi daha kolayken, genellikle bu durumda elde edilen sonuglarin n>1

durumunda gegerlili§i kalmamaktadir.

Bulunan zayif ¢oziimiin diizgiinliigiiniin incelenmesinde ilk adim, bu ¢6ziimiin daha
yilkksek mertebeli bir Sobolev uzayr tarafindan igerilip igerilmediZinin
aragtirilmasidir. Eger bu saglanirsa ¢oziimiin bu Sobolev uzay: ile ayn1 mertebeli
diizgiin fonksiyonlar smifindan olup olmadift aragtirilir. Biitiin bu g¢aligmalan

kapsayan teoreme, problemin zayif ¢oziimii i¢in regiilarite teoremi ad1 verilir.
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Regiilarite teoreminin kamitlanmasi en az iki faktore baghdir: Verilerin diizglinligii

ve bolgenin diizgiinligii.

Ozel olarak bir boyutlu durumda simr-deger problemlerinin H'(a,B) icinde kalan
¢oziimleri [a,B] lizerinde siirekli fonksiyonlardir [29]. Dolayisiyla sinirda taniml bir
fonksiyonun, H'(o,B) uzayinda tammli bir fonksiyon kullamilarak tiim bolgeye
genisletilmesi problemi bu durumda daha kolay ¢6ziilmektedir.
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3. PROBLEMIN YAKLASIK ANALITIK COZUMUNUN HESAPLANMASI

Bu bolimde, tez ¢alijmasinda ele aldigimiz Dirichlet-tiirli problemin ifade
edilmesine yonelik temel tanim ve gosterimler ile problemin ¢6ziimiiniin varlik ve
tekligine iliskin teoremler ve ispatlari verilmistir. Ayrica, problemin yaklagik analitik
¢Ozlimiinlin bulunmasina ydnelik olarak gelistirilen sembolik algoritmalar ile bu
algoritmalarin Maple bilgisayar cebiri sisteminde simulasyonunu gergeklestiren

kodlar da bu béliimde yer almaktadir.

Q={(x, @)| xe DCIR?, p< (0,27), dIDe C*} ve I'=9Dx(0,2m) olmak tizere, C2(Q) ve

C),(Q) kiimeleri,
C2(Q) ={U(x, ¢):Q—IR | UeC?; U, ¢’ye gore 2n-periyodik} (3.1)
Cro(Q) ={y | we CL(Q), y|=0} (3.2)

olarak tanimlanir.

C?(Q) iizerinde i¢ garpim ve norm,

2
U, V)::’x = Z(Uxi ’in )LZ(Q) (3.3)

i=1

ol =l vy} (3.4)

biciminde tanimlanir.

C2(Q) ve wa (Q) uzaylarinin (3.4) normuna gore tamamlaniglar sirastyla H!(Q)

ve H; ,(Q)ile gosterilir.
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{w;},cC2,(Q) tam ve L,(Q) uzaymnda ortogonal olan bir fonksiyon ailesi ve My,

{w,}Y, elemanlarmnin lineer germe kiimesi olmak fizere, Py ile, L,(Q) uzayindan My

iizerine bir ortogonal projektdr gosterilir.

d Jd . 9
5= coscpg): sm(p&—z— (3.5)
ve
L=sin (pg?(—l-t- oS (paxi2 (3.6)

olmak iizere A operatéri,

az

A= L
020

(3.7)

bi¢imine tanimlanir.

T’(A) ile, her ye L,(Q) fonksiyonu igin, A", A operatbriiniin eslenigi olmak iizere,

Vne Ci,o () i¢in UA" M, = M@ (3.8)

kosulunu saglayan Ue H.(Q) fonksiyonlarinin kiimesi gosterilir. Burada y=AU
olarak tanimlandifindan, IY(A) kiimesinin se¢imi ile, A operatdrii altindaki

gortntiisti L,(Q) kiimesine diigen Ue L,(Q) fonksiyonlari ifade edilmektedir.

[(A)cTY(A) altkiimesi, her UeI'(A) fonksiyonu i¢in agagidaki kosullari saglayan

bir {Uc}cC; ,(Q) dizisi varolacak sekilde tanimlanr [7]:
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i. U U Lx(Q) da zayif) , (3.9)
ii. (AU,,U)y, 0 2AUU), o (3.10)

3.1. Problemin Cdéziimiiniin Varhgi ve Tekligi

(1.4)-(1.5) problemin bir yaklasik ¢Oziimiinii elde edebilmek i¢in Oncelikle tam
cozlimiin varlig: gosterilmelidir. Varlik ispati ig¢in Galerkin yaklagim yontemi
kullanilmagtir [6], [7]. Bu yontem, aynit zamanda bize yaklagik analitik ¢oziimiin

genel formunu da verir.

Teorem 3.1.1: {fy}eL(Q) ve

R—>eo n—ee nsk

liminf [|f, |’ dQ = lim[inf | lfklzdg} <oo
Q Q

olmak tizere limf =f olsun. Bu durumda fe [,(Q) ve,

n—ee

£ dQ

1t 4@ < timinf |
Q e 9

olur [32].

Asagidaki teorem, uygun uzaylarda (1.4)-(1.5) probleminin ¢Oziimiiniin tekligini
garantilemektedir.

Teorem 3.1.2: (1.4)-(1.5) problemi (1.6) kosulu ile reH(Q), Uel'(A) olacak
sekilde bir tek (U,A) ¢oziim ikilisine sahip olabilir [7].

Ispat : (1.4)-(1.5) probleminin homojen bigimi olan,

LU(x,9) = A(x,0) (3.11)



U(x,0)[. =0
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(3.12)

probleminin T(A)XH'(Q) uzayinda sadece sifir ¢oziimiiniin bulundugunu gstermek

teoremin ispatt i¢in yeterli olacaktir. (3.11) denkleminin her iki yanina

operat0rii uygulanirsa,
2 az
LU(x,0) = AX,
2000 (x,¢) 3030 (x,0)

elde edilir. (1.6) esitliginden,

0’ 92
(U,A n)Lz(Q) .=(U,L aza(p n)Lz(g) '—"(LU)%T])LZ(Q)

az
= (?»,a—eéan)h(g) =0

bulunur. Diger yandan (3.8) esitliginden, Yne Ci’o () igin,

2

* d
(U.A T'I)L,(sz) =(AU, n)Lz(Q) = (mkm)mm

oldugu bilinmektedir. Bu durumda, (3.14) ve (3.15) esitliklerinden,

82

A=0
d£do

olur. O halde (3.13) denklemini,

AU(X,0)=0

2

040

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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biciminde yazabiliriz.
UeT'(A) oldugundan, I'(A) kiimesinin tanum ve (3.17) esitligi geregince,

i. U U Ly(Q) da zayif) (3.18)
ii. (AU,,U,)p.@ — 0 (3.19)

kosullan saglanacak bicimde bir {Ux}c Ci,o (Q) dizisi bulabiliriz.

Uge Ci’o (R2) oldugundan, Uk[r =0 ve Uy fonksiyonunun ¢ degiskenine gbre 2m

periyodik oldugu bilgileri kullanilarak,

v, U [ de (3.20)

1
(AU, U, = "2‘_“
Q

oldugu goriilebilir. Poincaré esitsizliginden,

"Uk"iz(g) < C_”IVxUk"zd‘Q 3.21)
Q

olur. Bu durumda, sirasiyla Teorem 3.1.1, (3.21) esitsizligi, (3.20) esitligi ve (3.19)

yakmsamasi kullanilirsa,

L(Q) ke

"UHZ < liminf ”Uk ”12.,(9) <C liIkn_igf Z'; "V xU”: dQ

= -2Climinf (AU, U,), g, =0 (3.22)

elde edilir.

O halde, [[UﬂLz @ = 0 = U =0 olur ki, bu da ispatt tamamlar. m
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(1.4)-(1.5) probleminin UeI(A), AeL,(Q) olan bir ¢bziim ikilisinin varli,
problem, ¢6ziim fonksiyonu I' iizerinde sifir degerini alacak sekilde diizenlenerek

ispatlanmustir [2], [6], [7]. Bunun i¢in, asagidaki genisleme teoremi kullanilmigtir.

Teorem 3.1.3: QCIR® ve k>1 icin Qe C* olsun. Bu durumda herhangi bir fe C¥(9Q)

fonksiyonunun C*(Q) iginde kalan bir F(x) genislemesi vardir [29].

C3(I"), C () uzayma ait U fonksiyonlarinin T iizerinde aldiklari degerlere karsilik
gelen iz (trace) fonksiyonlarn kiimesini gdstersin ve uge C2(T") olsun. Bu durumda,
Teorem 3.1.3 geregince IWe C2(Q) fonksiyonu vardwr, 6yle ki I' iizerinde

Wx,0)=U(x,p) olur.
O halde,

u(x, 9) = U(x, @) - W(x, 9) (3.23)
bigiminde bir u fonksiyonu tanimlanirsa, f(x, ¢) = -LW(x, ¢) olmak lizere,

LU(x, @)=Lu(x, @)+LW(x, @)=A(x)
Lu(x, @)=AX)+H(X, @),

ve
u(x, )| = U,)|. - W(x,@)|. =u,(x,0)—1,(x,0) =0
elde edilir. Boylece problemimiz,

Lu(x, @)=Ax)+{(x, ¢) (3.24)
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u(x, ). =0 (3.25)

bi¢iminde ¢6ziim fonksiyonu I" lizerinde sifira esit olacak sekilde diizenlenmis olur.

Asagidaki teorem, Teorem 3.1.2 ile aym1 kosullar altinda (3.24)-(3.25) probleminin

¢Oziimiiniin varliini ve bu ¢dziimiin verilere siirekli bagimliligini ifade etmektedir.

Teorem 3.1.3: H2(Q), CL(Q) kiimesinin ||, . normuna gére tamamlanist olmak

H (Q)
iizere, (1.6) kosulu ile (3.24)~(3.25) probleminin, fe H2(Q) fonksiyonu verildiginde,

ue I'(A), Ae Ly(Q) olan bir (u,A) ¢oziim ¢ifti vardir ve

R+, < Aol o, +lEl, o) (3.26)

olacak sekilde bir C=C(D)>0 sabiti bulunabilir [7].

2

Ispat : (3.24) denkleminin her iki yanina 838
¢

operatdriinii uygulayip (3.16)

2

esitlifini kullanirsak, F(x,¢) = 70
¢

f(x,0) olmak iizere (3.24)-(3.25) problemi,

Au(x,0) =F(x,p) (3.27)
u(x,@)|. =0 (3.28)

seklinde belirli formda bir {igiincii mertebeden kismi diferensiyel denklem icin

tamimlanmig Dirichlet-tiirii probleme indirgenmis olur.

(3.27)~(3.28) probleminin zayif ¢6ziimii i¢in N’nci basamaktan bir yaklagik ¢6ziim,
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uy = Y0, W, (X,0) (3.29)

=1
bigiminde tanimlanir. Bu ¢dziim, asagidaki problemin ¢6ziimii olarak aranmaktadir:

(AuN’Wj)Lz(Q) = (F’Wj)Lz(Q) ,j=1,2,..N (3.30)

yada

N
Y o (AW, W)@ = (Fw ) gy j=1,2,N (3.31)

i=1

bi¢iminde tanimlanan lineer denklem sisteminden o=(0y,;,...,0y) vektoriintin

hesaplanmasi.

Simdi, (3.30) sisteminde her bir j’nci denklemi -20; ile ¢arpip j=1,2,...,N i¢in toplama
gecersek,

az
- (afa(p (Luy),uy)e,@ = —(Aly,Uy)L,@ = 2(Fuy)L,@ (3.32)

elde edilir. Bu esitligin sag tarafini ele alalim:

|2(F, 01,0 | =2 =2£%f¢uNd9.

_‘.FuNd,Q
Q

olur. Son ifadeye a%— ’ye gore kismi integrasyon uygularsak,

d
= 2uyf,| —-E[fq,-a—é-uNdQ’
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0

o4

d
= Z(f(p’ 37 N)L Q)

_2||

“ ”LZ(Q) ILZ(Q) xUn “Lz(Q)

olur. O halde (3.32) esitliginin sol tarafint sinirlamig olduk. Yani,

_(AuN’uN)Lz(Q) '2Hf an(g) L,(Q) (3.33)
olur. (3.20) ve (3.33) den,
1 <2[t,| | 334
2 Lz(Q) le(Q) L (Q) (3.34)
olur. Buradan, genellestirilmis Cauchy esitsizligini [32] kullanirsak, >4 i¢in,
1 2 I\
Z”quN Iiz(g) SB”f‘l’ L,(Q) +E| "uN"Lz(Q)
N
ve K= 4B i olmak lizere,
B-4
I Ly (Q) ‘ - Kuf‘P"LZ(Q) (335)

olur.

O halde {uy} fonksiyonlar dizisi H! x0(Q)da sinirh, dolayisiyla zayif kompakttir
[33]. O halde bu dizinin bir ue H! 0 (§) fonksiyonuna H! =0 (8) iginde zayif

yakinsayan bir alt dizisi vardir. Genelli§i bozmadan bu diziyi de {uy} ile gosterelim.
(3.35) esitsizligi ve Teorem 3.1.1 kullanilarak,
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(3.36)

1, o 1,
ot stimintfo, [ <K[t,),

elde edilir. BOylece u fonksiyonunu da simirlamis olduk. ue H}w (€2) oldugundan,

HL,O () uzaymn tanimi geregince ull_ =0 olur.

Ote yandan yine (3.35) esitsizliinden, {uy} dizisinin {uNx‘} ve {uNn} alt dizileri

zayif zayif
bulunabilir; 6yle ki L(€2)'da N—>eo iken uy —u, ve uy —u, olur.
X1 X2

Simdi (3.30) esitliginde w;’nin uygun tirevlerine gegerek, uy|. =0, uy ve tiim kismi

tirevleri 27 periyodik oldugundan,

0’ .
(afa(p Lug, W@ =FE W)@, 3=12,...N
az az
(LuNaij)L,(g) = (fa‘é@wj)Lz(g)’ =1.2,..N
az
(Luy —f,wwj)lq(g) =0, N2j (3.37)

elde edilir. (3.37) esitliginde N—eo iken limite gegilirse, w;, j=1,2,...

fonksiyonlarinin lineer germe kiimesi H;’o () uzaymnda yogun oldugundan,

2

d
(Lu - f"a@'e‘"’%“” =0, Vne H,,(Q) (3.38)

bulunur.

(3.38) esitliginde A=Lu-f almnirsa;
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i) Luely(Q), fe HX(Q)cL,(Q) oldugundan Lu-fe L,(Q) ve esitlik her
ne H! ro(82) icin  saglandigindan, (3.24)-(3.25) problemine  bir

(u\)e H! 0 (&) xL, (L) ¢oziim ikilisi bulunmusg olur.
ii) A fonksiyonu iizerindeki (1.6) kosulu saglanmis olur.

. -l

iii) lP‘”L,m) =”Lu—f"Lz(Q) S”Lu"Lz(Q) +”f”Lz(9) 2

ve (3.36) esitsizliginden, C=2K olmak iizere,

L, (@)

"}"HLZ(Q) +"u :x S C"f‘P L,(Q) +“f"L2(Q)

elde edilir. Boylece (3.26) esitsizligi de gdsterilmis olur.

Simdi ueI'(A) oldugu gosterilecektir. Bunun igin ilk olarak ue I(A) oldugu

gosterilmelidir.

Herhangi bir ne C? 0(§2) fonksiyonu igin,

x 9° 0?
(u’A n)Lz(Q) =(u’L a agn)Lz(g) ( a aen)Lz(g)
az
=(f ,a aeﬂ)L,(m =(F :T])Lz(a)

2

Au=F=
ve Au Y

fe L,(Q) oldugundan, ue I'(A) olur.

{ux}— u zayif yakinsamasi daha &nce gosterildiginden, ueI'(A) oldugunu gostermek

igin (Auy,uy)L, @ — (Au,u) q, yakinsamasim gostermek yeterli olacaktir.

(3.30) esitligini, Py projektoriiniin tanimu geregince,
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PNAuN=PNF (3 3 9)
bigiminde yazabiliriz. Py bir ortogonal projektdr oldugundan, PyF, L,(Q)’da F'ye

kuvvetli yakinsar. Diger yandan {uy}— u (zayif) oldugunu biliyoruz. Bir dizi zayif
yakinsak, digeri kuvvetli yakinsak ise bu dizilerin i¢ ¢arpimi yakinsak olacagindan,

PyAuy kuvvetli F=Au

uy zayif u }:(PNAuN’uN)Lz(Q) = (Aw, 1), o) (3.40)

olur. Pyuy= uy ve Py kendine-eslenik oldugundan,
(Auy,uy)L, @) = (Aly, Pyty)y, o) = (PyAty, Uy)y,q (3.41)
bulunur. (3.40) ve (3.41) den,
(A, Uy, @) = (AU, g
elde edilir. m

3.2. Algoritmalar

Bu bolimde, uy yaklagik ¢oziimiinii ve bu ¢Oziime karsilik gelen A(X,p)
fonksiyonunu analitik olarak hesaplayacak sembolik algoritmalar verilecektir.
Oncelikle, hesaplamalar sonlu algoritmalar kullanilarak bilgisayar ortaminda

gergeklestirileceginden, uygun bdlge ve fonksiyonlarin segilmesi gerekmektedir:

D={x : [x|<1} (3.42)

1 . k_n . }N
Wika = {xl X, sin(me) m,k,n=0

(343)
. N
Wrzn,k,n = {xlkxz cos(mq))}m,k,u:o



42

_1-xf-x3 |¥<1
n(X)—{ 0 21 (3.44)

olmak iizere, yaklagik ¢6ziim,

Z(amku m,k,n +b mkn)n(x) (345)

k,n,m=0

olarak yazilabilir. Burada D bdlgesinin birim daire olarak segilmesi bize
hesaplamalarda kolaylik saglayacag: gibi dDe C? olan herhangi bir bolgeyi en kiigiik
daire igine alabilecegimizden uygun olacaktir. 1(x) fonksiyonu ise ¢dziimii birim

daire igine kisitlamaktadir.

(3.45)’deki bilinmeyen a ,  ve bora, mkn=0,1,...N Kkatsayilann asafidaki

denklem sistemlerinin ¢6ziim kiimeleri olarak hesaplanir:

N

k}: (A(am,kn mkn+b mkn)n(x)’ mkn)L Q)
m,k,n=0
= (B, Whesw ) iqy» MK 07 =0..N. (3.46)
N
2 (A(am,kn mkn+b mkn)n(x) wmkn)L L (Q)
m,k,n=0
= (F Wi ), g MoK, =0.N. (3.47)

Yaklagik ¢oziimiin hesaplanmasinda ii¢ algoritma kullanimistir. Bunlardan ilk ikisi
olan SolTarafl ve SolTaraf2, sirastyla (3.46) ve (3.47) denklemlerinin sol taraflarini

hesaplayan yardimet algoritmalardir.
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Son algoritma olan Coziim ise, Algoritma 3.2.1 ve Algoritma 3.2.2’yi kullanan genel

algoritmadir. Bu algoritma, Oncelikle (3.46) ve (3.47) sistemlerini olusturup, bu

sistemleri a b, .. Katsayilarina gore ¢6zmekte, daha sonra bu katsayilan (3.45)

mk,n? “m,

esitliginde kullanarak problemin yaklasik uy ¢6ziimii analitik olarak hesaplamaktadir.

Yaklagik uy ¢oziimiiniin analitik olarak nitelenmesinin sebebi, bu ¢éziimiin elde

edilmesi i¢in hesaplanmas: gereken a,, ., b, katsayilarmin, niimerik metotlarla

yaklagik olarak degil, sembolik metotlarla tam olarak elde edilmesidir.

Algoritma 3.2.1: SolTarafl

Girdi : m’,k’,n", N, n(x)

Cikti : Soll
Deger Atama

Sol1:=0

W a =X, “%," sin(me)

W2 . =X,X," cos(mg)
Ana Dongii

Form:=0to N do
For k:=0to N do
For n:=0 to N do

Sol1:=S0l1+ (A8, Wiika + Bmxa W o NX), Wxil',k',n')Lz @
Endn
End k
Endm

Algoritma Sonu

Algoritma 3.2.2: SolTaraf2

Girdi : m’k’,n’, N, n(x)



Cikti  : Sol2
Deger Atama
Sol2:=0

K .
win,k,n =X, X, sin(me)

w2 . =X,'X," cos(mep)
Ana Dongii
For m:=0to N do
For k:=0 to N do

For n:=0 to N do

Sol2:=So0l2+(A(a Win,k,n +b, W lzn,k,u mx),w zm’,k',n')Lz(Q)
Endn
End k
End m

Algoritma Sonu

Algoritma 3.2.3: Coziim

Girdi : N, {(x,0)
Ciktr :uy
Deger Atama
Sys:={}
2
.=£%f(x,(p)
uy =0

nx) =1-x"~x,’

Win,k,n = xlkxzn sin(me)
Wika = x,"x," cos(m@)
Déngii

For m’:=0to N do

For k’:=0 to N do
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For n”:=0to N do
Sys := Sys U { SolTarafl1(m’,k’, n’, N, n(x)) = (F,w!

m’,k"n’ )Lz @) 3

SolTaraf2(m’,k’, ', N, n(x)) = (F,w?

e e
End n’
End k’
End m’

SOlve(SySa { am,k,uﬂ bm,k,n })

Ana Dongii
For m:=0to N do
For k:=0 to N do
For n:=0 to N do

oy 1 2
Uy = Uy + (alx?,nwm,k,n +bznwm,k,n)n(x)

Endn .
End k
End m
; d d
A= SInQ—uy +COsQO—uy _f(X,(P)
ox, ox,
Algoritma Sonu

Teorem 3.2.1: Algoritma 3.2.3, {am,k,n,bm‘k’n}: ¢ozlim kiimesini tek olarak

Jk,n=0

hesaplar.

Ispat: Algoritmanin ilk déngiistinde a,,,, b, ,,,» mkn=0..N, katsayilarina gore
denklem kiimesinin ingasi, (3.46) ve (3.47) Dbagntilan kullamlarak
gergeklestirilmektedir. Dolayisiyla teoremin  dogrulugunu  gdstermek  igin,

m’,k’,n"=0...N olmak lizere,

N

Y, (AGaaWhin * baka Wi N Wi ) g =0 (3.48)

m,k,n=0
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N

2 (A(am k0 m k,n + bm,k,nwxzn,k,n )T](X), szn',k',n' )Lz(Q.) =0 (349)

m,k,n=0

homojen sistemlerinin sadece sifir ¢Oziimiiniin varoldugunu gostermek yeterli

N

olacaktir. {5m,k,n Don }

'm,k,n=0 ?

(3.48)-(3.49) sistemlerinin sifirdan farkli bagka bir

¢ozlimii olsun. Bu sistemlerde a,,, veb,,  katsayllannm a_ , veb,, ile

m,

degistirelim. Eger (3.48) sisteminde (m’,k’,n") indisli her denklemi 2, ile ve
(3.49) sisteminde (m’,k’, n”) indisli her denklemi b, ile garparsak,
N
2 (A(Em,k,n mkn +b mkn)n(x) am k’.n wm k0’ )L ,(Q) = O (3'50)
m,k,n=0
N
Z (A(—mkn mkn+b mkn)n(x) bmkn mkn)Lz(Q)zo (351)
m,k,n=0

m’,k’, n"=0...N.

sistemlerini elde ederiz. Bu denklemleri (m’,k’,n”) indislerine gore taraf tarafa

toplarsak,

2(-mkn mkn+b k,n mkn)n(x) (352)

k,n,m=0
olmak tizere,

(AﬁN Uy )L,(g) =0 | (3.53)

elde edilir.

Simdi (3.53) esitliginin sol tarafinda bazi1 hesaplamalar gergeklestirelim:
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0 d
Au, 0, =1, cos(@)——-—
Uy Uy =Ty cos(P) o, a(p( ax 2)
— . d d
—uNsm(m)—ax—z—ég( (<o Xz]
_ 9 |- (.. duy du
- ox, [uN cos(¢) B(p( ox, ox, H
9 o2 in) 5 e B
ox. a(p(sm(cp) o, + cos(¢) axzj
0 ) d duy
———| U, sin sm((p
ax2 l: N ((p) a(p[ 1 2 ]:]
+a_ sm((p)—( ]
X, X1 X,
o P o ﬂ
_ 9y duy 9%,
ox, ax, la(p 0x,00
duy oy ||
-—a—[uusm(cp)—{sm(m) H
ox, ox,
_ouy My . 0%, . dly 0%,
o, Sm("’{ 3, axag O tees@g g

Bu agamada,

1. a)

duy 3%, _19(9m, )
dx, 9x,0¢ 20¢| dx,

b) h(p)—

2=
ohy 9°U _1a(h

CN 9 B
ox, dx,0¢ 29 9%, 20 9%, | do



2. a)

duy 0°my _1 9 (9 3my |, 1 3 (dm, am,
dx, ox a<p 29x, | 0x, E)(p 2 dp| 9%, 0x,

_10 fouy duy
20x,| dx, do

dqu, %u, 19

b) h(x,,X,,0) ax, 9,00 20, X a,: 3;1"5]
;aa(p(guN guxN h(x,, 2"”]“%53_1(%8;(; h(xl,xz,(P))
_%%%%h( . z,cp)—%%l_l—’i?—”aih( X,,%,,0)
o T

diferensiyel esitlikleri kullanilirsa,

L[y cos((p)-i in() 20 G
1 : a(p ax] aX2
ceost(of ) 1 o, )
cos (@)( axl) 230 [sm(cp)cos(m)( ax, ] }

1 a, ) 1., [om )
+2cos ((p)( XIJ Esm ((p)[é;l—]

|

Auguy =

+s1n((p)c05(<P) ™ Oy a zax [COS ((p) ox 3_(:]
1 1
12 oty T T 12 o gy T P
28@[08@)37( ax}'zax[ () acp}
duy 8
- sin(@) cos(@)— o,

o]
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— J sm((p)cos(cp) ax ax

29 2 x, | 2

2

:_8_ u cos((p)i Juy
ax1 N (p axl 2

2 2
Lo I ) Lo P ) 49 (1 e
2cos ((p)( ox, ) 2sm ((p)[ 4 ] +aXI {2 cos” (@)

+—a——[—lc os? (@) =—X

duy Juy
ox,

aa<p

A 1 T ) 1 ) P O
+a¢{ 2sm((p)cos(w)( axlj RS (@) ox, 9%,
~ 9 15 sinor 2! sinceo) B Juy
ox, {“N sin(@) a@( %, ox, H
1 . Y 1 d, ) 9
= 2 2N — |
5 cos ((p)( BXJ 251n ((p)(ax ] +ax [ sin® ()

+—a—[——s 2((p)au IUy ]

ox,| 2 dx, do
a1 diy ) 1. 2 9y Oy
B a@{ sin(e) cos(cp)( =y ) rsn @A

olur. Sonug olarak,

~sin’(¢)

+ li{sm((p) cos((p)[ a)ﬁ( ] } - lcos2 ((p)( Iy ] + —l—sin2 (¢)

Jiy
Jx,

ox,

dgx, 0@

duy duy
X, 0@
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AT, T, =—1![ aﬁ”] +[aﬁ’“] }div(v(x,(p)) (3.54)

elde edilir. Burada,

. o( . T ou, ) 1d4, ou
A\ =1 —_— N N N N
(x,0) [“NC"S(“’)a(p[ ax, o, ]+2 %, 90’
Ty sm(cp)— sm(cp) +cos(<p) Iy | Lty aﬁN,
) x2 2 0x, do

1 on, ) (85, o 9T,
-—z-sm(m)cos(cp)[( Bxl) +( 3XZU —(sin’ (@) —cos (<o))a ™ ] (3.55)

olarak tanimlanir. O halde, N, Q bélgesinin dis birim normali olmak iizere,

2 aﬁ 2 _
(AT, T, L = —% j [( %iN ] +( axN ] ]d.m f div(V(x,))dQ

(V(x,0),N)Q (3.56)
aQ

- _ 1
(AuNauN )LZ(Q) = _E_ﬂ
Q

olur.

Simdi T ftizerinde Wy =0 olmast ve T,’in (ve tim kismi tiirevlerinin) ¢

degiskenine gore 27 periyodik olmas: bilgilerini kullanarak,

[(¥(x,0), )i =0 (3.57)
o

oldugunu goésterelim.



R@=9-2n=0---

E@)=¢=0---

Das birim normal vektorleri,

= 1

VR

1
—_—(leazxz :0) = (anz 30)
2\/x12 + x22

>~ [VE, ( ) RES
_ 1 d
3= Fz ),
FE@T o P,

olarak hesaplanirsa,

( 1 (X), F (X)’ =F (X))

Q2 //"F(X) X 4%, ~1=0
T L,
o
______ D----50
N,

Sekil 3.1. Q bolgesinin dig birim normal vektdrleri
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[(Vx.0.N)4Q = [(V(x,0). N, 4@

aQ aQ

+ J. <\7(x,(p),N2>d£2+ f <\7(x,(p), N3>d52
i s

vy

_ — _Q_ . duy duy,
= B_L [uN cos(Q) a(p[sm((p) ™ + cos(p) o, jxl

1

®

— . 0| . duy duy
+ Uy sin(Q) a(p( sin( ) ox, + cos(Q) o, ]xz

)
X, 00y duy X, duy duy {0
2 0x, dp 2 dx, 09

¢y

~

]

olur.

(*): T iizerinde (yani silindirin yan ylizeyinde) i, =0 oldufu bilinmektedir. Alt
ve iist kapaklarda ise, yani ¢=0 ve @=2m i¢in, T, ve tiim kismi tiirevleri, @’ye gore
27 periyodik olduklarindan ayni degerleri alacaklardir. Dolayisiyla bu toplamin dQ

tizerinden integrali sifir degerini alir.

(**): Bu toplam T fonksiyonunu igermediginden I {izerinde dogrudan sifira esit

duy ... o .
N tiirevini dQ iizerinde inceleyelim.

oldugunu sdéyleyemeyiz. Simdi
I iizerinde iki durum s6z konusudur. Bu durumlar Sekil 3.2.’de gdsterilmigtir.
Bunlardan ilki ;<2 gibi bir noktada tiirev almaktir:

0 Laye) = fim NEOTAO) I o gy Gunka T
a(p - Ag,—0 A(pl

iizerinde kaldiklarindan
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Uy (x,0, +AQ,) =1y (x,¢,)=0 dir.

AP

1§, + AP,

@_ﬂ ......... I(PQ. =21 (2)
Q
Py + Ay
1
1y

| A,
------ D---- 0 >%,

S

Sekil 3.2. Teorem 3.2.1.in ispatinda (1) ve (2) durumlari

Ikinci durumda ise @,=27 noktasinda tiirev degerini hesapliyoruz:

(2) aa_(pﬁN (X, (P) = lim :EN (X,ZTC + A(Pz) — ﬁ-N (X,Zﬂ)

Ap,—0
=0, : A(P2

- lim Uy (%,40,) Ty (x,2m) _
Ag,—0 Ag )

0

olur. Ciinkii I lizerinde kaldiklarindan, @ (x,AQ,) =1 (x,27) =0 olacaktir.

Diger kisimlarda, yani silindirin alt ve iist kapaklarinda ise U, ve tiim kismi

—”‘—ve?ﬁ- degerleri esit olacak, dolayistyla

tirevlerinin 27 periyodikliginden
0x, ¢
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toplamda bu ifadeler birbirlerini gotlireceklerdir. Sonug olarak bu toplamm da 0Q

izerinden integrali sifir degerini alir.

O halde (3.57) saglanir ve,

dQ (3.58)

- - 1 —
(AuN)uN )LZ(Q) = _EJ.”quN
Q
bulunur. Diger yandan (3.53) ile (3.58) esitliklerinden

[Iv.alaa=0 (3.59)
Q

elde edilir. Dolayisiyla,

" =0Ty =0

&
1

o

2
mk,n

olur. O halde {win,k,n,w }:kn:o sistemi lineer bagimsiz oldugundan tiim

{Em,k,n ,Bm’k,n }: caeo Katsayllan sifira esit olur. Bu da hipotezimizle gelisir, dolayistyla
(3.48)-(3.49) sistemi her N igin tek bir ¢6zim kiimesine sahiptir ve algoritma
{am,k,n,bm,k'n }: cnnp SOzUm kiimesini Sys denklem kiimesinin ¢oziildiigii adimda tek

olarak hesaplar. m
3.3. Maple Kodlar1 ve Baz1 Sonuglar

Bu kesimde, algoritmalar baz alinarak hazirlanmig Maple kodlari ve bazi &rek

girdilerin sonuglart verilmigtir.



U := Proc(N, f)
Local t;
Global a, b, k, n, m, m1, k1, nl, EquSet, Lft, F, EquSimplify, EquConstruct,
LeftHandl, LeftHand2, W1, W2, eta, A, Loperator,DLoperator, InnerProdL2;
Option Remember;

eta := 1 -xI"2 - x2"2;

InnerProdL2 := proc(u, v)
RETURN(int(int(int(u*v, xI = -sqrt(1 - x2"2) .. sqri(1 - x2"2)),
x2=-1..1),psi=0..2%Pi));

end;

DLoperator := proc(u)

RETURN(- sin(psi)*diff(u, x1) + cos(psi)*diff(u, x2));
end;
Loperator := proc(u)

RETURN(diff{u, xI)*cos(psi) + diff(u, x2)*sin(psi));

end;

A :=proc(u)
RETURN(DLoperator(diff(Loperator(u), psi));)

end;

F := DLoperator(diff(f, psi));
W1 := proc(m, k, n) RETURN(xI*k*x2"n*sin(m*psi)); end;

W2 := proc(m, k, n) RETURN(xI c*x2"n*cos(m*psi)); end;
LeftHandl := proc(ml, k1, nl)

Lft :=0;
form from O to N do
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Sfork from 0 to N do
forn fromOto N do
Lft := Lft + InnerProdL2(A((a[m, k, n]
*Wi(m, kn)+ b{m, k, n]¥W2(m, k, n))
*eta), Wl(ml, ki, nl));
od;
od;
od;
RETURN(L{t);

end;

LeftHand?2 := proc(ml, k1, nl)
Lft :=0;
for m from 0 to N do
for k from 0 to N do
forn from 0 to N do
Lft := Lft + InnerProdL2(A((a[m, k, n]
*Wi(m, k, n)+ b[m, k, n]*W2(m, k, n))
*eta), W2(ml, k1, nl));
od;
od;
od;
RETURN(Lft);

end;

EquSimplify := proc(S)
local i, S1;
foritonops(S)do
S1[i] := simplify(S[i]/Pi"2);
od;
RETURN(convert(S1, set));

end;
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EquConstruct := proc()

EquSet := {};
for ml from O to N do
Jor kl from O to N do
fornl from O to N do
EquSet := {op(EquSet),LeftHandl(ml, k1, nl)
=InnerProdL2(F, Wl(ml,kl,nl)),
LeftHand2(ml, k1, nl)
=InnerProdL2(F, W2(ml, k1, nl))};
od;
od;
od;
RETURN( EquSimplif}z( EquSet));
end;
t:=0;
Jor m from 0 to N do
for k from O to N do
forn from 0 to N do
t:=t+(afm, k n]*WIl(mkn)
+b[m, k, n]*W2(m,k,n))*eta;
od;
od;
od;

UN := subs(solve(EquConstruct()), t);
lambdaX := Loperator(UN) - f;
print(*U[N] *, UN);
if UN <> 0 then

print(lambda, lambdaX);

ﬁ’.

End;
) e &\“““L“
16 1\:&3;— ASYON MERKEZ)
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Maple prosediirleri kullanilarak elde edilen bazi sonuglar agagida verilmigtir:

>U(1, x2*cos(psi)+x1*sin(psi));
U[N], 0

>U(2, x2*cos(psi)+x 1*sin(psi));
U[N], é(z ~-x” ~x,” )sin(2¢)

A, -sin(2@)x1cos(p)-sin(2¢@)x2sin(@)-x2cos(Q)-x1sin(p)

Bu sonug, verilen girdi degerleri igin problemin tam ¢oziimiidiir. Coziimiin
tekliginden her i>2 degeri i¢in ayni1 ¢iktt degerinin elde edilecegini s6yleyebiliriz. Bu
¢6ziimiin yazilan bir Pascal program ile elde edilmis goriintii simulasyonu ve gerekli

agiklamalar tezin ekler boliimiinde sunulmugtur.
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EK-1. Bilgisayar Cebiri Sistemleri ve Sembolik Hesaplama
Bilgisayar Cebiri Sistemleri

Sayisal yontemlerde kullamilan hesaplamalar, temel aritmetik iglemlerin yani sira
matematiksel fonksiyonlarin sayisal degerlerinin hesaplanmasi, polinomlarin
koklerinin bulunmasi, baglangig-deger problemlerinin ¢éziilmesi, sayisal integrasyon
ve matrislerin sayisal 6zdegerlerinin hesaplanmasi gibi daha karmagik iglemleri de
igerirler. Ancak biitiin bu islemlerin ortak bir noktas1 vardir: sayilar. Hesaplamalar
sadece sayilar lizerinde gergeklestirilmektedir. Ayrica bu hesaplamalar ¢oguniukla
“kesin” degildirler. Ciinkii veriler kayan-noktali (floating-point) sayilar igerirler ve
yapilan islemler, adim sayist arttikca aym oranda biiyiiyen bir hata payini da

beraberlerinde getireceklerdir.

Matematiksel hesaplamanin diger bir aragtirma alam, “Sembolik ve Cebirsel
Hesaplama” ya da “Bilgisayar Cebiri” olarak adlandinilan ve kisaca, “matematiksel
nesnelerin  gosteriminde kullanilan semboller iizerinde islem yapma” geklinde
tanimlanan yOntemleri igerir. Bu semboller tamsayilar, rasyonel sayilar, gergel
sayilar ya da karmagik sayilar gibi sayilart gosteren semboller olabilecekleri gibi,
polinomlar, rasyonel fonksiyonlar, denklem sistemleri gibi matematiksel nesneleri ya
da gruplar, halkalar, cisimler gibi ¢ok daha soyut cebirsel nesneleri gosteren

semboller olabilirler [15].

Sembolik kelimesi matematiksel problem ¢6zmede ulasilmak istenen son noktanin
¢ogu zaman kapali ve simgesel bir formiil bigiminde oldugunu vurgulamaktadir.
Diger bir deyisle ulasilmak istenen sonug, analitik olarak ifade edilebilmelidir.
Cebirsel kelimesiyle ise hesaplamalarin kayan-nokta aritmetigi yerine kesin sonug

adimlar {izerine kurulu oldugu kastedilmektedir.

Ornegin V2 sembolii ondalik kismu sonsuza kadar uzayip giden 1,4142135623730...

irrasyonel sayisin1 gostermektedir. Ancak bu sayisal degerini hi¢ kullanmadan bu



sayiy1 2 ile garpabilir, dolayisiyla yine bir irrasyonel say1 olan 2,82842712474619...

sayisin1 gosteren yeni bir sembol, 242 elde edilebilir. Goriildiigii gibi burada sayisal
degerini hi¢ kullanmadan dogrudan sembolleri kullanarak bir hesaplama
gergeklestirdik.

Asagidaki tabloda, karsilagtirmali olarak sayisal ve sembolik metotlar kullanilarak

gergeklestirilmis baz1 hesaplama 6rmekleri verilmigtir:

Omek 1: Sayisal ve sembolik metotlarin kargilagtiriimast:

- Saywisal sl e Sembolik
2/6 — 0.333333 2/6 - 1/3
X+2x — x=? X+2x — 3x
c0s(3.14159) — -0.999999 cos(m) — -1
1/2 : 2 _
X dx—>0.1438 [E—ax2x 2l
g 3 =k x“ -1 2
dx* -4 diZ—)Zx
x=2 dX

Amaglar1 sembolik hesaplama islemlerini ger¢eklestirmek olan, ancak bunun yani
sira sayisal hesaplamalan da yapabilen bilgisayar yazilimlar1 genel olarak bilgisayar
cebiri sistemleri olarak adlandirilirlar [15]. Giiniimiizde yaygin olarak kullanilan

baslica bilgisayar cebiri sistemleri,

e Maple

e Mathematica
e Matlab

e MathCad

e Reduce

e Macsyma
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e Magma

*  Axiom
olarak siralanabilir.

Genel amagh bilgisayar cebiri sistemlerinin yam sira, matematik ya da fizigin belirli
bir alaninda problem ¢6zmek igin gelistirilmis bazt 6zel amaglt yazilimlar da
bulunmaktadir. Bunlara 6rek olarak grup teorisi igin gelistirilen Cayley [36] ve
GAP [13], sayilar teorisi i¢in gelistirilen PARI [12], SIMATH [20], ve KANT [35],
komutatif cebir igin gelistirilen CoCoA [14], cebirsel geometri igin gelistirilen

Macaulay [38] ve Lie teorisi i¢in geligtirilen LiE [27] sayilabilir.
Maple

Maple , bilgisayar ile matematik ¢aligmalannda kullanilan en gligli hesaplama
sistemlerinden birisidir. Kullanim kolayligi, genisleyebilirligi, islem hizi ve
minimum diizeyde bellek ve donamm kapasitesi gereksinimi ile Maple, MapleV,
Maple6 ve Maple7, gesitli diizenlemeleri ile 10 yili agkmn bir siiredir diinya iizerinde
basta matematikgiler ve mithendisler olmak {iizere 100.000’in iizerinde kayith
kullanici sayisina sahiptir.

Maple’in baglica ozellikleri arasinda sayisal ve sembolik hesaplama, her tiirlii
matematiksel notasyonu yazabilme, 2 ve 3 boyutlu grafik ¢izimleri ve grafik
animasyonlar1 sayilabilir. Bu 6zellikleri ile Maple, yogunlukla analiz (calculus) ve
diferensiyel denklemler olmak iizere geometri, lineer cebir, olasilik ve istatistik,
ayrik matematik, sayilar teorisi ve niimerik analiz gibi matematigin pek ¢ok dalinda
etkin olarak kullanilabilmektedir. Bunlarin yani sira, 2500 dolaylarinda hazir
matematiksel yordam Maple V’in yordam kiitiiphanesinde kullanilabilir durumdadur.
Ayrica Pascal benzeri yiiksek-diizeyli bir programlama dili sayesinde amaca uygun
olarak istenilen uygulamalarm gelistirilmesi ve béylelikle kiitiiphanenin

genisletilmesi miimkiindjir.
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Maple, Waterloo Universitesinde 1980 yilmin Aralik ayinda Keith Geddes ve Gaston
Gonnet tarafindan kurulmus olan Symbolic Computation Group (SGC) tarafindan
gelistirilmeye baglanmuigtir. Bilgisayar Cebiri alaninda birgok ispatlanmig teorem ve
bunlar baz alinarak yazilmig bilimsel makalenin tlizerine kurulan sistem, C
programlama dili kullanilarak kodlanmigtir. Giiniimiizde Maple, Maple V Release 5
ve Maple 6 siiriimleri ile Macintosh, MS Windows, Unix, VMS, NeXT, Ultrix ve
UNICOS gibi en popiiler ve yaygin isletim sistemleri ortamlarinda galigabilmektedir.
Maple ¢alisma sayfalart (worksheet) bu sistemlerin tiimiinde ortak bir goériiniime
sahip oldugundan, iglemler bir platformdan digerine kolaylikla tasinabilmektedir
[19].

Asagida, Maple6 kullanilarak gerceklestirilmis bazi g¢alisma sayfasi Ornekleri

verilmigtir:
Ornek 2: Maple’da aritmetik iglemler:

Aritmetik islemler, tanimli aritmetik operatorler kullanilarak tek-satir matematiksel
yazim kuralina uygun girildiklerinde, eger tam olarak hesaplanabiliyorsa, islemin

sonucu yazilir:

> 2*54+372+(5-3)/2;
20

Ancak aritmetik iglemin sonucu kesin olarak hesaplanamiyorsa, hesaplanamayan

ifade aynen birakilir:

>2J§;
242

Bu 6rnek, matematiksel ifadelere sayisal hesaplama ve sembolik hesaplama

yaklagimlar1 arasindaki farki agik olarak sergilemektedir. V2 , sonsuz ondalik
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basamaga sahip irrasyonel bir sayidir. Bu say1 bilgisayar tarafindan sayisal olarak

ancak sonlu bir ondalik basamaga kadar olan kismu ile hesaplanabilir. Oysa sembolik

hesaplama, sayiy1 V2 olarak birakip, islemin devam eden adimlarmda da bu
sembolii koruyarak sonucun tam (analitik) olmasim garantilemektedir. Istenildigi

takdirde bu iglemin sayisal sonucu da hesaplanabilir:

> evalf( 2 «/E );
2.828427124

Hesaplanan say1 aksi belirtilmedigi siirece 10 basamaklidir. Ancak hesaplanacak
saymin basamak sayis1 da belirtilebilir:

> evalf (2 «/5 ,200 );
2.8284271247461900976033774484193961571393437507538961463533594
75981464956924214077700775068655283145470027692461824594049849
67211170147442528824299419987166282644533185501118551159990100
23055641211430

Ornek 3: Maple’da cebirsel denklem ¢6ziimlerinin hesaplanmast:

Sembolik hesaplamanin 6nemli avantajlarindan birisi de, denklem ¢6ziimlerinde,
aranan ¢Oziimiin denklemdeki bilinmeyenlere bagli olarak parametrik formda elde

edilebilmesidir:

> x := solve( y=m*x+c, x );

-y+c
x=2

m

Daha karmagsik bir 6rek olarak denklem sistemlerinin ¢oziimii verilebilir. y=mx+c
dogrusu ile x>+y*=r* ¢emberinin kesim noktalari m, ¢ ve r parametrelerine bagh

olarak hesaplatilabilir:
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>x:=%"

> Dogru := y=m¥*x+c:

> Cember :=x"2 + y"2 = r2:

> allvalues ( solve ( {Dogru, Cember}, {x,y} ) ),

b

x__]_—ch+2\/:c2 +rl+m’r? 1 m(—2mc+2v—c? +r? +m’r? te
2 1+m? 2 I+m?

b

1+m?

x__]_~—2mc—2\[—c2 +r2 +m?r?
2 1+m?

lm(—ch—Z\/—cz +r2 +m?r? +c}
2

Ornek 4: Maple’da adi diferensiyel denklemlerin genel ¢éziimlerinin hesaplanmasi:
Adi diferensiyel denklemlere Ornek olarak, radyoaktif bozulmayr modelleyen

diferensiyel denklemi alahm:

> difdenklem: = diff (y(¢),t) = k*y(t)
difdenklem := —az—)t— y(t) = ky(t)
Bu denklemin, y(0)=2 baslangi¢ kosulu ile ¢oziimiinii hesaplatirsak:

> cozum := dsolve ( {difdenklem, y(0)=2}, y(t) ),

cozum := y()=2 ™
elde edilir. Radyoaktif bozulma sabiti de yerine konursa

> cozuml:= subs ( { k=-0.4 }, cozum);

cozum := y(t)=2 e

bulunur. Son olarak, te[0,10] i¢in bulunan ¢dziimiin grafigini ¢izdirebiliriz:
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> plot( rhs(cozum), t=0..10);

[ W Gy
- N =0 ON

0.8
06
0.4
0.2

Omek 5: Maple’da kismi diferensiyel denklemlerin genel ¢6ziimlerinin

hesaplanmasi:

> kdifdenklem] := y*dif(U(x,y),x)+x*dif{U(x,y),y)=0;

kdifdenklem] := y( % U(x, y)] + r[ éa; Ul(x, y)] =0

Verilen kismi diferensiyel denklemin genel ¢6ziimii hesaplantyor:

> pdsolve( kdifdenkleml, U(x,y) );
Ux y) = _F1(-%* +y%)

Bagka bir kismi diferensiyel denklem tanimlaniyor:

> kdifdenklem? := y*diffiu(x,y),x,x)+(x-y) *diff u(x,y),x,y)-x*diff (u(x,y),y,y)=0;

kdifdenklem2 = y[ gz—u(x, y)] +(x - y)( az;x u(x, y)] - { gyizu(x, y)) =0

Denklem, sadece bir tek kangik tirev igerecek bigimde kanonik forma

doniistiiriiliyor:

> PDEtools [mapde) ( kdifdenklem2 , canom );
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92 9
[_ﬁl(mu(_ﬁl,_&)]+(__§1‘_7;2)( 3 & u(_ﬁl,_az))]

& where{ El=x+y, E2=x}

Yeni denklemin genel ¢6ziimii hesaplaniyor:

>op(%);
2’ o
_ﬁl(mu(_ gla_‘:z)] +(_El- _52)[ 3 &2 u(_EL, _ E_,Z)],
{_{Cl=x+y,_E2=1x}
> pdsolve ( % [1]);

_Fl( —%_él(—2_§2+_§1)]
_&

u(_El,_&2)=_F2(_E)+

> cozum := u(x,y) = subs (%% [2] , rhs (%));

_Fi—é(yw)(—xw)]
_F2(y+x)+

yt+x

cozum = u(x,y) =

Bulunan ¢6ziim denklemi sagliyor mu?
> simplify ( subs ( cozum , kdifdenklem? ));
0=0

Sembolik Hesaplama Kuraminmn Temelleri

Matematiksel ifadelerin (formiiller, denklemler, fonksiyonlar vb.) gosterimi ve bu
ifadeler lizerinde islem yapmak, sembolik hesaplama kuraminin en Gnemli temel
taglarindan birisidir. Tek satir matematiksel yazim kuralina gbre yazilmig bir
matematiksel ifade iizerinde sembolik olarak dogrudan islem yapmak olanaksizdir

[15]. Dolayisiyla, oncelikle matematiksel ifadelerin ikili aga¢ gosterimi ya da
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diiglimsel matematik yapi olarak adlandirilan bir forma doniigtiiriilmeleri

gerekmektedir. Bunu bir rnek tizerinde inceleyelim:

Ornek 6: Sin(x+1)+x"3 ifadesi, bu bigimiyle sembolik hesaplama agisindan bir

anlam tagimaz. Ancak ayni ifade,
+(sin(+(x,1)),A(x,3))

bi¢iminde diigiimsel matematik yapt olarak iizerinde her tiirli sembolik
hesaplamanin yapilabilecegi bir matematiksel nesnedir. Ayni yapinin ikili agag
gosterimi agagida verilmistir.
AN
Sin n

LN
X/\l

3

Sekil EK-1.1. Matematiksel ifadelerin ikili aga¢ gdsterimi.

Diigiimsel matematik yapilara doniistiirilen matematiksel ifadeler iizerinde, genel
olarak bu ifadeler iizerinde konulacak hesaplama kurallanni kullanilarak sembolik

hesaplama iglemleri gergeklestirilebilir. Bu kurallar, islemin niteli§ine gore belirlenir.

Sozgelimi, gerceklestirilmek istenen hesaplama islemi tiirev alma ise, bilinen tiirev
alma kurallan genel diigiimsel matematik yapilar {izerinde konulur ve bu kurallar ele
alinan probleme uygulanir. Bu islemleri, bir diferensiyelleme problemi Ornegi

lizerinde gosterelim:

Omek 7: f;(x Sin(x?))=? problemini gdz Oniine alalim. Oncelikle tiirevi

hesaplanacak fonksiyonun diiglimsel matematiksel yapiya doniistiiriilmesi
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gerekmektedir. Bu doniigiimii gergeklestirecek doniisiime T doniigiimii diyelim. Bu

durumda, ele alinan fonksiyona T doniisiimii uygulanirsa,

/N

X Sin

X*3in(x"2) T, l
7N\
X 2

elde edilir. Burada, krallarin uygulanigi daha agik olarak izlenebildiginden, soyut bir

kavram olan ikili aga¢ gosterimi kullanilmigtir.

Problemin ¢6ziilebilmesi igin, sirastyla *, Sin ve » diigiimleri igin tiirev kurallarina
gereksinim vardir. Bu kurallart bir D doniisiimii yardimiyla tanimlarsak, ikili aga¢

gosterimleri agagidaki gibi olacaktir:

1. * Diiglimii i¢in tiirev kurali:
+

/\—e-/\/\

g DD gf D

2. Sin Diiglimii i¢in tiirev kurali:

*
Sin D / \
| —— D@ C(I)s
£
f

3. " Diiglimii igin tlirev kurali:
*
/N
n D n A
/SN = N\
f n f /—\

n 1
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Bu kurallar diigiimsel matematik yapiya doniistiiriilen fonksiyona uygulanirsa, Sekil
EK-1.2. deki gibi tiirev fonksiyonunun ikili aga¢ gdsterimi elde edilmis olur.

I
N N /\

% Siln L. D) Sin

X , / \
AN
/ \ )‘\
2 1

Sekil EK-1.2. x Sin(x?) fonksiyonunun tiirevi icin ikili agac¢ gosterimi
Bu yaptya T"' doniisiimii uygulanirsa,

D(x)*Sin(xA2)+x*2*x7(2-1)*Cos(x/2)
seklinde, tiirev fonksiyonunun ilk formu elde edilir. Bu fonksiyon iizerine,
tanimlanacak sadelestirme ve kisaltma kurallari da uygulanirsa, son sekliyle tiirev
fonksiyonu,

Sin(xA2)+2*xA2*Cos(x2)

olarak elde edilir.
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EK-2. Problemin Fiziksel Modeli ve Bilgisayarh Tomografiye Uygulanmasi

Bilgisayarli tomografinin (BT) en 6nemli drneklerinden birisi olan transmisyon BT,
genel anlamda insan viicudunun bir kesiminin ince bir X-151m1 tarafindan taranmasi
sonucu 1sinda meydana gelen yogunluk kaybinin bir detektor tarafindan algilanip
kaydedilmesi prensibine dayanir. Elde edilen bu bilgiler daha sonra bir bilgisayar
tarafindan islenerek bir ekran iizerinde iki-boyutlu goriintiiler iiretilir (Sekil EK-2.1).

Sayisallagtine

Bilgisayar

Sekil EK-2.1. Transmisyon bilgisayarli tomografi
Basit fiziksel modeli su sekilde tanimlayabiliriz: A(x,9), X 1smnin x noktasindaki

doku tarafindan emilme katsayisimi gostersin. Bu durumda X-isinindaki Io-Ij
yogunluk kaybini,

Ux,0)= [ A(x, p)ds (EK-2.1)

I

dogrusal integrali ile gosterebiliriz (Sekil EK-2.2).
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[ A(x,0)ds=1,-1,

Ly

Sekil EK-2.2. Kesit tizerinde fiziksel model

Asagidaki tabloda, modeli olugturan kavramlarin matematiksel anlamlann ve

uygulamada bunlara kargilik gelen anlamlar verilmigtir :

Simge | Modeldeki Anlamm Uygulamadaki Anlam

L, (Sin(¢),Cos(@)) yonlii dogrusal |X-Isim
nesne

D DCIR?, dDe C’ olan bir bslge | Doku kesiti

Ax,p) |l dogrusal nesnesinin x X-1sminin, doku kesitinin x noktasindaki
noktasindaki yogunlugu yogunlugu (intensity)

I U(x,9) fonksiyonunun D X-1s11nin, dokuya girmeden Onceki
bolgesi iizerindeki baglangig | yogunlugu (intensity)
degeri

L U(x,9) fonksiyonunun D X-11inin, dokudan ¢iktiktan sonraki
bolgesi iizerindeki smir degeri | yogunlugu (intensity)

U(x,p) fonksiyonunu x noktasinda [, dogrusu yoniinde tiirevlersek, ya da diger bir

deyisle,
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L=sin (ps—i—— + cos (pa—z— (EK-2.2)
1 2

operatoriinii (EK-2.1) esitliginin her iki yanina uygularsak,

.0 d
LU(x, ) =sin <P5X—U(X, ) +coso= —U(x,0) = Mx, ) (EK-2.3)

1 2
denklemini elde ederiz.

X-1g101 taramasi sonucu elde edilen I; verileri toplandigmdan, U(x,) fonksiyonunun
dD iizerinde aldipn degerler bilinmektedir. Bu deferleri ug(x,p) fonksiyonu ile

gosterirsek,
U, 0),, =1y (X,0) (EK-2.4)

olur. Boylece ele aldigimiz Dirichlet-tiirli problemi sinir kosulu diizenlenmemis

formda elde etmis oluruz.
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EK-3. Hesaplanan Tam (6ziimiin Bilgisayarla Simulasyonu

f(x1,%2,9)=x2Cos(@)+x;Sin(p)

icin elde edilen

A(X1,X2,0)=-Sin(20)x;Cos(¢)-Sin(2¢)x,Sin(@)-x,Cos(¢)-x: Sin(@)

tam ¢6ziimiiniin bilgisayarla simulasyonunu gergeklestiren Pascal programi ve ¢iktisi

asagida verilmigtir.

Program genel olarak ¢ agisim 0 ile 27 arasinda tararken, x; ve x, degerleri -1 ve 1
arasinda deger almaktadir. Bu degerler igin hesaplanan A fonksiyonunun degeri,
uygulamada kesitten gegen X-1simnin yogunluk katsayisini vermektedir. Dolayisiyla
kesitin  (X;,xz) koordinatli noktasi, bu katsayr ile ters orantili olarak
renklendirildiginde kesitin o noktadaki kalmligt hakkinda bilgi verecektir.

Program BTGoruntu;
Uses Crt,Dos;

Const Zero =0;
GetMaxX = 319;
GetMaxY = 199;
GetMidX = GetMaxX Div 2;
GetMidY = GetMaxY Div 2;

Type VGA_Linear = Array [0..63999] Of Byte;
VGA_Array = Array [Zero..GetMaxY, Zero..GetMaxX] Of Byte;
Color_Type = Record

Red : Byte;
Green : Byte;
Blue : Byte;
End;
Color_Table = Array [Byte] Of Color_Type;
Var  Save_Palette : Color_Table;
P_Gray : Color_Table;

l : Longlnt;



x1,x2,fi,lambda : Real;

C R GB : Byte;

rgb,x,y : Integer;

Screen_Array : VGA_Array Absolute $A000:$0000;

Screen_Linear : VGA_Linear Absolute $A000:$0000;

Procedure PutPixel (X,Y:LongInt ; Color:Byte);
Begin
If (X >=Zero )And
(X <= GetMaxX) And
(Y >=Zero )And
(Y <= GetMaxY) Then Screen_Array [Y, X] := Color;
End;

Procedure Fill_Screen (Color:Byte);
Begin

FillChar (Screen_Linear, SizeOf(Screen_Linear), Color);
End;

Procedure ClearDevice;
Begin

Fill_Screen (Zero);
End;

Procedure InitGraph;
Var R : Registers;

Begin
FillChar (R, SizeOf(R), Zero);
R.AX = $0013;
Intr($10, R);
ClearDevice;

End;

Procedure CloseGraph;
Var R : Registers;

Begin
ClearDevice;
FillChar (R, SizeOf(R), Zero);
R.AX = $0003;
Intr($10, R);

End;

Procedure Put_Palette (P:Color_Table);
Var R : Registers ;
I : Byte ;

Begin

78
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Forl:=0To 255 Do

With P[I] Do
Begin
Red :=Red SHR2;
Green = Green SHR 2;
Blue :=Blue SHR 2;
End;
FillChar (R, SizeOf(R), Zero) ;
With R Do
Begin
AX = $1012;
BX :=0;
CX :=256;
ES := Seg(P);
DX := Ofs(P);
End ;
Intr($10, R);

End;

Procedure ImageReconstructl(init_fi,bound_fi,init_x1,bound_xI:real; coeff:integer);
Begin
fi =init_fi;
repeat
x1:=init_xlI;
repeat
x2 = x1*Sin(fi)/Cos(fi);
lambda =
-1 %¥(x1*Sin(2*%fi)*Cos(fi)+x2*Sin(2*fi ) *Sin(fi)+x2 *Cos(fi)+x1 *Sin(fi));
rgb = coeff*trunc(100*lambda);
if rgb>255 then rgb := 255;
if rgb<-255 then rgb .= -255;
x :=trunc(50%x1) + GetMidX;
y = GetMidY-trunc(50*x2);
PutPixel(x,y,rgb);
xl :=x1+0.01;
until x1>=bound_xI;
fi:=fi+0.001;
until fi>=bound_fi;
End;

Procedure ImageReconstruct2(init_fi,bound_fi,init_x1,bound_xI:real;coeff.integer);
Begin
fi=init_fi;
repeat
xI = init_xI;
repeat
x2 := x1*Sin(fi)/Cos(fi);
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lambda =
-1 ¥(x1*Sin(2%fi)*Cos(fi)+x2 *Sin(2*fi) *Sin(fi)+x2*Cos(fi)+x1 *Sin(fi));
rgb .= coeff*trunc(100*lambda);
if rgh>255 then rgb .= 255;
if rgb<-255 then rgb := -255;
x := trunc(50%*x1 )+ GetMidX;
y = GetMidY-trunc(50*x2);
PutPixel(x,y,rgb);
x1 :=x1-0.01;

until xI1<=bound_xl1;

fi=fi+0.001;

until fi>=bound_fi;
End;

Begin
InitGraph;
FillChar (P_Gray, SizeOf(P_Gray), Zero);
For1:=0T7To 255 Do
With P_Gray[I] Do

Begin
Red =1
Green = /K
Blue =1
End;

(* Gri tonlar paletini aktif palet yap *)
Put_Palette (P_Gray);

(*1. Bolge *)
ImageReconstruct1(0.0,Pi/2,0.0,1.0,1);

(*II. Bolge *)
ImageReconstruct2(Pi/2+0.0000001,Pi,0.0,-1.0,-1);

(* II.Bolge *)
ImageReconstruct2(Pi,3*Pi/2,0.0,-1.0,1);

(*1V. Bolge *)
ImageReconstructl(3*Pi/2+0.0000001,2*P1,0.0,1.0,-1);

Repeat until keypressed;
CloseGraph ;
End.
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Sekil EK-3.1. BT goriintii simulasyonu programinin ¢iktist
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