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OZET

Bu doktora tezi {i¢ bolimden olugmaktadir.

[Ik bslimde uygulamali matematikte sik¢a kargilagilan lineer olmayan
olusum denklemleri ve integrallenebilirlikleri ile ilgili ardigtirma operatorii.
korunumluluk kanunlari, yayilma bagintisi ve hamiltoniyen yap: gibi temel
kavramlar verilmigtir. Boliim sonunda bir bozulma (perturbasyon) metodu
olan ¢ok 6lcekli acilim metodu kisaca tanitilmigtir.

Ikinci béliimde ise, bir bozulma teknigi olan cok 6lcekli acilim metodu
- kullanilarak, integrallenebilen Korteweg-de Vries (KdV) tipi olusum denk-
lemlerinden yine integrallenebilen Nonlinear Schrédinger (NLS) tipi denk-
lemlerin bulunmasi iizerinde durulmusgtur. Ayrica bu denklemlerin integral-
lenebilirligini ifade eden lineer spektral problem ve ardistirma operatdrleri
arasindaki iligkiler de incelenmigtir.

Son béliimde, yeni ve yiiksek dereceden yavag degiskenleri iceren farklh
bir ¢ok 6lcekli acilim metodu tanitilarak integrallenebilen NLS ve yiiksek
mertebeden tirevli kuple NLS tipi denklemler ile onlarin Hamiltoniyen fonk-
siyonlarindan baglayarak integrallenebilen KdV tipi denklemlerle onlarin Hamil-
toniyen fonksiyonlar cikarilmigtir.

Uzun ve yorucu hesaplamalarin tamami REDUCE [3] paket programi kul-

lanilarak yapilmigtir.
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SUMMARY

This Ph. D. thesis consists of three chapters.

In the first chapter, some basic concepts for Nonlinear Evolution Equation
(NLEE) and their integrability properties such as recursion operator, conser-
vation laws, dispersion relation and Hamiltonian structure are recalled. At
the end of this chapter, the multiple scales method which is known as a
perturbation method is introduced briefly.

The following chapter, derivation of integrable Nonlinear Schrédinger (NLS)
type equations from integrable Korteweg-de Vries (KdV) type evolution equa-
tions by using the multiple scales method known as a perturbation technique.
Then the relationship between linear spectral problem and recursion operator
for the integrability of KdV and NLS equations is discussed mutually.

In the last chapter, a new multiple scales method including higher or-
der slow variables is defined. KdV, coupled KdV type equations and their
Hamiltonian structures are obtained from NLS, higher order derivative cou-
pled NLS type evolution equations and their their Hamiltonian structures by
performing this method.

For our complex calculations REDUCE algebraic packet program [3] is

used.
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Bolum 1

Temel Kavramlar

1.1  Giris

Bu boliimde, diger bolumlerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in baz: temel kavram-
lar verildi. Ayrica lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemler ile

integrallenebilen Hamiltoniyen sistemler incelendi.

1.2 Lineer Denklemler icin Yayilma
(Dispersiyon) Bagintisi

Bu kisimda, genel olarak
0 0
{&,g}u(x,t)—o (1.1)
seklindeki lineer, sabit katsayili kismi tiirevli diferensiyel denklemler gézoniine
alindi. 6 (x,t); faz, k; dalga sayis1 ve w; frekans olmak iizere, bu tip kismi

diferensiyel denklemlerin

u (.’L‘,t) — eiﬁ(m,t) — ei(km—wt) (12)



formunda bir ¢6zimi oldugunu varsayalim. Bu ¢dzim (1.1) denkleminde

yerine yazilirsa,
o a0 ; :
[é_t_’ a_x_:l ez(k:r—wt) =-p [—iw, ’Lk] ez(kx—wt) =0

veya

P—iw,ik] =0 (1.3)
bulunur. Eger (1.3) saglanirsa, (1.2) ; (1.1) kismi tiirevli diferensiyel denkle-
minin bir ¢éziimiidir. (1.3) denklemi yayilma bagintist olarak adlandirihr
ve verilen her £ icin w = w(k) seklindeki w yayilma bagntisindan faz hizi ve

grup hizi sirasiyla,
w _dw (1.1)
9= o )
seklinde tanmimlanir.
i) Eger w(k) reel ve ¢ sabit olmayan bir deger ise, (1.1) denklemine
yaytlma dir denir.

ii) w(k); w = wg + fwy olacak sekilde kompleks bir deger ise, ¢oziim;

up = ewnt.ez(kr—th)

seklinde e™’* durduran (damping) terimi ve e!**~*r% dagitmaya devam eden

(oscillator) teriminden olugur.

_ 0 wr<0 dagilma (dissipation)
t— o0 iken wup =

oo wy>0  devamsizhik (instability)

dir.
Ornek 1.2.1
Ut = Uggy + 6uu:c (15)

KdV (Korteweg-de Vries) denkleminin yayilma bagmntis: (1.3) denkleminden

P [~iw, ik] = (=iw) — (k) = 0= w(k) =k’

| OGRETIM KURULY
m&jﬁmﬂm‘mm MERKEZS



bulunur. Faz hiz

w
= — = k?
‘%
ve grup hizi
d
Cg = % = 3k*

olarak elde edilir. Faz ve grup hiz1 k— degiskenine bagh degerler bulundugun-

dan (1.5) denklemi yayilmadar.
Ornek 1.2.2 Bir bagka 6rnek olarak
Ugt — CUgy = 0 (1.6)
dalga denklemi ele alindiginda (1.3) denkleminden
(—iw)? — (k)2 =0 = w==*ck

yayilma bagintisi elde edilir. Faz ve grup hizlan ise, sirasiyla,

_ ok _

2 +c

=2
Tk

==

olarak bulunur. Faz ve grup hizi k— degigkeninden bagimsiz oldugundan

Cq SE@

yayilma degildir.

1.3 Lineer Olmayan Olugsum Denklemleri

Genel lineer olmayan olugum denklemleri, K [u]; u ve u nun z—degigkenine

gore tiirevlerinin tanimh fonksiyonu olmak tizere,

formundadir.



Bu tiir denklemlerin en iyi bilineni; bir kanalda su ylizeyindeki dalgalan-

malan ifade eden ve Korteweg ve de Vries tarafindan bulunan

KdV (Korteweg-de Vries) denklemidir.
Bu denklem fizik, plazma fizigi, akigkanlar mekanigi gibi bir¢ok ¢aligma

alaninda yer almaktadir. Bu denklem igin;
u(z,t) = ¢(z + ct)

seklindeki hareketli dalga ¢oziimii 8 faz ve 2a? buyukligl, hizin yarisi olmak
lizere,

u(z,t) = 2a?sec h®a(x + 4a’t + 0) (1.9)

olarak bulunmusgtur. (1.7) denkleminde u, = 0 olarak alimirsa, bulunan
K [u] = 0 adi diferensiyel denklemi, (1.7) denkleminin durgun (stationary)

denklemi olarak adlandirlir.

1.4 Korunum Kanunlar:
(1.7) lineer olmayan olusum denklemlerinin korunum kanunu
T+ X, =0 (1.10)

formundadir. Burada 7T [u] ve X [u] sirasiyla, v ve u fonksiyonunun x degigkeni-
ne gore tlrevlerini iceren korunumlu yogunluk ve ilgili akidir. &, ve 7;

sirasiyla x ve t ye gore tam (total) tiirevi ifade eder ve

oo T L oT
t = '———au Uy ———auzutz
(1.11)
oX oxX
ou +6uzu +



seklindedir.

Eger 7, u nun lokal bir fonksiyonu ise, yani; herhangi bir 7 nun degeri
yanlizca z in kii¢lik bir komsulugundaki u ya bagh ise, bu durumda 7 lokal
korunumlu yogunluk tur.

Eger, X' de lokal ise, bu durumda (1.10), lokal korunum kanunu dur.

Ozel olarak, eger T ifadesi agik olarak x veya t ye bagl olmayip u ve
u nun x e gore tirevlerine baglt polinomsal bir ifade ise, 7 ya polinomsal
korunumlu yogunluk denir. X de polinomsal ifade ise, (1.10) polinomsal
korunum kanunu dur. Uygun sinir kogullar kullanildiginda, lokal korunum
kanunlar ile hareket sabitleri arasinda yakin bir iligki ortaya cikar.

(1.10) denkleminin z degigkenine gore integrali alindiginda,
B 6 B d B B
S Tde+ (s == [ x)8 = 1.12
[ 5T+ x5 =2 [ Tdot (X5 =0 (1.12)
elde edilir. (B—A) nin periyodun tam kat1 oldugu veya u(z, t) nin x — Foc ve
(A, B) = (—o0,0) iken sifira gittigi uygun periyodik sinir kosullan altinda.
(1.12) denkleminden
d B
o BT
p /A Tdz =0
ifadesi bulunur. Buradan ¢—degigkenine gore integral alinarak,
B
/ Tdz = sbt.
A

hareket sabiti elde edilir.
Soliton teoride en fazla ilgilenilen (1.8) KAV denkleminin sonsuz sayida

korunum kanunlar1 vardir. Bunlardan birkag

To = u, Xy = —Ugy — 3u2’
1
Ti = 3u?, Xy = —uug, + 3ul — 20,
31,2 _ 1,2 2 2 _ 9,4
Ta=u’—3uz, Ko = Uglyee — 5l — SUlUge + Bunl — Su’,

seklindedir. Burada 7; ifadeleri KdV denklemi icin sirasiyla kiitle, momen-

tum ve enerjidir.



1.5 Miura Doniligimu

Miura, KdV denklemi ile MKdV denkleminin korunum kanunlari arasinda
bir iliski oldugunu gostermis ve bu iligkiyi, u; KdV denkleminin v; MKdV

denkleminin bir ¢6ziimi olmak iizere
U = Uy + v?
ile ifade etmis [22]. Eger KdV ve MKdV denklemi icin sirasiyla

P(u) = wu;— 6uuy — Ugze =0,

K@) = v +60%; — Uz =0
gosterimleri kullanilirsa

P(u) = (2v+ —a—)K(v)
B Ox
olarak yazilabilir. Daha sonra Miura, ; kiigiik bir parametre olmak tizere
u=w+ cw, + 2w?
farkli bir doniigim ile
Q(w) = 1w — 6('(1) + 52w2)wz + Wrgzx = 0
olmak tzere
0

Pu)=(1+ €5z + 2e%w)Q(w)

iligkisini gostermis. Burada Q(w) Gardner denklemi,

() + (=3w? — 26%w® + wyg)p = 0

olarak korunum kanunu formunda yazilabilir.

Burada ayrica w degigkeni

o0
w=)_ e"wn (1.13)
n=0



seklinde seriye agihirsa, bu seri a¢ilimi (1.13) denkleminde yerine yazildiginda,
£ nun kuvvetlerinin katsayilarindan, w, ifadeleri; u ve u nun x e gore tiirevleri

cinsinden -

s = (20 + 1) (1.16)
1
Wy = (Ugzz + 6ug)s + 2(u® — Zu?)

6

korunum kanunlari elde edilir ve z - tiirevlerinin modiline gére (1.8) KdV

denkleminin korunumlu yogunluklar: w; lere bagh olarak,

1 1 1
ﬂ:§w2,75:‘2‘TU4,75:§1U6,...

seklinde yazilabilir.

Ornek 1.5.1

igr = gec — 2qql”
seklindeki NLS denkleminin korunum kanunlarindan bir kaci
Ti =44, X =i(qq; — 4" ¢),

To = (0% — ¢2q), X»=2ig}q. — qai +q*q — 2ilq|*, (1.17)
* 4 * *
75 = GyQx + Iql 3 X3 = - (tht —q; (Ix),

olarak bulunur [17].



1.6 Ters Skattering Doniigiim (TSD)

Ters skattering donlisim metodu, Gardner, Greene, Kruskal ve Miura {7, 8|
tarafindan géli§tirilmi§tir. Bu metodun amaci yeterince hizlh bozulan baglangic
~ degerleriyle verilen (1.8) KdV denkleminin tam ¢oziimiini bulmaktir. Yani:

f(z) ;|z] = oo iken yeterince hizli bozulan bir fonksiyon olmak iizere,
zeR, t >0 u(z,0) = f(z) (1.18)

baslangi¢ sartiyla verilen (1.8) KdV denklemini ¢ézmektir. (1.13) Gardner

doniisimii Riccati tipi diferensiyel denklemdir. Eger
_1% 1
T e d 22

doniigiimi yapilirsa, A = 713 olmak iizere,

w

LY =&, + u(z,t)d = AD (1.19)

seklinde lineerlestirilebilir. Bu denklem ise, quantum teoride u(z,t); potan-
siyel ve A; enerji olmak lizere, zaman bagimh Schrédinger denklemi olarak
bilinir.

(1.19) denkleminin 6zfonksiyonlarinin zaman olugumu,

@, = PP = 4®,,, + 6ud, + 3u,d (1.20)

ile verilir. A; = 0 kabuli ile, (1.19) ve (1.20) denklemlerinden, ®,,; = ®,,
degisimlilik sartinin saglanmasi igin gerek kogul, u nun (1.8) KdV denklemini
‘saglamamdlr‘ Benzer sekilde (1.8) KdV denklemi saglamyorsa, ozdegerler
zamandan bagimsiz olmalhdir. _

Adi diferensiyel denklemlerin spektral teorisine gore, (1.19) denklemi i¢in
An = k2, n=1,2,..., N sonlu ayrik 6zdegerler vardir. Sinirlardaki coziimlere

bakihrsa,

x— —oo igin  P,(z) ~ T
(1.21)
T — 00 icin ®@,(x) ~ b,(t)e *n*



bulunur.

A = —k? stirekli spektrumu icin karg: gelen simir sartlar ise,

T — —oo igin  ®,(z) ~ T(k,t)e =
¢ () ( ) | (1.20)
T — 00 igin @, (x) ~ e~* + R(k,t)e*=
dir. Buradaki T'(k,t) ve R(k,t) fonksiyonlan gecig (transmission) ve vansima
. (reflection) katsayilanidir. Verilen u(z) potansiyeli ile &, by, R(k,t), T(k.t)

ifadeleri hesaplanabilir.

Genel olarak ¢ zamanindaki skattering verisi
S 0) = {(kn,ba)nsy » R(k,2), T(k,2) , k reel]

ile verilir.

t = 0 zamaninda S(\, 0) skattering verisi verildiginde, ¢ zamanindaki skat-
tering verisi olusturulabilir. Buradaki problem, skattering verisinden, (1.8)
KdV denkleminin istenen ¢6ziimii olan u(z, ¢) potansiyelinin olugturulmasidir.
Gel'fand ve Levitan S(A,t) skattering verisinin u(z,t) potansiyelinin elde
edilmesi i¢in yeterli oldugunu gdstermislerdir [13].

KdV denkleminin ¢oziimii ters skattering metod kullamlarak iic adimda
bulunabilir:
i) u(z,0) = uo(z) baslangic kogullarindan, ¢+ = 0 zamaninda S, skattering
verisi olusturulur.
ii ) u(z,t) ye kars: gelen genel ¢ zamani igin S(), t) skattering verisi hesaplanir.
iii ) S(A,t) skattering verisinden u(z,t) potansiyeli bulunur.

Burada ilk adim direkt spektral problem, iiciincii adim ise ters spektral

problem olarak isimlendirilir.
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1.7 Lax Ciftleri (Lax Pairs)

L, spektral operator ve P ise O0zfonksiyonlarin ilgili zaman olusumlarini ifade
eden operator olmak tizere;

L = \® (1.21)
®, = PP (1.22)

lineer denklem ¢iftini ele alahm. (1.21) denkleminin ¢ ye gore tiirevini alip

(1.22) denklemi de kullanilirsa, A; = 0 olmak fizere,
L,=[P,L]=PL-LP (1.23)

elde edilir. Buradaki L ve P diferensivel operatorlerine Lax ciftleri ve (1.23)
denklemine de Lax denklemi denir ve uygun secilmis L ve P operatorlerivle
lineer olmayan olugum denklemini igerir. Ornegin (1.8) KdV denklemi icin

Lax ciftleri, 0 tiirev operatorii herhangi bir u(z, t) fonksiyonu icin
ou = uy +ud
seklinde tamimlanmak tizere,
L=08+u, P =48 +6ud+3u, (1.24)

dir ve KdV denklemi bu Lax giftlerinin degigimlilik sart1 olarak diisiiniilebilir.
Lax ciftleri TSD icin baglangic noktas: oldugundan, Lax denklemlerini ve
Lax ciftlerini bulmak 6nemlidir. Verilen bir sistem i¢in Lax c¢iftlerini bulma

iglemi sistemin integrallenebilme olasiligini verir.

1.8 Sifir Egrilik Gosterimi
U ve 1" matrisler olmak tzere,

Ve = U(u, A (1.

[\
it
—



ifadelerinin degisimlilik(integrallenebilme) sart1
U=V +[U,V]=0 (1.27)

sifir egrilik sartini verir. Bu ise, (1.7) genel lineer olmayan olugum denklemi-

nin bulunmasi ve integrallenebilmesi i¢in alternatif bir yoldur.

1.8.1 2x2 Tipinde Spektral Problem

Ablowitz, Kaup, Nowell ve Segur (AKNS) [15, 16] lineer olmayan olusum
denklemlerinin biiyiik bir kismi icin baslangic deger problemini ¢ozmede bir
vol geligtirmistir. AKNS, A, B,C, ¢ den bagimsiz ve ¢(z,t), 7(x,t): ¢ nin

skaler fonksiyonlar: ve

- —ip q A B ,
U = (74'/'1; ¢2)T7 U= ) V= (128)
T 1 Cc -4

olmak iizere, (1.25) ve (1.26) ile verilen spektral problemini kullanmiglay ve

(1.27) sifir egrilik (integrallenebilme) sartindan

Ay =qC—1rB
q; = By +2ipB + 2Aq (1.29)
ry = Cyp — 2iuC — 2Ar

denklemlerini bulmusglardir. Bu denklemlerden, A, B, C degerleri ¢oziilerek, ¢
ve r i¢cin integrallenebilen olugsum denklemleri bulunur. Burada p parametresi
spektral parametredir. A, B, C igin,
N
V=> Vy-—iy (1.30)
i=0
seklinde polinomsal ifadeleri yerine yazarak, integrallenebilir olusum denklem-

lerini bulunabilir. Bu acihm (1.29) denklemlerinde yerine yazildiginda ve p



parametresinin kuvvetlerinin katsayilar1 birbirlerine egitlendiginde,

i=0,1,..., N olmak iizere, V; ifadelerinden q ve r degiskenlerine gore lineer

olmayan iki tane olusum denklemi bulunur.

Ozel olarak a = 2i ve r = +¢* olmak iizere, ikinci mertebeden
A = a(p?+3qr)
B = a(ipg - 39:)
C = alipr + 375)

acitlimlarindan, kompleks eglenigi ile birlikte

iy = Qze = 2]q% ¢

lineer olmayan Schrodinger denklemi bulunur.

ag, ay, aq, as sabitler olmak iizere, iicincii mertebeden

A = aop® + arp® + §(aogr + ag)p + 30197 — Fiag(gre — 7¢z) + az
B = iagp?q + (i01q — 3004:)k + [102q — §a1¢: + ao(2rg2 — qur)]
C = daou’r + (ia;r + %aorx)k + [taqr + %alrz + %iao(2qr2 — Ty
acilimlari ile

@ = 7100(60r¢s — Gora) + 501(2¢%r — quy) + ia2q, — 2a3g

re = 31a0(6qrTs — Toss) — 201(2¢%T — @ug) + 1007, + 2a37

elde edilir. Eger r = q, a; = a3 = a3 = 0, ag = 4¢ alirsak,

Vi = Upgy — 67)2%

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

MKdV denklemi bulunur. Yine 7 = —1 durumunda, (1.8) KdV denklemi

elde edilir.

r = —1+¢?q aldigimizda ise, (1.14) Gardner denklemi bulunur. p? = —\

olmak tizere, (1.19) denklemine esit olan

Yoge + (Hz + Q)w2 =0

(1.38)
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Schrédinger spektral problemi elde edilir.

Ayrica p parametresinin negatif kuvvetlerinde, A, B, C' agihmlarim

W
goolmd) g Mwd) et .
i 7 17
olarak aldigimizda integrallenebilme gsartindan
1 . ' .
a; = 5(qr)e, Qo = —4iag, 14 = —diar (1.38)
elde edilir. Yine a, b, ¢ i¢in iki 0zel se¢im yapmak mimkiindiir:
i-)
a-—icosu b—c—isinu R (1.39)
- 4 ’ - - 4 3 q - r= 2 Uy .
alindiginda,
Ugr = SID U (1.40)
Sine-Gordon denklemi bulunur.
ii-)
a—icoshu b—c—i inh =L (1.41;
=1 ., b= —4s1n u,q—r—QuI A1)
alindiginda ise
Uz = sinhu (1.42)
Sinh-Gordon denklemi elde edilir.
1.9 Ardigtirma Operatoru
Eger v = P[u] fonksiyonu
vy = K'[v] (1.43)
lineerlegtirilmig denkleminin ¢éziimi ise, v = Plu], (1.7) olusum denkle-

minin genellestirilmis simetrisidir. Burada Plu], v ve u nun z-degigkenine
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gore tilirevlerinin bir fonksiyonudur ve K'[u] diferensiyel operatorii, K[u] nun
Frechet tiirevidir ve

K'ulv = ;;K[U—FEU] (1.44)

e=0
olarak tanimlanir.

u nun K [u] diferensiyel operatériiniin 7 bagimsiz degiskenine gore olusumu
(K[ul), = K'[ulu, (1.45)
ile verilir. v = Pfu] nun (1.43) denkleminin ¢éziimii olmasi icin
(Plul), = (K[u])- (1.46)
olmahdir. (1.43) ve
u; = Plu] (1.47)

akiglar: degigimlidir. Burada u; ¢ ve 7 akig zamanlarinin ve z degiskeninin bir
fonksiyonudur.
R[u] ile gosterilen ardigtirma operatérii, genellestirilmis simetrileri genel-

lestirilmig simetrilere dontstiirir ve
(R[u]), = [K'[u], R[u]] = K'[u]R[u] — R[u]K'[u] (1.48)

denklemini saglar. (1.23) ile (1.48) ifadelerini karsilagtirdigimizda, R[u] ve
K'[u] operatorleri Lax cifti formundadir. Lax ciftlerinin bilesenlerinin diferen-
siyel operator olmasi beklenirken, R[u] ardigtirma operatorii genellikle integro-
diferensiyel operatorleri igerir. Ornegin (1.8) KAV denkleminin ardistirma

operatOriine gore, Lax ciftleri
R® = (0% + du+ 2u,07")® = 4\®, &, = (8 + 6ud + 6u,)d (1.49)
seklindedir. Eger |
[R', R] [v]w = R'[Rv]lw — R(R[v]w) (1.50)

ifadesi v ve w ya gore simetrik ise ardigtirma operatériine hereditary denir.



Ornek 1.9.1

Up = Ugg + 2UlU, (1.51)

Burger denklemi igin hereditary ardigtirma operatori;
Rlul=0+u+u0™! (1.52)

olup, sonsuz tane akig dizisi

uil = Uy,
u, = (ug+u?),,

2 (s + ) (1.53)
ut3 = (uz;p + 3'LLUI + uz)w.

olarak bulunur. Genel formda, ardigtirma operatorii ile akislar arasimdaki
bagintiise

Uty = R ujuy = Kpy1[u], n=0,1,... (1.54)

seklindedir.
Ornek 1.9.2 (1.8) KAV denkleminin hereditary ardistirma operatorii:

Rlu] = 0* + du + 2u, 07" (1.5

St
Nl

dir ve ardigtirma operatorii ile akiglarin hiyerarsisi ise
Uty = R [U)ug = Konyi [u], n=0,1,... (1.56)

formundadar.

(1.35) MKdV denkleminin hereditary ardistirma operatorii;
R(v] = 0% — 4v? — 40,0 (1.57)
olmak ilizere, akig hiyerarsisi
Uty = R [V] Uy = Koy [v], n=0,1,...

olarak verilir.
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Ornek 1.9.3
igr = gee — 2qq)° (1.38)

NLS denkleminin ardigtirma operatorii

\ = 0 —2q0lq* —2¢07 g
2¢*07q* —9 +2¢*07q

dir ve ardigtirma operatort ile Lax ¢iftlerinin gosterimi

(=)

(A —2ul) =0

2

e [0} 20 q° @,
o ) 01 )0¢ (@*) 2qq" oy

seklindedir.

1.10 Hamiltoniyen Yapi

u lizerinde uygun siir sartlan varsayimi ile u = (ug, up. ... uyx) reel degerli

diferensiyel fonksivonlarin cebiri A, ile gosterilsin.

o0 . o
AN = A, X Ay... X A, (N defa), §; =izzo (-87) B
olmak tizere, d, varyasyonel tiirevi
6u: Ay — AY, (1.59)
6, Hul =6, (H[u],..,onH )T, H[u e A, (1.60)
olarak verilir.
Verilen N x N tipindeki B [u] diferensiyel operatérii icin A, = a‘:“/, VO-

gunluklarm uzayinda {, } 5 braketi
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(1.6} 5 = (6.H)" Bu] (6.8), G, H € A, (1.61)

ile tanimlanir. Bu brakete Poisson braket adi verilir ve agsagidaki dzellikleri
saglar:

) {9, H}p+{H,G}5 =0,

ii) {{G, 1}p, K} + {H,K}5, G} + {{K, G} H}p =0,
(’=”; x degiskeninin tam tiirev modiiliine gore esitligini gosterir.(Ima))

Burada {, } 5 braketi Poisson braket ise, B [u] operatoriine Hamiltoniyen
operator denir.

Eger

u = K [u] = Blu]§,H (1.62)

olacak bi¢gimde, B [u] Hamiltoniyen operatérii ve H Hamiltoniyen yogunlugu
varsa, (1.7) olusum denklem sistemine Hamiltoniyen yapiya sahiptir denir.
Ornegin

T

(u)uy (1.63)

7
Up = Uggg TV

KdV tipi sistemler,

Blu] =0, H=uv(u) - %uz

xz
olmak iizere,

Hamiltoniyen formunda yazilabilir,
Bir bagka ornek olarak ise, NLS denklemi verilebilir. NLS denklemi,

Hamilton fonksiyonu

H=qqg+ql,

( §H
q* ] -1 0 %

Hamiltoniyen formda yazilabilir.

olmak tzere



18

1.11 Bi-Hamiltoniyen Sistemler

Bazi olugsum denklemleri iki farkli yolla Hamiltoniyen formda
u = K [u] = By [u] 6, H, = By [u] 6, Ho; (1.66)

seklinde yazilabilir. Boyle sistemlere bi-Hamiltoniyen denir. Eger By [u]

operatoriinlin tersi alinabilirse,
R(u] = B, [u] By [u]™" (1.67)

(1.66) icin bir ardigtirma operatéridir [10].
a ve ¢, sabitler olmak iizere aBy + ¢B; lineer kombinasyonu da Hamil-
toniyen operator ise By[u] ve Bj[u] Hamiltoniyen operatorleri integralle-

nebilirdir. By [u] ve B, [u] operatorleri integrallenebilir oldugunda, (1.67)

ardigtirma operatorii hereditary dir [6].
Ornek 1.11.1
By [u] = 9, Bl [u] = &® + 4ud + 2u,, (1.68)
olmak iizere, KdV denklemi
Utgnrr = Kony1 [u] = By [0} 0 Hni1 = By [u] 6, Hp, (1.69)

formda yazilabildiginden bi-Hamiltoniyendir. Ilk birka¢ Hamiltoniyen yogun-

luklar ise
Ho = ju, Hy = 1u?, Hy =u® - 12
Hy =1 (5u* — 10uu? +u2,), (1.70)
Hy = 3 (14u5 — 70uu2 + 1dun2, — u2,,),

seklindedir. Ardigtirma operatorii ise,

Rlu] = Bi[u)Bo[u]' = (8 +4ud+ 2u,) 0"
= 0%+ 4u+ 2u, 0!

(1.71)
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olarak bulunur ve (1.69) KdV denklemi ardigtirma operatérii yardimiyla
ut2n+l = Rn’uz

seklinde yazilabilir.

1.12 Cok (")lgekli Acilim Metodu

Bu kisimda bir bozulma(pertiirbasyon) metodu olan ¢ok 6lgekli agilim metodu
hakkinda kisa bilgi verilecektir. (1.7) lineer olmayan olusum denkleminin =

scale parametresi ve yavag degigkenler

& = &(x,te)
T = 7}($,t,8)
olmak izere,
o0
U(.fl),t) :Z gnun(§07§17 o o af’n: T0, Ty -+ - s Tn) (1‘—2)

n=1

- formunda ¢oziimiini arayalim. Bu ¢6ziim (1.7) lineer olmayan olugum denkle-
minde yerine yazildiginda € nun kuvvetlerinin katsayilarinda u,, ifadeleri i¢in

denklemler elde edilir. Bu islemleri agsagidaki 6rnege uygulayalim.

Ornek 1.12.1
Up = Ugze + BUU, (1.73)

KdV denklemi ele alip, bu denklemin (1.72) formunda ¢oziimiinii arayahim.

Burada yavag degiskenler
Co==x, & =e(x —3Kk%), 19=t, 7 = -3kt (1.74)

olmak tizere, varsayilan ¢oziim (1.73) KdV denkleminde yerine yazilir ve =

nun kuvvetlerinin katsayilarisifira esitlenirse,

Utry — Ulgooko = 0 (1.75)



U2rg = U2gobobo = 6u1u1£0 + 3u1€0§0£1 + 3k2u1§1 (1-76)
U3y — U3gofolo — 3'11,2505051 -+ 3k2u%1 + 3U1€0§151 + 3kuy,

'+6(u2u1§0 + ’U,l’u%o + Ululgl)

Ugrg — Udgofoty = 3U3§0§0€1 + 3/€2U351 + 3u25051£1 -+ 3/621,27, + Uig 6,6
+6(’U,3’LL1,50 -+ u2u2§0 -+ ugum -+ Ulu%o -+ uluiiﬁo)
(1.78)
denklemleri bulunur. c.c.; kompleks eglenik olmak iizere, (1.75) denklemini

cozersek

2(kz—k3t)

u1(&o, &1, 70, 71) = v (&1, 71 )e +c.c.

elde edilir. Bu ¢oziim (1.76) denkleminde yerine yazildiginda, (1.76) denkle-

minin ¢6ziimii, fy; integrasyon sabiti olmak iizere,
s €0y €1, T0, 1) = Va(&1, )2 E3R0 ¢ o 4 fo(€1,71) (1.79)
olarak bulunur. Bu iki géziim (1.77) denkleminde yerine yazilir
Vg = —1—Uf, V_g = %vzl, (1.80)
ve (1.77) denkleminin ¢oziimii

us(&o, €1, 70, 1) = vs(€r, 1) ¥ TR £ (g, m)edEE R e (1.81)

formunda segilirse

1 2 24
v3.= ﬁvi’a fo= Tp2Uit-1 fi= ﬁvlvlgl ’ (1.82)
ve
Win, = Vigg — E’Ulv{ (1.83)

olarak bulunur. Eger ¢ = 3 olarak tanimlanirsa, (1.83) denkleminden

ign = a6 —21q°q (1.84)



lineer olmayan Schrodinger denklemi bulunur.
Boylece (1.73) KdV denkleminin ¢éziimii q; (1.84) Schrodinger denkle-

minin ¢oziimi olmak tizere;
u(x, t) = EkQ(él, T1)€2i(kx_k3t) + 52((]2(61, 7'1) + 22(](61, ’1'1)(151 (fl, 7'1) + ...c..

seklinde bulunur.



Bolum 2

KdV Tipi Olusum
Denklemlerinden NLS Tipi
Olusum Denklemlerinin

Cikarilmasi

2.1 Girig

Cok 6lcekli acilim metodu, lineer olmayan olusum denklemlerinin yaklagik
¢ozlimlerini bulmak igin kullanilan bir bozulma(perturbation) metodudur.
Zakharov ve Kuznetsov [27], bu metodu kullanarak integrallenebilir KdV ve
NLS denklemleri ve bunlarin spektral problemleri arasinda bir iligki bulmus-
lardir.

M.N.Ozer ¢ok 6l¢ekli agihim metodunu kullanarak bazi olusum (evolution)
denklemlerinden NLS tipi denklemleri elde etmistir [17, 18]. Ayni zamanda
cok oOlgekli agilim metodunu sadece KdV denkleminin spektral problemine

degil ardigtirma operatoriine de uygulamig ve NLS denklemi i¢in ardigtirma

22



operatoriini ¢ikarmistir.
Bu boliimde gok olgekli agilim metodunu kullanilarak, KdV tipi olusum
denklemlerinden NLS tipi olusum denklemlerinin ¢ikarilmas {izerinde duru-

lacaktir.

2.2 Cok Olcekli Agihm Metodu

Bu metodla lineer olmayan

u; = K [11] (21)
olusum denkleminin
u(z,t) = 3 My, (€, 7)) (2.2)
n=-—o00

formunda yaklagik ¢oziimii aranacaktir. Burada k; sabit (dalga sayisi).
0(z,t) = kx — w(k)t (2.3)

faz, w(k); yayilma bagintisi ve v_, = v} (v_,; v, nin kompleks e§lénigi) dur.

L[0;]u; K [u] nun lineer kism olmak iizere, w(k), yayilma bagintisi
w(k) = iL[ik] (2.4)
olarak bulunur. Ayrica burada o,
a(0) =2, n#0 ic¢in a(n) = |n| (2.5)

ve e-na bagh yavag degigkenler

dw e2d?w,

seklinde tanimlanir. Burada (2.2) ¢oziimi (2.3), (2.4), (2.5) ve (2.6) ile
birlikte (2.1) denkleminde yerine yazilarak, e® ve ¢ 6lcek parametresinin

kuvvetleriden v, katsayilari elde edilir.



2.3 KdV Denkleminden NLS Denkleminin
Cikarilmasi
KdV denklemi Béliim 1 de
Up = Uggy + BUU, (2.7)

olarak verilmisti. Ilk olarak yukarida ifade edilen cok Olcekli acihm meto-
dunun KdV denklemine uygulanigi verilecektir [17]. KdV denkleminin va-
yilma bagintisi

w(k) = K (2.8)
dir. Verilen (2.8) bagmntisi ile birlikte (2.3), (2.6) ve (2.2) ¢oziimii (2.7) denk-
leminde yerine yazildiginda, herbir n igin

n = 0 i¢in £ iin katsayisindan, fy; integrasyon sabiti olmak iizere,
—2
v = ﬁlvll2+f0a (2.9)

n = 1 icin £3 iin katsayisindan

-% + 2‘862—;21 — 2i(vivg + vov1) = 0, (2.10)
n =2 igin

v = ol (2.11)

ifadeleri bulunur.

Genel olarak n > 2 icin
00
(n? — 1)k?*e™y, =3 > emtatnem)y, (2.12)
m=—o0

elde edilir. Béylece, a(m) + a(n — m) = a(n) olmak iizere, (2.12) ifadesi

3

o0
UTL = kQ (n2 _ 1) mzz_oo Umvn—m



seklini alir. Burada herbir v, degeri bir 6nceki indisli degeri icereceginden,

ardigtirma iligkisi, n > 2 i¢in

1 ne
Un = n(Q_kg)n o

olarak bulunur. (2.9) ve (2.11) ifadeleri (2.10) denkleminde yerine yazildiginda.

N (3] " 'UI 9
- =1 2.13

olmak iizere, kompleks eglenigi ile birlikte
igr = gge — 24 |qf* (2.14)

NLS denklemi bulunur. Bdylece ¢ok 6lgekli acilim metodu kullanilarak KdV

denkleminden NLS denklemi bulunmusg olur.

2.3.1 Lineer Spektral Problem

KdV denkleminin spektral problemi
0

0= e ® = O(z,1)
olmak tuzere,
L® = (0° +u)® = \® (2.15)
&, = PP = (48° + 6ud + 3u,)® (2.16)

formundadir.
(2.7) KdV denkleminin (2.15) ve (2.16) spektral problemi icin, ¢ sabit ve

(x,t) faz, w(k) = k3 yayilma bagintis1 olmak iizere,
<I>(x,t) — eiaa(z,t)
¢ozimi (2.15) ve (2.16) denklemlerinde yerine yazildiginda,

1 2
a=2 A=K
2
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bulunur. Dolayisiyla, p yeni spektral parametre olmak iizere, A spektral
parametresi

k
—(Z + 2

(5 +en)
seklinde tanimlanir, (2.2) ve

[e.0]
CI)(:c,t) — Z 8a(|n|—1)/2q)n(§’ T)ein()(z,t)/2
n=-00

goziimleri (2.15) ve (2.16) denklemlerinde yerine yazilirsa herbir n icin € nuu

kuvvetlerinin katsayilarindan agagidaki ifadeler bulunur:

i ) n = %1 icin € nun katsayisindan

0P 1
Z—azl* + ’Ulcb* = u@l
, (2.17)
8<I>* 1
86 i kvlq)l = /,[(I)I
ve £2 nin katsayisindan
8@1 5 @1 2 0@* 51}1 . .
hiints _ _q>* * . _
5 + 20— 5ez + (% 2 185 + 2007 P35 + 1P, 0
(2.18)
093 0’®; 2 0% vy ,
— 2 Tax @ * % _
87' 8&2 + k'Ul a€ k 186 ®3 wo(I)l 0
bulunur.
ii ) n = £3 icin € nun katsayisindan
1 * 1 * <
@3 2]{,‘21}1@1’ @ 2/{2 q)l (219)

elde edilir. Ardigtirma iligkisi (2.13) ile birlikte
1

3, = ()0, for n>3
1 (-n—1)/2 ,*%(=n—1)/2 F*
q)n:(ﬂ) q <I)1, fOT n < -3



seklindedir. (2.13) kullanilarak, (2.17) denkleminden, NLS denklemi i¢in L

(@1) =z‘(_“ q) . (2.20)
o/, =" p o]

olarak ve (2.19) esitlikleri (2.18) denkleminde yerine yazilirsa, P operatorii

de
® 10\ & 0 ;
' = 24 a—2+ 719 (2.21)
o 01 )% e 0] 9%
1 —19q* g P,
+§ .
% iqq” o3

olarak elde edilir. (2.20) denklemi, (2.21) denkleminde kullanilirsa P ope-

( @, ) _ ( 120" +99") (9 = 2ip)q ®, (2.22)
o ) (0 — 2ip)g*  —i(21* + qq*) o7

formunu alir.

Boylece NLS denklemi, (2.20) ve (2.22) lineer spektral probleminin bir

operatori

ratoru

integrallenebilme sartidir(1.23).

2.3.2 Ardistirma Operatoru

(2.7) KdV denklemi igin
R = (8% +4u + 2u07Y) (2.23)
ardigtirma operatori cinsinden Lax ¢iftlerinin gésteriminin

R® = (8° +4u+2u071)® = 4\, &, = K'[u]d = (8°+6ud+6u,)d (2.

N}
N}
N

=
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oldugu bilinmektedir [19]. Ardigtirma operatorii, u, ifadesine uygulandiginda
Utyptr = RMuluz, n=0,1,... (2.25)

bagintisini saglayan KdV denkleminin ardigik akiglan elde edilir. Ik birkac

tanesi
u, = RluJu, = (8% +4u+2u07 )y = Ugae + Buu,
uy, = Ruluy = Ugzzer + 10uUseg + 20Ugug, + 30Uy,
U, = R? [u]ux = Ugzzzzzr T 14UUzzz20 + 42UpUszze + T0UL U+

70Uty + 280Ut Uz + T0uS + 140u3u,

seklinde olup bunlara sirasiyla KdV , beginci mertebeden KdV ve vedinci
mertebeden KdV denklemi adi verilir.

(2.24) Lax ciftlerinde ® — @, doniisimii yapildiginda

R® = (3° +4(u ~ )8 + 2u;)® = 0, (2.26

[N
3]
(o]

o, = (6° + 6ud)® (2:

[N]
~1
~—

formuna doniigiir.
Tanimlanan ¢ok 6lgekli agihm metodu KdV denkleminin ardigtirma opera-
toriine uygulandiginda NLS denkleminin ardigtirma operatorii bulunmustur

[19]. w igin (2.2), (2.3) ve (2.6) ¢Oziimleri ile
B(0)=1, n#0iin f(n) = |n| ve A= (zg + pe)?

olmak tzere

00 -1
o :Z eﬂ(n)(pn(g7 T)emo(x,t)_ Z 65(")%({, T)emé’(z,t) (2.

n=0 n=-—oc

N
IND
o
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¢oziimii (2.26) ve (2.27) denklemlerinde yerine yazildiginda herbir ¢ in kat-
sayilarindan
o, = n(i)”_lq”“lq)i for n>2
n 2k Y -
(2.29)
1
B, = —n(o2) "N (g) "B, for n < 2
2k
ardigtirma bagintist elde edilir. I ;2 x 2 tipinde birim matrisi ve
0 —2¢0~ gt —2¢07!
A= e T (2.30)
2¢*0~1¢* -0+ 2¢*07 ¢

ardigtirma operatorii cinsinden Lax ciftleri ise

v [P 2o 2.31)
(A= u)(q)*> =0, (2.

1

P, 1 0) 42 20" ¢° P,
Z' et "—2’—2 )
-a1 ), 0 1) 09 (¢")? 2q¢* )| \ &
olarak bulunur. ;

2.4 Besinci Mertebeden KAV Denkleminden
NLS Denkleminin Elde Edilmesi

Besinci mertebeden lineer olmayan olusum denklemlerinin genel formu
ur = K [u] = Upgres + AUlgee + Bugus, + Culu, (2.33)

geklindedir. Beginci mertebeden lineer olmayan olusum denklemlerinin verilen

A, B, C katsayilarina gore

Ut = Uggezr + 10UULze + 20UgUyy + 30U, (2.34)

N
(%)
ot
—

2 : -



Ut = Uszzzr + 10Ulzze + 25Uglig, + 20u”u, (2.36)

seklinde sadece iig tane integrallenebilen olusum denklemleri vardir [1, 4]. Bu
denklemler sirasiyla, beginci mertebeden KdV, Sawada-Kotera ve Kaup-
Kupershmidt denklemleridir. Fordy ve Gibbon [2] bu ii¢ integrallenebilir
denklemin

L =[P, (2.37)

Lax formunda Lax ciftlerine sahip oldugunu gostermislerdir. Ornegin besinci

mertebeden Lax in KdV denklemi

= (6 +u)

P = 160° + 40ud® + 60u,0” + (50uyy + 30u?)d + 15Ugye + 30uu,

lax ciftlerine sahiptir.

Ayrica bu ii¢ denklemin

G +w?q = bg} —agl (2.38)
Gatt + G2 = —2aqq

Henon-Heiles sisteminin

i-) b = —a durumunda Sawada-Kotera denklemi,

ii-) b = —6a durumunda besinci mertebeden KdV denklemi,
iii-) b = —16a durumunda Kaup-Kupershmidt denklemi,
¢ durumuyla iligkili oldugu gosterilmigtir.

Lax in beginci mertebeden (2.34) KAV denklemine yukarida ifade ettigimiz
ok dlgekli agihm metodu, w(k) = —k° yayilma bagintis1 olmak iizere, uvgu-
landlgmda herbir n i¢in € nun katsayilarindan agagidaki denklemler bulun-

mustur [18]:
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v, v ., 3i
—a—;— + 25521 + i(3vivg + vouy) — o |1)1|2 U1, (2.40)
— 1 2 211
Vg = 7;2—’01. (._. )
n > 2 icin genel olarak tekrarlanan baginti,
1 n— n
Un = n(iﬁ) ]
olarak vazilabilir.
(2.39) ve (2.41) ifadeleri (2.40) denkleminde yerine yazilirsa
U1 * ,UT 9 4
=1 = L 2,49
q1 k y ql k ( )

olmak tizere, kompleks eslenigi ile birlikte (2.14) NLS denklemi bulunur.

2.4.1 Lineer Spektral Problem

(2.34) besinci mertebeden KdV denklemi icin lineer spektral problem

¢ = P(x,1)
olmak tzere
L® = (0> +u)® =\ (2.43)
®, = PO
= (168° + 40ud® + 60u0? + (50Uzy + 30u?)D + 15Uy + 30uu, )P

(2.44)
formundadir. (2.43) ve (2.44) denklemlerinin §; sabit ve 6(z,t); faz olmak
lizere, vayvilma bagintisi,

d(z,t) = 0D

formundadir. @ ifadesi (2.43) ve (2.44) denklemlerinde yerine yazildiginda.



bulunur. Spektral parametre

k
A= —(= +ep)?
2
alindiginda, (2.2) ile
O(z,t) = i Ea([nl—l)/?q)n(é’ T)eine(x,t)/Q
n=-—0o0

¢ozumleri (2.43) ve (2.44) denklemlerinde yerine yazilir ve (2.42) degerleri

kullanilirsa € nun kuvvetlerinin katsayilarindan, NLS denklemi icin lineer

o, — —H g P,
1/, —q" p o1

( P, ) _ ( (202 + qq%) (9 — 2ip)q P,
o) (0 = 2ip)q* —1(2p” + qq7) o

olarak bulunur.

spektral problem

2.5 Yedinci Mertebeden KdV Denkleminden
NLS Denkleminin Elde Edilmesi

Yedinci mertebeden integrallenebilen lineer olmayan olusum denkleminin

Ut = Uggzzzzr T 14uuxzz:cz + 42uzux:m:z + 7oumruxzr+

T0U Uy + 280utiy Uy, + T0u3 + 1400y,

seklinde oldugunu bilinmektedir. Bu denklem igin yayilma bagintisi
w(k) = k7 oldugundan, benzer olarak cok olcekli aciim metodu uygu-

landiginda, herbir 7 icin € nun katsayilarindan,

-2

’U():ﬁ

o |? (2.43)



vy = = |ui] (2.47)

ifadeleri bulunur. (2.45) ve (2.47) degerleri (2.46) denkleminde yerine vazil

ve

Vo, V2

doniigimii yapilirsa (2.14) NLS denklemi elde edilir.
Sonug: KdV, 5KdV, 7KdV denklemlerinin hepsinden ¢ok odlcekli agilun

metodunu kullanarak NLS denklemini bulunmug oldu.

2.6 N Bilegenli Kuple KdV (KKdV)
Denklemleri

Yukarida tanitilan ¢ok olcekli acilim metodu, NV bilegenli KKdV denklei-
lerine de uygulanmig ve N bilegenli KNLS denklemleri elde edilmistir[17 .
Aranilan ¢oziim (2.3), (2.4), (2.5)ve (2.6) ile birlikte, i = 1,2,..., NV i¢in

Ujy = Uj(—n) V€ Ujn(z,t) = go(n) wjn(€,7) (2.48)

olmak tizere,
o0

ui(z,t) = . vjn(z,t)em ) (2.49)

n=—oo

seri formunda varsayilmigtir. Simdi N = 2 i¢in sonuclar kisaca verilecektir.

2.6.1 Iki Bilegsenli KdV Denklemi

N =2 i¢in

1

Uy (03 + 4uy 0 + 2uyy)(uy + %u%)

—
N
a1l
o

up = (8% +4u10 + 2u1z)us + (4ugd + 2ug,)(uy + 2uj)
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KKdV denklemini ele alalim. (2.49) ¢6ziimii (2.3), (2.4), (2.5), (2.6) ve (2.48)
ile birlikte (2.50) denklemlerinde yerine yazildiginda,

1 k 3 2 9
olmak tzere
, , 2 .
11 = Queg — 2Ql(|611|2 — 21g2|") + 2434}

, , (2.51)
ige, = @oee +20(1¢|" — 2|a1]”) — 24¢iq;

KNLS denklemi elde edilir. Bu denklem icin spektral problem, (2.50) denk-

lemlerine kars1 gelen
LO = (8% + uy + Aup)® = A?®)

o, = Pd= [403 + (6(u1 + Aug) + 2ud)0 + 3(us + Aug — iug)i} o

lineer spektral probleminden hareketle A = z(% — pg) spektral parametre ve

Q = ¢, + iy olmak {izere

P, N @) D,
= 9 ,
1/ Q" p @]

Q, _ (20" + QQY) Q¢ — 2ipQ P,
o)\ @t —ie+QQ) )\ @

seklinde bulunmustur [20].
Ayrica (2.51) denklemi Hamiltoniyen yogunluk

H = qiegle + laul* — B0} — qe@ie + |@el* — d¥a5 — 410117 |2/

olmak tzere

0H 0H

Z'QIT = _5_q_*_7 1dor = gq‘:
1 2

Hamiltoniyen formda yazilabilir.
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Simdi de iki bilegenli integrallenebilir 23] bagka bir KKdV denklemini

ele alahm.

N 2 P
Uy = —Ulgge + 6U1u1x - 3u2u2zzx - 3u2mu2zx + 3ulz”? + 6u1 UgUgy

2
Uy = —Uzzx + 3'1.1/2 U2z -+ 3’U,1U21 + 3u1xu2

—
N
(&1
o

—

(2.49) seklinde varsayilan seri ¢oziimii bu denklemde yerine yazilirsa,

i) n=0icin ¢* iin katsayisindan

Voo = 13_2(|1’01|2 + k2 o [%) (2.33)
Vig = kiz(’l)m’l)’fl + Uslvu)
ii ) n = 2 i¢in £? nin katsayisindan
Vo2 = ~7€1.—2(U012 + kzvfl) (_) S 1)
2.9
Uiz = -—k%vmvu

bulunur. Bu degerler yerine yazildiginda, n = 1 icin €2 nin katsayisindan

vorr = 75(—K*vpree + 2vn lvou|* + 2k2vg; [un, ) (257
viir = (ke + 201 lvor|? + 221y o [?)
elde edilir. ¢(&,7) ve ¢2(&,7) i¢in & — 7 koordinatlarinda
= %2—1, g2 = V11
varsayimiyla
igr = qiee — 20(q)” + |g2l?) (2.56)

g = o — 2a:(la|* + |2”)
(2.51) KNLS denkleminden farkh bir bagka yiiksek mertebeden KNLS denk-
lemi elde edilir. Integrallenebilirligi [11] gosterilmig olan (2.56) KNLS denk-
leminin spektral problemi ile ilgilenilmemigtir.

(2.56) denklemi Hamiltoniyen yogunluk

* 4 * * 2
H = qieqie + al* — et + lao|* — 365 + 21011 |l

WW



olmak lizere

. 0H |
Qi = hé_*’ gy =
0

Hamiltoniyen formda yazilabilir.

)
DO x



Bolum 3

NLS Tipi Denklemlerden KdV

Tipi Denklemlerin Bulunmasi

L4

3.1 Giris

Ikinci boliimde, verilen lineer olmayan olusum denklemlerine ¢ok 6lcekli agilim
metodunu uygulayarak vine lineer olmayan Schrédinger tipi denklemler elde
edilmisti. Bu boliimde ise, integrallenebilir Schrédinger tipi denklemlerden bir
cok Olgekli agihim metodu kullanilarak integrallenebilir lineer olmayan olugum
denklemleri gikarilacaktir.

Ilk olarak, bu metodu NLS denklemine uygulayarak, KdV akis denk-
lemleri (hiyerargisi), Sawada-Kotera ve Kaup-Kupershmidt denklem-
" leri gikarilmistir. Daha sonra ise, NLS denkleminin Hamiltoniyen fonksivo-
nundan baglayarak KdV' akis denklemlerinin Hamiltoniyen fonksiyonlarina
‘ulagilmigtir.

Ayrica bu metod, NLS denkleminden bagka MINLS (modifiye NLS) denk-
lemine uygulanmig ve MKdV (modifiye KdV) denklemi bulunmustur.

Son olarak, ¢ok olgekli agihm metodu tek ve iki boyutlu yiiksek mertebe-

37
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den tiirevli NLS denklemlerine uygulanarak, KdV ve KKdV (kuple Kd\")
denklemleri elde edilmistir. Hesaplamalarimizi yaparken Reduce [3] cebirsel
hesaplamalar paket programi kullanilmigtir.

Simdi, kullanilacak olan cok olgekli agilim metodu tanitilacaktir.

3.2 Cok Olgekli Acilim Metodu

L; q nun &-degigkenine gore kismi tiirevlerinin lineer bir fonksiyonu olmak

lizere, kompleks eslenigi ile birlikte

iq-=Llql+aqa* +i(B(ala® )y a={(q,q2 .-q), k=1,2,... (3.1)

formundaki lineer olmayan Schrédinger tipi (NLS) denklemleri ele alalm.

Bu tip denklemler icin, Ny (&, 7); reel degerli bir fonksiyon olmak tizere.

ar(€,7) = e?CTNL(E, T), di(E,7) = e PN NE ) (3.2)

formunda ¢oziimler varsayarak, biiyiklik ve faz1 ayiralim. Varsayvilan ¢oziim
(3.1) denkleminde yerine yazildiginda, iist indisler £ —degigkenine gore tiirevi

gostermek lizere ve j = 1,2,... icin,

(Ne)r = f(Ni, N9, 60) (3.3)
97 = g(Nk‘vNIEJ)ae(J))

olacak sekilde, iki denklem elde edilir. Burada 0(&,7)e = V(€ 7) alinirsa,

(3.3) sistemi

(Ny)» F(Ne, N9 v 19)) (3.4)

V, = g(Np, N9, v@)

sistemine dontsur.
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€ > 0 olgek parametresine bagh olarak, yai)a§ degigkenler
r=e(+271), t,=e"Tr, n=12... | (3.5)

olmak tuzere,
[o.0]
6= —7+ Z €2n’—19n($,t1,t2, ceey tn),

n=1

x
N =14+ Y e™N,(z,t1,ta, ..., 1), (3.6)

n=1

o0
V=Y e"Vu(z,t1,ts,...,t)

n=1

seri acilhimlari (3.4) sisteminde yerine yazildiginda ve € nun kuvvetlerindeki
katsayilar sifira egitlendiginde, cesitli mertebeden lineer olmayan olusum denk-
lemlerini bulunur. $imdi bu metodu (3.1) formundaki baz integrallenebilen

Schrodinger tipi denklemlere uygulayailm.

3.3 NLS Denkleminden KdV Denkleminin
Flde Edilmesi

Gok olgekli acilim metodu ile KAV denkleminden NLS denklemi elde edil-
digini biliyoruz. Simdi de (3.1) de

n=1, a=-2, q=q ve Liq|=gqg, B=0

olmak iizere,

igr = gee — 2qql°, ' (3.7).

NLS denkleminden yola gikarak KdV denklemini bulacagiz. Varsayilan (3.2)

¢ozlimlerinden N;(&,7) = N(,7) reel degerli bir fonksiyon olmak tizere,

g(&,7) = %€ IN(E,T), ¢*(€,7) = e P& /N(€,7) (3.8)
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olarak alinir ve bunlar (3.7) NLS denkleminde yerine vazilirsa, reel ve sanal

kisimlarindan sirasiyla,

N.r = 2(9§£N+9§N£)

0, = 6F+2N+ -5 -8 |
et eN N TN

seklinde olan iki tane diferensiyel denklem bulunur. Burada eger

6(&,7)e = V(& 1) alimirsa bu iki denklem (3.4) sisteminin bir ézel hali olan

N, = 2(VeN + VN)

| NZ N (3.10)
— 2 e SR 14
Vi = (V +2N+ 5 e

sistemine doniigiir. $imdi (3.5) ile birlikte (3.6) seri acilimlarmi (3.10) siste-
minde yerine yazar ve e— nun kuvvetlerindeki ifadeleri sifira esitlersek:

e? iin katsayisindan

£5
2Nye = 2N T+ Nag, = 2V — 2Ny BERCAE,
“4N217+]Vlrza: —8N1xN1+4‘/2x+8‘/1IN1 _4‘/1‘/11‘4_2‘,“1 — 9 12z

el

2N3, — 2NagVi + Nagy — 2N15Vh + Ny, ~ 2V, —
2Voe N1 — 2V N, = 0
(3.13)
—4N3; + Noggy — 8Npp N1 + 2N155: N1 — Nige Nig — 8 N1 N,
—AN ;N + 4V3y + 8N, Vo, — 4V) Vay + 2V, 4 8V, Ny +
4&"’”]\/12 = 8VieN1Vi — 4V, Vo + 4N Vi, + 2V, = 0



2Nyz — 2N3, V1 + N3py, — 2Ng, Vo 4+ Ny, — NipVa+
Ny — 2Vyy — 2V3, Ny — 2V Ny — 2V N3

—4Nyy + Naggy — 12N3: Ny + 2Ng400 N1 — 2Ng Ny —
12Ny Ny — 12N2e N2 + 2N142Va + Nigga N2—
12N1, N3 — 24N1o Ny Ny — 4N N3 + 4V, + 12Va, N+
2Vay, + 12V Ny + 12V NT — 12V, N1 Vi — 4V Vi, +
2War, + 12Vig Ny + 24V, Ny Ny — 12Vi, N, Vi —

12V1, N2Vh — 12Vig Ni Vi — 4V3, Vs + N3, — 4Va, Vit
6170, No + 6115, N2 + 613, Ny + 6Vay Ny — 2Nog Nyt
217, — 2N1ee N1 Ny + 417, N3

elde edilir. Eger (3.11) denkleminden
N o=V

olarak alip. (3.12) sisteminde yverine yazarsak,

11
Noy=Vo + Z(§V1m + V12)

olmak iizere,

, 1
Vi = _Z(Vlzzx - 12ViVi,)

denklemi veya

1 1
L= —-th, Vi = —<
1 417 1 QU

otelemelerini yaparsak, akig denklemlerinden

Uty = Uggpe + 6U’U,I

Il

0

41

(3.14)

(3.16)

(3.17)

(3.18)



KdV denklemi bulunur.
(3.16) denkleminde |
Vo= kWP + kol igs (3.19)

olarak alinip, bilinen degerler (3.13) denkleminde yerine yazildiginda,

1

(8ky + 1) Vizgzez + (—160k; — 28) Vi Vi + 192k, V1,172)

denklemi elde edilir. Eger

1 11 '
by =——, ky=——o 3.21
7100 TP T 160 (3:21)
olmak tizere,
19 156 173 164 _ ..
N. = V- Y ;I“L_ _ /I V- 12 ____".3 399
3=Vt Tog0 e T 1080 ** 1 T 1280 ¢ T 1280 ! (3.22)
olarak secilirse, (3.20) denklemi
1 . 96 2 o o
5
olarak bulunur. Burada, tekrar
1 10
—_ -
tg — 64 2, V1 — 3 (1
Otelemelerini yaparsak, KdV akig denklemlerinden olan
Up, = Uggrzz + 10Uzzzu + 20Uz, + 30u,u? (3.24)

integrallenebilen beginci mertebeden KdV denklemi elde edilir.
Simdi buldugumuz (3.19) ve (3.20) degerlerini ( 3.14) denklem sisteminde

yerine yazdigimizda ve

Vs = k3‘/lr:cz:c + ky fla:a:‘/lz + kS‘/fz + k6‘/13 (3

D
(S]]
—
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olarak secildiginde, £ un katsayisindan,

Nt = 515 (—Viezazes + 12ViVigasse — 1536k Vig Vi + 32(2k; — 1)1 PV 40+
2(—3072k; — 192kq + 384k, ky — 40k, + 1536k,—
64ky — 3)VigzzaViz + 2(—7680ks — 192k, — 384ks + 1152k ho—
80k, + 5376k2 + 160ky + 3)Vigas Vies+
32(—96ky — T2kg + 48K2 + 2k; + 5)V1VigVigs—
16(96ks + 48kg + 192k, kg + 20k; — 7)V3

denklemi bulunur. Eger

17 /7009 — 25

617009 + 21779
by o= i, Ry = -

k3:

56 2688 2408448
Lo 363 _17(V/7009 +599) 45
T 31360 0 75264 P T 784

olarak alhnirsa,

1
‘/rltg —ﬁé(‘/lzxzxxzx - 12‘/1‘/1zz:m:z F— 36‘/11‘/111'1'1 ~ 601 vl.r:r‘ 1..r.1:;7-
B0V + L0V VA, Vi, + SOVE, — 80771,
(3.20)
elde edilir. Burada
1 7
ty — ———t \% -
37 TEpp 1T g
otelemeleri yapildiginda, KdV akis denklemlerinden olan
Uty = Uggrzeer T 14utprpyy + 42U Uggry + T0UL U 2y (327)

+70u Uz, + 280UtpUg, + T0ud + 1400y,

yedinci mertebeden KdV denklemi bulunur.
Aym gekilde

‘:1 = k?‘nrlasxzm:nx’*‘kB‘/lxzszl+k9‘/1xxzvlz+k10vl2zx+kll""11'1"-1.2+’ll'12"'71%c‘ -l+k135‘ —x4
alinmak iizere, k; katsayilarinin uygun se¢imleriyle ve

Vl—>—gu
8
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Otelemesi ile

Uy, = ugg) + 18uury + T2urte) + 252UszalUazas + 168uzus) + 1302’u<,.uf..[
+966u2Uyz, + T56UULU4) + 1260UtpUsrg + 1260uu®
+126u2u(5) + 252002 u g, + 4200 Uy, + 630u’u,
dokuzuncu mertebeden KAV denklemi bulunur.

Bu sekilde devam edilirse, genel olarak R; KdV denklemi icin ardistirma

operatoru olmak iizere,

u, = R uy,, n=23, .. (3.28)

n

akis denklemleri hiyerarsisi elde edilir.

3.3.1 NLS Denkleminden Sawada-Kotera Denkleminin
Elde Edilmesi

(3.19) ile buldugumuz V5 degerinde,

1 9
k=15 k=1g
olarak segilirde, (3.20) denklemi
r 1 64 7 2
1ty = _6—4(‘/11'31%102 - 8V1xwa1 - 8V1xxvlz + “5—‘13;‘ ) (329)

olarak bulunur. Burada
1 5
— -t —=
12 62 Vi— gY
otelemeleri yapildiginda, beginci mertebeden integrallenebilen bir lineer ol-

mayan olusum denklemi olarak bilinen
Ug, = Uggrzz + DUzgzlh + DUy + Duyu’ (3.30)

Sawada-Kotera denklemi elde edilir.[1, 4]



3.3.2 NLS Denkleminden Kaup-Kupershmidt
Denkleminin Elde Edilmesi

(3.19) denkleminde

k= ——, ko=
15 80

se¢imi yapildiginda, (3.20) denklemi

1 64

olarak elde edilir. Burada

1 10
to > ——ty, VI > ——
2 64 2 1 3 U
otelemeleri vapildiginda

integrallenebilen Kaup-Kupershmidt denklemi elde edilir.[1, 4]

3.3.3 Hamiltoniyen Form

Cok olgekli agilim metodunu uygulayarak, NLS denkleminin Hamiltoniven
fonksivonundan KdV akig denklemleri i¢in Hamiltoniyen fonksivonlarimin
bazilarini elde edilebilir.

NLS denklemi i¢in Hamiltoniyen fonksiyonunun
H = g,q; +lq!* (3.33)

oldugunu bilinmektedir. (3.2) ¢oziimii (3.33) denkleminde yerine yazilirsa.

Hamiltoniyen fonksiyonu

H= Zlﬁ(Nf + 407 + AN®) = £%(ho + €%hy + ) (3.34)
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olmak iizere, (3.6) seri ¢oziimleri burada yerine yazilirsa, tam tiirev modiiliine

gore € nun kuvvetlerinde

hO = %Nla
b =30, (3.35)
1z

he = N — LN2

olarak bulunur. N; — u doniigimi yapilirsa, KdV akig denklemleri i¢in

Hamiltoniyen yogunluklar

HO = %’U/
H1 = %Uz

(3.30)
HQ = u3 - %ug

olarak bulunur. Burada H, den sonraki yogunluklarda c¢ok biviik rakaimn-
lar kargimiza ¢tktigindan, bilgisayarin kapasitesinin yetersizligi sebebivle de-
vam edilememigtir. Boylece NLS denklemi i¢in Hamiltoniven fonksivonundan
baglayarak, KdV akig denklemleri icin Hamiltoniyen fonksiyonlarimin ilk tic

tanesi ¢ok oOlgekli acilim metodu yardiyla bulunmustur.

3.4 Modifiye Edilmis NLS (MNLS)
Denkleminden Modifiye Edilmis KdV
(MKdV) Denkleminin Bulunmas:

(3.1) denkleminde,6zel olarak

n=1, q=g¢ ve L[q]=3qe + iqee

alirsak
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igr = 3qec +igece + gl g, (3.37)
seklinde MNLS [9] denklemi bulunur. Eger varsayilan

g(6,7) = ePE\N(E ), q'(€,7) = e "E N (e, ) (3.38)

¢bziimii, (3.37) denkleminde yerine yazilirsa, 8(€,7)e = V(£,7) olmak lizere,

1
N, = —4—]\-/,3(4N55§N2 — 6NgeNeN + 3Ngge — 12N V2N?
+ 24N,V N? — 24V, V N3 + 24V, N?)
1
‘/';- = m(_ 6N§§§VN2 -+ 6N§§§N2 + 12N§§N§VN — 12N§§N§A[

—12NgeVeN? — 6NV + 6N2 + INZVeN — 6N Ve N2
+ 4aNe N3 — 4Viee N3 + 12V, VEN3 — 24V, V N3)

(3.39)
denklemleri elde edilir. (3.6) ¢oziimleri, (3.39) denklem sisteminde verine
2
vazildiginda, €% iin katsayisindan, o = ~3 alinarak,
Ny = -3V (3.40)

bulunur. €% in katsayisi icin

8N2x + 24V, — 12‘/150155 - 168‘/19:‘/1 - 12]Vltl =

8Noy + 24Voy + 66Vigee + 72V, Vi + 12Ny, = 0
elde edilir. Burada

(3.41)

Ny = etV + 0V + e Vigg
Vo = @V + 0P+ coVig,
secer ve bu ¢ozlimler (3.41) denklemlerinden sadece ilkinde yerine vazihirsa.
ap = —(3+3ay)
by = (21 —6by)/2

g = 3-—3c
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olmak sartiyla,

Vi, = Uzgz — 6v$'u2 (3.42)

MKV denklemini elde edilir.

3.5 Yiksek Mertbeden Tirevli NLS
Denkleminden KdV Denkleminin
Cikarilmasi

Yiksek mertbeden tiirevli NLS denklemini sirasiyla bir ve iki boyutta in-

celevelim.

3.5.1 1-Boyutlu Yiiksek Mertbeden Tiirevli
NLS Denklemi

(3.1) formunda

L[Q] = —01Gg, 0= —ay, By =as,04

olmak iizere

igr = —(a1gee + 024°¢%) + i(asqq’ge + as0’q}) (3.43)

viiksek mertebeden tiirevli NLS denklemini ele alahm. a4 = % kosulu ile
(3.43) denklemi bilinin integrallenebilir Kaup-Newell denklemidir ([24]). Bu-

rada (3.2) doniiglimiini uygularsak,
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8(&,7)e = V(&,7) olmak iizere,

; .

N, = W(4Q3N5N3 + 4(14N§N3 -~ 8a1N§N2V - 8@1‘/’%]\73)
- 1 7 T AT3Y7

‘/T = W(QCLlJV&g]\’? — 4CL1N5§N§N + 2&1]\}? + 4@3]\/61\[3"

—4ayNgVN? + 40, NeN? — 80, VeV N + daz VN — dag 1N

(3.44)

denklemleri elde edilir. (3.6) agilimlar1 yerine yazilirsa, €3 {in katsayisindan:

a; = i(—a§+4a3+ai—4) (3.45)
—9 3.45
v, = as + a4 N,
2(11

a3 o .
ve ay = = alindiginda, £° in katsayisinda

Nig, = ) [2a§;\'1rxr + (—3a + 18a;3 — 24)N1Nll.} (3.46)

’—1(@3 -2
elde edilir. Eger

a3=5, ap =1

olarak secilirse,

1, .. 9 _
Ny, = 6(-’\’11:” - ﬁNlNla:) (3.47)

denklemi veya

1
tl — —6't1, N1 — —8u

olmak tzere,
Ut = Ugze + OUU,
KdV denklemi bulunur.
Seri acihminda &7 nin katsayisina bakildiginda
Ny, = 1—5182 (—132Ngy, + 8Nizpzze — 14N1 Nigee — 132N1, Nigp + 3894N, N, +

1947NZ N1, — 1848V Ny, + 96Vos — 43215, Ny — 52815,
(3.48)



elde edilir.
Ny = kiNigg + ki N?
2 114V1 1141 (3.49)
Vo = koNigz + ko N?
olmak iizere, burada k;; katsayilarmin farkh segiinleriyle farkhh denklemler
elde edilir. Simdi bu farkli secimleri inceleyelim:

i-) Eger (3.49) denkleminde

7823 313 9335 581
W= "y7590 ™27 1390 "B T T 7980 "H T 96

secilirse. (3.48) denklemi

‘\-M2 = ﬁ(l\’rlzxa:xz + 1ON1N1111 + QOlelex + 30]\712.]\[11)
haline doniigiir.
1
ty — ——ty, N} — 3.50
277 15840 1Y (330)
otelemesi yapilirsa,
Uy, = Ugpezr + 10UULz, + 20Upuy, + 30utu,

besinci mertebeden KdV denklemi bulunur.

Belirlenen t; ve t, akiglarindan sonra seri agihiminda =% un katsayisinda

N3 = t11Niggar + t12 N1 Nigg + 813 NE, + 114 N3

Va = to1Niggze + too N1 Nigy + tog N2, + oy N3
olmak iizere,
. 20196502555709
T 7103884793344

secimlerivie ve

1 .
i3, Nl —> U

ts = 30108672

otelemesi ile

Uty = Uggagazz T 14UUzzzee + 42UzUzerr + T0U Uy +

70U U pzz + 280UUL UL, + TOui + 140u3u,



ol

yedinci mertebeden KAV denklemi elde edilir.
ii-) (3.48) denklemi ile birlikte (3.49) denkleminde

27479 1721 32015 6209

k‘ = —— v = — :————, - —
n 14256° 27 5947 5184 2T 864

olarak segildiginde ve (3.50) otelemesi kullanildiginda

Uy, = Uggpes + DUUgzy + DUglyy + Suuy
Sawada-Kotera denklemi bulunur.
iii-) (3.49) ifadesinde

28518 | 257 28055 5249
142567 2 108" ' T 51847 P27 864’

1=
secimi ile birlikte ve (3.50) Gtelemesi yapildiginda

Uy = Upppgr + 100Uz + 25Uz, + 200w,

Kaup-Kupershmidt denklemi elde edilir.

3.5.2 Kuple NLS (KNLS) Denkleminden Kuple KdV
(KKdV) Denkleminin Elde Edilmesi

Simetrik kuple yiiksek mertebeden tiirevli NLS denklemi,

¢ = hgeee +aqq g + bgqf + crrge + dgrire + eqrr
+i(sqee + faPq* + ggrr*) (3.51)
rr = hrege+ arr're + br2rg + cqq*re +drq*ge + erqqg
+i(sree + frir* + grgq*)
formundadir. Burada h,a,b,¢,d,e, s, f, g reel parametreler olmak tizere, bu
parametreler {izerinde a? +b%+c2+d*+e2 # 0 ve eger h = 0 ise s # 0 kisitlar

olmalidir. Aksi halde bu sistem kuple olmaz ve lineer yayilma(dispersion) ve

vitksek mertebeden lineerligi icermez [24].



Ot
[N

(3.51) denklem sisteminden yukaridaki kisitlar saglayan
h=0s#0,a#0,b=d=0,c=e=a=2, f=9¢g=0

ozel durumu [24] i¢in

[}
N
—

g = 1gee +2(qq"ge +177qc + qrTy) (3.

re = irge +2(rm"re + qq" e + 7qq;)
KNLS denklem sistemi bulunur. Bu sisteme kompleks eslenikleri ile birlikte.

g(&,7) = CDVN(E, ), (€,7) = M(¢,7) (3.53)
déntigiimlerini uyguladigimizda, 6(€, 7)e = V (€, 7) olmak tizere

]\‘TT — ‘/-{- NE]V -+ NEM —+ A.[fN — ‘/'EAV)

2(—

N; N,
o= 2V &
T’ ( 2L 9V N — N2+2N>E

(3.54)
M, = 2(-=MV + MM + MN + N M — Ve M)
v (creeava - 2K Me
" | M2 2M
denklemleri elde edilir.
oC . . o0 9
N = 1+ Z 52kl\n($,t1,t2,t3), A/[ = 1+ Z S—k]\/[n<$,t17t2,t3)
n=1 n=1
(3.53)
V= 5 €2kVn(I, 1, ta, tg)
n=1
seri acihmlar: verlerine yazildiginda, €3 {in katsayisindan
Vi=N;+ M (3.56)
bulunur. (3.56) degeri ile birlikte, ® in katsayisinda,
N1t1 = 2(‘/21 - NQz - MQz + leNl + %]\‘Tlscxr)
(3.57)

My, =2(Vay = Nog — Moy + My My + {0100



elde edilir. Burada V; igin
Vo = Ny + My + ki N} + ko Nz + ksMygy + ky Ny M,

segimiyle, (3.57) sistemi k; katsayilarina bagh olarak,

Niy = (ko + %)lea:a: + k3Mizzz + (k1 + 2)Nig Ny + ky N1 My + ky My, N,

Afltl == nglrm + (kg + %)Mlz:cm + klleNl + 2IW1I[\[1+
k4]\"rmﬂ.[1 + k41W11N1

sekline doniigtir. Burada
Ny —=u, M —v
doniiglimi uygularsak,

—
o
(1]
s

Uy = ko, + (ks + %—)vxm + kiugu + 2uzv + kgugv + kye,u
uctincii mertebeden KKdV denklemi bulunur.
(3.58) denkleminin condens.m [26] programi ile verilen ranka gére k-
runumluluk kanunlar: bulunabilmektedir. Buda bize verilen sistemin integral-

lenebilir oldugu konusunda, bir bilgi vermektedir. Ilk bir kag tanesi

T = cqu-+cw

1 1
X = —(Cl + 5]43101 + ~2‘/€102)’U,2 - (k4Cl + k402)uv - CQL‘Q
1 1
—(561 =+ kgCl -+ 562 -+ k302)um —_ (k)gcl — kQCQ)UII
T = —(1 + 2k‘3 + 2]€2k4 — k3k4)u2 - 2k3k4uv + (k3k4 - 2](13)&'2
4 8 2 8 ky 4 4 2kok?  2k2E3
X = (4 cky+ kg + zkoky + —— + Zkaky + —kok? = 2y
(3 + ghatgha & ghoka b g ghoka & Shaki + == 4 ==

olarak bulunabilir.



Islemlere devam edildiginde €7 nin katsayisindan,

Nu, = 2Msp — kyN1Miger — kg Mgz Nig — ks My, N2+
2N3:t - 2]\7211\/'1 - N2t1 - kBlezle - k3Nlr:chz—
2ksNig N\ My — 2NNy — 3k N1, NE — 2V,

My, = 2Msy — 2Mye My — Moy, — kyMygqe My — kg My M+
—ksMiyNigy — 2M1, My — 2k N1 M N,
—2ks My MyNy — ky M1, N2 + 2N;,
~k3Nizee My — ks Ny M} — 2V,

bulunur. Burada

1 b
N = =gy (B~ 9F8) Miaw + 10BM? + (28K, — 26K) N 21,
—

+(10kZ — 84ks + 92) NE]

R
Aks(3ks — 4)
+(20k2 — 26k + 16ks) N, M, + (10K — 8k2)N?2]

2ks — 9kZ + 8)N1ge + (10k2 — 68k2 + 60k; + 16)1/2

ve V3 iin uygun secimleri ile

N, = a1N{Niz+ aaNigNige + a3NiNiggy + a4 Ny Ny M,y
+a5Nla:zM1 + a8N1:czzza: + aSMlzcaczz:c

My, = biMEMig + boMig Mgy + ba My Mgy + by Ny M M,
+b5Mlsz1 + bSNla:a:zzm + bSMlxz:c:vx

elde edilir.

Ny —u, M —v



(1]
[1}

Otelemesi ile

Uy, = 01U + QaUzlpe + G3UUGgs + AgUULY
05UV + O8Ugzzer + O8Vzrzax
(3.59)
Vi, = b10%vg + boUpUgy + b3VVggs + Dyuv v

+b5U:ca:u + b8u:cmxxm + bsvzxwxx

beginci mertebeden KKdV denklemi elde edilir. Ayni gekilde (3.59) den-
kleminin condens.m [26] program ile verilen rank a gére korunumluluk

kanunlar: bulunabilmektedir. Bu korunumluluk kanunlarindan bir kac tanesi,

T = b2u® - 2a7b7uv + a7v?
b b bsa ;
- Da: ut + a7bsb7u2y2 _ 25b77 vt~ 2a7b$vu§ + 4b§u2um . 4a7b$'LLL‘L/,1,7 L

2a7b3un vy 4 202b7vUv, — 2a2brun? — 4abruvvg, + 4adv v,

olarak bulunur.

3.6 Sonucg ve Oneriler

Bu béliimde, tanmtilan ¢ok 6lgekli agilim metodu kullanilarak gesitli mertebe-
den tiirevler sahip NLS denklemlerinden KdV akis denklemleri elde edildi.
Ayrica kullanilan Reduce pograminin ve bilgisayarin imkanlan olciisiinde
bu denklemlerin Hamiltoniyen fonksiyonlar arasindaki iliskiye bakildi. Ele
aldigimiz denklem tiplerinin spektral problemleri ve ardistirma operatorleri

ile bu tezde ilgilenilmeyip ileriki ¢aligmalara birakilmigtir.
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3.7 Ornek REDUCE Programlar:

Bu kisimda cebirsel hesaplamalarimizi yaparken yazmig oldugumuz reduce
prografnlarmdan iki tane ornek prograim kisaca verecegiz:
1-) /
COMMENT Multiple scale method for pde ;
operator ql,qlm;
depend pl,x,y;
depend n,x,y;
begin;
GO TO DATA;
DATA:
COMMENT nls;
let a=i*df(ql,y)-df(ql,x,2)+2*q1*(ql*qlm+q2*q2m) ;

Comment The assumed solutions;

let ql=exp(i*pl(x,y))*sqrt(nl(x,y));
let qlm=exp(-i*p1(x,y))*sqrt(nl(x,y));
:END;



2.)
COMMENT Multiple scale method for pde and spectral problem ;
operator u,v;

depend p,x1,y1,y2,y3,y4;

depend q,x1,y1,y2,y3,y4;

begin;

GO TO DATA:;

DATA:

COMMENT NLS;
let a=df(u,y1)-2*(u*df(v,x1)+v*df(u,x1));

let b=df(v,y1)-2*v*df(v,x1) - 2*df(u,x1) + df(u”(1/2),x1,3)*u"(-1/2)
+ df(u”(1/2),x1,2)*df(u"(-1/2),x1);

L:=5;

end;

Comment The assumed solutions;

let u=1+for j:=1:L sum p(x,y,y2,y3,x1,y1,j)*h**(2%j);

let v=for j:=1:L sum q(x,y,y2,y3,x1,y1,j)*h**(2*j);

for j:=1:L do
df(p(x,y,y2,y3,x1,y1,j),x1):=h*df(p(x,y,y2,y3,x1,y1,j),x)$

for j:=1:L do
df(p(x,y,y2,y3,x1,y1,j),x1,x):=h*df(p(x,y,y2,y3,x1,y1,j),x,2)$
for j:=1:L do
df(p(x,y,y2,y3,x1,y1,j),x1,x,2):=h*df(p(x,y,y2,y3,x1,¥1,j),x,3)$
for j;=1:L do
df(p(x,y,¥2,y3,x1,y1,j),x1,x,3):=h*df(p(x,y,y2,¥3,x1,v1,j) ,x,4)$
for j:=1:L do
df(p(x,y,y2,y3,x1,y1,j),x1,x,4):=h*df(p(x,y,y2,y3,x1,v1,j),x,5)$



for j:=1:L do A
df(p(x,y,y2,y3.x1,yL,j),y1):=2*h*df(p(x,y,y2,y3,x1,y1,j) x)
+h**3*df(p(x,y,y2,y3,x1,yL,j),y)
+h**5*di(p(x,y,y2,y3,x1,yL,j),y2)
+h**7*df(p(x,y,y2,y3,x1,y1,j),y3)$

comment—-;

for j:=1:L do
df(q(x,y,y2,y3,x1,y1,j),x1):=h*df(q(x,y,y2,y3,x1,y1,j),x)$

for j:=1:L do
df(q(x,y,y2,y3,x1,y1,j),x1,x):=h*df(q(x,y,y2,y3,x1,y1,j),%,2)$
for j:=1:L do
df(q(x,y,v2,y3,x1,y1,j),x1,x,2):=h*df(q(x,y,y2,y3,x1,v1,j) x,3)$
for j:=1:L do
df(q(x,y,¥2,y3,x1,y1,j),x1,%,3):=h*df(q(x,y,y2,y3,x1,y1,j),x,4)$
for j:==1:L do
df(q(x,y,yZ,y3,x1,y1,j),Xl,x,4):zh*df(q(x,y,y?,y&xl,yl,j),x,5)$
for j:==1:L do
df(q(x,y,v2,y3,x1,y1,j),y1):=2*h*df(q(x,v,y2,y3,x1,y1,j),x)
+h**3*df(q(x,y,y2,y3,x1,y1,j),y)
+h**5*df(q(x,y,y2,y3,x1,y1,j),y2)
+h**7*df(q(x,y,y2,y3,x1,y1,j),y3)$

Comment Coeff.at r (s) for each j;

out "fnls.dat”;

off nat;

Comment Coeff.at r (s) for each j;

c:=coeff(num(a),h);

cl:=length(c);



d:=coeff(num(b),h);
d1:=length(d);

shut "fnls.dat”;
JEND;
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