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Bu tez calismasinda esnek kiimeler iizerindeki sirasal ve topolojik yapilar detayli bir
sekilde incelenerek bazi sonuglar elde edilmistir. Bunlarin yan1 sira, esnek topolojik
yapilar iizerinde siirekli fonksiyonlar calisilarak esnek Scott siirekli fonksiyonlar
ve Ozellikleri elde edilmistir. Bunlarin sonucu olarak, esnek fonksiyon uzaylari
olusturularak Esnek Scott topoloji yardimi ile esnek fonksiyonlar uzayi iizerinde esnek
Isbell topoloji ve esnek kompakt-acik topolojisi elde edilmistir. Ayrica, olusturulan
esnek topolojik yapilarin fonksiyon uzaylari iizerindeki saglayacaklar1 ozellikler
incelenmistir. Ote yandan esnek Scott topolojisinin dualitesi yardimi ile esnek Lawson
topolojisi tanimlanmistir.
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In this thesis, some results were obtained by examining the ordering and topological
structures on soft sets in detail. In addition, Soft Scott continuous functions and some
results were obtained by studying continuous functions on soft sets. As a result of
these, by constructing soft continuous function spaces, with the help of soft Scott
topology, soft Isbell topology and soft compact-open topology were obtained on soft
continuous function spaces. Moreover, the properties of these topological structures on
the soft function spaces were investigated. On the other hand, soft Lawson topology
was defined with the help of the dual soft Scott topology.
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< Way below bagintisi

< Yardimci (auxilary) bagintisi

| F(a) VF(a)={(b,F(b))|beA,F(b)<F(a)}

1 F(a) 1 F(a)={(b,F(b))|beA,F(a) < F(b)}

L F(a) LF(a)={(b,F(b))|beA,F(b) < F(a)}

}F(a) }F(a) = {(b,F(b))|b e A,F(a) < F(b)}

Aux(F,A) (F,A) iizerindeki tiim yardimci (auxiliary) esnek kiime
bagintilar

Low(F,A) Kismi sirali esnek kiime (F,A) nin tiim agag1 esnek

kiimelerinin kiimesi

App(F,A) (F,A) nin biitiin yaklagimsal yardime1 (approximating
auxiliary) esnek kiime bagintilarinin esnek kiimesini

(F,B)° (F,B) nin esnek i¢i

(F,B) (F,B) nin esnek kapanigi

Q(F,A) Ozellestirilmis (specialization) esnek sira ile T esnek topolojik

uzay (F,A) dan elde edilen kismi sirali esnek kiime
STOP((F,A),(G,B)) (F,A)ile (G,B), Ty esnek topolojik uzaylar arasindaki biitiin

stirekli esnek fonksiyonlar

[(F,A),(G,B)] Esnek Isbell topoloji ile donatilmis STOP((F,A),(G,B))
Rop Ters bagint1

A((F,A)) Esnek Lawson topolojik uzay

OFilt((F,A)) (F,A) nin filtrelenmig Scott agik esnek kiimelerinin kiimesi

X1



1. GIRIS

1.1. Amac¢ Kapsam

X topolojik uzayindan Y topolojik uzayina giden fonksiyonlar uzayr C(X,Y) iizerinde
pek cok topolojik yapr olusturulmakta ve calisilmaktadir. Ornegin kompakt-acik
topoloji ve Isbell topoloji fonksiyon uzaylari tizerinde tanimlanmis ve sahip olduklar
ozellikler yogun bir sekilde calisilmakta olan topolojik yapilardir. Gierz vd. (1993).,
Isbell topolojiyi tanimlamak icin X topolojik uzaymin agik alt kiimeleri lizerindeki,
teorik bilgisayar bilimleri ve topolojik latis teorisinde iyi bilinen Scott topolojiyi

kullanmiglardir.

Bulanik kiime teorisinin genellestirmesi olan ve Molodtsov (1999) tarafindan
tanimlanan esnek kiime teorisi son yillarda pek cok arastirmaci tarafindan
calisilmaktadir. Esnek kiimeler iizerinde pek c¢ok tanimlamalar yapilarak esnek
topolojik, esnek cebirsel yapilar gibi yapilar olusturulmustur ve ¢alisilmaya devam

edilmektedir.

Bu tez calismasinda Scott ve Isbell topolojilerin 6zellikleri aragtirilmig olup esnek
Scott topolojinin olasi topolojik sonuglart da incelenmistir. Bununla birlikte esnek
kiimeler iizerindeki sirasal yapilar detayli bir sekilde incelenerek meet siireklilik,
stirekli kismi sirali esnek kiimeler ve esnek domain gibi kavramlarin tanimlanmasinin
yaninda topolojik yapilar da incelenmis olup, esnek topolojik yapilar iizerinde
To uzaylar1 gibi baz1 konularda sonuclar elde edilmistir. Bunlarla birlikte esnek
sirasal yapilarda way-below ve auxilary esnek bagintilar1 gibi bazi 6zel esnek
bagintilar tamimlanarak esnek Scott topoloji ile iligkileri incelenmistir. Bunlarin
yam sira, esnek topolojik yapilar iizerinde siirekli fonksiyonlar calisilarak esnek
Scott siirekli fonksiyonlar ve ozellikleri elde edilmistir. Bunlarin sonucu olarak
ise, esnek fonksiyon uzaylari olusturularak Esnek Scott topoloji yardimi ile esnek
fonksiyonlar uzayi iizerinde esnek Isbell topolojisi ve esnek kompakt-acik topolojisi
elde edilmistir. Ayrica, olusturulan esnek topolojik yapilarin fonksiyon uzaylar
lizerinde saglayacaklar1 dzellikler incelenmistir. Ote yandan, esnek Scott topolojisinin

dualitesi yardimi ile esnek Lawson topolojisi tanimlanmustir.



1.2. Kaynak Ozetleri

Yonlendirilmis kiimeler kavrami Moore ve Smith (1922)’ in yonlendirilmis kiimeleri
ve aglart topoloji belirtmede kullandiklar1 ¢calismaya kadar dayanmaktadir. Bu teori
ile ilgili incelemeler Kelley (1995)” in ¢alismasinda bulunmaktadir. Bu yaklagimlarla

latisler tizerindeki Scott yada Lawson gibi topolojiler degerlendirilmektedir.

Literatiirde, meet siirekli latislere (Birkhoff, 1967) bazen yukar siirekli latis (Gratzer,
1978) yada yukari istikrarl join (Hermes, 1967) ile meet ve join siirekli olan latislere
stirekli (Hermes, 1967) denilmektedir. Bu tez caligmamizda genis kabul gérmiis olan1
kullanacagiz. Meet siirekli latislerin literatiirde oynadigi rol ag¢ik olmamasina ragmen

bazi bilgiler (Isbell, 1975a) tarafindan saglanmistir.

Bu tez calismasinda kullandigimiz pek ¢ok topolojik kavram oldukga standart olmakla
birlikte bu kavramlara Bourbaki (1966), Kelley (1995), Munkres (2000), Yiiksel
(2006), Mucuk (2010) gibi ders kitaplarindan ulagilabilir. Ayrica siralama ve topolojiyi
birlestiren Johnstone (1982), Vickers (1989) ve Gierz vd. (1993) gibi kaynaklar

mevcuttur.

Siirekli latisler, 1969 sonbaharinda, cebirsel latislerin genellestirilmesini kesfeden
Dana Scott tarafindan tanitilmigtir. 1971 yilinda Dalhouse Kategori Konferansinda
sunularak (Scott, 1972)’ da yaymlanmistir ve bu siirekli latisler {izerine ilk ulagilabilir
kaynak olmugtur. Daha sonra Scott agiklayict bir makele olarak (Scott, 1973)
yayilamistir. Bunlarin yani sira, siirekli latis kavraminin, dier alanlarda ¢calismakta

olanlar tarafindan da bagimsiz bir sekilde bulunmasi dikkate degerdir.

Gierz vd. (1993) ’deki way-below bagintis1 Scott’un topolojiden tiiretilen yardime1
(auxiliary) bagintis1 degildir ancak tam latisler iizerinde x < y = x << y oldugu Scott’ un
tanimindan direkt olarak goriilmektedir ve siirekli latisler iizerinde Scott’ un bagintisi

ve way-below bagintis1 cakismaktadir. Genellikle tam latislerde bunlar farklidirlar.

Way-below bagintis1 kapali bir sekilde Hofmann ve Stralka (1976) tarafindan "x, y
altinda relatifli kompakttir ancak ve ancak x << y" seklinde tamtilmistir ve boylelikle <<
notasyonu tanitilmistir. Isbell (1975a) ise ¢calismasinda, meet siirekli latisler iizerinde

"x, y de kompakttir" terminolojisini kullanmustir.

Siirekli yarilatisler kavrami, Continuous Lattices and Domain (Gierz vd. , 1993)
kitabinda incelenmis olan duality teorisi, Lawson’ dan gelmektedir. Ayrica siirekli
kismi sirali kiimeler, Markowsky (1976) ve Hoffmann (1979)’1n calismalarinda da

tartistlmistir. Bunlarin yani sira tiim siirekli latislerin meet siirekli oldugu esas



olarak Isbell’ in belirttigi gibi (Isbell, 1975a), Scott’ un c¢alismasinda (Scott, 1972)

bilinmektedir.

Siirekli latisler, teorik bilgisayar bilimindeki uygulamalara yonelik bir bakis agisi
ile Dana Scott tarafindan tanitilan domainlerin bir sinifidir. Ancak bu alandaki
arastirmacilarin daha genel domain siniflarina ihtiyaci oldugu goriilmiis ve domain
siniflarin1  genisletmek ve daha ulasilabilir yapmak icinde Scott (1982), ideal
completions (tamamlama), sinirli tam cebirsel domainleri (tam cebirsel yari-latis)
veren yapilar olan "bilgi sistemlerini" tanitmistir. Sinirli tam cebirsel domainler,

siklikla litaratiirde "Scott domain" olarak adlandirilmislardir.

Domain teorisinin, programlama dilinin, bu dillerden gelen ifadelerin anlamim
aciklayan matematik objelerini kurmasiyla, anlamlarimin bicimlendirilmesine yonelik
bir yaklasim olan Denotasyonel Semantik belirlemede 06zel olarak, fonksiyonel
programlama dilleri icin, bilgisayar bilimlerinde onemli uygulamalar1 vardir. Dana
Scott tarafindan 1960’larin sonunda baglatilan domainlerin calisilmas ile ilgili ilk

motivasyon, Lamda calculusun denotasyonel semantik i¢in yapilan arastirmasidir.

Yonlendirilmis kismi sirali kiime L iizerindeki Scott topoloji, topolojik uzayin
acik kiimelerinin latisi L = O(X) igin ilk olarak Day ve Kelley (1970) tarafindan
tanitilmistir. Fakat D. Scott’ un "Continuous Lattices" makalesinde (Scott, 1972)
bu topolojiyi tiim genellemesiyle tanitmis olmasi ve siirekli latisler {izerinde
kullanmigliligimi géstermis olmasi oldukga degerlidir. Scott topoloji ismi ilk olarak Isbell
(1975a,b) tarafindan kullanilmistir.

Lawson topolojinin tarihini vurgularken iki bakis agisin1 ayirt etmek gerekir: topolojik
cebir ve latis teorisi. Topolojik cebirde, topoloji ile donatilmis islemlerinin siirekli
oldugu grup, halka ve yar1 grup gibi cebirsel yapilar calisilir. Bu baglamda, kompakt
topolojik yar latisler 1950’lerden beri A.D. Wallace tarafindan ¢alisilmistir ve pek
cok matematik¢i onun izini takip etmistir. Diger yandan, latis teorisinde, latisler goz
oniinde bulundurulur ve verilen siralama yapisi ile dogal olarak tanimlanan topolojilere
bakilir, bunlara tipik ornekler 6(L) Scott, (L) asag1 ve d(L) Lawson topolojileridir,
tabikide baska topolojilerde vardir. Topolojik cebir bakisinin ve latis teorik bakis
acisinin harmanlanmasi, siirekli latislerin ilgilenilmesi kadariyla, Hofmann ve Stralka

(1976) tarafindan yapilmustir.

O(L) topolojisinin (Gierz vd. , 1993) de verilen tanimi1 1976 dan beri gelistirilmis,
Lawson topoloji adi Tulane’de 1977° deki Birinci Siirekli Latisler Calistayinda
secilmigtir. Ancak, Lawson topoloji 1961 gibi erken bir tarihte, Fell (1962) tarafindan,

X yerel kompakt uzay oldugunda diisiiniilmiistiir.



Ekonomi, miihendislik, cevre bilimi gibi alanlardaki bazi problemler icerdikleri
cesitli belirsizliklerden dolay1 klasik yontemler ile ¢coziilemezler. Klasik matematikte,
matematiksel model insa edilir ve bu model i¢in tam sonug¢ elde edilmeye calisilir.
Tam sonug elde edilemedigi durumlarda ise yaklasik ¢6ziim elde edilmeye calisilir.
Molodtsov (1999) bu belirsizlikler ile basa ¢ikmak icin esnek kiimeler teorisini
olusturmustur. Bu teoride baslangigcta tanimlanan nesnelerin yaklasimsal bir dogasi
vardir. Temelleri hizli bir sekilde olusan esnek kiimelerde, Maji vd. (2003)
esnek kiimeler teorisinin temel yapilarini olusturmuglardir. Daha sonra Babitha ve
Sunil (2010) esnek kiimeler lizerinde esnek baginti, esnek kismi siralama bagintisi
gibi yapilar tanimlamiglardir. Roy ve Samanta (2011), Cagman vd. (2011)’ nun
tanimlamig olduklar1 esnek topolojiyi gelistirerek tekrar tanimlamiglardir. Bunlarin
ardindan Wardorwski (2013) esnek eleman, esnek fonksiyon ve esnek siirekli

fonksiyon tamimlarini vermigtir. Tanay ve Yaylali (2014) esnek Scott topolojiyi

tanimlamiglardir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde kullanilacak topoloji, kategori, sirasal yapilar ve esnek kiimeler
ile ilgili temel tanim ve teoremler ozet olarak verilmektedir. Bu boliimdeki topoloji,
kategori ile ilgili tanim ve teoremler igin (Kelley, 1995; Alizade ve Pancar, 1999;
Munkres, 2000; Yiiksel, 2006; Mucuk, 2010) kullanilmustir.

2.1. Topolojik Kavramlar

Tanim 2.1.1. X bostan farkli bir kiime ve T, X in kuvvet kiimesi o(X) in bir alt
kolleksiyonu olsun.

1. Xetveger,
2. I herhangi bir indis kiimesi ve i € I i¢in U; € T ise U;; U; €7,

3. I sonlu bir indis kiimesi ve i € [ i¢in U; e Tise ;e Uj €T

Ozellikleri saglaniyorsa T ya X iizerinde bir topoloji ve (X,7) ikilisine topolojik uzay

denir.

Ornek 2.1.2. 1. X bos olmayan bir kiime olsun. T = {X, &} topolojisine kaba topo-

loji denir.

2. X #+@, 1=gp(X) koleksiyonu X iizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye ayrik to-

poloji denir.
Tanmm 2.1.3. (X, 1) bir topolojik uzay olsun.
1) UcXigin

* U etise U ya agik kiime denir.

* X/U evise U ya kapali kiime denir.



2) A c X olsun. A y1iceren herhangi bir ag1g1 iceren X in herhangi bir alt kiimesine A

nin komsulugu denir.

3) Ac X alt kilmesi x in komsulugu ise x e A min i¢ noktas: denir. I¢ noktalarin

olusturdugu kiimeyede A nin i¢i denir; A? ile gosterilir.

4) A cX alt kiimesini iceren en kiiciik kapali kiimeye A min kapanis: denir; A = cl(A)

ile gosterilir.

Tanim 2.1.4. (X,1) topolojik uzayi, A c X alt kiimesi ve bir x € X noktas1 verilsin.
x noktasinin her komsulugunda, A kiimesinin en az bir eleman1 varsa, x noktasina A

kiimesinin kapanis noktasi (degme noktast) denir.

Tamim 2.1.5. B c P (X) ailesi verilsin. B ailesine ait kiimelerin herhangi bir bilesimine

esit olan biitiin kiimelerin olusturdugu aileye, 5 ailesinin iirettigi aile denir ve

B*={AcX|A=|JB,¥cB)
Be¥

seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.6. (X,7) topolojik uzay1 ve bir B c P(X) ailesi verilsin. Eger B* =1 ise, B

ailesine T topolojisinin fabani denir.

Tanim 2.1.7. (X,7) topolojik uzay1 ve S c P(X) ailesi verilsin. Eger S ailesinin sonlu
arakesitlerinin olugturdugu aile, T topolojisini iiretiyor ise S ailesine T topolojisinin alt

tabani denir.

Tanmm 2.1.8. (X,71) bir topolojik uzay olsun. X kiimesinin alt kiimelerinden olugan
bir {A;}es ailesi verilsin. Eger X = U, A; ise, {A;}ies ailesine X kiimesinin bir értiisii
denir. Eger her i € [ igin, A; kiimeleri X kiimesinin agik alt kiimeleri ise, {A; } s ailesine
X kiimesinin bir agik drtiisii denir. Eger J c I sonlu ise, X kiimesinin {A; }c; Ortiisiine,
X kiimesinin sonlu értiisii denir. Eger {A; };¢s ailesinin bir alt ailesi, X kiimesini orterse,

bu alt aileye, X kiimesinin bir alt ortiisii denir.

Tanim 2.1.9. (X,7) topolojik uzay1 verilsin. Eger X kiimesinin her agik ortiisiiniin

sonlu bir alt ortiisii varsa, (X,T) topolojik uzayma kompakt denir.

Tamm 2.1.10. Eger bir kiime agik kiimelerin kesisimi ise o kiimeye doymus (satura-

ted) kiime denir.

Tamm 2.1.11. (X, ), (¥,7,) topolojik uzaylar olsun.



i) f:(X,Tx) = (Y,7,) bir fonksiyon olsun. Her V €1, icin f~1(V) e 1y ise, f ye

stirekli fonksiyon denir.

ii) f: (X,tx) = (¥,7,) birebir ve orten bir fonksiyon olsun. Eger f ve f

fonksiyonunun tersi f~!: (¥, 1,) - (X,Ty) siirekli ise, f ye homeomorfizma denir.
Tanim 2.1.12. X kiimesinin altkiimelerinden olusan § kiimesi, asagidaki ozellikleri

saglarsa filtre denir;

1. § nin bir elemanini iceren X in altkiimesi § nin elemanidir.
2. § biitiin sonlu kesisimleri yine § nin elemanidir.

3. 3¢5
Ornek 2.1.13. (Dolecki, 2009) Eger A c X ise (A). = {B c X : card(A\B) < oo} ailesi

bir filtre olur; bu filtreye, A’ nin sonlu tiimleyenler filtresi denir.

Tanmm 2.1.14. (Dolecki, 2009) &, X iizerindeki F filtreleri ve x € X’ ler arasinda bir
bagint1 olsun. (x,F) €& ise x € limg F yazilir ve F filtresi, € bagintisina gore x’ e

yakinsar denilir (bagka bir deyisle, x, F’ nin &’ ye gore limitidir).

Tanim 2.1.15. (X,7) bir topolojik uzay ve x,y € X olsun. x # y iken birini i¢eren fakat

digerini icermeyen bir acik kiime var ise bu uzaya T( uzay1 denir.

2.2. Kategori

Tanmm 2.2.16. Bir K kategorisi

1) Ob(K) nesneler sinifi
2) Her sirali (A,B) nesneler ¢ifti icin, Mori(A,B) morfizmalar kiimesinden (farkl
(A,B) ve (C,D) giftleri igin

Mori(A,B)nMoryx(C,D) =2

olmak iizere);

3) f € Moric(A,B), g € Morc(B,C) olmak iizere her (g,f) ciftine bunlarin
bileskesi olan go f € Mory(A,C) morfizmasimi karg1 getiren Mori(B,C) x
Morx(A,B) — Morx(A,C) fonksiyonlarindan olusur, dyle ki:



a) Her A,B,C nesneleri ve f € Mori(A,B), g € Mori(B,C), h € Mory(C,D)
morfizmalar i¢in ho (go f) = (hog) o f esitligi saglanir (birlesme kuralr).

b) Her A € Ob(K) nesnesinin, her f € Mori(A,B), g€ Mory(B,A) igin foly =
f, 1aog = g esitliklerini gergekleyen bir 14 € Mory(A,A) birim morfizmasi

vardir.

Ornek 2.2.17. 1. Set kategorisinin nesneleri tiim kiimelerdir. Mors, (A,B), A
kiimesinden B kiimesine olan tiim fonksiyolardan olusur ve morfizmalarin

bileskesi fonksiyonlarin alisilmig bileskesidir.

2. Top kategorisinin nesneleri tiim topolojik uzaylar, morfizmalar1 siirekli

fonksiyonlar ve bileskeleri alisilmis bileskelerdir.

3. Grup kategorisinin nesneleri gruplar, morfizmleri grup homomorfizmalar1 ve

bileskeleri homomorfizmlerin bileskelerdir.

2.3. Sirasal Yapilar

Bu boliimde, Continuous Lattices and Domains (Gierz vd. , 1993) kitabindan
yararlanilarak Scott topoloji elde etmek icin kullanilacak genel tanimlara yer

verilmektedir.

Tanim 2.3.18. X ve Y bos olmayan kiimeler olsun. X x Y nin herhangi bir alt kiimesine

X’ den Y’ ye bir bagint: denir.

Tanim 2.3.19. <, X’ den X’ e bir bagint1 olsun. Eger her x € X icin x < x ise < yansiyan;
x,yeX i¢in x <y ve y <x olmasi x = y olmasini gerektiriyorsa < fers simetrik ve x,y,z€ X

icin x <y ve y < z olmasi x < z olmasini gerektiriyorsa < gecismeli bagint1 denir.

Tanmm 2.3.20. i) Eger X kiimesi iizerindeki < bagmtis1 yansima ve gecisme

ozelliklerini sagliyorsa < bagintis1 ile X kiimesine yari-sirali kiime denir.

ii) Eger X kiimesi iizerindeki < bagintisi yansima, ters simetrik ve gecisme
Ozelliklerini sagliyorsa < bagintisina kismi siralama bagintis1 ve X kiimesine

kismi sirali kiime denir.

iii) Eger X kismi sirali kiimesinin elemanlar1 karsilastirilabilir (yani, her x,y € X icin

x<yyaday<x)ise X’ e zincir denir.



Tanmm 2.3.21. A € X olsun. Eger her x € A i¢in a < x ise a’ya A’nin alt st denir.
Benzer sekilde, eger her x € A icin x < a ise a’ya A’nin iist sinirt denir. A’nin alt sinirlart
kiimesinin en biiyiik elemanina A kiimesinin e.b.a.s’ 1 (inf) denir.Benzer sekilde A’nin

ist sinirlart kiimesinin en kiiciik elemanina A kiimesinin e.k.ii.s.” i (sup) denir.

Tanim 2.3.22. L yari-sirali kiime ve D € L olsun. Eger D’nin her sonlu alt kiimesinin

D icinde iist sinir1 varsa D kiimesine yonlendirilmis (directed) kiime denir.
Ornek 2.3.23. (0,1) agik aralig1 R iizerinde yonlendirilmis bir kiimedir.

Tanim 2.3.24. L yari-sirali bir kiime ve F ¢ L olsun. Bostan farkli olan F' kiimesinin

her sonlu alt kiimesinin F de alt sinir1 var ise F kiimesine filtrelenmis kiime denir.

Tamim 2.3.25. (L,<) yari sirali bir kiime, U € L ve x € L olsun.

1. JU={yeL:y<u,ucU}

2.tU={yeL:u<yucU}

3. Lx={{x}

4. tx=t{x}

5. U kiimesinin asagt kiime olmasi icin gerek ve yeter kosul U =| U olmasidir.
6. U kiimesinin yukar: kiime olmasi i¢in gerek ve yeter kosul U =1 U olmasidir.

7. U kiimesinin ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul yonlendirilmis asagi kiime

olmasidir.
8. U kiimesi filtrelenmis yukar1 kiime ise U kiimesine filtre denir.

Tamim 2.3.26. Bir S kismi sirali kiimesinde her a,b € S igin {a,b} kiimesinin en biiyiik
alt sinir1 varsa, S’ye alt-yarilatis denir, her a,b € S i¢in {a,b} kiimesinin en kiiciik iist
siir1 varsa, S’ye iist-yariatis denir. § hem alt-yarilatis hemde iist-yarilatis ise S’ye

latis denir.
Not 2.3.27. Bu tezde alt-yarilatis yerine kisaca yarilatis kullanilacaktir.

Tanim 2.3.28. R c Lx L, L tizerinde ikili bir bagint1 olsun. Her x,y € L i¢in R°? ters
bagintisi, xR°Py < yRx seklinde tanimlanir.



Tanim 2.3.29. X kismi siral1 kiimesinin her yonlendirilmis alt kiimesinin en kiiciik st
sinir1 varsa X kiimesine yonlendirilmis tam kismi sirali kiime (dcpo; directed complete

partially ordered) denir.

X kismi sirali kiimesi yari latis ve yonlendirilmis tam kismi sirali kiime ise X’e yon-

lendirilmis tam yarilatis denir.

X kismi sirali kiimesinin her alt kiimesinin alt sinirlarinin en biiyiik elemani ve {iist

sinirlarinin en kiigiik elemani varsa, X’e tam latis denir.

Tanim 2.3.30. D yonlendirilmis bir kiime ve X herhangi bir kiime olsun. Herhangi bir
x: D — X fonksiyonuna X de bir ag denir. ot € D i¢in x(Q) = x¢, ise X ag1 (xq)qep Veya

(xq) ile gosterilir.
Eger i < j olmasi x; < x; olmasini gerektiriyorsa, (x;) agina artan denir.

Ornek 2.3.31. N,Z ve R kiimeleri bilinen "<" bagntisina gére birer yonlendirilmis

kiimedir. Boylece her dizi bir agdur.

Tanmm 2.3.32. X kiimesi, D yonlendirilmis kiimesi ve G = {x,|n € D} ¢ X ag1 ve P
ozelligi verilsin. Eger her n > ng igin P(x,) dogru olacak seilde ng € D varsa P 6zelligi

G aginda neredeyse saglanir denir.

2.4. Scott Topoloji

Bu boliimde, Continuous Lattices and Domains (Gierz vd. , 1993) kitabinda anlatilan

Scott topolojiyi ile ilgili kavramlar ve olusturulan uygulamalar verilmektedir.

Tamm 2.4.33. L tam yari latis olsun. Her (x;) jey ag1 igin

lim ;x; = supinfx;, (2.1)
J j i>j

ve lim ;x; ye agin alt limiti yada liminfi denir. S, x < lim ;x; olacak sekildeki ((x;) jes,x)
ikililerin sinifin belirtsin, yani § = {((x;) jes,x) : x <lim;x;} olsun. B&yle her ikili i¢in
x, (xj) jes nin S - limitidir ve kisaca x =g limx; seklinde gosterilir.

Daha genel olarak, L yonlendirilmis tam kismi sirali kiime olsun. Eger her j > k icin
y < x; olacak sekilde k € J varsa y € L noktasi, (x;) jey aginin neredeyse alt siniridir. D,

(x}) jes agimn neredeyse alt sinirlarimin yonlendirilmis kiimesi ve S, x < sup D olacak

sekildeki ((x;);jes,x) ikililerin smifin1 (yani, S = {((x})jes,X) : x < supD;D, (x}) jes
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aginin neredeyse alt simirlarinin bazi yonlendirilmig kiimesi}) olsun. Yine boyle her

ikili i¢in x, (x;) jey nin S - limitidir ve x =5 limx; seklinde gosterilir.

Eger (xj) jeJ min tiim neredeyse alt siirlarmun kiimelesinin, bazi alt kiimelerinin
yonlendirilmig supremumuda (yani, (x;) jey nin S —limiti) olan, supremumu varsa, bu

supremuma agin alt limiti yada liminfi denir, lim ;x; ile gosterilir.

S nin ve liminfin yonlendirilmis tam kismi sirali kiime (depo) icin olan ikinci tanimi
tam yarilatislere uygulandiginda S nin ve liminfin tam yarilatis i¢in olan birinci tanimi
ile cakigir. Gergektende, her j € J i¢in inf;, jx; varsa, y; = inf;; j x; yazilir. Buradan da
Y ={yj:y; =inf;»;x;} kiimesi yonlendirilmis ve neredeyse alt sinirlary kiimesi | Y ye
esit olur. Béylece, supY = lim ;x; olur. Bunlardan bagka, ((x;)es,x) € S olmast icin

gerek ve yeter kosul x <lim ;x; olmasidur.

x degeri ile (neredeyse) sabit olan her x; ag: i¢in x = limx; oldugu ve genel olarak
x = limx; olan her ag i¢in eger neredeyse x; <y ise, x <y olur. Artan aglarda liminf
sadece e.k.ii.s. olur. Bu tanimla S-limitin tek olmadigr goriilmiistiir. Eger liminf varsa

S-limitlerin en bilyligiidiir ve S-limitler liminfin asag1 kiimeleri olur.

Tamm 2.4.34. (X, t) bir topolojik uzay ve (x;) jes, X de bir ag olsun. xe U olan her U ¢
Tigin (x;) jes ag1 neredeyse U da ise (x;) jey agina x € X noktasina yakinstyor denir. Bu
durumda (x;) je; agina yakinsak, x noktasinada (x;) je; agumun limiti denir ve genellikle

x;j —x veya lim ey = x ile gosterilir.

Ornek 2.4.35. (x;) ag1 neredeyse sabit ise, yani jy < j olan her j € J igin, x; =x € X

olacak sekilde jj € J var ise x; — x.

Not 2.4.36. Herhangi bir L kiimesi iizerinde
L={((xj)jesx): (x})jes, L tizerinde ag ve x e L}
kiimesi verilsin. Buradan;
O(L)={U cL:((xj)jes,x) € L ve xeU = neredeyse x; e U}

olmak iizere, @ ve L € O(L) ve O(L) birlesme ve sonlu kesisim altinda kapalt

oldugundan O(L) ailesi, L iizerinde bir topoloji olusturur.

O(L) topolojisinin tanimina gore ((x;) jes,x) € £ i¢in x; agmin limiti x olur. Gierz vd.
(1993)’ de O(L)’ deki L kiimesi 6zel olarak Tanim 2.4.33’ de verilen S ile gosterilen

kiime olarak alinmig ve bir ¢ok sonuca yer verilmistir.
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Lemma 2.4.37. L yonlendirilmis tam kismi sirali kiime (depo) ve U < L olsun.
Buradan, U € O(S) = {U € L: ((x})jes,x) €S vex €e U = neredeyse x; € U} olmasi
icin gerek ve yeter kosul

i) U=1U;
ii) Her yonlendirilmis kiilme D € Li¢in supD €U = DnU # @.
((i1)” de yonlendirilmis kiime, ideal ile degistirilebilir.)

Kamit. (=): U € O(S) olsun. (i)’ i gostermek igin U =1 U esitliini gostermeliyiz.
U ct U Tamim 2.3.25° den gelmektedir. 1 U € U gostermek i¢in x €1 U alalim. Buradan
u < x olacak sekilde u € U vardir. Degeri x olacak sekilde (x) sabit ag1 i¢in u < x = limx
olur. u € U € O(S) oldugundan, (x) ag1 neredeyse U’ da kalir. Yani x € U olur. Boylece
U =1 U oldugunu gostermis olduk.

Simdide (ii)’ yi gosterelim. D kiimesi, L’ de yonlendirilmis bir kiime ve supD € U
olsun. x; = d olacak sekilde (x;)gep agim ele alalm. inf,.s,x. = d olur ve bundan da,
limx; =supD e U € O(S) olur. ((x4)gep,supD) € S oldugundan, neredeyse d = x; € U
elde edilir. Buda DnU # @ oldugunu gosterir.

(«<=): U kiimesi (i) ve (ii) kosullarin1 saglasin. x € U olacak sekilde ((x;)jes,x) €S
alalim, neredeyse x; € U oldugunu gostermeliyiz.

S’ nin tanimindan, (x;) jey aginin neredeyse alt sinirlarinin bazi yonlendirilmis kiimesi
D i¢in x < supD olur. (i)’ den x € U olmasi supD € U olmasini gerektirir. (ii)” den bazi
deDicind € U olur. Tamim 2.4.33 dan, her i > j i¢in d < x; olacak sekilde j € J vardir.
Yine (i)’ den, her i > j i¢in x; € U olur. Buradan U € O(S) ¢ikar.

((i) kosulunun varligindan dolay1 (ii) kosulunda yonlendirilmis kiime yerine ideal
yazilabilir.) O

Tanim 2.4.38. L yonlendirilmis tam kismi siral1 kiimesinin U alt kiimesinin Scott agik
olmasi icin gerek ve yeter kosul Lemma 2.4.37’ deki kosullarin saglanmasidir. Scott
acik kiimenin tiimleyenine Scott kapali kiime denir. L kiimesinin Scott acik alt kiimeleri

koleksiyonuna Scott Topoloji denir ve 6(L) ile gosterilir.

L yonlendirilmis tam kismi sirali kiimesinin X alt kiimesi eger asagida verilen kosulu
saglarsa (S) ozelligi vardir denir:
(S) Eger her yonlendirilmis D kiimesi i¢in supD € X oluyorsa, x >y olan her x € D i¢in

x € X olacak sekilde y € D vardir.
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Teorem 2.4.39. Her yonlendirilmis tam L kiimesinde asagidaki sonuclari elde ederiz.

1) Bir kiimenin Scott kapali olmasi icin gerek ve yeter kosul yonlendirilmis

supremumlar altinda kapali agag1 kiime olmasidir.
ii) L daki her x i¢in | x = {x} olur.
iii) 6(L), T olur.
iv) Her yukar kiime Scott agiklarin kesigimidir.

v) Bir kiimenin Scott acik olmasi icin gerek ve yeter kosul S kosulunu saglayan

yukari kilme olmasidir.
vi) Her agagi kiime S kosulunu saglar.

vii) S kosulunu saglayan tiim kiimeler koleksiyonu bir topoloji olur.

Kanit. 1) D ¢ L’nin agag1 kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart L — D’nin yukari
kiime olmasidir ve L—- D Lemma 2.4.37 (2) saglamasi icin gerek ve yeter kosul

D’nin yonlendirilmis supremumlar altinda kapal1 olmasidir.

i1) | x, x y1 iceren en kiigiik asag1 kiimedir ve yonlendirilmis supremumlar altinda

kapalidir.

iii) {x} = {y} ise | x =| y olur. Buradan da x = y elde edilir. Sonug olarakta (L)
topolojik uzay1 Tj olur.

iv) Her yukan kiime U, x € L-U olacak sekilde L—- | x kiimelerinin kesisimleridir.

Bunlarinda acik kiime oldugu (ii) ile goriiliir.

v) U nin Scott acik olmasi icin gerek ve yeter kosul 1 U = U olmast ve S kosulunu

saglamasidir.
vi) Ispat aciktir.

vii) S kosulunu saglayan iki kiimenin kesisimide S kosulunu saglar ve S kosulunu
saglayan kiimelerin keyfi birlesimleride S kosulunu saglar. @ ve L de S kosulunu
saglar. Sonug olarak S kosulunu saglayan tiim kiimeler koleksiyonu bir topoloji

olur.

]
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Ornek 2.4.40. 1. L yonlendirilmis tam kismi siral kiime (depo) olsun. L sonlu ise
Scott agik kiimeler sadece yukari kiimelerdir. Gergektende eger U C L Scott acik
kiime ise Tanim 2.4.38” dan U =1 U olur. Diger taraftan U ¢ L yukar1 kiime olsun,
yani U =1 U olsun. supD ¢ U olacak sekilde herhangi bir yonlendirilmis D € L
alalim. D kiimesi, yonlendirilmis ve sonlu oldugundan supD € D olur. Buradan
daUnD # & ¢ikar.

2. L =R alirsak, Scott acik kiimeler » € R~ iken (r,0] seklinde kiimeler olur.

3. 2={0,1} zincirini alahm. 6(2) = {@&,{1},{0,1}} olur. 2 uzay1 bu topoloji ile

birlikte Sierpinski uzayi olarak taninmaktadir.

Lemma 2.4.41. X, bir 7 uzay1 olsun. Eger K € X kompakt kiime ise
Fx={UecO(X):KcU} (2.2)

ailesi bir Scott acik filtre olur.

2.5. Isbell Topoloji

Bu boliimde Continuous Lattices and Domains (Gierz vd. , 1993) kitabinda yer
alan Kompakt Acik ve Isbell topoloji tanimlarina ve olusturulan uygulamalara yer

verilmektedir.

TOP(X,Z), Ty olan X topolojik uzaymdan, T olan Z topolojik uzayina tiim siirekli

fonksiyonlar kiimesi olsun.

Tanim 2.5.42. TOP(X,Z) iizerinde, K, X topolojik uzayinin kompakt alt kiimesi, V,
Z topolojik uzayinin agik alt kiimesi olsun. Buradan TOP(X,Z) iizerinde, alt taban

elemanlari,
N(K—-V):={feTOP(X,Z): f(K)cV} 2.3)

seklinde tanimlanan topolojiye kompakt-acik topoloji denir.

Ornek 2.5.43. ¢:C(X,Y)xX =Y, (f,x) + f(x) seklinde tanimlanan C(X,Y) iizerinde

e’ yi siirekli yapan en ince topoloji kompakt agik topolojidir.

Not 2.5.44. f(K)cV < K c f~1(V) ve sag tarafin dogru olmasi igin gerek ve yeter

kosul K nin saturasyonunu (yani K yi iceren tiim agik kiimelerin kesisimi) f~1(V)
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nin i¢inde diiser. Boylece, her kompakt doymus (saturated) kiime i¢in K yi iceren acgik
kiimelerin koleksiyonu Fx bir Scott agik filtredir. Lemma 2.4.41 ve fe N(K - V) <

F~Y(V) € Fx oldugu gozlemlenir. Boylece, eger
N(Fgx < V):={feTOP(X,Z): f1(V)eFx} (2.4)

olarak tanimlanirsa, N(Fgx < V) =N(K - V) olur.

Tanim 2.5.45. X ve Y uzaylar i¢in H, O(X) tam latisinin Scott acik alt kiimelerinden
ve V, Y nin acik alt kiimelerinden olsun. Buradan, H € 6(O(X)) ve V € O(Y) iken
TOP(X,Y) iizerinde alt taban elemanlar1

N(H<«V)={feTOP(X,Y): f 1 (V)eH)} (2.5)

seklinde tanimlanan topolojiye Isbell topoloji denir.

Ornek 2.5.46. X = {a,b,c} ve Y = {0, 1} kiimeleri verilsin. X iizerinde
tx ={2,X,{a,b},{b}} ve Y tizerinde ty = {@,Y,{1}} topolojileri tanimlansin.

fila)=1,£1(b) =1, fi(c) =

f2(a) =0, 12(b) =0, f2(c) =0;
f3(a)=1,13(b) =0, f3(c) = 0;
fa(a) =1, fa(b) =1, fa(c) = 0;
f5(a)=0,f5(b) =1, fs(c) = 0;
fo(a)=1,f6(b) =0, fo(c) = 1;
f1(a)=0,f7(b) =1, f7(c) = 1

2

fs(a)=0,f3(b) =0, fs(c) = 1;

fonksiyonlar1 X kiimesinden Y kiimesine tanimlanan fonksiyonlardir. Buradan
TOP(X7Y) :{f17f27f47f5} olur.
TOP(X,Y) iizerinde Isbell topoloji olusturulmak istendiginde, Tamim 2.5.45

geregince, O(X) tam lattisi tizerindeki Scott acik alt kiimeler bulunmalidir. Tanim
2.4.38 kullamldiginda, o(O(X)) = {2,0(X),{X},{{a,b}, X}, {{a,b},{b},X}}
seklinde elde edilir. 6(O(X)) kiimesinin elemanlari sirasi ile Hy, H,,H3, Hy, Hs olarak
yazilirsa, Tanim 2.5.45 geregince, H, O(X)’ in Scott agiklarindan ve V, Y kiimesinin
acik alt kiimesi iken N(H < V') kiimeleri asagidaki sekilde bulunur:

NH, < {1})=a;N(H; < @)=a;N(H, < Y) =
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N(H, < {1}) = TOP(X,Y):N(H, « @) = TOP(X,Y);N(H; < Y) =
TOP(X,Y);

N(Hz < {1})={fi};N(H3 < @) =@;N(H3 < Y) =TOP(X,Y);

N(Hs < {1)) = {f1, fa}:N(Hy < @) = 2;N(Hy < Y) = TOP(X,Y);

N(Hs < {1}) ={f1,fa,fs};N(Hs < @) =2;N(Hs < Y) =TOP(X,Y);

Boylece, TOP(X,Y) tizerindeki Isbell topoloji NH <« V)
kiimelerinin sonlu kesigsimleri ile iretilen topoloji olur; yani alt bazi;
{a,TOP(X,Y),{f1},{f1,fa},{f1,fa,fs}} olur. Sonu¢ olarak Isbell topolojisi
{@,TOP(X,Y),{f1},{f1,/a},{f1,f4,f5}} olarak elde edilir.

Ornek 2.547. X = {0,1} ve Y = {a,b,c} kiimeleri verilsin. X iizerinde, Ty =
{@,X,{1}} ve Y iizerinde, 1ty = {@,Y,{a,b},{Db}} topolojileri tanimlansin.

fi(1)=a,f1(0) =a;
(1) =b, /2(0) =b;
f3(1)=c, f3(0) =¢;
fa(1) = a, f4(0) =b;
f5(1)=b,15(0) =a;
fo(1) =b,f6(0) =c;
f(1) =c,f7(0) =b;
fs(1) =a, fs(0) =c;
fo(1)=¢,£5(0) =a;

fonksiyonlart X kiimesinden Y kiimesine tanimlanan fonksiyonlardir. Buradan
TOP(X,Y)={f1,/2,/3,f5: f6, f3} olur.

TOP(X,Y) tzerinde Isbell topoloji olusturulmak istendiginde, Tanim 2.5.45
geregince, O(X) tam latisi iizerindeki Scott agik alt kiimeler bulunmalidir. Tanim
2.4.38 kullanildiginda, 6(O(X)) = {2,0(X),{X},{{1},X}} seklinde elde edilir.
6(O(X)) kiimesinin elemanlari sirast ile H, H,,H3, H4 olarak yazalirsa, Tanim 2.5.45
geregince, H, O(X)’ in Scott agiklarindan ve V, Y kiimesinin agik alt kiimelerinden

iken N(H < V) kiimeleri asagidaki sekilde bulunur:
N(H1 <—®) :Q;N(Hl <—Y) =®;N(H1 <« {a,b}) =®;N(H1 «~ {b}) =,

N(H, < @) = TOP(X,Y);N(H, < Y) = TOP(X,Y); N(H, « {a,b}) =
TOP(X,Y);
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N(H; < {b}) =TOP(X,Y);

N(Hs < @) =TOP(X,Y); N(Hs < Y) = TOP(X,Y);

N(Hz < {a,b}) ={f1,/2, f5}; N(H3 < {b}) = { 2}

N(Hs < @) =@ N(Hy < Y) = TOP(X,Y);

N(Hy<{a,b}) ={f1,/2,fs5:fe, fs}; N(Hs<{b})={f2,fs,f6}

Boylece, TOP(X,Y) tizerindeki Isbell topoloji NH <« V)
kiimelerinin sonlu kesigsimleri ile iretilen topoloji olur; yani alt bazi;
{2, TOP(X,Y) { o}, {f1,f2, s} {f1, 12, f5, fe: fs }, { f2, f5, f6} } olur. Buradan bazi;
{2, TOP(X.Y). {2}, {f1, o S5} { 1. o, /5, foo S8} A f2s f: fo } s { f2: fs} ) olur. Sonug
olarak Isbell topolojisi {@, TOP(X,Y ). { fo}. {f1. fo. fs}. { f1. o, f5. fo. fs } o { fas fo. fe }{ o, f5 3 }

olarak elde edilir.

2.6. Lawson Topoloji

Bu boliimde Continuous Lattices and Domains (Gierz vd. , 1993) kitabinda Lawson

topoloji kisminda yer alan tanimlara ve elde edilen sonuclara yer verilmektedir.

Scott topoloji pek c¢ok yonden domain teorisine uygundur. Bununla birlikte,
siralamayla elde edilen topolojiler arasinda kaba olmasi topolojinin klasik
kavramlarinin ¢ogunun kullantmimi  simirlandirmaktadir.  Scott topolojiyi etkili
diizenleme yollarindan bir tanesi dual topolojilere, yani verilen siralamanin tersi ile

elde edilen topolojilere, gére goz oniine almaktir.

Tanmm 2.6.48. L bir kismi sirali kilme olsun. Esas filtrelerin tiimleyenleri, L— 1 x,

tarafindan iiretilen topolojiye asag1 (lower) topoloji denir ve ®(L) ile gosterilir.

Teorem 2.6.49. L kismi sirali bir kiime olsun. Her x € L i¢in 1 x, ®(L) de kapalidir.

Kamit. U =L-1xise U, ®(L) de agik kiime olur. Buradan da ®(L) de 1 x kapali kiime
olur. [

Teorem 2.6.50. L kismi sirali bir kiime olsun. Sonlu bir K kiimesi i¢in, 1 K, (L) de

kapal1 olur.

Kamit. Kapali kiimelerin sonlu birlesimleri kapali oldugundan 1 K, ®(L)da kapaldir.
]
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Not. R, L kiimesi iizerinde bir bagint1 olsun. Eger L kiimesi R°P ters bagintisi ile goz

Oniine alinirsa bu durumda L°? ile gosterilecek.

Tanim 2.6.51. 6(L)°? iizerindeki Scott topolojiye dual Scott topoloji denir.

Dual Scott topoloji asagidaki ozellikleri saglayan U alt kiimelerinden olugsmaktadir.

i) Lde U =| U oldugundan L°? da U =1 U olur.

i1) Her filtrelenmis D ¢ L kiimesi i¢in infD € U olmast DnU # & olmasim
gerektirdiginden, her yonlendirilmis D ¢ L°P kiimesi i¢in supD € U olmas1 DnU # &

olmasin1 gerektirir.

Teorem 2.6.52. Yonlentirilmis tam kismi sirali kiime iizerindeki asagi topoloji (L)
genellikle 6(L)°P den kabadur.

Kanit. 1 x esas filtreleri dual Scott topoloji i¢in kapali oldugundan. [

Tanim 2.6.53. L yonlentirilmis tam kismi sirali kiime olsun. Scott topoloji ve asagi
topolojinin 6(L) v ®(L) ortak inceltilmigine (common refinement) Lawson topoloji
denir ve A(L) ile gosterilir. (L,A(L)) Lawson topolojik uzay1 A(L) ile gosterilir.

Bagka bir degisle, Lawson topoloji, U € 6(L) olan U kiimeleri ile birlikte x € L igin
L— 1 x kiimelerinden olusan alt baza sahiptir. U € 6(L) ve F, L nin sonlu alt kiimesi

iken U- 1 F kiimesi, A(L) i¢in baz olusturur.

Dikkat edilirse, U ve L- 1 F, (S) ozelligini saglar. Dolayisiyla, her L— 1 F ve her

Lawson acik kiime Teorem 2.4.39 den (S) 6zelligini saglar.

Teorem 2.6.54. L yonlentirilmis tam kismi siral1 kiime olsun.

1) U yukar kiimesinin Lawson agik kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart Scott acik
kiime olmasidir.

i1) Asagr kiimenin Lawson kapali olmas1 i¢in gerek ve yeter sart yoOnlentirilmis
kiimelerin supremumlart altinda kapali olmasidir.

i) Eger A, L de Scott kapali kiime ise sirasiyla A da relatif asagi topoloji, relatif

Lawson topoloji A da asag1 ve Lawson topoloji olurlar.

Kanit. i) 6(L) € ML) oldugundan, Scott agik kiime Lawson acik kiime olur. Simdi
Lawson agik yukar1 kiimenin Scott agik kiime oldugunu gostermeliyiz. Yukar1 kiime U
Lawson acik kiime olsun. Buradan (S) 6zelligini saglar. Daha sonra Teorem 2.4.39 (v)
den Scott acik kiime olur.

ii) Teorem 2.4.39 (i) den agiktir.

iii) A nin agag1 topolojisi ve L den relatif asag1 topolojisi ayn1 kapali alt baz kiimelerine
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sahiptir. A nin A de Scott kapali alt kiimesi L de Scott kapali kiimedir ve sonug olarak
L de relatif Scott topoloji, L de Scott topoloji ile ¢akisir. Lawson topoloji icin ispat bu
ikisinden gelir. O

2.7. Esnek Kiimeler

Bu boliimde esnek kiimelerle ilgili, bu tezde kullanilacak temel tanimlar verilmektedir.

Tanim 2.7.55. (Molodtsov, 1999) U bir baslangi¢ evreni, E parametrelerin kiimesi
olsun. P(U), U’ nun tiim alt kiimeleri ailesi ve A € E olsun. F : A — P(U) kiime

degerli fonksiyon iken, (F,A) ikilisine U iizerinde esnek kiime denir.

Baz1 caligmalarda (F,A) esnek kiimesi (F,A) = {(a,F(a))la € A} seklinde
gosterilirken, bazi calismalarda (a,F(a)) yerine kisaca notasyon olarak F(a)
kullanilmaktadir. Bu tez calismamizda, farkim1 gostermemiz gereken yerler disinda

F (a) notasyonunu kullanacagiz.

Ornek 2.7.56. (Maji vd. , 2003) U = {hy,ho,h3,hs,hs,hs} evler kiimesi ve
parametreler kiimesi E = {pahali, giizel, ahsap, ucuz, yesilikli, modern, iyi durumda,

kotii durumda} olsun.

(F,A) esnek kiimesi e; pahali; e, giizel; e3 ahsap; e4 ucuz; es yesillikli olmak iizere

A={er,ex,e3,ea,e5), F(er) = {ho, ha}, Flex) = {h1,h3}, F(e3) = {h3, ha, hs . F(ea) =
{hl,h3,h5}, F(eS) = {hl} olsun.

Yani (F,A) esnek kiimesi, U kiimesinin {F(e;),i = 1,2,3,4,5} alt kiimelerinin bir

parametrize ailesi olur.

Tanim 2.7.57. (Maji vd. , 2003) Eger her ¢ € A i¢in, F(e) = @ oluyorsa, U iizerindeki
(F,A) esnek kiimesine bog (null) esnek kiime denir ve @ ile gosterilir.

Tanim 2.7.58. (Maji vd. , 2003) U evreni iizerinde (F,A) ve (G,B) iki esnek kiime

olsun. Eger

i) AcBve,

ii) YeeA, icin F(e) ve G(e) 6zdes yaklagimlar

ise (F,A), (G,B) nin esnek alt kiimesidir denir ve (F,A)Z(G,B) ile gosterilir.
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Ornek 2.7.59. A = {e|,es,e5} ve B = {ej,es,e3,e5} olsun. Buradan A c B oldugu
goriilmektedir. (F,A) ve (G,B), U evreninde asagidaki gibi tanimlanan iki esnek kiime

olsunlar.

F(el) = {hz,h4}, F(EZ) = {hl,hg,}, F(e5) = {hl} Ve G(el) = {hz,h4}, G(ez) = {hl,h3},
G(e3) ={h3,ha,hs}, G(es) = {h}

Buradan (F,A)<(G,B) oldugu goriilmektedir.

Tanim 2.7.60. (Maji vd. , 2003) U evreni iizerinde (F,A) ve (G, B) esnek kiimelerinin
birlesimi, C = AuB iken, (H,C) esnek kiimesi olarak asagidaki gibi tanimlanir; her

ee€Cicin

F(e) ecA-B
H(e)=1 G(e) ecB-A
F(e)uG(e) ecAnB

(F,A)5(G,B) = (H,C) olarak yazilir.

Tanim 2.7.61. (Maji vd. , 2003) U evreni iizerinde (F,A) ve (G, B) esnek kiimelerinin
kesisimi (H,C) esnek kiimesi C = AnB # @ iken, her e € C i¢in H(e) = F(e) nG(e)
olacak sekilde tanimlanir ve (F,A)"(G,B) = (H,C) olarak yazilir.

Tanim 2.7.62. (Ali vd., 2009) Bir (F,A) esnek kiimesinin tiimleyeni (F,A)¢ = (F¢,A),
F¢:A - P(U) kiime degerli fonksiyonu her x € A i¢in F¢(x) = U — F(x) olacak sekilde

tanimlanir ve (F,A)¢ ile gosterilir.
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3. BULGULAR VE DEGERLENDIRME

3.1. Esnek Sirasal Yapilar

Bu bolimde esnek kiimeler iizerindeki siralama ile ilgili tanim ve teoremlere yer

verilmistir.

Tanim 3.1.1. (Babitha ve Sunil, 2010) (F,A) ve (G,B), U evreni iizerinde iki esnek
kiime olsun. (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin karteyzen ¢arpimi (F,A) x (G,B) =
(H,AxB), (a,b)eAxBiken, H:AxB—P(UxU) ve H(a,b) = F(a) x G(b) seklinde

tanimlanir. Yani,
H(a,b):{(hi,hj)|h,-eF(a),hjeG(b)} (36)

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.1.2. Ornek 2.7.59" deki esnek kiimelerin, (F,A) x (G,B) katezyen carpimi;
(H,A x B) esnek kiimesi olur, 6yle ki; (a,b) € A xB iken, H(a,b) = {(hi,h;)|h; €
F(a),hjeG(b)} olur. Yani

(H,A x B) = {F(e;) x G(e1),F(e;) x G(ez),F(e1) x G(e3),F(e1) x G(es),
F(e2) x G(e1),F(e2) x G(e2),F(e2) x G(e3),F(e2) x G(es), F(es) x G(e1), F(es) x
G(e2),F(es)xG(e3),F(es)xGles)}

olur.

Tanim 3.1.3. (Babitha ve Sunil, 2010) (F,A) ve (G,B), U evreni iizerinde iki esnek
kiime olsunlar. (F,A) x (G,B) kartezyen ¢arpiminin bir R esnek alt kiimesine, (F,A)
dan (G,B) ye bir esnek baginti denir.

Bagska bir deyisle, (F,A) dan (G,B) ye bir R bagntisi, (H,AxB) = (F,A) x (G, B) iken
ScAxB ve her (a,b) €S icin Hy(a,b) = H(a,b) olacak sekilde R = (H},S) seklinde

tanimlanir.

Ornek 3.1.4. Ornek 3.1.2° deki kartezyen carprminin esnek alt kiimeleri, (F,A), (G,B)

esnek kiimeleri lizerinde bir bagint1 olur. Ornegin;
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R = {F(e1) x G(e1),F(e1) x G(ez),F(ez2) x G(e3z),F(ez) x G(es),F(es) x
G(ez),F(es)xG(e3),F(es)xG(es)}
(F,A) dan (G,B) ye bir esnek baginti olur.

Tanim 3.1.5. (Babitha ve Sunil, 2010) R, (F,A) dan (G, B) ye bir esnek bagint1 olsun.
Ay={acA:H(a,b)eR,beB} veheraj €Aigin D(a;)=F(a;) olacak sekilde (D,A1),
R esnek bagmtisinin tanim kiimesi olarak tanimlanir.

BicBveB;={beB:H(a,b)€R,acA} olacak sekilde her b; € B; i¢cin RG(b;) = G(by)
seklinde tanimlanan (RG, By ) esnek kiimesine R bagintisinin goriintiisii denir ve ranR

ile gosterilir.

Tanim 3.1.6. (Babitha ve Sunil, 2010) R, (F,A) iizerinde bir bagint1 olsun.

1. HeracA icin Hi(a,a) € R ise R yansumalidir.
2. Hi(a,b) e R = Hj(b,a) € R ise R simetriktir.
3. Hera,b,c €A i¢in Hy(a,b) €R, Hi(b,c) € R = H\(a,c) € R ise R gecismelidir.

Tanim 3.1.7. (Babitha ve Sunil, 2011) R, (F,A) tizerinde bir bagint1 olsun. Eger her
F(a),F(b) € (F,A) icin F(a) xF(b) € R ve F(b) xF(a) € R, F(a) = G(b) olmasin
gerektiriyorsa, R bir antisimetrik bagintidir denir.

Tanmim 3.1.8. (Tanay ve Yaylali, 2014) (F,A) esnek kiimesi iizerinde yansimali, gegisli

< bagntisina yari-sirali bagint, (F,A) esnek kiimesine yari-siralt esnek kiime denir.

Tanmmm 3.1.9. (Babitha ve Sunil, 2011) <, (F,A) lizerinde yansimali, antisimetrik,
gecismeli bir esnek baginti ise kismi sirali denir. (F,A, <) g¢liisiine kismi sirali esnek

kiime denir.

Tanim 3.1.10. (Babitha ve Sunil, 2011) <, (F,A) esnek kiimesinde bir siralama ve
F(a) ve F(b), (F,A) esnek kiimesinin herhangi iki elemani olsun. Eger F(a) < F(b)
yada F(b) < F(a) oluyor ise F(a) ve F(b) kiyaslanabilir denir.

Tanim 3.1.11. (Babitha ve Sunil, 2011) <, (F,A) esnek kiimesi iizerinde bir kismi siralt
esnek kiime bagintisi olsun. Eger (F,A) nin her elemani kiyaslanabilir ise < bagintisina

tam sirall denir.

Tanim 3.1.12. (Yaylali vd. , 2017) <, (F,A) da esnek bagimnti olsun. < in (G, B) esnek

alt kiimesine kisitlanig1 asagidaki gibi tanimlanir:

G(a) <(g,p) G(b) = F(a) <F(b),Va,beB.
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Tanmm 3.1.13. (Wardorwski, 2013) s(U), U iizerindeki biitin esnek kiimeler ailesi
olmak iizere (F,A) € S(U) olsun. Eger p € E ve u€ F(p) ise o= (p,{u}), (F,A) nin
bostan farkli esnek elemanidir denir. p € E iken (p, ) ikilisine (F,A) nin bos esnek
elemanidir denir. (F,A) nin bostan farkli ve bos esnek elemanlarina (F,A) nin esnek

elemanlar denir. (F,A) nin o esnek elemani o€(F,A) olarak gosterilir.

Not: (F,A) esnek kiimesindeki bir esnek eleman a = (p,{u}), U tizerinde B = {p} ¢
E ve H,(p) = {u} c U iken bir (H,,B) esnek kiimesi olarak diistiniilebilir. Boylece,
(F,A)={(p,F(p))|pecA} esnek kiimesinde p € A iken F(p)

(P F ()} =Uper(y (P {1})

seklinde elde edilir. Gergektende, C = U{p} ve K(p) = Uyep(p){u} = F(p) iken
OuEF(p) (p7 {I/l}) = (K,C) olur.

Tamm 3.1.14. (F,A) esnek kiime ve <, (F,A) uzerinde bir esnek bagnti olsun.
(G,B), Bc A ve her x € B i¢in G(x) € F(x) olacak sekildeki baska bir esnek kiime
ise (G, B) lizerinde < esnek bagintisindan elde edilen <g_.r esnek bagintis1 asagidaki

gibi tanimlanir:

(P {u})E <G (p,{u})e< ve(p,{u})e(G,B) x (G, B)

Ornek 3.1.15. U = {uy,u,u3,us,us} evrensel kiime ve A = {a,b,c}, B = {a,b}
parametre kiimeleri olsun. F(a) = {uy,us,us}, F(b) = {uz,us}, F(c) = {up,u3,us}
ve G(a) = {u1,u3}, G(b) = {up} olacak sekilde (F,A) ve (G,B) esnek kiimeleri

tamimlansin. (F,A) iizerindeki < esnek bagintis1 agagidaki gibi olsun:

IN
Il

{F(a)xF(a),F(b)xF(b),F(c)xF(c),F(a)xF(b)}

{{((a,a), (u1,m)),((a,a),(u1,u3)),((a,a), (ur,us)), ((a,a), (u3,ur)),
((a,a), (u3,u3)),((a,a), (u3,us)), ((a,a), (us,u1)),((a,a), (us,u3)),
((a,a), (us,us))},{((b,b),(u2,u2)),((b,), (u2,u4)),((b,b), (us,us)),
((b,b), (us,u2))},{((a,b),(u1,u2)),((a,b), (u1,us)),((a,b), (u3,u2)),
((a,b),(u3,us)),((a,b),(us,u2)), ((a,b), (us,us))} }

Ayrica,

(G7B) X (GvB) = {{((ava)v(ulvul))7((ava)7(u17u3))7((ava)a(u?nul))?
((Cl?a)v(u37u3))}7{((bvb)7(u27u2))}7{((a7b)7(”17”2))7
((a,b),(u3,u2))},{((b,a),(ul,uz)),((b,a),(u3,u2))}}
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oldugundan, (G, B) iizerinde < esnek bagintisindan elde edilen esnek baginti

SG-F = {{((aaa)’(ulaul))7((a7a)7(ul7u3))a((ava)a(u3vu1))7((ava)7(u37u3))}7
{((b7b)7(u27u2))}7{((a7b)7(uhuz))?((aab)7(u37u2))}}
= {G(a)xG(a),G(b)xG(b),G(a) xG(b)}
olur.

Tanim 3.1.16. (Babitha ve Sunil, 2011) (G,B,<) kismi sirali bir esnek kiime olsun.

Buradan

a) beBveherxeBigin G(b) <G(x) oluyor ise, G(b) ye, (G, B) esnek kiimesinin *<’

siralamasina gore en kiigiik elemanidir denir.

b) b e Bigin G(x) < G(b) ve G(x) +# G(b) olacak sekilde x € B yoksa, G(b)’ye (G,B)

esnek kiimesinde ’<’ siralamasina gore kiigiikge eleman denir.

a’) beB ve her x € B igin G(x) < G(b) oluyor ise, G(b) ye, (G,B) esnek kiimesinin

"<’ siralamasina gore en biiyilik elemanidir denir.

b’) beBicin, G(b) < G(x) ve G(x) # G(b) olacak sekilde x € B yoksa, G(b)’ye (G, B)

esnek kiimesinde ’<’ siralamasina gore biiyiikce eleman denir.

Tanmmm 3.1.17. (Tanay ve Yaylali, 2014) <, (F,A) esnek kiimesinde bir siralama
bagntisi olsun ve (G,B)T(F,A) oldugunu varsayalim.

* acAiken, herxeBicin F(a) < G(x) oluyorsa, F(a)’ ya, (G,B) esnek kiimesinin

(F,A,<) sirali esnek kiimesinde alt siniridur denir.

* acA iken, F(a), (G,B) esnek kiimesinin (F,A,<) iginde alt sirlarinin en

bitytigii ise (G, B) esnek kiimesinin e.b.a.s.” 1 (infimum) denir.
Benzer sekilde,

* acAiken, herxeBicin G(x) < F(a) oluyorsa, F(a)’ ya, (G,B) esnek kiimesinin

(F,A,<) sirali esnek kiimesinde iist siniridir denir.

* acA iken, F(a), (G,B) esnek kiimesinin (F,A,<) icinde iist sinrlarinin en

kiictigii ise (G, B) esnek kiimesinin e.k.ii.s.” ii (supremum) denir.

Tanim 3.1.18. (Tanay ve Yaylali, 2014) (F,A) esnek kiime olsun. (F,A) sonlu

parametre kiimesine sahipse, (F,A) ya sonlu esnek kiime denir.
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Tanmm 3.1.19. (Tanay ve Yaylali, 2014) (F,A) yari-sirali esnek bir kiime ve
(G,B)S(F,A) olsun. (G,B) bos olmayan esnek kiimesinin her sonlu esnek alt
kiimesinin (G, B) de iist sinir1 var ise (G, B) esnek kiimesine yonlendirilmis esnek kiime

denir.

Ornek 3.1.20. (Tanay ve Yaylali, 2014) U = {c{,c3,c3,¢4,¢5,¢6}, A = {a1,a;,a3} iken

F(ar) ={c1,c2}, F(az) ={c2}, F(a3) = {c4,c5,c6}

olacak sekilde bir (F,A) esnek kiimesi dikkate alinsin. (F,A) esnek kiimesi iizerinde

<={F(a1)xF(a1),F(a)xF(az),F(a3)xF(a3),F(ar)xF(az),F(az)x
F(a3), F(a)xF(a3)}

esnek bagmti tanimlansin. (F,A) esnek kiimesi < bagintisina gore yonlendirilmig esnek

kiime olur.

Tanmmm 3.1.21. (Yaylali ve Tanay, 2015) (F,A) yari-sirah esnek bir kiime ve
(G,B)S(F,A) olsun. (G,B) bos olmayan esnek kiimesinin her sonlu esnek alt
kiimesinin (G, B) de alt sinir1 var ise (G,B) esnek kiimesine filtrelenmis esnek kiime

denir.

Tanmm 3.1.22. (Tanay ve Yaylah, 2014) (F,A), < esnek kiime bagimntisi ile

yari-siralanmug bir esnek kiime olsun. (G, B)(F,A) i¢in;

i) C={acA:F(a)<G(b),beB} ve H=F|c olmak iizere, (H,C) esnek kiimesi
| (G,B) seklinde gosterilir.

ii) D={aeA:G(b) <F(a),beB} ve K = F|p olmak iizere, (K,D) esnek kiimesi
1 (G,B) seklinde gosterilir.
Ayrica,

iii) Eger (G,B) =| (G,B) olursa, (G, B) esnek kiimesine asag: esnek kiime denir.
iv) Eger (G,B) =1 (G,B) olursa, (G,B) esnek kiimesine yukar: esnek kiime denir.

v) Eger (G,B) esnek kiimesi yonlendirilmis asagi esnek kiime ise (G,B) esnek

kiimesine ideal denir.

vi) (Yaylali ve Tanay, 2015) Eger (G, B) esnek kiimesi filtrelenmis yukari esnek kiime

ise (G, B) esnek kiimesine filtre denir.
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vii) (Yaylali ve Tanay, 2015) Maksimum elemani olan esnek ideale esas esnek ideal

denir.

viii) (Yaylali ve Tanay, 2015) Minimum elemani olan esnek filtreye esas esnek filtre

denir

Tamim 3.1.23. (Yaylali ve Tanay, 2015)

i) (F,A,<) kismi sirali esnek kiimesinin her a,b € A olacak sekilde F(a),F(b)
elemanlarinin en biiyiik alt sinir1 varsa, (F,A,<) esnek kiimesine esnek-inf yari-

latis denir.

ii) (F,A,<) kismi sirali esnek kiimesinin her a,b € A olacak sekilde F(a),F(b)
elemanlarinin en kiigiik iist sinir1 varsa, (F,A, <) esnek kiimesine esnek-sup yari-

latis denir.

iii) (F,A,<) kismi sirali esnek kiimesi hem esnek-inf yari-latis hemde esnek-sup

yari-latis ise (F,A,<) esnek kiimesine, esnek latis denir.

Bu tez ¢alismasinda, esnek-inf yari-latis yerine yari latis kullanilacaktir.

Tanim 3.1.24. (Tanay ve Yaylali, 2014) Bir kismi swrali esnek kiimenin her
yonlendirilmig esnek alt kiimesinin en kiiciik iist sinir1 varsa, o esnek kiimeye yon-

lendirilmis tam esnek kiime denir.

Tanmim 3.1.25. (Yaylali ve Tanay, 2015) Esnek-inf yari-latis ve yonlendirilmis tam olan

esnek kiimeye, yonlendirilmis tam esnek-inf yari-latis denir.

(F,A) kismi sirali esnek kiimesinin her esnek alt kiimesinin alt sinirlarinin en biiyiik

elemani ve iist stmirlarinin en kiigiik elemani varsa, (F,A)’ ya tam esnek latis denir.

Teorem 3.1.26. (Tanay ve Yaylah, 2014) (F,A) yonlendirilmis tam kismi sirali
esnek kiime olsun ve 1 (G1,B;) = (G1,B1), 1 (G2,B2) = (G2,By) olacak sekilde
(G1,B1)S(F,A), (G2,B2)E(F,A) ve I indis kiimesindeki her i i¢in (G;,B;)S(F,A)

olsun. Buradan

i) 1 ((G1,B1)"(G2,B2)) =1 (G1,B1)n 1 (G2, By).

ii) T(DI(G,-,Bi)) = DIT (Gi,By).

olur.
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Kanat. i) Tamim 2.7.61 dan B = B; n B, iken % ((Gl,Bl)ﬁ'(Gz,Bz)) =1 (G,B) =
(K,D) olur. K(d) € (K,D) olsun. Buradan, G(b) = G{(b) nG,(b) = F(b) iken
G(b) < K(d) olacak sekilde b € B vardir. Tanim 2.7.58 dan ve b€ By ve be B,
olmasindan, G| (b) < K(d) ve G»(b) < K(d) elde edilir. Sonug olarak, K(d) €t
(G1,B1) = (K1,D1) ve K(d) €1 (Ga,B2) = (K»,D3) olur. Boylece d € DynD; ve
Ki(d)nKy(d)=F(d)nF(d) =F(d) = K(d) oldugundan, K(d) €t (G1,B;)n 1
(G2, By) olur.
Tersine, K(d) €t (G1,B1)n 1 (G2, B3) olsun. Buradan 1 (G1,B;) = (G1,B;) ve 1
(G2,B2) = (G2, By) oldugundan, K(d) € (G,B1)N(Ga,By) elde ederiz. Boylece
K(d) €t ((G1,B1)A(Ga,B)) olur.

i1) 1’ e benzer sekilde ispatlanir.

]

Tanim 3.1.27. (Wardorwski, 2013) (F,A) ve (G,B), U evrensel kiimesi iizerinde esnek
kiimeler olsun . Asagidaki kosullar saglayan TS(F,A)X(G,B) esnek bagintisina esnek
fonksiyon denir T : (F,A)> (G, B) ile gosterilir.

(SM1) her o€(F,A) esnek elemant igin o7 3 olacak sekilde sadece bir f€(G,B) esnek
eleman vardir, 7 (o) = B ile gosterilir;

(SM2) her o€(F,A) bos esnek elemani i¢in T'(at), (G,B) de bos esnek eleman olur.

Not: N N N
T(Uo(e“(F,A)OC) = UaE(F,A)T(O‘) = UpeAT((PaF(P)))

esitlikleri kolaylikla kontrol edilebilir.

Tanim 3.1.28. (Babitha ve Sunil, 2010) Bir (F,A) dan (G, B) ye T esnek fonksiyonuna
eger F(a) #+ F(b) olmas1 T(F(a)) # T(F(b)) olmasim gerektirise, injektif (birebir)
denir .

Bir (F,A) dan (G,B) ye T esnek fonksiyonuna eger ranT = (G,B) ise, Orten denir .

Bir esnek fonksiyon hem birebir hem Ortense bijektif denir.
Tamm 3.1.29. (Wardorwski, 2013) T<S(F,A)x(G,B) bir esnek fonksiyon olsun.
(D,C)S(G,B) nin T alundaki tersi T-'((D,C)) ile gosterilir ve asagidaki gibi

tanimlanir: N
T-'((D,C)) = U{{a} : 0&(F,A), T (a)E(D,C)}

27



Tammm 3.1.30. (Yaylali ve Tanay, 2015) Kismi sirali esnek kiimeler arasinda
tanimlanan f : (F,A,<4) — (G,B,<p) esnek fonksiyonuna sira korur yada monoton
denmesi i¢in gerek ve yeter kosul (F,A) daki her F(a),F(b) icin F(a) <4 F(b) =
f(F(a))<p f(F(b)) olmasidur.

Bir injektif f fonksiyonunda f ve f~! monoton ise f ye izomorfizma denir.

Eger (F,A,<4) ile (G,B,<p) arasinda izomorfizma bulunabilirse bunlara izomorf

denir.

3.1.1. Esnek way-below bagintisi

Gosterim  kolayhigr icin inf{F(a),G(b)} yerine gerektiginde F(a)G(b) ve
F(x)(G,B) =inf{F(x),G(b): b e B} kullanilacaktir.

Tanim 3.1.31. Yonlendirilmis tam esnek kiime olan ve her x € A ile her yonlendirilmis
esnek alt kiime (G,B)Z(F,A) i¢in

F(x)sup(G,B) = sup(F(x)(G,B)) (3.7)

saglayan (F,A) esnek-inf yari-latisine esnek meet siirekli denir.

Ornek 3.1.32. U = {c,c2,c3,¢4,¢5,¢6) Ve A = {ay,az,a3} olacak sekilde U iizerinde
(F,A) esnek kiimesi F(ay) ={cy,c2}, F(az) ={c2}, F(a3) = {ca,c5,c6} seklinde ve
ensek baginti

<= {F(ay) x F(a1),F(az) x F(ap),F(a3) x F(a3),F(a1) x F(a2),F(ay) x
F(a3),F(ai)xF(a3)}

seklinde tanimlansin. (F,A) nin esnek inf-yar1 latis ve yonlendirilmis tam esnek kiime
oldugu goriilmektedir. Simdi (F,A) nin esnek meet siirekli oldugunu gosterelim.
Her x € A ve (F,A) nin yonlendirilmis her esnek alt kiimesi (G,B), bu 6rnek igin
(F,A) nin tiim esnek alt kiimeleri, i¢in F(x)sup(G,B) = sup(F(x)(G,B)) oldugunu
gostermeliyiz.

{F(ay)} yonlendirilmis esnek alt kiimesi ve F(aj) icin F(a;)sup{F(az)} =
inf(F(ay),F(ay))=F(ar)=sup{infF(ay),F(ay)} olur.

{F(ay),F(a3)} yonlendirilmig esnek alt kiimesi ve F(ay)
icin F(ay)sup{F(ay),F(a3)} = inf{F(a1),F(az)} = F(ay) ve

sup(Fai){F(a2),F(a3)}) = sup{inf{F(a1),F(a2)},inf{F(a1),F(a3)}} =
sup{F(a1),F(a1)} = F(a;) olur. Boylece F(ay)sup{F(a),F(a3)} =
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sup(F(ay){F(ay),F(a3)}) elde ederiz.
Diger durumlarda benzer sekilde elde edilir.

Her x € A ve (F,A) nin her yonlendirilmis esnek alt kiimesi (G, B) i¢in F (x)sup(G,B) =
sup(F (x)(G,B)) saglandigindan, (F,A) esnek meet siireklidir.

Teorem 3.1.33. Yonlendirilmis tam esnek yari latis (F,A) da asagidaki kosullar
birbirine denktir:

1 (F,A) esnek meet siireklidir.

2 her yonlendirilmis esnek kiime (D,C) ve her F(a) < sup(D,C) icin F(a) <
sup(F (a)(D,C)) olur (bundan dolay1 F(a) = sup(F(a)(D,C)) dir).

Kamit. 1=2 (D,C) yonlendirilmis esnek kiime ve F(a) < sup(D,C) olsun. Buradan
F(a) <F(a)sup(D,C) =sup(F(a)(D,C)) olur.

2 =1 (D,C) yonlendirilmis esnek kiime ve F(a) < sup(D,C) olsun. Buradan F(a) =
F(a)sup(D,C), (2) den F(a) = F(a)sup(D,C) =sup(F (a)(D,C)) elde edilir.

]

Tanim 3.1.34. (F,A,<) kismi sirali esnek kiime olsun. F(a) way-below F(b) olmasi
icin gerek ve yeter kosul (F,A) da sup(G,B) nin var oldugu her yonlendirilmis esnek
altkiimesi (G, B) i¢in F (b) < sup(G,B) olmasi her zaman F (a) < G(d) olacak sekilde
(G, B) esnek kiimesinde bir G(d) nin var olmasini gerektirmesidir. F(a) way-below
F(b), F(a) < F(b) ile gosterilir.

Bu tamim, Sayed (Sayed, 2014) tarafindan "(F,A) kismi sirali esnek kiime olsun.
Her F(x),F(y) € (F,A) i¢in eger sup(G,B) var ve F(y) < sup(G,B) olan her
yonlendirilmis esnek alt kiime (G,B)€(F,A) i¢in F(x) < G(z) olacak sekilde G(z) €
(G,B) varsa, F(x) approximate F(y) denir ve F(x) < F(y) seklinde gosterilir."
seklinde es zamanl olarak ifade edilmistir.

Ornek 3.1.35. Ornek 3.1.32 deki kismi sirali (F,A,<) esnek kiimesini goz 6niine
alalm. Simdi F(a;) < F(a3) oldugunu gosterelim. Tamim 3.1.34 dan, (F,A) nin
F(a3) <sup(D,B) ozelligini saglayan her yonlendirilmis esnek alt kiimesi (D,C) igin
F(a;) < D(b) olacak sekilde (D,C) de D(b) nin var oldugunu gostermeliyiz.

29



* By = {ay,a3} olacak sekilde (Di,B1)S(F,A) igin, sup(D;,B;) = F(a3) ve
F(a3) <sup(Dy,By) olur ve F(ay) < F(a3) bulunur.

* By = {a,a3} olacak sekilde (Dj,B;)S(F,A) igin, sup(D,,B;) = F(a3) ve
F(a3) <sup(Dy,B;) olur ve F(a;) < F(ay) bulunur.

* B3 ={a3} olacak sekilde (D3,B3)S(F,A) i¢in, sup(D3,B3) = F(a3) ve F(a3) <
sup(D3,B3) olur ve F(ay) < F(a3) bulunur.

(F,A)S(F,A) igin, sup(F,A) = F(a3) ve F(a3) < sup(F,A) olur ve F(a;) <
F(a,) bulunur.

Bu ornek icin esnek way-below bagintisini
<= {F(a1) x F(a1),F(a2) x F(a),F(a3) x F(a3),F(a1) x F(az),F(az) x
F(a3),F(a1)xF(a3)}

seklinde elde ederiz.

Teorem 3.1.36. Bir kismi sirali  esnek  kiime (F,A)’ daki her
F(a),F(b),F(c),F(u),F(v) elemanlar icin asagidakiler gerceklenir.

i F(a)<F(b)=F(a)<F(b);
ii F(u)<F(a)<F(b)<F(v)=F(u)<F(v),

iii {F(a),F(b)}’nin en kiigiikk iist sinir1 var oldugunda F(a) < F(c) ve F(b) <
F(c) = sup{F(a),F(b)} < F(c) olur;

iv (F,A) en kiiciik eleman F(0)’ a sahipse; F(0) << F(a) olur.

Kamit. i F(a) < F(b) oldugunu varsayalim. sup(G,B) nin var oldugu ve F(b) =
sup(G,B) olan (F,A) nin yonlendirilmis esnek alt kiimesi (G,B) yi alalim.
Buradan, F(a) <« F(b) oldugundan, F (a) < G(d) olacak sekilde (G,B) de G(d)
vardir ve G(d) < sup(G,B) oldugunu bildigimizden, F (a) < F(b) elde ederiz.

ii sup(G,B) nin var oldugu her yonlendirilmig esnek kiime (G,B) igin F(b) <
sup(G, B) oldugundan F(a) < G(c) olacak sekilde ¢ € B vardir. Simdi F(v) <
sup(H,C) olacak sekilde supremuma sahip olan yonlendirilmis esnek kiime
(H,C) yi alahm. Bu F(b) < sup(H,C) olmasini gerektirir, burada tanimdan
F(a) < F(d) olacak sekilde d € C vardir. Buda, F(u) < F(d) olmasim gerektirir.
Sonug olarak F(u) << F(v) oldugunu elde ederiz.
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iii F(c)<sup(G,B) olacak sekilde yonlendirilmis esnek kiime (G, B) alalim. Buradan
F(a) <G(dy) ve F(b) < G(d,) olacak sekilde (G,B) de G(d;) ve G(d,) vardur.
sup{F(a),F(b)} < sup{G(d,),G(d>)} oldugundan ve (G,B) yonlendirilmis
esnek kiime oldugundan sup{G(d;),G(d»)} € (G,B) olur. Boylece F(a) v
F(b) < F(c) elde edilir.

iv (F,A) nin F(a) <sup(G,B) olacak sekilde yonlendirilmis esnek alt kiimesi (G, B)
yi alalim. F(0) en kiigiik eleman oldugundan her x € B igin F(0) < F(x) olur.
Boylece F(0) < G(b) olacak sekilde b € B vardir. Buradan F(0) << F(a) olur.

]

Not:
VF(a)={(b,F(b))|beA,F(b) <F(a)}

AF(a)={(b,F(b))|becA,F(a) <F(b)}

Not: Esnek tam yart latis (F,A) da her F(x) i¢in { F(x) esnek kiimesi | F'(x) tarafindan
icerilen bir ideal olur.
Eger F(x) <F(y) ise { F(x)S{ F(y) olur.

Kamt. IIk olarak | F(x) in esnek ideal (yonlendirilmis asag1 esnek kiime) oldugunu
gosterelim. | F(x) = {F(a)|la€A, F(a) < F(x)} oldugunu biliyoruz. { F(x) den F(a)
ve F(b) yi alahm. 3.1.36 teoreminden sup{F(a),F(b)} < F(x) olur, buradan da
sup{F(a),F(b)} €} F(x) elde ederiz. Boylece | F(x) yonlendirilmis esnek kiime olur.

v Fx)€ | ({ F(x)). Simdi | ({ F(x))€ { F(x) oldugunu gostermeliyiz.
F(u) €l ({ F(x)) alahm. Buradan baz1 F(v) €} F(x) i¢in F(u) < F(v) olur, bundan
da F(v) < F(x) olur. (F,A) nin F(x) < sup(G,D) olacak sekilde yonlendirilmig
esnek alt kiimesi (G,D) yi alalim. Buradan F(v) < F(d) olan d € D vardir. O
halde F(u) < F(v) < F(d) elde edilir. Bu F(u) <« F(x) olmasmm gerektirir. Oyleyse
F(u) €} F(x) olur. Boylece | ({ F(x))S { F(x) elde edilir. Bu nedenlede | F(x) asag

esnek kiime olur.

F(x) <F(y) olsun. F(u) €} F(x) alalim. Buradan F (u) < F(x) olur. Simdi, (F,A) nin
F(y) <sup(G,D) olacak sekilde yonlendirilmis ensek alt kiimesini (G,D) yi alalim,
buradan F (x) <sup (G, D) elde edilir. O halde F(u) < F(d) olacak sekilde d € D vardir.
Buda F(u) < F(y) olmasim gerektirir. Boylece F(u) €} F(y) olur.
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O]
Teorem 3.1.37. i Kismi sirali esnek kiime (F,A) i¢in agsagidakiler birbirine denktir:

1 F(a) < F(b),

2 (F,A)’da F(b) <sup(I,B) olacak sekilde her esnek ideal (I,B) i¢in F(a) €
(1,B) olur.
(F,A) meet siirekli esnek yarilatice ise (1) ve (2) asagidakine denktir.

3 (F,A)’da F(b) = sup(I,B) olacak sekilde her esnek ideal (I,B) i¢in F(a) €
(1,B) olur.

ii sup(D,C) = F(a) olacak sekilde yonlendirilmis esnek kiime (D,C)CS | F(a)
oldugunu kabul edelim. Kismi sirali esnek kiime | F'(a)’da F(b) < F(a) ise
(F,A) da F(b) < F(a) olur.

Kamit. i (1) = (2) : (F,A) nin bir esnek ideali (/,B) i¢in F(b) < sup(I,B),
F(a) < F(b) olsun. Buradan F(a) < I(b") olacak sekilde (1,B) de I(b’) vardr.
(I,B) esnek ideal oldugundan, | I(b")S(I,B) olur. O halde F(a) €} I(b")S(I,B)

elde edilir.

(2) = (1) : (2) kabul edelim ve (I,B), F(b) <sup(l,B) olacak sekilde bir
yonlendirilmig esnek kiime olsun. (2) den F(a), (I,B) de olur yani, F(a) <1(b)
olacak sekilde (1,B) de I(b) vardir. Bundan dolay1 F(a) < F(b) olur.

(3) icin sadece meet siirekli latislerde F(b) < sup(I,B) nin F(b) =
F(b)sup(I,B) =supF(b)(I,B) ye denk olur.

ii F(b) < F(a), F(c) < F(a) olsun. Buradan (D,C) deki baz1 D(b"),D(c") igin
F(b) <D(b") ve F(c) <D(c") olur. (D,C) den D(b") < D(e) ve D(c") < D(e)
olacak sekilde D(e) alaim. Bundan da F(b) < D(e), F(c) < D(e) ve D(e) <
F(a) elde edilir. Boylece { F'(a) yonlendirilmis esnek kiime olur. Eger | F(a)
da F(b) < F(a) ise (D,C) deki baz1 D(e) i¢cin F(b) < D(e) < F(a) elde edilir.
Sonug olarak (F,A) da F(b) < F(a) olur.

]

Tanim 3.1.38. i Kismi sirali esnek kiime (F,A,<) de

(F,A) daki her F(a) igin F(a)=\/"{ F(a)
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yaklagim aksiyomu (axiom of approximation) saglanirsa (F,A, <) e esnek siirekli

denir.
il Yonlendirilmis tam kismi sirali esnek kiime, esnek siirekli ise esnek domain denir.
iii Tam esnek latis olan esnek domaine, siirekli esnek latis denir.

iv Esnek domain olan tam esnek yarilatise tam siirekli esnek latis alternatif olarakta

sinirli tam esnek domain denir.

v (F,A) esnek domainde her x € A i¢in, her esnek esas ideal | F(x) tam esnek latis ise

(F,A) esnek kiimesine (F,A)-esnek domain denir.

Teorem 3.1.39. Her siirekli esnek yarilatis, boylece her siirekli esnek latis meet siirekli

esnek kiime olur.

Kamit. (F,A) esnek siirekli yar1 latis olsun. Yo6nlendirilmis esnek kiime (D,C) igin,
F(a) <sup(D,C) olsun. { F(a)S| F(a)(D,C) oldugunu gostermeliyiz. Eger F(b) <«
F(a) ise (D,C) deki bazt D(c) igin F(b) < F(a) ve F(b) < D(c) olur. F(b) <
F(a)D(c) € F(a)(D,C) oldugundan F(b) < supF(a)(D,C) elde edilir. Buradan
F(a) <supF(a)(D,C) elde edilir. Buda Teorem 3.1.33 den (F,A) nin meet siirekli

olmasim gerektirir. 0

Asagidaki teorem, esnek siirekli domainler iizerindeki way-below bagintisinin 6nemli

bir 6zelligi olan aradeger 6zelligini gosterir.

Teorem 3.1.40. i Siirekli kismi sirali esnek kiime (F,A)’da her yonlendirilmis esnek
kiime (D,C) igin F(a) < F(c) ve F(c) <sup(D,C) ise baz1 D(e) € (D,C) igin
F(a) < D(e) olur.

ii (Sayed, 2014) Siirekli kismi sirali esnek kiime (F,A)’da
F(a) < F(c) = (IF(b))F(a) < F(b) < F(c) (SINT)
saglanir.

Kamit. i (D,C), F(c) < sup(D,C) olan yonlendirilmis esnek kiime olsun ve
(I,B) = U{{ D(e)|e € C} olsun. Siireklilikten, sup (/,B) = sup(D,C) olur ve
yonlendirilmig esnek ideallerin esnek birlesimi olmasindan, (1, B) esnek idealdir.
Bundan dolay1, eger F (a) << F(c) ise Teorem 3.1.37 den F'(a), (I,B) dedir buda
(D,C) deki baz1 D(e) i¢in F(a) < D(e) olmasi anlamina gelir.
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ii (i) den (D,C) ={ F(c) segersek ve (F,A) nin siirekliliginden F(c) = sup{ F(c) elde

edilir.

]

3.1.2. Yardimc (auxiliary) esnek kiime bagintisi

Tanmmm 3.1.41. (F,A,<) kismi sirali esnek kiimesi iizerinde, < esnek bagintist her
a,b,c,d € A icin asagidaki oOzellikleri saglarsa, yardimci (auxiliary) esnek kiime

bagintis1 denir.

i) F(a)<F(b)ise F(a)<F(b);
ii) F(c)<F(a)<F(b)<F(d)ise F(c)<F(d);

iii) Eger en kiiciik eleman F(0) varsa, F(0) < F(a).

(F,A) iizerindeki tiim yardimci (auxiliary) esnek kiime bagmtilarini Aux(F,A) ile

gosterelim.

Ornek 3.1.42. Ornek 3.1.32 i goz oniine aldigimzda Ornek 3.1.35 teki gibi esnek
way-below bagintis1 <« elde edilir. Bu baginti Tanim 3.1.41 daki 6zellikleri saglar bu

yilizden << ayrica yardimci (auxiliary) esnek kiime bagintisi olur.

Teorem 3.1.43. Her yardimci (auxiliary) esnek kiime bagintis1 gecismelidir.

Kanit. Tanim 3.1.41 (i) ve (ii) den agiktir. [

Teorem 3.1.44. Esnek way-below bagintisi, yardimei (auxiliary) esnek kiime baginti

olur.
Kanit. Teorem 3.1.36 den elde ederiz. ]

Bu teorem ile, yardimci (auxiliary) esnek kiime bagintina, esnek way-below

bagintisinin bir genellestirmesidir diyebiliriz.

Not: (F,A,<) kismi sirali esnek kiime olsun. Aux(F,A) nin elemanlarinn, (F,A) x
(F,A) nin esnek alt kiimesi oldugunu biliyoruz. Aux(F,A), igerme bagintina gére kismi
sirali olur. En biiyiik elemani, < esnek kiime bagintisinin kendisi olur ve eger (F,A)

en kiiciik eleman F(0) a sahipse Aux(F,A) nin en kiiciik eleman1 F(a)o F(b) <
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F(a) = F(0) seklinde tamimlanan esnek kiime bagintisi o olur. Aux(F,A) keyfi esnek

kesisimler altinda kapali oldugundan tam esnek latis olur.

Kismi sirali esnek kiime (F,A) nin tiim agag1 esnek kiimelerinin kiimesini Low(F,A)
ile gosterelim. Eger (F,A) en kiiciik elemana sahipse Low(F,A) da en kiiciik elemani

icermelidir.

Teorem 3.1.45. (F,A,<) bir kismi sirali esnek kiime ve M, (F,A) daki her F(a)
icin s(F(a))C | F(a) y1 saglayan tim s: (F,A) - Aux(F,A) monoton esnek kiime
fonksiyonlarinin kiimesi olsun (her a € A igin s <t < s(F(a))<t(F (a)), siralamasina

gore kismi sirali esnek kiime gibi diisiiniilebilir). Buradan
< s.= (F(a) — {F(b):F(b) <F(a)})

eslesmesi, Aux(F,A) dan M ye, tersi her bir esnek fonksiyon s e M yi F(a) <; F(b) <
F(a) es(F (b)) seklinde tanimlanan esnek kiime bagintis <, ye esleyen, iyi tanimli bir

izomorfizmadir.

Kamit. < bir auxiliary (yardimci) esnek kiime bagintisi olsun. s-(F (a)), Tanim 3.1.41
(i) den | {F(a)} iceren ve Tamim 3.1.41 (iii) den (F,A) en kiiciik eleman F(0) a
sahipse F(0) 1 iceren,Tanim 3.1.41 (ii) den bir agag1 esnek kiimedir. Eger F (a) < F(b)
ise Tamim 3.1.41 (ii) den s-(F(a))Ss<(F (b)) olur. Boylece, s<, M dedir ve <— s

eslemesi sira korur olur.

Tersine, eger s € M ise, s(F(a))S | {F(a)} olur ve buda <; in Tamm 3.1.41 (i) i
saglamasini gerektirir. s monoton oldugundan F (c¢) < F(a) <; F(b) < F(d) esnek kiime
bagintisi, F(c) < F(a) ve F(a) € s(F(b))Ss(F(d)) olmasim gerektirir. s(F(d)) asagi
kiime oldugundan, F(c) € s(F(d)), bu nedenle F(c) <; F(d) olur. Buradan, Tanim
3.1.41 (iii) dogrudan elde edilir. Boylece, <— s- : M — Aux(F,A) eslesmesi iyi tanimh

esnek fonksiyon ve sira korur olur. 0

Bu teoremden, auxiliary (yardimci) esnek kiime bagintisi, monoton esnek kiime
fonksiyonunu, her a € A i¢in F(a) ile simirlandirilmig asag esnek kiimeye eslestirmek
ile aym seydir.

M deki en biiyiik eleman F(a) —| {F (a)} olur. Eger (F,A) nin F(0) en kiigiik eleman1
varsa, M de en kiigiik eleman F (a) — {F(0)} a sahiptir. M nin her esnek alt kiimesinin

supremum ve infimumu oldugundan, M esnek tam latis olur.
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Not. Teorem 3.1.37 den
VF(a)=({(G,B) €Id(F,A): F(a) < sup(G,B)}

oldugunu biliyoruz.

(F,A) yonlendirilmig tam kismi sirali esnek kiime olsun ve keyfi esnek ideal (G,B) €
Id(F,A) i¢in m(g p) : (F,A) - Low(F,A) esnek kiime fonksiyonu

L {F(a)}n(G,B) =F(a)(G,B), F(a)<sup(G,B),

F =
m(G,B)( (a)) {i{F(a)}, Diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

Buradan, mg p)(F(a)), | {F(a)} tarafindan igerilen, asag1 esnek kiime olur ve

F(a) —> m(g p)(F (a)) monoton olur, yani mg gy € M.
Simdi, inf{m g p) : (G,B) €Id(F,A)} y1 M de hesaplayalim.

(inf (G pyera(ra)M(G.8)) (F (@) =0\(G.B)eld(F.AY(G.B)(F(a))
= NF (@) <sup(6,8)(G,8) (F (@) TNF () £sup(G,8)M(G,5) (F (@)
= Nr(a)<sup(.8) (L {F(@)}A(G,B))N L {F(a)}
=N{(G,B) €Id(F,A): F(a) <sup(G,B)}
=l {F(a)}

3.1.3. Yaklasimsal yardimci (approximating auxiliary) esnek kiime bagintisi

Tanmm 3.1.46. Yonlendirilmis tam kismi sirali esnek kiime (F,A) da, bir auxiliary
esnek kiime bagintis1 < e (ve bununla bagdastirilmis esnek kiime fonksiyonu s :
(F,A) - Low(F,A)) yaklagimsal (approximating) denmesi igin gerek ve yeter kosul
C={ceA:F(c)<F(a)} ve H = F¢ iken (H,C) = s< esnek kiimesinin (Bunu s< =
{F(c): F(c) <F(a)} seklide gosterecegiz) yonlendirilmis olmasi (yani esnek ideal

olmasi) ve her a € A icin

F(a)=sup{F(c): F(c)<F(a)}=sups<(F(a))

olmasidir.

Biitiin yaklasimsal yardimci (approximating auxiliary) esnek kiime bagintilarinin

esnek kiimesini App(F,A) ile gosterecegiz.
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Not. < esnek kiime bagintis1 yaklasimsal (approximating) dir ve siirekli kismi sirali
esnek kiimede, Tamim 3.1.38 dan, << way-below esnek kiime bagintis1 yaklasimsal

(approximating) olur.

Teorem 3.1.47. Meet siirekli esnek yarilatis (F,A) da, Id(G, B) deki (G, B) igin m(¢ p)
esnek kiime fonksiyonlarina ait her esnek kiime bagintis1 yaklagimsal (approximating)
olur. Bu siirekli esnek yarilatisler meet siirekli oldugundan ((Teorem 3.1.39) den)

stirekli esnek yarilatisler i¢cinde saglanir.

Kamt. F(a) € (F,A) olsun. Eger F(a) < sup(G,B) ise supmpy(F(a)) =
supF(a)(G,B) = F(a)sup(G,B) = F(a) olur. Eger F(a) # sup(G,B) ise
supm g gy (F(a)) =sup | {F(a)} =F(a) olur. O

Teorem 3.1.48. Yonlendirilmig tam kismi sirali esnek kiime (F,A) da, << way-below
esnek kiime bagintisi, tiim yaklagimsal yardimei (approximating auxiliary) esnek kiime
bagntilarinda bulunur ve eger (F,A) bir meet siirekli esnek yarilatis ise << way-below

esnek kiime bagintisi, bunlarin esnek kesisimlerine esittir.

Kamit. F(b) < F(a) oldugunu ve < in yaklagimsal yardimci (approximating auxiliary)
esnek kiime bagintist oldugunu kabul edelim. Buradan C = {c: H(c) < F(a)} ve H =
F|c iken (H,C) bir yonlendirilmis esnek kiime olur ve supremumu F(a) olur. Buda
bazi ¢ € C i¢in F(b) < H(c) < F(a) olmasinm gerektirir ve boylece F(b) < F(a) olur.

Sonug olarak <<, < tarafindan igerilir.

Diger yandan, meet siirekli (F,A) esnek kiimesi i¢in, Teorem 3.1.47 den

V{F(a)} =({m.s (F(a)): (G.B) e 1d(F,A)}3{s.(F(a)) :<c App(L)}
elde ederiz. ]

Teorem 3.1.49. (F,A) yonledirilmig tam kismi sirali esnek kiime olsun ve asagidaki
kosullar1 goz oniine alalim:

1) (F,A) esnek siireklidir yani esnek domaindir;

2) Esnek kiime bagintis1 <, (F,A) daki en kii¢iik yaklagimsal yardimci (approximating
auxiliary) esnek kiime bagintisidir;

3) (F,A) da en kiigiik yaklagimsal yardimci (approximating auxiliary) esnek kiime

bagintis1 vardir.

Bu durumda (1) < (2) = (3) olur. Ayrica, eger (F,A) meet siirekli esnek yarilatis ise,

tiim bu ii¢c kosul denktir.
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Kanit. (1)< (2): Tammdan (F,A) nin esnek domain olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
<< nin yaklasimsal yardimci (approximating auxiliary) esnek kiime bagintis1 olmasidir.

Boylece (1) ve (2) nin denkligi Teorem 3.1.48 in ilk kismindan gelir.
(2) = (3) :Agiktir.

(3) = (1) : (F,A) meet siirekli esnek yarilatis olsun. Buradan <<, Teorem 3.1.48 den
tiim yaklasimsal yardime1 (approximating auxiliary) esnek kiime bagintilarinin esnek
kesisimi olur. Boylece, eger yaklasimsal yardimci (approximating auxiliary) esnek
kiime bagintisinin en kii¢iik elemani varsa, bu << olmak zorundadir ve (3) iin (1) i

gerektirdigini goriiriiz. O

Tanim 3.1.50. (F,A) kismi sirali esnek kiimesinde < yardimer (auxiliary) esnek kiime
bagntisi, (F,A) daki her F(a),F (D) i¢in

(SSI)F(a)<F(c)veF(a)+F(c) = (IF(b))(F(a)<F(b)<F(c)veF(a)+F(b)).
kosulunu saglarsa, giiclii ara deger 6zelligini sagladig: soylenir.

Bununla birlikte, < nin ara deger 6zelligini sagladin1 séylemek icin gerek ve yeter sart
(F,A) daki her F(a),F(b) igin

(SINT)F(a) <F(c) = (3F (b)) (F(a) < F(b) < F(c)).

seklindeki daha zayif kosulun saglanmasidir.

3.2. Esnek Topolojik Uzaylarda Bazi Sonuclar

Tanim 3.2.51. (Roy ve Samanta, 2011) (F,A) esnek kiimesi iizerinde T koleksiyonu

i) @, (F,A)€T;
ii) (G,B), (H,C) €Tise (G,B)n(H,C) €7,

iii) A indeks kiimesi ve her o€ A i¢in (F,Aq) €T ise Ugea(F,Aq) €T

kosullarini saghiyor ise T koleksiyonuna esnek topoloji ve (F,A,T) ya esnek topolojik

uzay denir.

Tanim 3.2.52. (Roy ve Samanta, 2011) T, (F,A) iizerinde esnek topoloji olsun. T nun

elemanlarina acik esnek kiimeler denir.
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Tamim 3.2.53. (Cagman vd. , 2011) (F,A,T) esnek topolojik uzay ve (G,B)Z(F,A)
olsun. Eger (G, B)¢ esnek acik ise (G,B) ye esnek kapal kiime denir.

Tanmim 3.2.54. (Cagman vd. , 2011) (F,A,T) esnek topolojik uzay ve (F,B)S(F,A)
olsun. (F,B) nin esnek i¢i, (F,B) nin tiim esnek agik alt kiimelerinin birlesmi olur.
(F,B)° yada int(F,B) ile gosterilir.

Tamim 3.2.55. (Cagman vd. , 2011) (F,A,T) esnek topolojik uzay ve (F,B)S(F,A)
olsun. (F,B) nin esnek kapamsi (F,B) yi igeren esnek kapali kiimelerin esnek

kesisimleridir, (F,B) ile gosterilir.

Teorem 3.2.56. (Cagman vd. , 2011) (F,A,T) esnek topolojik uzay olsun. Asagidaki
kosullar elde edilir.

i. Esnek kapal1 kiimelerin keyfi esnek kesisimleri yine esnek kapali olur.
ii. Esnek kapali kiimelerin sonlu birlesimleri esnek kapali olur.

Tanim 3.2.57. (Roy ve Samanta, 2011) (F,A) nmin bazi esnek alt kiimelerinin
koleksiyonu B asagidaki kosullar1 saglarsa, (F,A) daki esnek topolojinin esnek agik

bazi denir.

i) ®ep

ii) UB = (F,A) yani her e € A ve x € F(e), icin B c A iken x € G(e) olacak sekilde
(G,B) € P vardr.

iii) Eger (G,B),(H,C) ¢ P ise her e BnC ve x € G(e)nH(e) igin D € BnC iken
(1,D)E(G,B)A(H,C) ve x € I(e) olacak sekilde (1,D)EP vardir.

Tanim 3.2.58. (Yaylah vd. , 2017) (F,A,T) esnek topolojik uzay ve S, (F,A) mn
nulldan farkli esnek agik kiimelerinin bir koleksiyonu olsun. S nin elemanlarimin sonlu

kesisimleri 7T i¢in bir esnek baz olusturuyor ise S ye altbaz denilir.
ggz {ﬁjEJ(Sj,Aj)|Js0nluveherj eJ,(S;,A;)eS}.
Tanmmm 3.2.59. (Yaylali ve Tanay, 2017) (F,A,T) esnek topolojik uzayinda, her

o, BE(F,A) icin 6i€(G, B) ve B¢(G, B) yada BE(G, B) ve a¢(G, B) olacak sekilde (G,B)
esnek aci81 varsa, (F,A,T) ya Ty esnek topolojik uzay denir.
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Ornek 3.2.60. Baslangic evreni U = {u),us,u3} ve parametre kiimesi A = {p;,p»}
olsun. Ensek kiime (F,A) = {(p1,{uz2}),(p2,{u1})} ve (F,A) iizerinde esnek topoloji
T={®,(F,A),{(p2,{u1})}} seklinde tanimlansin. Burada iki tane o; = (p,{uz})

ve 0 = (p2,{u1}) esnek eleman vardir. o € {(p2,{u;})} fakat a; ¢ {(p2,{u1})}
oldugundan (F,A,7), Ty esnek topolojik uzayidir.

Teorem 3.2.61. (F,A,T) esnek topolojik uzay olsun. (F,A,T), Ty esnek topolojik uzay

ise her a € A i¢in F(a) c U sadece tek elemana sahiptir.

Kamit. (F,A,7), Ty esnek topolojik uzay olsun. F(a) nin birden fazla elemani oldugunu
varsayalim, bunlarada uy,u; diyelim. Eger o = (a,{u1}) ve o = (a,{up}) olarak
alinirsa o # oy olur. (F,A,T) esnek Tp topolojik uzay oldugundan o;€(G,B)
ve 0¢(G,B) olacak sekilde (G,B) € T vardir. 0,€(G,B) oldugundan a € B olur.
(G,B)S(F,A) oldugundan G(a) = F(a) elde edilir. Burada a,€F(a) = G(a) buda
(G, B) de oldugundan celiski elde edilir. O

Sonu¢ 3.2.62. (F,A,T) bir esnek topolojik uzay olsun. Eger (F,A,T), Tp esnek
topolojik uzay ise her F(a) + F(b) i¢in F(a) € (G,B) ve F(b) ¢ (G,B) yada F(b) €
(G,B) ve F(a) ¢ (G,B) olacak sekilde (G, B) €7 vardur.

Kanit. Tanim 3.2.59 ve Teorem 3.2.61 in direkt sonucu olarak elde edilir. L]

Tanim 3.2.63. (Zorlutuna vd. , 2012) Eger (F,A)ELNJ(E.A)EW(F,-,A) ise ¥ esnek
kiimeler ailesine (F,A) esnek kiimesinin bir ortiisii denir.
¥ nin elemanlar1 esnek acik kiimeler ise buna esnek acik Ortii denir.

WY nin (F,A) esnek kiimesini 6rten bir alt ailesine alt ortii denir.

Tanim 3.2.64. (Zorlutuna vd. , 2012) Her esnek acik ortiisiiniin sonlu bir alt Ortiisii

olan (F,A,7) esnek topolojik uzayina kompakt denir.

Tanmm 3.2.65. (F,A,T) esnek topolojik uzayinin bostan farkli esnek alt kiimesi
(G,B) ye, (H,C) ve (I,D) kapali esnek kiimeleri i¢in (G,B)S(H,C)T(I,D) olmasi
(G,B)S(H,C) yada (G,B)S(I,D) olmasim gerektiriyor ise esnek indirgenemez

(irreducible) denir.

Teorem 3.2.66. (F,A,T), Ty esnek topolojik uzayinda F'(a) < F(b) olmasi i¢in gerek
ve yeter sartin F(a) € {F(b)} olmasi seklinde tanimlanan esnek baginti kismi siralt

esnek bagintidir.

Kanit. i) F(a) € {F(a)} olmasi F(a) < F(a) olmasim gerektirir.
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ii) F(a)<F(b)ve F(b)<F(a)olsun. F(a) + F(b) oldugunu varsayalm. (F,A,7), Ty
esnek topolojik uzay oldugundan F(a) € (G,B) ve F(b) ¢ (G,B) yada F(b) €
(H,C) ve F(a) ¢ (H,C) olacak sekilde (G,B), (H,C) esnek acik kiimeleri
vardir. Fakat F(a) < F(b) oldugundan F(a) € {F(b)} olur. Buradan, F(a) y1
iceren her esnek agik kiime (G, B), F (b) yi de icerir. Benzer sekilde F (b) < F(a)
icinde uygulanir. Buradan da ¢eliski elde edilir. Boylece F(a) = F(b) olur.

iii) F(a) < F(b) ve F(b) < F(c) olsun. Buradan F(a) € {F(b)} ve F(b) e {F(c)}
olur. F(a) y1igeren her (G, B) esnek agik kiimesinin F (b) yide i¢cermesini bu ise
(G,B)A{F(c)} # ® olmasim gerektirir. Sonug olarak, F(a) € {F(c)} buradan da
F(a) < F(c) elde edilir.

]

Tanmm 3.2.67. Tj esnek topolojik uzay (F,A) tizerinde F(a) < F(b) olmasi igin
gerek ve yeter sartin F(a) € W olmas1 seklinde tanimlanan < kismi sirali
esnek bagintisina oOzellestirilmis (specialization) esnek siralama bagintisi denir.
Ozellestirilmis (specialization) esnek sira ile T esnek topolojik uzay (F,A) dan elde

edilen kismi sirali esnek kiime Q(F,A) = (F,A, <) ile gosterilir.

Alternatif olarak; F(a) < F(b) olmas i¢in gerek ve yeter kosul F(a) y1 iceren her
esnek agik kiimenin F(b) yi de icermesidir.

Tanmim 3.2.68. Bir esnek kiime, acik esnek kiimelerin esnek kesisimleri oluyorsa bu
esnek kiimeye doymus (saturated) denir. (F,A) esnek kiimesinin saturasyonu sat(F,A),

(F,A) y1igeren en kii¢iik doymus (saturated) esnek kiimedir.

Teorem 3.2.69. Eger bir esnek kiime 6zellestirilmis esnek siralama bagintisina gore

yukar1 esnek kiime ise saturated esnek kiime olur.

Kanit. Yukar1 esnek kiimeler her zaman, esnek tiimleyenleri kapali esnek kiimelerin
esnek birlesimi oldugundan agik esnek kiimelerin kesisimi olurlar. Gergcekten de,
(G,B) =1 (G,B) olsun. Buradan (G,B)¢ = (1 (G,B))¢ ={F(a)|3beB,G(b) < F(a)}¢
= {F(a)|VbeB,F(a)<G(b)} = Mper } {G(B)} = Npes{G (D)} olur. O

Tanim 3.2.70. Bir (F,A,T) esnek topolojik uzaya, her (H,C) indirgenemez

(irreducible) kapali esnek kiimesi i¢in {F(a)} = (H,C) olacak sekilde (F,A) da tek

bir F(a) varsa, esnek sade (sober) denir.
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3.2.1. Esnek Scott topoloji

Tanmm 3.2.71. (Tanay ve Yaylali, 2014) (F,A) yonlendirilmis tam esnek kiime ve
(G,B)S(F,A) olsun. Bu takdirde,

i) (G,B)=%(G,B);

ii) sup(D,C) € (G,B) kosulunu saglayan her yonlendirilmis (D,C) esnek kiimesi i¢in
(D,C)n(G,B) # P olur.

kosullari saglanirsa (G, B)’ye (F,A)’mn bir esnek Scott acik kiimesidir denir.

Teorem 3.2.72. (Tanay ve Yaylali, 2014) (F,A) nin tiim esnek Scott acik kiimelerinin
kolleksiyonu esnek topoloji olur.

Kamit. T, (F,A) min tiim esnek Scott ac¢ik kiimelerinin kolleksiyonu olsun.

i) Tanmim 3.2.71 daki iki kosulu da sagladiklarindan ®, (F,A) €7 olur.

ii) (G1,B1),(G2,B2) €T olsun. (G,B) = (G1,B1)"(G3,By) olsun. 1 (Gy,By) =
(G1,B1) ve 1t (Gp,By) = (G2,By) oldugundan 1 (G,B) = (G,B) olur.
Yonlendirilmis esnek kiime (D,C) i¢in sup(D,C) € (G,B) oldugunu
kabul edelim, buradan sup(D,C) € (Gy,B;) ve sup(D,C) € (Ga,B) olur,
buradan da D(c;),D(c2), (D,C) nin elemanlartyken (Gi,B;) de D(c1) ve
(G2,By) de D(cp) vardir. (D,C) yonlendirilmis esnek kiime oldugundan
sup{D(c1),D(c2)} =D(c), (D,C) dedir. Tanim 3.2.71 daki kogul (ii) den D(c),
(G1,B)) ve (Ga,B») dedir. Boylece (D,C)N(G,B) # ® olur.

iii) A indis kiimesi ve i € A igin (F},A;) €T olsun. Her e € A;\U;+;A; icin Fj(e) =
F(e), her e € N, A; icin Fj(e) = F(e) ve her i € A i¢in (Fj,A;) €T oldugundan,
Uien(Fi,A;) =1 (Diex(Fi,Ai)) olur. Yonlendirilmig esnek kiime (D,C) igin
sup(D,C) € U;ep.(F;,A;) oldugunu varsayalim. Buradan bazi i € A igin sup(D,C) €
(F;,A;) olur. Her i € A i¢in (Fj;,A;), Tanim 3.2.71 daki kosul (ii) yi sagladigindan,
(D,C)n(F;,A;) + @ olur, buradan da (D,C)H(Oiex(E,Ai)) # @ olur. Sonug
olarak Uy (F;,A;) €7 elde edilir.

Bdoylece T esnek topoloji olur.
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Tanim 3.2.73. (Tanay ve Yaylali, 2014) Esnek Scott aciklarin tiimiiniin olusturdugu
aileye Esnek Scott topoloji denir.

Esnek Scott topolojiyi 6(F,A) ile gosterelim.

Tamim 3.2.74. (Tanay ve Yaylali, 2014) (F,A,T) esnek Scott topoloji ve (G,B)S(F,A)
olsun. Eger (G,B)¢ ni Scott acik esnek kiime ise (G,B) ye Scott kapali esnek kiime

denir.

Not 3.2.75. (Tanay ve Yaylali, 2014) Asagidaki kosulu saglayan yonlendirilmis tam
kismi sirali esnek kiime (F,A) nin esnek alt kiimesi (G, B) ye S 6zelligini saglar denir:

(S) Eger her yonlendirilmis esnek kiime (D, C) i¢in sup(D,C) € (G,B) ise D(c) <D(e)
olan her D(e) € (D,C) i¢in D(e) € (G,B) olacak sekilde D(c) € (D,C) vardir.

(F,A) nm filtrelenmis Scott agik esnek kiimelerinin kiimesi OFilt((F,A)) ile

gosterilecektir. Bunlara kisaca acik esnek filtreler diyecegiz.

Not 3.2.76. Yonlendirilmis kismi sirali esnek kiime (F,A) da azalan ... < F(a,) <
... K F(ap) < F(ay) dizi i¢in U,2; 1 F(a,)(= (G,B)) in esnek agcik filtre oldugunu

gosterelim.

Kanit. (G,B), esas esnek filtrelerin esnek birlesimleri oldugundan, filtrelenmis esnek
kiimesidir. (D,C) nin, sup(D,C) € (G,B) olacak sekilde (F,A) nin yonlendirilmis
esnek altkiimesi oldugunu kabul edelim. Buradan F(a,) < sup(D,C) olacak sekilde
bir n dogal sayis1 vardir. F (a1 ) < F(a,) oldugundan, F(a,1) < D(c) olacak sekilde
(D,C) de D(c) bulunur. Buradan D(c¢), 1 F (a,+1)S(G,B) de olur. Sonug olarak, (G, B)
esnek agik kiime olur. O

Ornek 3.2.77. (F,A), Ty esnek uzay olsun. (H,C)E(F,A) kompakt ise Fiycy =
{(G,B) e O(F,A)|(H,C)S(G,B)} bir agik esnek filtredir.

Teorem 3.2.78. (F,A) esnek domaininde asagidaki ifadeler saglanr.

i) F(a) < F(b) ise F(b) € (G,B)C % F(a) olacak sekilde (G,B) esnek acik filtresi

vardir.

ii) F(b) £ F(c) ise F(b) yi iceren fakat F(c) yi igermeyen (G,B) esnek agik filtresi

vardir.
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Kamit. i) Ara deger 6zelligi ve tiimevarim ile azalan F(a,) dizisinin elemanlari
F(a) <..<F(ap) <F(ap-1) <..<F(a;)<F(b)

yi olugturalm. (G,B) = U,.; 1 F(a,) olsun. Buradan F(b), (G,B) de ve
(G,B)€% F(a) olur. Not 3.2.76 dan (G, B) esnek agik filtredir.

ii) F(b) £ F(c) olsun. Buradan F(a) < F(b), fakat F(a) £ F(c) olacak sekilde F (a)

vardir. Esnek acik filtreyi (i) deki gibi secersek, istenen 6zelligi saglar.

]

Teorem 3.2.79. (Yaylali ve Tanay, 2017) Her yonlendirilmis tam esnek kiime (F,A)’da

asagidaki sonuclari elde ederiz:

i) Bir esnek kiimenin esnek Scott kapali olmasi icin gerek ve yeter kosul

yonlendirilmis supremumlar altinda kapali agsag1 esnek kiime olmasidir.

ii) (F,A) daki her F(a) igin | F(a) = {F(a)} olur.
iii) Her yukar1 esnek kiime esnek Scott aciklarin esnek kesisimidir.

1v) (Tanay ve Yaylali, 2014) Bir esnek kiimenin esnek Scott agik olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul S kosulunu saglayan yukar1 esnek kiime olmasidir.

Kant. i) (D,C)S(F,A)’nin asag1 esnek kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(F,A)—(D,C)’nin yukari esnek kiime olmasidir ve (F,A) - (D,C) Tanim 3.2.71
(2) saglamasi igin gerek ve yeter kosul (D,C)’nin yonlendirilmis supremumlar

altinda kapali olmasidir.

ii) | F(a), F(a) y1 iceren en kiiciik asagi esnek kiimedir ve yonlendirilmis
supremumlar altinda kapalidir.

iii) Her (G,B) yukar esnek kiimesi F(a), (F,A)-(G,B) de iken (F,A)- | F(a)
larin esnek kesisimleridir. Bunlarda (ii) ile esnek agiktir.

iv) (=) (G,B) esnek Scott agik olsun. 1 (G,B) = (G,B) ve her yoénlendirilmis
(D,C) igin sup(D,C) € (G,B) ise (D,C)n(G,B) + @ olur. Buradan D(c) =
D(c¢)nG(c) olan ¢ € Cn B vardir, dyle ki, 1 (G,B) = (G,B) oldugundan D(c) <
D(e) olan her e € C i¢in D(e), (G, B) de olur. Boylece (G, B), S kosulunu saglar

(<) 1 (G,B) =(G,B) ve S kosulunu saglasin. Buradan Tanim 3.2.71 nin birinci
kosulu saglanmis olur. ikinci kosulu igin sup(D,C) € (G,B) olacak sekilde
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yonlendirilmig (D, C) esnek kiimesini alalim. Buradan ise D(c) < D(e) olan her
ecCicinee B ve D(e) = G(e) olacak sekilde ¢ € C vardir. Yani (D,C)"(G,B) + ®
olur. Sonug olarak (G, B) esnek Scott acik kiimedir.

]

Klasik Scott Topoloji Tp-uzay olmasina karsin esnek Scott Topoloji Tp-uzay degildir.

Asagidaki ornekle bunu inceleyelim.

Ornek 3.2.80. U = {uy,u,u3} evrensel kiime ve E = {py, p2, p3} parametre kiimesi
olsun. (F,A) esnek kiimesi A = {p>, p3} iken F(p2) ={u1}, F(p3) = {u1,us} olacak
sekilde ve esnek kiime bagintisi <= {F(p3) x F(p3),F>(p3) xF(p2),F(p2) xF(p2)}
olacak geklinde tanimlansin. Buradan, esnek Scott Topoloji T = {®,(F,A),{F(p2)}}
seklinde elde edilir. Burada, o = (p3,{u1}) ve B = (p3,{u3}) birbirinden farkl esnek
elemanlari icin 0&(G,B) ve B¢(G,B) yada BE(G,B) ve ag(G,B) olacak sekilde bir
(G, B) esnek agik kiimesi bulunamadigindan, 7T, Ty esnek topolojik uzay olmaz.

Teorem 3.2.81. (Yaylali ve Tanay, 2017) (F,A) esnek domain ise (F,A) daki her F(a)
icin 1 F(a) Scott acik esnek kiimedir. Tersine, eger (F,A) yonlendirilmis tam kismi
sirali esnek kiime ve F(b) € int(1 F(a)) ise F(a) < F(b) olur.

Kamit. (D,C), sup(D,C) €} F(a) olacak sekilde yonlendirilmis esnek kiime olsun.
F(a) < sup(D,C) oldugundan, Teorem 3.1.40 ile F (a) < D(c) olacak sekilde D(c) €
(D,C) olmasini gerektirir. Sonug¢ olarak Tanim 3.2.71°dan 4 F(a) Scott agik esnek
kiime olur.

(F,A) yonlendirilmis tam kismi sirali esnek kiime ve F(b) € int(1 F(a)) oldugunu
kabul edelim. Eger (D,C), F(b) < sup(D,C) olacak sekilde bir esnek yonlendirilmis
kiime ise sup(D,C) € int(1 F(a)) olur ve bdylece (D,C) deki bazi D(c) ler i¢in D(c) €
int(1 F(a)) olur. Sonug olarak F(a) < D(c) olacak sekilde ¢ € C bulunabildiginden
F(a) < F(D) elde edilir. O

Teorem 3.2.82. (Yaylali ve Tanay, 2017) (F,A) esnek domain olsun.

i) (G,B) yukari esnek kiimesinin Scott acik esnek kiime olmasi i¢in gerek ve yeter
sarther G(b) € (G,B) i¢in G(b') < G(b) olacak sekilde G(b') € (G, B) olmasidir.

ii) F(a)e(F,A)icin } F(a) formundaki esnek kiimeler esnek Scott topoloji igin bir

esnek baz olusturur.

iii) 6(F,A) ya gore, int 1 F(a) =% F(a) olur.
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Kamit. 1) (G,B) Scott agik esnek kiime ve G(b) € (G,B) olsun. Esnek domainde
v G(b) yonlendirilmig esnek kiime ve G(b) = sup { G(b) oldugundan Tanim
3.2.71’dan G(b") < G(b) olacak sekilde G(b') € (G, B) vardur.

Tersi icin, her G(b) € (G,B) igin G(b') < G(b) olacak sekilde b’ € B vardur.
Buradan da (G,B), 1 G(b')lerin esnek birlesimi olur. Sonu¢ olarak Teorem
3.2.81°den (G, B) Scott acik esnek kiimedir.

ii) (i) in direkt sonucudur.

iii) Eger G(b), int 1 F(a) daise (i)den G(c) << G(b) olacak sekilde 1 F(a) da G(c)
vardir. Buradan da G(b), 4 F(a) da olur. Yani int 1t F(a)C % F(a) elde edilir.

G(b) €4 F(a) = (G,B) olsun. Buradan F(a) << G(b) olur. Daha sonra (F,A)
esnek domain oldugundan F(a) << G(c) olacak sekilde ¢ € A vardir ve F(a) <
G(b) oldugundan da G(b) € int 1 F(a) olur. Sonug olarak, 4 F(a)Cint 1 F(a)

elde ederiz.

O

Teorem 3.2.83. Herhangi bir yonlendirilmis tam kismi sirali esnek kiime (F,A) da,
asagidaki sonuclari elde ederiz.

1) Her agag1 esnek kiime (S) 6zelligine sahiptir.

ii) (S) ozelligine sahip biitiin esnek alt kiimeler koleksiyonu bir esnek topolojidir.

Kamit. i) (G,B), yonlendirilmis kismi sirali esnek kiime (F,A) da asag1 esnek kiime
olsun. Buradan (G,B) =| (G,B) olur. Yonlendirilmis esnek kiime (D,C) i¢in
sup(D,C) € (G,B) olsun. Buradan | sup(D,C)S(G,B) elde edilir. Boylece
(D,C)S(G,B) olur. Bundan da sup(D,C) € (G,B) seklindeki her yonlendrilmis
esnek kiime (D,C) i¢in, D(c) < D(e) olan her D(e) € (D,C) i¢in D(e) € (G,B)
olacak sekilde D(c) € (D,C) vardir. Sonug olarak yonlendirilmis kismi siral

esnek kiime (F,A) da her asag1 esnek kiime (S) 6zelligini saglar.

ii) (F,A) yonlendirilmis ~ kismi  swali  esnek  kime ve T =
{(G,B)S(F,A)|(G,B)(S)6zelligini saglar} olsun.
D, (F,A) (S) ozelligini saglar.

(G,B),(H,C) €T ve (K,D), sup(K,D) € (G,B)n(H,C) olacak sekilde bir
yonlendirilmig esnek kiime olsun, buradan sup(K,D) € (G,B) ve sup(K,D) ¢
(H,C) olur. (G,B) ve (H,C) (S) 6zelligini sagladiklarindan, K (a;) < K(b;) olan
her by e Dve K(ay) <K(by) olanher by e Dicin K(b) € (G,B) ve K(by) € (H,C)
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olacak sekilde K(a;),K(ay) € (K,D) vardir. K(a), K(a;) ve K(ay) nin iist sinir1
olsun, buradan K(a) < K(b) olan her K(b) € (K,D) i¢in K(b) € (G,B)n(H,C)
yi saglar. Boylece (G,B)N(H,C) (S) ozelligini saglar.

Keyfi bir indeks kiimesi / igin i € I, (F;,A;) €7 olsun ve bir yonlendirilmis esnek
kiime (D,C) igin sup(D,C) € Uie;(F;,A;) olsun. Buradan sup(D,C) € (F;,A;,)
olacak sekilde iy € I vardir. Buradan da D(a) < D(b) olan her b € C i¢in D(b) €
(Fi,,Aj,) olacak sekilde D(a) € (D,C) vardir. Béylece D(b) € Uje(F;,A;) olur.
Sonug olarak U;e;(F;,A;), (S) dzelligini saglar.

Sonug olarak 7T bir esnek topolojidir.

]

Teorem 3.2.84. Her yonlendirilmis kismi sirali esnek kiime (F,A) i¢in, asagidaki

kosullar birbirine denktir.

1) (F,A) esnek domaindir.

2) Her % F(a) esnek acik kiimedir ve eger (G,B) € 6((F,A)) ise (G,B) =U{} F(a):
F(a) € (G,B)} olur.

3) OFilt((F,A)), o((F,A)) nin bir esnek bazidir ve 6((F,A)) siirekli esnek latistir.

Kamit. (1 =2) Teorem 3.2.81 ve Teorem 3.2.82 den agiktir.

(2=1) F(a), (F,A) da olsun. Eger F(b) < F(a), F(c) < F(a) ise hipotezden,
YF(b)n %t F(c) de F(a) min } F(d) de oldugu F(d) vardir. Boylece, { F(a)
yonlendirilmig esnek kiime olur. F(a’) = sup { F(a) < F(a) olsun. Eger F(a') #
F(a) ise (F,A)- | F(a'), F(a) nin Scott esnek acik komsulugu olur; (2)’ den
bu F(a) nin F(e) € (F,A)- | F(a") olan % F(e) esnek acik komgulugunu igerir.
Fakat buradan F (e) << F(a) olur, boylece F(e) <sup | F(a) = F(a') elde edilir,
boylelikle ¢ekigki elde ederiz.

(2=13) (2) den, F(a), F(d) < F(a) olan } F(d) formunda keyfi komsuluga sahiptir.
Teorem 3.2.82 ve Teorem 3.2.78° den, F(a), esnek filtre olan Scott esnek agik
komsuluklara sahiptir. 6((F,A)) nin siirekliligini gostermektense, (G,B) Scott
acik esnek kiime olsun. (G,B) deki her F(a) i¢in (2)’ den F(d) <« F(a) olan
(G,B) de F(d) buluruz. Buradan, F(a) €} F(d) € 6((F,A)) olur. § F(d) <
(G,B) oldugunu iddia edelim. Gergekten de, eger D, (G,B) yi orten Scott agik

esnek kiimelerin yonlendirilmis ailesi olursa elemanlarindan biri F(d) yi igerir
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ve bunun sonucu olarak 1 F(d) yi igerir. Scott a¢ik esnek kiimeler yukart esnek
kiime olduklarindan, 4 F(d) yi icerir. Boylece, (G,B) = U{(H,C) : (H,C) «
(G,B)} oldugunu gosterdik.

(3=1) F(a)e(G,B) ec((F,A)) olsun. 6((F,A)) esnek siirekli oldugundan, F(a) €
(H,C) « (G,B) olacak sekilde (H,C) e 6((F,A)) vardir. F(a) € (D,E)S(H,C)
olacak sekilde acik filtrelenmis esnek kiime (D,E) alahm. (G,B) deki her
F(b) i¢in (D,E)S 1 F(b) olmadigim varsayalim. Esnek acik filtreler esnek
baz olusturacagindan, (D,E)’ deki baz1 F(c) i¢in F(b) € (F,A)- | F(c)
olur ve bunun sonucu olarak F(b) € (Dgp),Epp))S(F,A)~ | F(c) olacak
sekilde (Dp(py, Ep(py) filtrelenmis acik esnek kiime vardir. (D (), Ep(p)) nin
sonlu ¢oklugu, (Dp(p,):sEp(p,))s s (DF(by)> EF(by)) diyelim, (H,C) yi ortmek
zorundadir. Her i igin F(¢;) € (D, E) = (Dg (1), Ep (1)) alalim ve her i igin F(c) <
F(c;) olacak sekilde (D,E) de F(c) alaim. Buradan, F(c) € (Dp(p,),Er(p,))
olmast F(c;) € (Dp(p,), Ep(5;)) olmasin gerektirir. Boylece (Dp ), Ep(5,)) lerin
hi¢ biri F(c) yi icermez, buda geligki getirir. Boylece, F(a) € (D,E)S 1 F(b)
olacak sekilde F(b) € (G,B) vardur.

F(a) e (F,A) icin, (K,I) ={F(b) € (F,A): F(a) €int( F(b))} yi goz 6niinde
bulunduralim. Buradan, Teorem 3.2.81° den her F (b) € (K,I) i¢in F (b) < F(a)
olur. Ayrica, bir 6nceki paragraftan, F(a) y1 igeren her Scott esnek agik kiimesi
(K,I) nin elemanini igerir, buda (K,I) nin yonlendirilmis esnek kiime olmasi
elde edilir. Son olarak (2) = (1) de verilen argiimana benzer olarak, sup(K,I) =

F(a) olur. Boylece, (F,A) esnek domain olur.
]
Asagidaki teoremde yardimer (auxiliary) esnek kiime bagintisi ile Esnek Scott topoloji
arasindaki iligki incelenirken elde edilen sonuglar yazilmigtir.

Teorem 3.2.85. Yonlendirilmis tam kismi sirali esnek kiime (F,A,<)’ da,
ints((ra))(G,B), (G,B) esnek kiimesinin 6((F,A)) ici olarak gdsterilsin. < esnek
kiime bagmntis1 F(a) < F(b) < F(b) € intg((pa)) 1 F(a) olarak tammlansin. Buna

gore asagidakiler saglanir.
a) < bir yardimci (auxiliary) esnek kiime bagintidir.
b) F(a) < F(b) olmasi F(a) < F(b) olmasini gerektirir.

¢) F(a)<F(b) ve F(a) < F(b) nin her a,b € A i¢in birbirine denk olmast i¢in gerek

ve yeter kosul her a € A i¢in } F (a) nin Scott acik esnek kiime olmasidir.
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d) < esnek kiime bagintisinin yaklagimsal (approximating) olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul <« esnek kiime bagintisinin yaklagimsal (approximating) olmasidir, yani

(F,A) nin esnek domain olmasidir.

Kamit. a) i) F(a)<F(b) olsun. Buradan F(b) € int((pay) 1 F (@)1 F(a) olur. Buda
F(a) < F(b) olmasini gerektirir.

ii) F(c)<F(a)<F(b)<F(d) olsun. Buradan F(b) € ints((r4y) 1 F(a) olur. 1
(int((ra)) 1 F(a)) =ints((pay) 1 F(a) ve F(b) < F(d) oldugundan, F(d) €
ints((ra)) 1 F(a) elde edilir.

F(c) < F(a) oldugunu biliyoruz. Buradan 1 F(a)< 1 F(c) olur. Buradan da
intg((ray) 1 F(a)Sintspay) 1 F(c) elde edilir ve F(d) € ints((payy 1 F(a)
oldugundan, F(d) € intg((p )y 1 F(c) olur. Sonug olarak F(c) < F(d) olur.

iii) 7(0), (F,A,<) mn en kiiciik eleman1 olsun. Buradan intg((pay) 1 F(0) =
ints((pa))(F,A) = (F,A) olur. Buda her a € A, igin F(a) € intg((pay) 1 F(0)
olmasini gerektirir. Boylece her a € A i¢in F(0) < F(a) elde edilir.

Bunlardan dolay1 < bir yardimci (auxiliary) esnek kiime bagintisi olur.

b) F(a) < F(b) olsun. Buradan F (D) € ints((r y) 1 F (a) olur. Buradan Teorem 3.2.81
den F(a) < F(b) elde edilir.

¢) (=:)Hera,beAigin F(a)<F(b) ve F(a) < F(b) denk olduklarini kabul edelim.
a €A icin D(c) = sup(D,C) €} F(a) olan (D,C) yonlendirilmis esnek kiimesini
alalm. F(a) < D(c) ise F(a) < D(c) olur, buradan D(c) € int 1 F(a) olur.
Daha sonra D(d) < D(e) olan her e € D i¢in D(e) € int 1 F(a) olacak sekilde
d € D vardir. Buradan da F(a) < D(e) elde edilir. Buda F(a) <« D(e) olmasini
gerektirir. Buradan D(e) €} F(a) olur. Boylece (D,C)n 4 F(a) # ® olur. Sonug
olarak her a € A i¢in § F(a) bir Scott acik esnek kiime olur.

(<=:) % F(a) bir Scott acik esnek kiime olsun.
F(a) <F(b) olsun. Buradan F (b) € ints((r 4)y 1 F(a) olur ve buda F (a) < F(b)
olmasini gerektirir ((b)).

F(a) < F(b) olsun. Buradan F(b) €} F(a) olur. 1 F(a) bir Scott acik esnek
kiime oldugundan, intg((pay)  F(a) =1 F(a) olur. Boylece F(b) € ints((ra))
F(a) elde edilir. ints(payy * F(a)Sintg(payy 1 F(a) oldugunu biliyoruz.
Buradan F(b) € int((ra)) } F(a) elde edilir. Sonug olarak F(a) < F(b) olur.

d) (b) ve (¢) den elde edilir.
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3.2.2. Scott siirekli esnek fonksiyonlar

Tanmm 3.2.86. (Wardorwski, 2013) (F,A,7), (G,B,V) esnek topolojik uzaylar ve T :
(F,A)>(G,B) esnek fonksiyon olsun. Her (H,C) €V i¢in T~1((H,C)) €T ise T ye

stirekli esnek fonksiyon denir.

Teorem 3.2.87. (Yaylali ve Tanay, 2017) (F,A) yonlendirilmis tam kismi sirali esnek
kiimesinden (G,B) yonlendirilmig tam kismi sirali esnek kiimesine 7 siirekli esnek

fonksiyonu icin asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) T esnek Scott topolojiye gore esnek siirekli bir fonsiyondur, yani

Her(D,C) €o(G,B)icinT~!((D,C)) e 6(F,A).

(2) T yonlendirilmis esnek kiimelerin supremumlarini korur, yani 7 sira korur
ve (F,A)’nimn her yonlendirilmis esnek altkiimesi (D,C) icin T (sup(D,C)) =
supT ((D,C)) saglanir.

(F,A) ve (G,B) esnek domain ise (1), (2) asagidakilere denktir:

(3) Her F(a) € (F,A) ve G(b) € (G,B) igin G(b) < T(F(a)) olmasi i¢in gerek ve
yeter sart F'(a’) < F(a) olan bazi a’ € A i¢in G(b) < T (F(a')) olmasidur.

(4) Her F(a) € (F,A) i¢in T(F(a)) =sup{T(F(a")):F(d') < F(a)}.
Kant.

1 = 2: T nin sira korur oldugunu gostermeliyiz.

T(F(a)) £T(F(a")) oldugunu varsayalim, o halde (H,C) = (F,A)- | T(F(a"))
Scott agik esnek kiimesi 7(F(a)) y1 igerir. Boylece (D,C) = T~'((H,C)),
F(a)y1 iceren F(a') nii icermeyen Scott agik esnek kiime olur. Fakat buradan
(D,C) yukar esnek kiime oldugundan F(a) £ F(a’) olur. Bu nedenle, F(a) <
F(a') olmasi1 T(F(a)) <T(F(a')) olmasin gerektirir.

Simdi T (sup(D,C)) =supT((D,C)) oldugunu gostermeliyiz.

(D,C), (F,A) nin yonlendirilmig esnek alt kiimesi olsun. Buradan 7' sira korur
oldugundan, T'((D,C)) yénlendirilmistir ve sup T ((D,C)) < T (sup(D,C)) olur.
F(a) =sup(D,C) ve G(b) =supT((D,C)) olsun. T(F(a)) < G(b) oldugunu
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gostermek istiyoruz. T(F(a)) ¢ G(b) oldugunu varsayalim. (G,B)- | G(b)
Scott acik esnek kiimesi T'(F(a)) y1 igerir; bu nedenle T-1((G,B)- | G(b)),
F(a) y1igeren Scott acik esnek kiime olur. Bundan dolay1 D(c), T~!'((G,B)- |
G(b)) de olacak sekilde (D,C) de D(c) vardir. Buradan 7' (D(c)), (G,B)- |
G(b) de olur, yani, T(D(c)) £ G(b) =supT((D,C)) elde edilir. Bu celiski ile
T(F(a)) <G(b) oldugunu gostermis oluruz.

2=1: (H,C), (G,B) nin Scott kapali esnek alt kiimesi olsun. 7~!((H,C)) nin
(F,A) da Scott kapali esnek kiime oldugunu gostermektense, T~ ((H,C))
nin yonlendirilmig esnek alt kiimesi (D,C) yi alaim. 2 den, T (sup(D,C)) =
sup7 ((D,C)) oldugunu biliyoruz. Fakat (H,C) Scott kapali ve T((D,C)),
T nin monotonlugundan yonlendirilmis oldugundan, Teorem 3.2.79 den
supT((D,C)), (H,C) dedir. O halde, T (sup(D,C)), (H,C) dedir ve bundan
dolay1 sup(D,C), T~!((H,C)) de olur. Buradan Teorem 3.2.79 den T~-!((H,C))

Scott kapal1 esnek kiime olur.
2 = 4: Tanmim 3.1.38 dan { F'(a) yonlendirilmis ve F(a) = sup § F(a) oldugundan.

4=3: 4 den Tnin monoton oldugu sonucunu ¢ikartabiliriz. Gercektende, eger
F(a') < F(a) ise | F(a') c{ F(a) olur ve sonug¢ olarak 7'(F(a')) =supT (4
F(a')) <supT({ F(a)) = T(F(a)) elde edilir. Simdi G(b) < T(F(da')) =
supT({ F(a')) oldugunu kabul edelim. 7 monoton oldugundan 7'({ F(a'))
yonlendilmistir. Boylece, Teorem 3.1.40 den G(b) < T(F(a")) olan F(a'") «<
F(a') vardir. Tersine, eger bazi F(a") < F(a') i¢in G(b) < T(F(a'")) ise T nin
monotonlugundan ve < i¢in Teorem 3.1.36 den G(b) < T (F(a’)) olur.

3=1: (D,C)eo((G,B)) ve F(a) e T"'((D,C)) olsun. Teorem 3.2.82 den G(b) <«
T(F(a)) olan (D,C) de G(b) vardir. 3 den G(b) < T(F(a')) olacak sekilde
F(a') < F(a) buluruz. T (1 F(a")) c (D,C) oldugunu gosterirsek ispati bitiririz.
Simdi F(a') < F(a") olan F(a') y1 alahm. Her G(b') < T (F(a")) i¢in 3 den
G(b') < T(F(a")) olur ve sonug olarak T (F(a')) =sup{ T(F(a’)) < T(F(a"))
elde edilir. Teorem 3.1.36 den G(b) < T(F(a’)) olur ve G(b), (D,C) dedir.
Bundan dolay1, Tanim 3.2.71 dan T (F (a")) € (D,C) olur.

O
Tanmm 3.2.88. (Yaylali ve Tanay, 2017) (F,A) yonlendirilmis tam kismi sirali

esnek kiimesinden (G,B) yonlendirilmis tam kismi sirali esnek kiimesine 7 esnek
fonksiyonunun, Scott siirekli esnek fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Teorem
3.2.87 deki (1), (2), (3) kosullarinin saglanmasidir.
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Ornek 3.2.89. U = {uy,u,u3} evrensel kiime ve E = {p1, p2, p3} parametre kiimesi
olsun. A; = {p1} iken Fi(p;1) = {u1,ur} olacak sekilde (Fy,A;) esnek kiimesi ve
Az = {p2,p3} iken Fa(p2) = {1}, Fa(p3) = {u1,u3} olacak sekilde (F»,A;) esnek
kiimesi tammlansin. (Fj,A;) ve (F»,A;) iizerinde sirasiyla <;= {F|(p1) x Fi(p1)}

ve o= {F>(p3) x F2(p3),F2(p3) x F2(p2),F2(p2) x F2(p2)} esnek bagntlari ile T; =
{®,(F1,A1)}, T ={P,(F2,A2),{F(p2)}} esnek topolojik uzaylart verilsin. T esnek

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin.

T(p1,2) = (P1,2); T(p1;{ur}) = (p2,{w1}); T (p1,{u2}) = (p3, {u3}).

T-1(F,Az) = (F1,A1) € Ty olmasma ragmen T-'({F2(p2)}) = {p1,{w1}}, T1 de
olmadigindan 7T esnek fonkiyonu siirekli degildir.

Ornek 3.2.90. U = {uj,up,u3} evrensel kime ve A = {aj,ay} ve B =
{b1,by,b3} parametre kiimeleri olsun. (F,A) = {(ai,{ur}),(az,{u,u3})}
ve (G,B) = {(b1,{u1}),(b2,{u3z}),(b3,{uz,u3})} olacak sekilde (F,A) ve
(G,B) esnek kiimeleri tamimlansin. (F,A) ve (G,B) iizerinde sirasiyla
<1={F(ay) xF(ay),F(ay) xF(ay),F(ay) x F(az)} ve <o={G(b1) xG(b1),G(by) x
G(b3),G(b3)xG(b3),G(b3)xG(b1),G(b1)xG(b2),G(b3) xG(by)} esnek bagintilari
ile Ty = {(F,A),{F(a2)},®} ve 12 = {(G,B),®,{G(b2)},{G(b2),G(b1)}} esnek
Scott topolojik uzaylari verilsin. T : (F,A)=>(G,B) esnek fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlansin.

T(a1,{ua}) = (b3,{ua}); T(az,{u1}) = (b2, {uz}); T (az,{us}) = (b2,{us}).

T esnek fonksiyonunun Teorem 3.2.87 1. kismini sagladigi
T-1(®)=®; T (G,B) = (F,A): T~ ({G(b2)}) = {F(a2) }s T"' ({G(b2),G(b1)}) = {F (a2)}

seklinde gosterilebilir. Boylece T esnek fonksiyonu siirekli olur.

Ayni zamanda Teorem 3.2.87 in 2. kismu, biitiin yonlendirilmis esnek kiimeler (F,A);
{F(ay)}, {F(a1)} bulunarak ve T altinda supremumlarinin gériintiileri asagidaki gibi
bulunarak

T(sup(F,A)) =T({F(a2)}) = G(b2) = supT (F,A),
T(sup{F(a2)}) =T (F(a2)) = G(b2) = supT ({F (a2)}),

T (sup{F(a1)}) =T (F(a1)) = (b3, {ua}) = supT ({F (a1)}).
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T esnek fonksiyonunun Scott siirekliligi gosterilebilir.

Ornek 3.291. U = {uj,uo,u3,us} ve V = {vi,v5,v3} evrensel kiimeler ile
A = {ay,ar,a3} ve B = {by,by,b3,by} parametre kiimeleri olsun. (F,A) =

{(a1,{uz,u3}),(az, {ur,us}), (as,{ur,u3,us})} ve

(G,B) = {(b1,{v3}),(b2,{v1,v3}),(b3,{v2}),(bs,{vi,v2})} olacak sekilde (F,A)
ve (G,B) esnek kiimeleri tamimlansin. (F,A) ve (G,B) lizerinde sirasiyla
<(Fay={F(a1)xF(a1),F(az) xF(a2),F(a3)xF(a3),F(az) xF(a2),F(ar) xF(az)}
ve <(gp)= {G(b1) x G(b1),G(b2) x G(b2), G(b3) x G(b3),G(ba) x G(bs),G(by) x
G(b2),G(b2) x G(bs),G(b1) x G(ba),G(b3) x G(b1),G(b3) x G(b2),G(b3) x G(ba) }
esnek bagintilar ile

1 ={(F,A),{F(a2),F(a3)}, {F(a1),F(a2)},{F(a2)}, P} ve

T = {(G,B),D,{G(b4)},{G(b1),G(b2),G(b4)},{G(b2),G(bs)}} esnek Scott
topolojik uzaylar1 verilsin. T : (F,A)>(G,B) esnek fonksiyonu agagidaki gibi

tanimlansin.
T(ar,{uz}) = (b1,{v3}), T(a1,{us}) = (b1,{v3}), T (az,{u1}) = (b, {m2}),

T(az,{us}) = (ba,{v2}), T (az,{u1}) = (b2,{v1}), T (a3, {us}) = (b2,{vs}),
T (az,{us}) = (b2,{vs}).

T esnek fonksiyonunun Teorem 3.2.87 in birinci kismin1 sagladig:
T71(®)=®,77'(G.B) = (F.A), T™ ({G(b1),G(b2),G(b4)}) = (F,A),

T~ ({G(b2),G(b4)}) = {F (a2),F (a3)} T~ ({G(b4)}) = {F (a2)}

seklinde gosterilebilir. Boylece T esnek fonksiyonu Scott siirekli olur.

Ayni1 zamanda Teorem 3.2.87 in 2. kismui, (F,A) daki tiim yonlendirilmis esnek kiimeler
(F,A), {F(a2),F(a3)}, {F(a1),F(a2)}, {F(a2)}, {F(a3)}, {F(a1)} bulunarak
ve T altinda supremumlarinin goriintiileri asagidaki gibi incelenerek T esnek

fonksiyonunun Scott siirekliligi gosterilebilir:

T(sup(F,A)) =T({F(az2)}) = (bs,{v2}) = supT (F,A),

supT ({F(a2),F(a3)}) = sup{(b2,{v1}),(b2,{v3}),(bs,{v2})} yi bulahm.
sup{(b2,{v1}),(b2,{v3}),(ba,{v2})} yi bulmak icin G}(b2) = {vi,v2} ve
G (bs) = {v2} olacak sekilde (G, {b2,bs}) esnek kiimesi tanimlayarak Tanim
3.1.14 ile

53



<gr= {{((b2;02) {(vi,v1)}),  ((b2,02),{(vi,v2)}),  ((b2,02),{(v2,v1)}),
((02,62),{(v2,v2) 1)}, {((ba,ba),{(v2,v2) 1)}, {((b2,04),{(v1,72)}),
((02,61),{(v2,v2)})}} = {G}(b2) x G} (b2), G (b4) x G (b4), G} (b2) x G} (ba) }
esnek bagimtist buradan da sup{(bz,{vi}),(b2,{v3}),(ba,{v2})} = (bs,{v2})
elde edilir. Ayrica T (sup{F(a3),F(a2)}) = T(F(az)) = {bs,{v2}} bulunur.
Sonug olarak supT{F(ay),F(a3)} ve T (sup{F(a3),F(ay)}) esit bulunur.

supT{F(ay),F(az)} =sup{(b1,{v3}),(bs,{v2})} yi bulahm.
sup{(by1,{v3}),(bs,{v2})} yi bulmak icin G,(b;) = {v3} ve Ga(bs) = {2}
olacak sekilde (Go,{b;,bs}) esnek kiimesi tanmimlayarak Tamm 3.1.14
ile <g,= {{((b1,61),{(v3,v3)}),((ba;b4),{(v2,v2)}), {((b1,b4),{(v3,v2)})}}
esnek bagintist buradan da sup{(by,{v3}),(bs,{v2})} = (ba,{v2}) elde edilir.
Ayrica, T (sup{F(a1),F(az)}) =T(F(az)) = (bsg,{v2}) bulunur. Sonug olarak
supT{F(ay),F(az)} =sup{(b1,{v3}),(bs,{v2})} elde edilir.

supT{F(az)} =sup{(bg,{v2})} yi bulalim.
sup{(bs,{v2})} yi bulmak igin G3(bs) = {v2} olacak sekilde (G3,{bs})
esnek kiimesi tammlayarak Tamm 3.1.14 ile <g,= {{((04,b4),{(v2,v2)})}
esnek bagintisi buradan da sup{(b4,{v2})} = (bs,{v2}) elde edilir. Ayrica,
T(sup{f(az)}) = T(F(az)) = (bs,{v2}) bulunur. Boylece, supT{F(ay)} =
sup{(bs,{v2})} elde edilir.

supT{F(a3)} = sup{(bz,{v1}),(b2,{v3})} yi bulalim.

sup{(by,{v1}),(b2,{v3})} yi bulmak igcin Gy(by) = {vi,v3} olacak
sekilde  Ga4,{by} esnek kiimesi tamimlayarak Tamm 3.1.14 ile
$G4= {((b27b2)7{(vlavl)})a((b27b2)7{(vlvv3)})a((b27b2)7{(v3avl)})a
((b2,02),{(v3,v3)})} = Gu(by) x G4(bp) esnek bagintisi buradan da
sup{(b2,{v1}), (b2, {v3})} = {(b2,{v1}),(b2,{v3})} = Ga(b2) = G(b2)
elde edilir. Ayrica, T(sup{F(a3)}) = T(F(a3z)) = G(bp) bulunarak
T (sup{F(a3)})=supT(F(a3)) elde edilir.

supT{F(ay)} =sup{(by,{vs})} ti bulalim.
sup{(b1,{v3})} i bulmak icin Gs5(b;) = {v3} olacak sekilde (Gs,{b;})
esnek kiimesi tanimlayarak Tanim 3.1.14 ile <g,= {((b1,01),{(v3,v3)})}
esnek bagmtist buradan da sup{(bi,{v3})} = (b1,{v3}). elde edilir. Ayrica,
T(sup{F(a1)}) = T(F(a1)) = (b1,{v3}) bulunur. Boylece supT{F(a;)} =
sup{(b1,{v3})} elde edilir.
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Teorem 3.2.92. (Yaylali ve Tanay, 2017) Esnek Scott siirekli fonksiyonlar icin en
kiiciik sabit nokta teoremi: (F,A) en kiiciik eleman F'(aq) a sahip yonlendirilmis tam

kismi sirali bir esnek kiime olsun.

i) Varhik: Her Scott siirekli 7 : (F,A) - (F,A) esnek fonksiyonu en kiigiik sabit
noktaya (LFP(T)) sahiptir.

ii) Yapmm: En kiiciik nokta ardigik olarak tanimlanan Kleene zinciri:
Ko=F(ao), Kns1 =T (Ky) =T (Ko)

ile
LFP(T) = sup,K, = sup,T"(Ky)

olur.

iii) Korunum: (G,B) bagka bir en kii¢iik elemana sahip yonlendirilmig tam kismi

siral1 bir esnek kiime olsun ve
(F.A) —— (G.B)
I ls
diagram1 Scott siirekli esnek fonksiyonlar ile degismeli (commuting) olsun.
Buradan V(LFP(T)) = LFP(S|y(r,)) elde edilir.

Kamit. Ky = F(ag) < T(F(ap)) = K; olsun. T sira korur oldugundan, K; = T(Kp) <
T(K;) = K, ve timevarim ile her n i¢in T(K,) < T(K,+1) elde edilir. K, artan
oldugundan, (F,A) da en kiigiik iist sinir F(a) = sup,K, vardir. T nin siirekliliginden,
T(F(a)) =T (sup,K,) = sup,K,+1 = F(a) olur. Buradan da F(a), T nin sabit noktasi
olur. Aslinda T en kiigiik sabit noktaya sahiptir. Gergektende, F'(a’) = T(F(a')) nii
bagka bir sabit nokta olarak kabul edersek, Ky = F(ag) < F(a') oldugundan K; =
T(F(ap)) < T(F(a")) = F(a') bulunur. Tiimevarim ile de her n i¢in K, < F(a'),
buradan da F (a) = sup,K, < F(a') elde edilir. Boylece i ve ii ispatlanmis olur.

iii @i ispatlamak i¢in 1 V (F (ag))1n, en kiigiik eleman V (F (ag)) a sahip yonlendirilmis
tam kismi sirali esnek kiime olduguna ve S nin, V(F(ag)) < G(b) olmast S(G(b)) =
S(V(F(ap))) =V(T(F(ao))) 2V (F(ap)) olmasini gerektirirken 1 V(F(ap)) 1 kendi
icine esledigine dikkat cekmeliyiz. Sonug olarak S, 1V (Kj) a kisitlandiginda en kiigiik

sabit noktas1 vardir ve
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V(LFP(T)) =V (supaT"(Ko)), (i) den

=sup,V(T"(Kyp)), V Esnek Scott siirekli oldugundan
=sup,S"(V(Kp)), diagram degismeli oldugundan
:LFP(STV(K()))7 (ii) den

elde edilir.

Not: Eger V strict ise yani eger V(Ky) = Ky ise V(LFP(T)) = LFP(S) olur.

3.2.3. Esnek kompakt-acik topoloji ve esnek Isbell topoloji

(F,A) ile (G,B), Tp esnek topolojik uzaylar arasindaki biitiin siirekli esnek
fonksiyonlar STOP((F,A),(G,B)) ile gosterilsin.

Tamm 3.2.93. STOP((F,A),(G,B)) iizerinde alt baz elemanlari, (H,C) esnek alt
kiimesi, (F,A) da esnek kompakt ve (/,D) esnek alt kiimesi, (G,B) de esnek agik
olacak sekilde

N((H,C) ~ (1,D)) ={T e STOP((F,A),(G,B)): T((H,C))S(I,D)}
formunda olan esnek topolojiye esnek kompakt-acik topoloji denir.

T((H,C))S(I,D) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (H,C)ST-!((I,D)) olmasidir.
Ikinci kismin dogru olmast i¢in (H,C) nin saturasyonunun 7-1((/,D)) tarafindan
icerilmesi gerekir. Herhangi bir kompakt saturated esnek kiime (H,C) icin, (H,C)
yi iceren acik esnek kiimeler, Ornek 3.2.77 den Flg ) Scott agik esnek filtresidir, ve
T eN((H,C) - (I,D)) < T~'((I,D)) € Fy ¢y olur. Buradan N(Fy ¢y < (I,D)) =
{T € STOP((F,A),(G,B)) : T"'((I,D)) € Fyy ¢y} olarak tanimlanirsa, N(F(y c) <
(I,D))=N((H,C)— (I,D)) olur.

Tanmm 3.2.94. STOP((F,A),(G,B)) iizerindeki esnek Isbell topoloji, alt baz
elemanlari, A, 6(O(F,A)) dan ve (I,D), (G,B) nin esnek acik alt kiimesi olacak
sekilde,

[A,(1,D)] = {T ¢ STOP((F,A),(G,B))|3(H,C) e A, T((H,C)) < (I1,D)}
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esnek acgik kiimeleri olan esnek topoloji olarak tanimlanir.

STOP((F,A),(G,B)) esnek Isbell topoloji ile donatildiginda [(F,A),(G,B)] ile
gosterilecektir.

Not. Alternatif olarak esnek Isbell topoloji asagidaki gibi tanimlanabilir:

(F,A) ve (G, B) esnek topolojileri i¢in, A, 6(O((F,A))) dan ve (I,D), O((G,B)) den
olacak sekilde

N(A < (1,D)) ={T e STOP((F,A),(G,B)): T~'((I,D)) e A}

esnek kiimesi STOP((F,A),(G,B)) iizerinde bir esnek topoloji igin esnek altbaz

olusturur.

Yukaridaki iki tantmin denkligi asagidaki gibi gosterilebilir:

A, 6(O((F,A))) dan ve (1,D), O((G,B)) dan olacak sekilde T € N(A < (I,D))
olsun. Buradan T-1((1,D)) ¢ A elde edilir. Buda T~!((1,D)) = (H,C) olacak sekilde
(H,C) € A olmasmi gerektirir. Daha sonra T((H,C)) = T(T-'((I,D)))E(I,D) olur.
Buradan da T € [ A4, (1,D)] elde edilir.

T € [A,(1,D)] olsun. T((H,C))€(I,D) olacak sekilde (H,C) ¢ A vardur.
(H,C)ST-Y(T((H,C))) ST-1((I,D)) ve (H,C) ¢ Aec(O((F,A))) oldugundan,
T-1((1,D)) € A olur. Buda T € N(A < (I,D)) olmasin gerektirir.

Ornek 3.2.95. Baslangic evreni U = {uj,up,u3} ve parametre kiimeleri

A ={p1,p2} ile B ={p3} olsun. (F,A) = {(p1,{uz}),(p2,{ur})} ve (G,B) =
{(p3,{u1})} esnek kiimeleri ile T = {®,(F,A),{(p1{uz})}}, (F,A) iizerinde ve
6={P,(G,B),{(p3,{u1})}}, (G,B) tizerinde esnek topolojiler olsun.
T;: (F,A)=(G,B) esnek fonksiyonlarini agagidaki gibi tanimlayalim:

Ti: (p1,{ua})=>(p3,{u1})
(p2,{u1})=>(p3,{w1})

Esnek Isbell topoloji i¢in esnek altbaz agagidaki adimlar ile elde edilir:

(i(O(F7A))j {¢7%7{(F7Al}7{(p17{”2})7 (FvA)}} _
Ar={®}. Ay = {(F,A)}, A3 = {(p1,{uz}),(F,A)} ve A4 =7F.
Buradan esnek altbaz 5 = {{T}}} ve esnek Isbell topoloji T = {®, {T}}} olur.

Ornek 3.2.96. Baslangic evreni U = {uj,up,u3} ve parametre kiimeleri
A ={p1,p3}, B ={p1,p2} olsun. (F,A) = {(p1,{u1}),(p3.{us})} ve (G,B) =
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{(p1:{u2}), (p2,{ur})} esnek kiimeleri ile T = {®,(F,A),{(p3,{us})}}, (F,A)
iizerinde ve G = {®,(G,B),{(p1,{u2})}}, (G,B) tizerinde esnek topolojiler olsun.
T;: (F,A)=(G,B) esnek fonksiyonlarini agagidaki gibi tanimlayalim:

Ti: (pr.{w})=(p2{w}) T: (pr,{wm})>(pr1,{uz})
(p3,{uz})=(p2,{u1}) (p3,{uz})=(p2,{u1})
T: (p1,{w})=(p1,{u2}) Ta: (pr,{wm})>(p2,{m})
(p3,{us})=(p1,{uz}) (p3,{u3})=(p1,{u2})

(F,A) ile (G, B) arasindaki biitiin siirekli esnek fonksiyonlar: {7}, 73,74}

Esnek Isbell topoloji i¢in esnek alt baz elemanlar1 asagidaki adimlar ile elde edilir.

G(O(FvA)) ~ {@,%,{(F,A)},{(p&{ug}), (F,A)}}
A1 ={(FA)}, Ay ={®}, A3 ={(p3,{u3}),(F,A)} ve Ay =T

«fltl <~ {(p1,{w})}] = {15}
42 ~{(p1,{mw2})}]={1, T3, Ts}

[ 1=
[ >
[A3 < {(p1,{ua}) }] = {13, Ts}
[As < {(p1,{m})}]={T, T3, Tu}

Sonug olarak esnek Isbell topoloji T = {®,{T1,73,T4},{T3,T4},{T3}} olur.

Ornek 3.2.97. Baslangic evreni U = {uj,up,u3} ve parametre kiimeleri

A ={p1,p2}, B = {p1,p3,ps} olsun. (F,A) = {(p1,{ua}),(p2,{u1})} ve (G,B) =
{(p1,{u2}),(p3.{u1}), (pa,{ur})} esnek kiimeleri ile T = {®,(F,A),{(p2, {u1})}},
(F,A) tizerinde ve

16 = {D,(G,B),{(p1,{uz}), (pa,{u1})},{(p1,{u2})}}, (G,B) iizerinde esnek
topolojiler olsun.

T;: (F,A)=(G,B) esnek fonksiyonlarini agagidaki gibi tanimlayalim:
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Ti: (pr,{w})=>(p1{ue}) Tz (pr,{uwa})=>(p3,{w})
(P2 {u1})=>(p1,{u2}) (P2, {u1})=(p3,{ur})
T3: (p1Awa})=(p1{ue}) Tz (pr,{un})>(pa{m})
(p2,{u1})=(p3,{ur }) (P2, {u1})=(pa, {ur})
Ts: (p1,{u2})=(p1,{ua}) To: (p1,{ua})>(p3,{m})
(2. {u1})>(pa,{ur}) (P2, {1 })=(p1,{u2})
Tr: (pr,{w})=>(pa{m}) Ts: (pr,{ua})=>(p3,{wa})
(P2 {u1})=>(p3,{ur}) (P2 {u1})=(pa,{ur})
To: (p1.{ua})=>(pa,{u1})
(P2, {u1})=(p1,{uz})

(F,A) ile (G,B) arasindaki biitiin siirekli esnek fonksiyonlar: {T,T», T4, T, T3, To }
6(O(F,A)) ={®@,Tr {(F,A)},{(p2, {m1}),(F,A)}}
A ={@}, Ao = {(FA)}, As = {(p2, {1}), (F,A)} ve Ay =T

Esnek Isbell topoloji i¢in esnek altbaz elemanlar1 asagidaki sekilde elde edilir.
A« = {1, Ty, Ty, Tg, Ty, Ty }

Ay < (G,B)]={T\,Tp, Ty, Te, Ty, To}

Ay < {(p1,{u2}), (pa, {m})}] = {11, Ta, To}

Ao < {(pr.{u2})}]={T1}

As < {(p1,{u2}), (pa, {m})}] = {1, T, To}

A < {(p1,{m )} = {11, Ts, To}

| B e B s I s B s B |

Sonug olarak esnek Isbell topoloji

T=A{P AN, 2, I1,T6, 13, To } ,{T1, Tu, To } , {11, T6, To } , {T1, T}, {Th }, {Th, 14, T5, To } }
olarak elde edilir.

Teorem 3.2.98. (F,A,T) ve (G,B,G) esnek topolojik uzaylar olsun. [(F,A),(G,B)]
tizerindeki esnek Isbell topoloji, esnek kompkt-agik topolojiden daha incedir. Eger
(F,A) esnek sade (sober) ve O((F,A)) esnek siirekli latis ise esnek Isbell topoloji
ve esnek kompakt-acik topoloji ¢akisir.

Kanit. Kompakt-acik topolojide her esnek altbaz elemani esnek Isbell topolojide
de esnek alt baz elemani olur. Diger yandan, (F,A) nin esnek sober ve O((F,A))
nin esnek siirekli latis oldugunu kabul edelim. Eger T € N((H,C) « (K,I))
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ise T-1((K,I)) € (H,C) ve O((F,A)) esnek siirekli oldugundan Teorem 3.2.84
den T-'((K,I)) € (D,E)S(H,C) olacak sekilde acik esnek filtre (D,E) vardir.
Buradan N((M,0) - (K,I)) =N((D,E) < (K,I)) olacak sekilde kompakt saturated
esnek kiime (M,0) vardir ve boylece (K,I) € N((M,0) - (K,I)) = N((D,E) <«
(K,I))EN((H,C) < (K,I)) olur. Sonug olarak, bu durumda esnek Isbell topoloji,

esnek kompakt-acik topoloji tarafindan igerilir. Boylece cakisirlar. [

Teorem 3.2.99. (F,A,T) ve (G,B,G6) esnek topolojik uzaylar olsun ve
Q[(F,A),(G,B)], ozellestirilmis (specialization) esnek siralama ile [(F,A),(G,B)]

esnek Isbell topolojik uzayini gostersin. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir:

i) Q[(F,A),(G,B)]daT <Solur.
ii) Her F(a) € (F,A) i¢in Q(G,B) daT(F(a)) <S(F(a)) olur.

iii) O(G,B) daki her (H,C) i¢in T~ ((H,C))SS"'((H,C)) olur.

Kanmit. i=ii Q[(F,A),(G,B)] de T < S olsun. Buradan F(a) € (F,A) ve (G,B) de
esnek acik kiime (H,C) i¢in T(F(a)) € (H,C) olmast icin gerek ve yeter kosul
N(F(a)), F(a) nin esnek agik komguluklarinin Scott esnek agik filtresiyken
T eN(N(F(a)) < (H,C)) olmasidir. Buda S € N(N(F(a)) < (H,C)) olmasi
icin gerek ve yeter sartin S(F (a)) € (H,C) olmasidir. Sonug olarak 7'(F(a)) <
S(F(a)) olur.

ii = iii Eger Q(G,B) daher F(a) i¢in T(F(a)) <S(F(a)) ise esnek agik (H,C) i¢in
F(a)eT~'((H,C)) olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul T (F (a)) € (H,C) olmasidir.
Buda S(F(a)) € (H,C) olmas i¢in gerek ve yeter sartin F(a) € S™'((H,C))
olmasini gerektirir. Sonug olarak 7~ ((H,C))SS~!((H,C)) elde edilir.

iii =i Her (H,C) € O(G,B) i¢in T~'((H,C))SS"!((H,C)) oldugunu kabul edelim.
Eger T € N((K,D) « (H,C)) Isbell esnek acgik kiime ise T-'((H,C)) €
(K,D) olur, buradan da (K,D) siiper esnek kiimelerde kapali oldugundan
S~1((H,C)) € (K,D) elde edilir. Boylece S € N((K,D) < (H,C)) olur, esnek
altbaz olusturdugundan , 7 < § elde ederiz.

]
Teorem 3.2.100. (F,A,7) ve (G,B,G) esnek topolojik uzaylar olsun. Eger T :
(Fi,A;) —» (F,A) ve S: (G,B) — (G1,By) esnek siirekli fonksiyon ise [(F,A),(G,B)]
deki her P igin [T,S](P) = SPT seklinde tammlanan [7,S]: [(F,A),(G,B)] —
[(F1,A1),(G1,B1)] esnek siirekli fonksiyon olur.
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Kamit. [T,S] siirekliligini gostermek i¢in O(F},A}) in her hangi bir Scott acik esnek
kiimesi (H;,C;) ve (Gi,Bp) in herhangi bir acik esnek kiimesi (/;,Dp) i alalim.
O(F,A) in baz1 Scott agik esnek kiimesi (H,C) ve (G, B) nin bazi esnek acik kiimesi
(I,D) i¢in [T,S]"Y(N((H,,Cy) < (I;,D1)) =N((H,C) < (I,D)) oldugunu gistermek
yeterlidir. Siirekli oldugundan esnek acik olan (I,D) = S~'((I},Dy)) ve (H,C) =
(OT)"Y(Hy,C) ={(J,E) e O(F,A): T"'((J,E)) € (H,Cy)} alalim. OT keyfi esnek
birlesimleri korudugundan (H,C) Scott esnek siireklidir. Buradan, Scott acik esnek

kiime (H;,C) in 6n goriintiisii (H,C) Scott agik esnek kiime olur. Son olarak,

Pe[T,S]"'(N((H;,C)) < (I;,D)) < (SPT)"'(I;,Dy) € (Hy,C))
T (P (s7'((1,D1))))
=T-'(P'((1,D))) € (H1,C1)
P ((1,D)) € (H,C)
PeN((H,C) < (1,D)).

8

)

)

3.2.4. Esnek Lawson topoloji

Tanmm 3.2.101. (Babitha ve Sunil, 2010) Bir (F,A) esnek kiimesinde herhangi
bir esnek baginti RE(F,A) x (F,A) i¢in esnek bafintinin tersi R°P? bagmtisi; her
F(a),F(b) e (F,A) igin F(a)R°PF (b) olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun F(b)RF (a)

olmasi seklinde tanimlanir.

Not. R, (F,A) esnek kiimesi iizerinde bir esnek baginti olsun. Eger (F,A) ters esnek

bagint1 R°P ile gbz oniine alinirsa, (F,A)°P ile gosterilecektir.

Tanmmm 3.2.102. o((F,A)°P) iizerindeki esnek Scott topolojiye esnek Dual Scott
topoloji denir. Esnek Dual Scott topoloji asagidaki 6zellikleri saglayan (G,B) esnek
alt kiimelerinden olugmaktadir.

i) (F,A) da (G,B) =| (G,B) oldugundan (F,A)°? da (G,B) =1 (G,B) olur.

ii) Her filtrelenmis (D,C)S(F,A) esnek kiimesi icin inf(D,C) € (G,B) olmasi
(D,C)A(G,B) + ® olmasini gerektirdiginden, her yonlendirilmis (D,C)S(F,A)°P
esnek kiimesi i¢in sup(D,C) € (G,B) olmasi (D,C)"(G,B) + ® olmasim gerektirir.

Tanim 3.2.103. (F,A) kismi sirali esnek bir kiime olsun. Esas filtrelerin esnek

tiimleyenlerinin (F,A)—1 {F (a)} iirettigi esnek topolojiye esnek agag1 (lower) topoloji
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denir ve ®(F,A) ile gosterilir.

Teorem 3.2.104. (F,A) kismi sirali esnek kiime olsun. Her a € A i¢in 1 {F(a)},
o((F,A)) da kapali esnek kiimedir.

Kamit. (G,B) = (F,A)- 1 {F(a)} ise (G,B), ®((F,A))da acgik esnek kiime olur.
Buradan da ((F,A))da 1 {F(a)} kapal esnek kiime olur. O

Teorem 3.2.105. (F,A) kismi sirali esnek kiime olsun. Sonlu bir B kiimesi i¢in, 1
(G,B), ®((F,A)) da kapali esnek kiime olur.

Kanit. Teorem 3.2.56’ dan kapali esnek kiimelerin sonlu esnek birlesimleri kapali
esnek kiime oldugundan 1 (G,B), ®((F,A))da kapali esnek kiimedir. O

Teorem 3.2.106. Yonlendirilmis tam kismi sirali esnek kiime iizerindeki esnek asagi
topoloji ®(F,A) genellikle 6((F,A)°?) dan kabadir.

Kamit. ¥ {F(a)} esas filtreleri dual esnek Scott topoloji i¢in kapali oldugundan
o(F,A), 6((F,A)°P) dan kabadur. O

Ornek 3.2.107. U = {c{,c3,c3,c4,¢5,¢6} baglangic evreni, A = {a;,a,a3} parametre
kiimesi ve F(a;) = {c1,c2}, F(a2) ={ca2}, F(a3) = {ca,cs,c6} olacak sekilde (F,A)

esnek kiimesini goz oniine alalim.
<={F(a1)xF(a1),F(ax)xF(ay),F(a3z)xF(a3),F(a;)xF(ay),F(ay)xF(a3),F(a;)xF(a3)}

ile (F,A) kismi sirali esnek kiime, filtrelenmis esnek kiime ve minimum elemani
oldugundan esas filtrelenmis esnek kiimedir.

(F,A)=1{F(a)} =2

(F,A)-1{F(a2)} ={F(a;)}. Minimumu oldugundan filtrelenmis esnek kiimedir.
(F,A)- 1 {F(a3)} = {F(a1),F(az)}. Minimumu oldugundan filtrelenmis esnek
kiimedir.

Buradan esnek alt baz S = {®,{F(a;)},{F (a1),F(a>)}} olur.

Boylece esnek baz BB = {®, (F,A),{F(a1)},{F(a1),F(a)}} elde edilir.

Sonug olarak esnek asagi topoloji ® = {®,(F,A),{F(a1)},{F(a1),F(az)}} olarak
elde edilir.

Tanim 3.2.108. (F,A) yonlendirilmig tam kismi sirali esnek kiime olsun. Esnek Scott
topoloji ve esnek alt topolojinin 6((F,A)) v ®((F,A)) ortak inceltilmesine (common
refinement) esnek Lawson topoloji denir ve A((F,A)) ile gosterilir. ((F,A),A((F,A)))
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esnek Lawson topolojik uzayi, A((F,A)) ile gosterilir.

Bagka bir deyisle, esnek Lawson topoloji (G, B) € 6((F,A)) olan (G, B) esnek kiimeleri
ile birlikte F(a) € (F,A) i¢in (F,A)- 1 F(a) esnek kiimelerinden olusan esnek alt
bazina sahiptir. (G,B) € 6((F,A)) ve (F,A) mmn sonlu esnek alt kiimesi (H,C) iken
(G,B)-1 (H,C) esnek kiimesi, A((F,A)) igin esnek baz olusturur.

Dikkat edilirse, (G,B) ve (F,A)- 1 (H,C), (S) ozelligini saglar. Dolayisiyla, her
(F,A)-1 (H,C) ve her Lawson agik esnek kiime Teorem 3.2.83 (ii)den (S) 6zelligini

saglar.

Ornek 3.2.109. Ornek 3.2.107 de tanimlanan kismi sirali esnek kiimesi (F,A,<) g6z

Oniine alalim. Burada esnek Scott topoloji

G={(F,A),®,{F(a),F(a3)},{F(a3)}}

olur. Daha sonra esnek Lawson topolojinin esnek alt bazi

S= {q)a{F(al)}v{F(al)vF(QZ)}a(FaA)7{F(a2)7F(a3)}>{F(a3)}}

olur. Buradan da esnek Lawson topolojinin esnek bazi

B={®,{F(a)},{F(a1),F(a2)},(F.A),{F(a2),F (a3)},{F (a3)}}

olarak elde edilir. Sonug olarak esnek Lawson topoloji

T={®,(F,A),{F(a1)},{F(a1),F(a2)},{F(a2),F(a3)},{F(az)},{F(a1),F(a3)}}

olur.

Teorem 3.2.110. (F,A) yonlendirilmis tam kismi sirali esnek kiime olsun.

i) (G,B) yukar1 esnek kiimesinin Lawson agik esnek kiime olmasi i¢in gerek ve yeter
sart Scott acik esnek kiime olmasidir.

ii) Asagi esnek kiimenin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart yonlendirilmis esnek
kiimelerin supremumlar: altinda kapali esnek kiime olmasidir.

iii) Eger (G,B), (F,A) da Scott kapali esnek kiime ise sirastyla (G, B) de esnek asagi
alt topoloji, esnek Lawson alt topoloji, (G, B) de esnek asad1 ve esnek Lawson topoloji

olurlar.

Kanit. i) o((F,A))SA((F,A)) oldugundan, Scott agik esnek kiime Lawson agik esnek

kiime de olur. Simdi Lawson agik yukar: esnek kiimenin Scott acik esnek kiime
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oldugunu gostermeliyiz. Yukar1 esnek kiime (G,B) Lawson agik esnek kiime olsun.
Buradan (S) 6zelligini saglar. Daha sonra Teorem 3.2.79 Scott acik esnek kiime olur.
ii) Teorem 3.2.79 (i) den agiktir.

iii) (G,B) esnek agag1 topolojisi ve (F,A) dan relatif esnek asag1 topolojisinde ayni
kapali alt baz esnek kiimesine sahiptir. (G,B) nin (G,B) de Scott kapali esnek alt
kiimesi (F,A) da Scott esnek kapali kiimedir ve sonug olarak (F,A) da relatif esnek
Scott topoloji, esnek Scott topoloji ile ¢akisir. Esnek Lawson topoloji i¢in ispat ise bu

ikisinden gelir. O
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasindan yeni bir esnek baginti olan esnek way below bagintisi ile ilgili
sonuglar incelenerek esnek siirekli latis, esnek domain gibi kavramlar tanimlanmagtr,
bu kavramlarla ilgili ¢esitli 6rnekler verilmistir. Ayrica bu kavramlarla ilgili bazi

teoremler ve sonuclar ifade edilmistir.

Esnek Kiimelerdeki topolojik yapilar arastirilmis ve ozellikle 7 esnek topolojik
uzaylar ile ilgili 6nemli bazi sonuglar elde edilmistir. 7y esnek topolojik uzaylar
tizerinde yeni bir siralama olarak 6zellestirilmis esnek siralama olusturulmus ve ayrica,
esnek kompaktlik gibi kavramlar calisilarak, indirgenemez (irreducible), doymus
(saturated), sade (sober) gibi bazi yeni tamimlamalar ve bunlarin bazi 6zellikleri

litaratiire kazandirilmustir.

Scott Topolojinin olas1 sonuglar1 odaklanarak esnek Scott Topoloji iizerinde bazi
elde edilen yeni sonuclarin ispatlar1 ifade edilmistir. Esnek Scott Topolojide elde
edilen sonuglar1 gelistirmek i¢in esnek meet siireklilik ve esnek way-below bagintisi
incelenerek bazi sonuclar elde edilmis ve yeterli sayida ornek verilmistir. Ayrica
Esnek way-below bagintis1 genellestirilerek yardimei (auxiliary) esnek kiime bagintisi
tanimlanmig ve Ornekler verilerek, bazi sonuglar elde edilmigstir. Bu caligmalari
takiben, yaklasimsal yardimci (approximating auxiliary) esnek kiime bagintisi
tanimlanarak bazi sonuglar elde edilmistir. Daha sonra auxiliary esnek kiime bagintisi

ile esnek Scott topoloji arasindaki iligkiler incelenerek bazi sonuglar elde edildi.

Esnek kiime ayni yakinsamaya sahip olmadan esnek alt kiime oldugunda esnek
bagintinin nasil olusturulacagi incelenerek ayni yakinsamaya sahip olmayan esnek alt
kiimede esnek baginti tanimlandi. Boylece esnek fonksiyonlarin goriintiilerinde baginti

elde edilmis oldu.

Fonksiyon uzaylar1 iizerindeki topolojik yapilar incelenerek esnek Scott siirekli
fonksiyonlar olusturulmus ve esnek Scott siirekli fonksiyonlara cesitli Ornekler
verilerek elde edilen sonuglar incelenmistir. Bu caligmalar kullanilarak, esnek
kompakt-agik topoloji ile esnek Isbell topoloji tanimlanmstir. Ozellikle fonksiyon
uzaylar tizerindeki esnek Isbell Topolojinin 6zellikleri calisilarak esnek Scott Topoloji

ile aralarinda bazi iligskiler bulunmustur. Esnek fonksiyon uzaylarinda Esnek Isbell
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Topoloji ile Esnek Kompakt-A¢ik Topolojiler karsilastirilarak bazi sonuglar elde

edilmisgtir.

Bunlarin yan sira esnek siralama yardimi ile esnek agagi topoloji tanimi verilmistir.
Esnek Scott topoloji ve esnek asagi topoloji yardimi ile yeni bir topoloji olan esnek
Lawson topoloji ifade edilmis ve esnek Lawson topoloji ile ilgili elde edilen bazi

sonuclarin ispatlar1 yapilmistir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar yardimiyla esnek kiimeler iizerinde kategorik

yapilar ¢alisilabilir, 6zellikle Topolojik igerikli kategorik yapisal caligsmalar yapilabilir.
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