T.C.
MUGLA SITKI KOCMAN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

KEYFIi BiR R HALKASI UZERINDE TANIMLI 3-BOYUTLU
ROTRISLER KUMESININ CEBIRSEL YAPISI UZERINE

YUKSEK LiSANS TEZi

BETUL COSGUN

TEMMUZ 2018
MUGLA



MUGLA SITKI KOCMAN UNIiVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii
TEZ ONAYT

Betiil COSGUN tarafindan hazirlanan KEYFI BiR R HALKASI UZERINDE
TANIMLI 3-BOYUTLU ROTRISLER KUMESININ CEBIRSEL YAPISI UZE-
RINE baglikl1 tezinin, 13/07/2018 tarihinde agagidaki jiiri tarafindan Matematik Ana-
bilim Dalinda yiiksek lisans derecesi i icin gerekli gartlar: sagladig1 oybirligi/oycoklugu
ile kabul edilmistir.

TEZ SINAV JURISI
Dog. Dr. Mustafa ASCI (Baskan)

Matematik Anabilim Dali
Pamukkale Universitesi, DENIZLi

Dog. Dr. Ummahan ACAR (Damgman) Imza:
Matematik Anabilim Daly

Mugla Sitki Kogman Universitesi, Mugla

Dog. Dr. Bekir TANAY (Uye) Imza:

Matematik Anabilim Dali %
Mugla Sitki Kogman Universitesi, Mugla

ANABILIM DALI BASKANLIGI ONAYI

Prof. Dr. Mustafa GULSU mz
Matematik Boliim Bagkani -’P M
Mugla Sitki Kogman Universitesi, Mugla L/ v
Dog. Dr. Ummahan ACAR Imza.

Danigman, Matematik Anabilim Dali
Mugla Sitki Kogman Universitesi, Mugla

Savunma Tarihi: 13/07/2018




Tez galigmalarun sirasinda elde ettiim ve sundugum tiim sonug, dokiiman, bilgi ve
belgelerin tarafimdan bizzat ve bu tez caligmasi kapsaminda elde edildigini, akademik
ve bilimsel etik kurallarma uygun oldugunu beyan ederim. Ayrica, akademik ve bi-
limsel etik kurallar1 geregi bu tez ¢alismas: sirasinda elde edilmemis bagkalarina ait
tlim orijinal bilgi ve sonuglara atif yapildigim da beyan ederim.

Betiil COSGUN
13/07/2018

- P,




OZET

KEYFI BIR R HALKASI UZERINDE TANIMLI 3-BOYUTLU ROTRISLER
KUMESININ CEBIRSEL YAPISI UZERINE

Betiil COSGUN

Yiiksek Lisans Tezi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Do¢. Dr. Ummahan ACAR
Temmuz 2018, 60 sayfa

Bu calismada, herhangi bir R halkasi iizerinde 3-boyutlu rotris kavrami tanimlanmis-
tir. Ayrica R halkasi tizerindeki 3-boyutlu rotrisler kiimesi K3 (R) olmak tizere R3(R)
kiimesinin cebirsel yapis1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Rotris, Rotris Halka, Rotris Halkasinin Idealleri.
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ABSTRACT

ON THE ALGEBRAIC STRUCTURE OF THE 3-DIMENSIONAL
RHOTRICES SET DEFINED ON AN ARBITRARY RING R

Betiil COSGUN

Master of Science (M.Sc.)

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Do¢. Dr. Ummahan ACAR
June 2018, 60 pages

In this study, 3-dimensional rhotrix concept is defined on any R ring. In addition, the
algebraic structure of the set K3(R) is examined, with the set K3(R) 3-dimensional
rhotrix on the R ring.

Keywords: Rhotrix, Rhotrix Rings, Ideals of Rhotrix Ring.
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1. GIRIS

1.1. Amac ve Kapsam

Atanassov ve Shannon (1998) "Matrix-Tertions and Matrix-Noitrets: Exercise for
Mathematical Enrichment" adli ¢alismasinda ilk kez noitret ve tertion kavramlarini
matematie kazandirmistir. Bu calismadan yola ¢ikarak Ajibade (2003) ”The Concept
of Rhotrix in Mathematical Enrichment" adli ¢calismasinda rotris tanimin1 vermistir.

Bu tanima gore 3-boyutlu reel bilesenli bir R rotrisi a, b, ¢, d, e reel sayilar olmak {izere

seklindedir. Yukaridaki R rotrisinde ¢ bileseni rotrisin kalbidir ve ¢ = h(R) ile goste-
rilir. Aynmi ¢alismada asagidaki gibi tanimlanan toplama iglemine gore rotrisler kiime-

sinin grup oldugu gosterilmistir.

a X
R+0 = b h(R) d [t\ y nQ) :z
e t
a+x

= b+y h(R)+h(Q) d+z

e+t



Ayrica R ve Q gibi iki rotrisin ¢arpimui da

RoQ = b hR) d [°\ y hQ) z
e t
ah(Q) +xh(R)

seklinde tanimlanmugtir.

Bu calisma dogrultusunda Mohammed( 2009 ) "A Remark on the Classification of
Rhotrices as Abstract Structures" adli ¢calismasinda da gergel(reel) sayilar ve tam sa-
yilar kiimesi iizerinde rotrislerin halka, tamlik bolgesi, temel ideal bolgesi oldugunu
gostermistir. Bu calismalar disinda Ajibade’nin tanimlamis oldugu ¢arpma islemin-

den farkli olarak satir-sutiin carpmasi olarak adlandirilan

a x
ReQ = b hR) d [*\ y hQ) z
e t
ax +dy

= bx+ey h(R).h(Q) az+dt

bz+ et

” @7 carpma islemi tanimlanmistir. (Sani , 2004)

Ayrica Aminu (2010) "The Equation R,b over Rhotrices" adli calismada satir-siitun
carpmasini kullanarak rotris kiimesinin vektor uzay1 oldugunu gostermis ve bazi 6zel-

liklerini incelemistir.

Bu calismalar 15181nda bizde tez calismamizda; bilesenleri keyfi bir R halkasindan

olan 3-boyutlu rotrislerin cebirsel 6zelliklerini inceleyecegiz.



Tez calismamizin birinci boliimiinde grup,halka ve cisim tanimlari ve bazi 6zellikleri
verilecek ve halka homomorfizmalar: tanimlari hatirlanacak. Daha sonra rotris tanimi

ve bu alandaki ¢aligsmalarin bir literatiir 6zeti verilecektir.

Tezin ikinci boliimiinde ise gercel sayilar ve tam sayilar iizerinde rotris halkalarinin

tanimu ve bazi 0zellikleri verilecektir.

Tezin tigiincii boliimiinde ise keyfi bir halka {izerinde 3-boyutlu rotrisler kiimesinin
tizerinde tanimlanan islemler ile halka yapist olusturdugu gosterilecek ve bazi 6zel-

likleri incelenektir.

Sonuglar boliimiinde ise elde ettigimiz sonuglar 6zetlenmistir.

1.2. Temel Tanimlar

Bu boliimde tez ¢alismamiz boyunca gerek duyacagimiz temel tamimlar ile ilgili kisa
bir literatiir 6zeti verilecektir. Daha ayrintili bilgi i¢in Hungerford(1980) ve Morde-

son(1997) kaynaklarindan yararlanilabilir.

1.2.1. Grup, halka , tamlik bolgesi , cisim

Tanmm 1.2.1. G bostan farkl bir kiime olmak iizere, her a,b € G i¢in *(a,b) = a*b
ile tanimli x : G X G — G bagintis1 bir fonksiyon ise , G lizerinde bir ikili iglemdir
denir ve her a € R i¢in axe = exa = a olacak sekilde bir e € G varsa e’ye  iglemine
gore G’nin birimi ve a € G icin axb = b a = e olacak sekilde bir b € G varsa b’ye

de % iglemine gore a’nin tersi denir. (Hungerford, 1980)

Tamim 1.2.2. G bostan farkli bir kiime ve x, G {izerinde bir ikili islem olsun.

» Egerhera,b,c € Gigin ax(b*c) = (axb)c saglaniyorsa x islemi G iizerinde

birlesmelidir ve (G, *) sirali ikilisine yarigrup denir.
* (G,*) yarigrubu birim elemana sahip ise (G, *) monoiddir denir.
 Eger (G,*) monoidinde her elemanin tersi varsa (G, *) gruptur denir.

* Eger a,b € G icin axb = bxa saglaniyorsa x islemi G iizerinde degigmelidir

ve (G,x) degismeli gruptur denir. (Hungerford , 1980)



Tamm 1.2.3. G bostan farkli bir kiime ve %, G lizerinde ikili islem olmak iizere, G
birlesmeli,birimli ve tersinir ise G’ye grup denir. Eger * islemi G iizerinde degismeli

ise G ye x islemine gore degismeli grup denir.

Tanim 1.2.4. R bostan farkli bir kiime ve R iizerinde toplama (+) ve ¢carpma (.) ikili

islemleri tanimlanmig olsun. Eger (+) ve (.) islemlerine gore;

* (R,+) degismeli grup,
» Her a,b,c € Rigin (a.b).c = a.(b.c) ((R,.) yarigrup)

e Hera,b,c € Rigina.(b+c) =a.b+a.c ve (a+b).c = a.c+b.c, sartlar sag-
laniyorsa, R’ye (+)ve (.) ile birlikte halka denir ve (R,+,.) li¢liisii ile gosterilir.

Ayrica eger,
* Her a,b € Ricin a.b = b.a oluyorsa R’ye degismeli halka ,

* Her a € R i¢in r.1g = 1g.r = r olacak sekilde 1 € R varsa R’ye birimli halka
denir. (R,+) degismeli grubunda (+) islemine gore birim elemana halkanin sifiri

denir ve’Og’ile gosterilir. (Hungerford, 1980)
Calismanin geri kalan kisminda a.b yerine ab gosterimi kullanilacaktir.

Tamim 1.2.5. R bir halka ve Og # a € R olsun. Eger ab = Og (ba = Og) olacak sekilde
bir Og # b € R varsa a’ya sol(sag) sifir bolen denir. Hem sag hem sol sifir bélen olan

elemana halkanin sifir boleni denir. (Hungerford, 1980)

Tanmim 1.2.6. R birimli bir halka ve a € R olsun. Eger ca = 1 (ab = 1p) olacak
sekilde bir ¢ € R (b € R)varsa a’ya sol(sag) tersinir eleman denir. Hem sag hem sol

tersinir olan elemana tersinir eleman denir. (Hungerford, 1980)

Tanim 1.2.7. Birimli ve 1z # Og olmak iizere, degismeli ve sifir bolensiz R halkasina
tamlik bolgesi denir. (Hungerford, 1980)

Tanim 1.2.8. R bir halka olmak iizere, na = Og olacak sekilde en kii¢iik » pozitif tam
sayisina R halkasinin karakteristigi denir ve CharR = n ile gosterilir. Eger boyle bir n
yok ise R nin karakteristigi 0’dir denir. (Hungerford, 1980)



1.2.2. Halka homomorfizmalari, idealler, dik toplam

Calismamizin 3. boliimiinde rotris halkasinin cebirsel 6zelliklerinden bahsedecegimiz
i¢cin bu kisimda halka homomorfizmasi , ideal , boliim halkas1 ve dik toplam kavram-
lar1 verilecektir. Bu kisimdaki tanim ve ozellikler icin Hungerford(1980) , Morde-
son(1997) kaynaklar1 kullanilacaktir.

Tanim 1.2.9. R ve S iki halka ve f : R — S bir fonksiyon olsun. Eger her a,b € R icin

fla+b) = f(a)+ f(b) ve f(ab) = f(a)f(b)

esitlikleri saglaniyorsa f’ye R den S ye halka homomorfizmasi denir.

Bire bir halka homomorfizmasina monomorfizma , orten halka homomorfizmasina
epimorfizma, 1-1 ve 6rten halka homomorfizmasina izomorfizma denir. f : R — S bir
halka izomorfizmasi ise R ve S halkalarina izomorf denir. R = § ile gosterilir.

Eger f : R — R bir homomorfizma ise f’ye endomorfizma, izomorfizma ise f’ye oto-

morfizma denir.

f : R — S halka homomorfizmasi1 olmak iizere f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

Cek(f) ={reRr|f(r)=0}

ve goriintusii

Gor(f) ={f(r)|reR}
seklinde tanimlanir. Ayrica Cek(f) , R halkasinin bir idealidir. (Hungerford, 1980)

Tamim 1.2.10. R bir halka ve 0 # I C R olmak iizere I kiimesi R’deki toplama ve
carpma islemlerine gore kapali olsun. Eger (S,,.) bir halka oluyorsa S halkasina R
halkasinin althalkasi1 denir ve S < R ile gosterilir. Eger R’nin bir / althalkasi i¢in her
reRvexelicinrx €l (xr €1)oluyorsa I’ya sol(sag) ideal denir. Eger I hem sag
hemde sol ideal ise I’ya ideal denir ve I < R ile gosterilir. (Mordeson, 1997)

R halkasinda bir 7 ideali i¢in (I,+) < (R, +) olur. a,b € R i¢in

a=bsa—-bel



seklinde tanimlanan bagint1 denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisina gore olusan

denklik siniflar1 her r € R i¢in ;
F=r+I={r+alacl}
seklindedir. Tiim denklik siniflarinin kiimesi R/1 ile gosterilir. Yani

R/I={r+1:reR}

99 99

Tanmm 1.2.11. R/I kiimesi tizerinde toplama ” +” ve carpma ”.” islemleri sirasiyla
a+1,b+1€ R/I icin
(a+1)+(D+1)=(a+b)+1

(a+1).(b+1) = (ab)+1
seklinde tanimlanir.

R/I kiimesi bu iglemler ile birlikte bir halka olusturur. Bu halkaya R nin [ idealine
gore boliim halkasi denir. (Mordeson, 1987)

Teorem 1.2.12. I, R’nin bir ideali olmak iizere ©(r) = r + I seklinde tanimlanan 7 :
R — R/I doniistimii bir halka epimorfizmasidir ve ¢ek(m)= I dir. T epimorfizmasina

dogal(kanonik) epimorfizma denir.

Tanim 1.2.13. R bir halka ve P R nin bir ideali olmak tizere eger P # R ve R nin keyfi
A, B idealleri icin
ABCP = ACP veya BCP

saglaniyorsa P asal idealdir denir. (Hungerford, 1980)

Teorem 1.2.14. R bir halka olsun. Eger P R nin ideali , P # R ve her a,b € R igin
abeP=acPveyabeP

ise P asal idealdir.

Tersine P asal ve R degismeli ise a,b € Ricina.b € P=-a € Pveya b € P olur.



Tamim 1.2.15. R bir halka ve M R nin bir ideali olmak iizere eger M C N C R olacak
sekilde R nin N ideali yoksa M ye maksimal ideal denir.

Tanim 1.2.16. 7 bostan farkl bir indeks kiimesi olmak iizere {R; | i € I} halkalarin bir
ailesi olsun. R; kiimelerinin kartezyen ¢arpimi [T{R; | i € I} , heri € I i¢in f(i) € R;
olacak sekildeki tim f : I — [J{R; | i € I} fonksiyonlarinin kiimesidir. f,g € [[{R; |
i €I} olsun. Her i € I i¢in f+ g ve fg;

(f+8)(@) = f() +¢(i)
(f8) () = f(D)g(i)

seklinde tanimlayabiliriz. Bu durumda ([[{R;|i € I},+,.) bir halka olusturur. Bu
halkaya {R; | i € I'} halka ailesinin dik toplami denir ve [] R; seklinde gosterilir.
icl

Her i € I i¢in f € [[R; ve f(i) = a; € R; olsun. Genellikle f {q; | i € I} goriintii
i€l
kiimesiyle tanimlanir. Bu gosterimi kullanarak her i € I ve a;,b; € R i¢in

{ai|i61}+{b,~|iEI}:{ai—f—biliGI}
{ai|i61}.{bi‘iEI}:{aibi’iEI}

islemleri tanimlanabilir. Eger I = {1,2,...,n} sonlu bir kiime ise tam dik toplam
BRi =R DRy D ... DR, seklinde gosterilir ve {q; | i € I'} eleman1 genellikle
iel

(ay,ay,...,a,) seklinde yazilir.

1.2.3. Leavitt yol cebri

Bulgular ve degerlendirme boliimiinde yapmis oldugumuz caligsmalart 6rneklendir-
mek i¢in leavitt yol cebrinden yararlanacagiz. Bu nedenle Leavitt yol cebri tanimi1 bu
kisimda verilecektir. Bu kisimdaki tanim ve 6zellikler icin (Abrams, 2017) kaynak

alinmistir.

Tamm 1.2.17. E° ve E! kiimeleri ve r,s : E! — EY déniisiimlerinin olusturdugu
E = (EY,E',r,s) dortliisiine yonlii graf denir. E? 1 elemanlarina tepe ve E! in ele-

manlarina kenar denir. Her e € E! icin s(e) e nin kaynag1 ve r(e) e nin menzilidir.



Tamim 1.2.18. K bir cisim ve E keyfi bir graf olmak iizere eger
(A1) Her Vi,Vj € EO igin Vivj = Sijvij
(A2) Here € E! igin s(e)e = e = er(e)

kosullar saglaniyorsa K[EC UE!] e E iizerinde K-cebir yolu denir ve A(E) ile goste-
rilir. (Abrams, 2017)

Tamim 1.2.19. K bir cisim , E keyfi bir graf ve (E!)* iz kenarlarin kiimesi. Eger
KIECUE'U(E")"]

(A1) Herv;,v; € E®igin vjv; = &;v;;

(A2) Here € E! igin s(e)e = e = er(e) ve r(e)e* = e* = e*s(e)
(CK1) Herej,e; E¥ icin efej=98;jr(e;)
(CK2) Her v € E” reguler kenari icin v = Y{ccE:s(e)=v} €€

kosullarin1 sagliyorsa katsayilar1 K olan E nin leavitt yol cebri denir ve Lg(E) ile
gosterilir. (Abrams, 2017)

1.3. Kaynak Ozetleri

Bu boliimde; boliim 3. deki calismalarimizda kullanicagimiz rotris kavrami ve bu

rotrislerin olusturdugu kiimeler tizerindeki cebirsel islemler ve 6zellikleri verilecektir.

1.3.1. Gergel bilesenli rotris tanim

Tanim 1.3.1. a,b,c,d,e € R olmak iizere

b ¢ d



paralelkenar formuna 3-boyutlu gercgel bilesenli rotris denir. (Ajibade, 2003)

Bir R rotrisi i¢in kosegenlerin kesistigi bilesene rotrisin kalbi denir ve A(R) ile goste-
rilir.

Gercgel bilesenli 3-boyutlu rotrislerin kiimesi

4 3\
a
%(R): b C d :avb7cadae€R
e
\ Vs
seklindedir.
Ornek 1.3.2.
-5
— 1 3
A 2 25
6

3-boyutlu gergel bilegenli bir rotristir ve kalbi h(A) = —2 dir.

Sani (2007) "The Row-Column Multiplication of High Dimensional Rhotrices" adli
calismasinda Ajibadenin 3-boyutlu rotris tanimini n-boyutlu rotrislere genellemistir.

Genel olarak n-boyutlu rotris

ai

az] €11 a2

<aij’clk >= ag ... N

air—1 Cr—1t—1 Ar—1t

Ayt



formundadir. Burada n€2Z"+1, t = % a;j(i,j=1,2,...,t) ve
cxi(k,l =1,2,...,t — 1) n-boyutlu rotrisin bilegenleridir ve n-boyutlu rotrislerin

bilesen sayisi %(n2 + 1) seklindedir. Ornegin;

4
2 8 -1
s 1 -2 11 21
2 —13 0
0

S-boyutlu gercel bilesenli bir rotristir ve bilesen sayis1 13’diir.

1.3.2. Rotris kiimeleri iizerinde cebirsel islemler ve ozellikleri

Bu boliimde ilk olarak Ajibade (2003) "The Concept of Rhotrix in Mathematical
Enrichment" adli makalesinde rotris halkalar1 tizerinde tanimlamis oldugu cebirsel
islemler ve ardindan Sani (2004) "An Alternative Method for Multiplication of Rhot-

rices" adli makalesinde tanimlamig oldugu cebirsel islemler verilecektir.

a X
R=\ b nRr) 4 | 2=\ y w0 z |<€%R)
e t

olmak {iizere;

1ki Rotrisin toplamu:

a—+x
R+Q=\ b+y hR)+h(Q) d+z

e+t

10



Iki Rotrisin esitligi:
(

Bir Rotris ile bir skalerin carpimi: o € R olmak iizere;

oa
0R=\ ob ah(R) ad

Ole

Literatiirde rotrislerde ¢carpma iglemi iki farkli yol ile yapilmistir. Bunlardan ilki Aji-
bade’nin tanimladig1 kalpli ¢arpma dedigimiz ¢arpmadir, ikincisi ise Sani’nin tanim-

lamis oldugu satir-siitun ¢arpmasidir.

Iki Rotrisin kalpli carpim:

a.h(Q) +x.h(R)
RoQ=\ bhr(Q)+yhR)  hR).KQ)  d.h(Q)+z.h(R)

e.h(Q) +1t.h(R)

Iki Rotrisin satir-siitun carpimn:

ax—+dy
ReQ =1\ bx+ey h(R).WQ) az+dt

bz+ et

Ornek 1.3.3. Reel bilesenli iki rotris,
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Wl
S

R<1 5 2 /,0=\ 7 -1 0 [eRER)
—6 -3

olmak iizere, R+ Q, 3R, RoQ ve Re Q rotrisleri asagidaki gibi hesaplanir.

4 4
310 3
R+0=\ —14+7 5-1 %+0 =\ 6 4 2
—6-3 -9
4
3.3 4
3R=1\ 3(-1) 35 3% [/=\ -3 15 2
3.(—6) ~18
$.(-1)+05
RoQ = (—=D.(=1)+(=1).5 5.(—1) 2.(-1)+0.5

12



1.3.3. Tam say1 bilesenli rotris tanim

Tanmim 1.3.4. a,b,c,d,e € 7 olmak iizere

paralelkenar formuna 3-boyutlu tam say1 bilesenli rotris denir. (Ajibade, 2003)

Ayni gercel bilesenli rotrislerde oldugu gibi tam say1 bilesenli rotrislerde de kosegen-
lerin kesisti8i yer rotrisin kalbidir. Yukaridaki rotrisi diisiiniirsek ¢ bileseni bu rotrisin
kalbidir.

Tam say1 bilesenli 3-boyutlu rotrislerin kiimesi

a
R3(Z) = b ¢ d ta,b,c,d,e €7
e
\ /

seklindedir.
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Ornek 1.3.5. B = 3 0 8 3-boyutlu tam say1 bilesenli bir rotristir ve

kalbi h(A) = 0 dir.
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2. GERCEL BILESENLIi ROTRiSLER KUMESININ BAZI
CEBIRSEL OZELLIKLERI

Ajibade(2003) rotrisler kiimesi iizerindeki iglemleri vermesinden sonra bir ¢ok aras-
tirmaci tarafindan rotrislerin cebirsel ozellikleri incelenmistir. Bu calismalar arasinda
(Sani, 2004 ; Sani,2007; Mohammed, 2007; Mohammed, 2009; Mohammed, 2010;
Mohammed, 2012; Tudunkaya and Makanjuola, 2010; Tudunkaya and Makanjuola,
2012; Usaini and Tudunkaya, 2011; Tudunkaya, 2013; Aminu, 2009; Aminu, 2010)

verilebilir.

Ozellikle Mohammed (2009) " A Remark on the Classification of Rhotrices as Abst-
ract Structures" calismasinda rotrisler kiimesinin halka, cisim, tamlik bolgesi, esas
1deal bolgesi, tek tiirlii carpanlarina ayrilabilir bolge sartlarini hangi kosullar altinda
sagladigin1 arastirmistir. Bu kisimda bizde Mohammed (2009) calismasinin kisa bir

Ozetini verecegiz.

2.1. Rotris Halkalar:

Bu boliimde literatiirde var olan gercel bilesenli ve tam say1 bilesenli rotris halka-

lar1 ile ilgili kisa bir 6zet verilecektir.

2.1.1. Gergel bilesenli rotris halkasi

Teorem 2.1.1. R3(R) reel bilesenli rotrisler kiimesi ”” + iglemine gore degismeli bir
gruptur. (Mohammed, 2009)

Kanit. R, Q, T R3(R) de keyfi elemanlar olsun.

1. Reel sayilar ’+’ igslemine gore birlesmeli oldugundan

(R+Q)+T =R+ (Q+T)
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esitligi saglanir. Yani rotrisler kiimesi iizerinde tanimli olan toplama(+) iglemi

R3(R) kiimesi iizerinde birlesme 6zelligine sahiptir.

2. VR € R i¢in R+0 =0+ R = R olacak sekilde 0 € R3(R) vardir ve

3.

Kanut.

seklinde tanimlanir. Yani R3(R) kiimesi etkisiz elemana sahiptir ve bu eleman
0 dir.

ri

Her R = r h(R) 14 € R3(R) i¢in R+ (—R) = (—R) + R = 0 olacak

rs
sekilde —R € R3(R) vardir ve

seklindedir. Yani K3 (R) kiimesindeki her elemanin '+’ iglemine gore tersi var-
dir.

O zaman < R3(R), + > ikilisi gruptur.

Ayrica R iizerindeki toplama islemi degismeli oldugu icin R+ Q = Q + R esitligi
saglanir. Bu yiizden < R3(R), 4+ > degismeli grup olur. O

Teorem 2.1.2. R3(R) iizerinde tanimli toplama ” -+ ve kalpli carpma ” o islemleri
ile degismeli ve birimli bir halkadir. R* =< ®R3(R), +,0 > seklinde gosterilir.

l. < R3(R),+ > degismeli gruptur.

2. < R3(R),0 > semigruptur. Yani (RoQ)oT = Ro(QoT) esitligi saglanir.

Ciinkii R iizerinde " islemi birlesme 6zelliine sahiptir.
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3. R iizerinde '." igleminin '+’ iizerine sagdan, soldan dagilma 6zelligi oldugu
icin R3(R) kiimesinde ¢arpma islemi toplama islemi iizerine sagdan ve soldan
dagilma ozelligine sahiptir. Ro (Q+T) = (Ro Q)+ (RoT) ve
(R+Q)oT)=(RoT)+(QoT)

O zaman R* =< R3(R),+, 0 > halka olur. Ayrica Ro Q = Q o R 6zelligi saglandigin-
dan degismeli halkadir. VR € K3(R) ig¢in Rol = I o R = R olacak sekilde I € R3(R)

vardir ve bu elemana halkanin birim elemani denir.

ri i r
Rol = %) h(R) r3 © in h([) 3 = %) /’l(R) 3

4 iq T4

h(R),h(I):h(R) =i1=ip=i3=1i4=0, h([)=1

Boylece
0
I=\ 010
0
olur. Dolayisiyla R* =< R3(R),+,0 > degismeli ve birimli bir halka olur. O

Tamim 2.1.3. Ro Q = I olacak sekildeki Q rotrisine R rotrisinin tersi denir ve
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O0=R"lile gosterilir.

R* rotris halkasindaki tersinir elemanlarin kiimesi

U = b ¢ d ra,b,c,d,e e Rvec+#0

ile gosterilir.
Rotrisler kiimesindeki tersinir elemanlarin kiimesinin o’ islemine gore grup olustur-

dugu siradaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.1.4. < Uj, o > ikilisi bir grup olusturur.
Kamit. YU,V,W € U igin

1. U,V €Uji¢in h(U) # 0 ve h(V) # 0 oldugundan ve R sifir blensiz oldugun-
dan h(U)h(V') # 0 olur. Dolayistyla U oV rotrisi U; kiimesinin elemanidir.

2. (UoV)oW =Uo(VoW) esitligi saglanir. Yani U; kiimesi birlesme 6zelligine
sahiptir.

3. Uol =10oU =1 olacak sekilde I € Uy vardir ve

seklindedir.
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4. UoT =T oU =1 olacak sekilde T € U; vardir.

a
U=\ b cd [ ¢c#0
e
olmak tizere;
¢ z

seklindedir.
O zaman < Uy, o > gruptur.

Teorem 2.1.5. R* rotris halkasinin sifir bolenleri kiimesi

/

ZD = b 0 d ra,b,d,e,0 € Rveenazbira,b,d,e+#0

\

seklindedir. (Mohammed, 2009)

a X
Kanit. R = b ¢ d T = y z t € R (R)
e w
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R#0,T #0ve RoT =0 olsun.

az+xc 0
RoT =1\ bz+yc ¢z dz+tc [=\ 0 0 0
ez+we 0

Buradan; ¢z = 0 = ¢ = 0 veya z = 0 olur. Farzedelim ki; ¢ = 0 ve z # 0 olsun. O
zaman az = bz = dz = ez = 0 olmali, z # 0 oldugundan a = b = d = ¢ = 0 bulunur ve
bu bir ¢eligkidir. Ciinkii R # 0, bu sebeple ¢ = 0 ve z = 0 olmalidir. Benzer sekilde,

z=0ve ¢ # 0 durumunu da gosterebiliriz. Bu durumda 7 # 0 olmasi ile ¢elisir.

a X
Boylece R = b 0 d ve T = y 0 t seklindedir. [
e w
Teorem 2.1.6.
( 3\
a
J= b 0 d ra,b,d,e,0 eR
e
\ Vs

olmak iizere J kiimesi ve 0 rotrisi R* rotris halkasinin iki idealidir. J,0 <t R*

Kanit. Gergekten de;
VJ1,Jo € J icin;

1.0eJ=J#0
2.
ail az
J1 = by 0 d; Jo= b 0 d
el e
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olmak iizere;

ay—a
Ji—h= b1 —by 0 di—d» eJ
el —e
3. VR € R* i¢in
aih(R)
RoJi=\ bR 0 dh(R) | €J
e1h(R)

J < R* olur. R* degismeli halka oldugu i¢in sag ideal ayn1 zamanda sol ideal olur. [

Rotris kiimesi iizerinde iki tiirlii ¢carpma islemi tamimlamigtik bunlardan ilki olan
kalpli ¢carpma iglemi ile halka yapisini1 korudugunu Teorem 2.1.2 de gormiistiik. Sim-

dide satir-siitun carpimi ile rotris kiimesinin halka yapisini korudugu gorecegiz.

1
Teorem 2.1.7. < R3(R),+,e > birimli bir halkadir ve birimi / = 010
1
olur.
r q1
R=\ rn h@®) rn [2=\ @ hQ) ¢ /[
r4 q4
I
T=\ n w1 15 | €RR)
I4

Kamit. 1. < R3(R),+ > degismeli gruptur. (Bakiniz Teorem 2.1.1)
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2. < R3(R),e > semigruptur. Yani (ReQ)eT = Re (QeT) esitligi saglanir.

3. R kiimesi iizerinde ¢carpma igleminin toplama iglemi tizerine dagilma ve her iki
islemde birlesme 6zelligine sahip oldugundan Re (Q+T7) = (Re Q)+ (ReT)
ve (R+Q)eT = (ReT)+ (QeT) esitlikleri saglanr.

Sonug olarak < R3(R),+,e > bir halkadir ve her R € R3(R) icin Re/ =R=1eR
oldugundan 7 € K3(R) halkanin birim elemanidir. O

2.1.2. Tam say1 bilesenli rotris halkasi

Kaynak 6zetleri boliimiinde tam say1 bilesenli rotrislerin kiimesini

( 3\

%(Z): b ¢ d :a,b,c,d,eGZ

\ 7

seklinde vermistik. Gergel bilesenli rotrislerde oldugu gibi tam say:1 bilesenli rotrisler
kiimesi de halka yapisi olusturur. < R3(Z),+, 0 > ticliisii degismeli bir halkadir.

Teorem 2.1.8. R3(Z) rotris halkasinin tersinir elemanlarinin kiimesi

)

U, d ra,b,c,d,e € Zvece{l,—1}

I
S
o

\

seklindedir. (Mohammed, 2009)

Kamit. R,Q € R3(7Z) igin;

k X
R= [ m n , 0= y z t
p w
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veE

kz+xm 0
RoQ = lz+ym  mz  nz+tm = 010
pz+wm 0
olsun. Buradan mz =1=m=z=1veyam=z= —1

Durum 1; m =z =1 olsun. O zaman

x=—k
y=-I
k+x=0,l+y=0,n+t=0,p+w=0 =
t=—n
w=—p
)
—k
o=rR"'=\ 1 1 -
4
Durum 2; m =z = —1 olsun. O zaman
)
x=—k
y=—Il
—k—x=0,—1—-y=0,—n—t=0,—p—w=0 =
t=-n
w=—p
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0=R"'=\ 1 1 -
-p
Boylece Uy = {R € R3(Z) | h(R) = 1 veya h(R) = —1} seklinde olur. O

Teorem 2.1.9. R3(Z) rotris halkasinin indirgenemez elemanlarinin kiimesi

)

a
Ey = b ¢ d :a,b,c,d,e € Z ve c indirgenemez
e
seklindedir.
Teorem 2.1.10.
( 3
a
P = b 1 d ta,b,d,e cZ
e
\ /
( 3\
a
P, = b —1 d ca,b,d,ecZ ;
e
\ Vs

ve P = P UP, U0 olmak iizere P kiimesi '+’ ve ‘o’ iglemlerine gére temel ideal

bolgesidir. P* =< P,+,0 > seklinde gosterilir.

Kamt. 1Ik olarak P* tamlik bolgesi oldugunu gostermemiz gerekir. P* birimli, de-

gismeli bir halka oldugu bilindiginden sadece sifir bdolensiz oldugunu gostermek
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yeterlidir. R, Q € P* alalim. Ro Q = 0 oldugunda R = 0 veya Q = 0 olmalidur.

a X
R=\ p14a ), 0=\ y1 7 JePF
e t
a+x 0
RoQ=\ b+y 1 d+z [=\ 000
e+t 0

R,Q € P* i¢in Ro Q carpim rotrisinin kalbi Z(Ro Q) = 1,—1 oldugundan Ro Q =0
esitliginin saglanabilmesi icin R = 0 veya Q = 0 olmasi1 gerekir. Bu sebeple, P* sifir

bolensizdir yani tamlik bolgesidir.

P kiimesinin O ve kendisinden bagka ideali yoktur. J <P ig¢ineger J =0=< 0 >=J
ve J = P =< [ >= P olur. Her ideali bir eleman tarafindan iiretildigi i¢in bu temel

ideal bolgesi olur. ]

Teorem 2.1.11.

( 3

U= b ¢ d |:abecdecZ vec#0,U{0gaz}

U* =< U,+,0 > olmak iizere U* tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesidir. (Moham-
med, 2009)
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3. BULGULAR VE DEGERLENDIRME

3.1. Keyfi Bir Halka Uzerinde 3-boyutlu Rotrisler Kiimesi Uzerindeki Islemler

ve Halka Yapisi Olusturmasi

Bu boliimde keyfi bir R halkasi {izerinde tanimli 3-boyutlu rotris kavrami tanimlan-
mistir. Ayrica bu rotrislerden olusan kiime iizerinde islemler tantmlanmis ve bu is-
lemler ile rotris kiimesinin halka yapisini olusturdugu goriilmiistiir. Olusturdugumuz

yeni halkanin R halkasinin bazi cebirsel 6zelliklerini sagladig1 kanitlanacaktir.

Tanmm 3.1.1. (R,+,.) birimli bir halka olsun. R halkasi iizerinde 3-boyutlu rotris

kavrami a,b,c,d, e € R olmak lizere

seklinde tanimlanir. A rotrisinin ¢ bilesenine rotrisin kalbi denir ve h(A) = c ile gos-
terilir.

R halkast iizerinde tiim 3-boyutlu rotrislerin kiimesini ®3(R) ile gostericegiz.

( 3

%(R): b ¢ d :a7b7c7d7e€R
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R3(R) iizerinde "+ (toplama) ve ” ® “(carpma) ikili islemleri her

a a
A={ b ea )B={ ¥ ¢ a )en®
e €/
icin
a+a/
A+B = b+b c+c d+d
e+el
a.cl—f—c.a/
AOB= b.c +c.b c.c d.c +cd
e.c/+c.e/

seklinde tanimlanir.

99 9

R iizerinde ” +” ve ”.” iyi tammli oldugundan R;(R) iizerinde tanimhi "+ ve 7 ®”
de iyi tanimlidir.

Teorem 3.1.2. R halkas1 iizerinde tiim 3-boyutlu rotrislerin kiimesi %3(R) "+ ve
”®” ile bir halkadir.

Kamt. Ik olarak < ®3(R),+ > ikilisinin degismeli grup oldugunu gosterelim.

a a a
A=\ b cad |,B=\ b ¢ d |.C=\ b ¢ 4 |<RR)
e el e//

alalim.
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i
a+ta a

AFB)FC = \ b4b ctc d+d [T\ b &
e—i—el e”
(a+d)+a
= (b+b)+b  (c+c)+c' (d+d)+d
(e4+¢)+e
a+(d +d)

— b_'_(bl_.l_b”) C_'_(c’_.l_c”) d_'_(d/_'_d”)

e+ (el _{_e”)
= AF(BFC)

Yukarida goriildiigii gibi + islemi R iizerinde birlesmeli oldugundan + islemi de
R3(R) tizerinde birlesmelidir. Benzer sekilde + islemi R iizerinde degismeli oldu-
gundan
a+d
ATB = b+b c+c d+d
ete
d +a
= b+b c+c d+d
¢ +e
= BYA
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saglanir. Yani + islemi R3(R) iizerinde degismelidir.

Or
Ok Og Op | €R3(R)

Or

elemant ve R3(R) kiimesinden aldigimiz keyfi bir A eleman i¢in

OR OR
Ok Or O |TA=AT\ 0p 0p 0 | =4
OR OR

esitlikleri saglanir.
Or

Yani Or Op Og R (R) nin sifirdir ve Og, (g) ile gosterilir.
Or

R bir halka oldugundan R deki her elemanin R de toplamsal tersi vardir. Boylece keyfi

a
A=\ b ¢ 4 | €RQ®
e
icin
—da
A=\ —b —c —d
—e

olmak lizere A+(—A) = (—A)+A = Og, (r) olur. Buradan —A rotrisine A nmin toplam-
sam tersi denir.

Sonug olarak, < R3(R), + > degismeli bir gruptur.
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Simdi ” ®” isleminin birlesme 6zelligini ve ”+” iizerine dagilma 6zelligini sagladi-

gin1 gosterelim.

a.c/ + c.a/ a”
(AOB)OC= b.c +c.b c.c dc +cd © b d
e.c/ + c.e/ e//

!/ ! 1 ! "
(a.c +c.a).c +cc.a

!/ "

= (b.c +cb).c +ecb' c.c.c (dc +cd).c' +cc.d
(e.c +c.e).c +cc.e
—AG(BOC)

Yukarida goriildiigii gibi . islemi R de birlesmeli ve + {izerine dagilma ozelligine

sahip oldugundan © iglemi de R3(R) de birlesmelidir.

a+a/ a//
ATB)OC=\ b1d c+c d+d o\ b " 4
e+el e//

(a+d).c +(c+c)d

=\ (b+b).c +(c+c)b (c+c).c (d+d).c +(c+c)d
(e4e).c +(c+c)e

=(A®C)F(BOC)

Baoylece @ islemi + iizerine soldan dagilma 6zelligine sahiptir. Ciinkii R de . islemi
+ iizerine soldan dagilma o6zelligine sahiptir.

Benzer sekilde R halka oldugundan ve . igleminin + iizerine sagdan dagilma o6zelli-
gine sahip oldugu i¢in ® isleminin + islemi iizerine sagdan dagilma 6zelligini sagla-

diginmiz goriiriiz.

Sonug olarak, < R3(R), F,® > siral iicliisii bir halkadir. Ve bu halkaya R iizerinde
3-boyutlu Rotris halkas1 denir. ]

Eger R birimli(1g) bir halka ise o zaman ®R3(R) halkasi da birimlidir ve birimi
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Iz =\ Or 1z Og dir.
Or
Gercektende,
Or a a
Og 1r Ogr © b ¢ d = b ¢ d
Or e e
ve
a Or a
b ¢ d © Og 1g Og = b ¢ d
e Or e

Eger R halkasi degismeli ise ®3(R) halkas1 da degismelidir.

a a
Yani, keyfi bir A = b ¢ d | B= b ¢ d € R3(R) elemanlari i¢in
e ¢
a.c + cd
AOB = b +cb c.c d.c +cd
e.c + c.e
a,.c—f— ¢.a

= bl.c—l—cl.b c.c d/.c—l-c/.d

! !
e.c+c.e
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esitligi saglanir.

Dahas bir F' cismi iizerinden aldigimiz kalbi sifirdan farkli her

a
A=\ b ¢ d | €R(F)
e
rotrisinin ¢arpimsal tersi vardir ve
a
_ 1
Al=—5\ b < d
e

seklindedir.

Asagidaki teorem bize R3(R) halkasinin karakteristiginin R halkasinin karakteristi-

gine bagl oldugunu gosterir.

Teorem 3.1.3. R3(R) halkasinin karakteristigi R halkasinin karakteristiine esittir.

Kanit. R, karakteristigi k olan bir halka olsun. O zaman &3 (R) halkasinin karakteris-
tigide k dir.

CharR3(R) =t olsun. k = ¢ oldugunu gosterelim.

a a
CharRs(R)=t = Her \ p ¢ d | €RR) igint.\ p ¢ d | =0gp)
e e

= Her a,b,c,d,ecR icin ta=tb=t.c=t.d=t.e=0
= k/t.
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CharR=k = Her acR igin k.a=0p

a k.a
= Her b ¢ d € R3(R) icin kb kc kd = Ogy(r)
e k.e
a a
= Her \ p ¢ a |€RBWR) ikink\ b ¢ a |=0xp
e e
= t/k.
Boylece, k =1. -

3.1.1. %3(R) halkasinda idempotent ve nilpotent elemanlar

Bu boliimde halka teorideki idempotent ve nilpotent eleman tanimlarini verdikten

sonra K3(R) halkasindaki idempotent ve nilpotent elemanlar: karakterize edecegiz.

Tamm 3.1.4. R bir halka ve a € R olmak iizere a" = 0 olacak sekilde bir n pozitif
tamsayis1 varsa a’ya nilpotent eleman denir. R’nin tiim nilpotent elemanlarinin kii-

mesi nil(R) ile gosterilir.

2

Tammm 3.1.5. R bir halka ve e € R olmak iizere e~ = e oluyorsa e’ye idempotent

eleman denir.

Teorem 3.1.6. R birimli bir halka ve ¢ R de idempotent bir eleman olsun. O zaman
Or

Or ¢ Og R3(R) halkasinda idempotent elemandir.

Or

33



Or Or Or
Kanit. Op ¢ Og = Or ¢ Og = Or ¢ O =
Or Or Or

Ama bir R3(R) halkasindaki tiim idempotent elemanlar bu formda degildir.
Ornegin; eger R Leavitt Path Algebra Ly (E) ve E grafida asagidaki gibi olsun.

V2
J
e1 C i
)
A= 0 v O € R3(Lg(E)) elemanini diisiinelim.
0

Lk (E) halkasinda

V1.V] =V

V1.V = V2.V = 0

er.vi =vy.eo0=0,vi.ep =ep. vy = e

vi.ef =e1.vi =ep,.ep =e1. v =0

esitlikleri saglandigi icin

er. v +vi.ex %)
A=\ 0 wam 0 [/=\ 0w o0 )=4
0 0

olur.

Teorem 3.1.7. R birimli bir halka ve ¢ R de nilpotent eleman olsun. O zaman

a

b ¢ d elemant da &3(R) de nilpotenttir. ®3(R) halkasindaki tiim nilpotent

e

elemanlarin kiimesi Aj3(R) ile gosterilir.
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Kanmit. A = b ¢ d € R3(R) elemanini alahm ve ¢ R de nilpotent elaman

e
olsun. ¢ nilpotent eleman oldugu i¢in, ¢" = O olacak sekilde bir n € Z* elemam

vardir.
]’l( n) =" = OR
Boylece, A" = A" A" = Og, g)

Ozel olarak, eger R degismeli bir halka ise o zaman ¢" = Og iken A"T! = Oy (r)
dir. ]

O zaman
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c=2 = A= b 2 d
e
4da
= A=\ 4 3 44
4e
12a
= A=\ 12 0 12
12e
= A'=0x,r)
a

)
I
B
¢
o
I
S)
B
&

3.1.2. Rotris halkasinin baz ozellikleri

Teorem 3.1.9. (R,+,.) ve (S, *,0) halkalar ve < ®3(R), +,® > ve < K3(S), F,® >
sirastyla R ve S halkalar1 iizerinde 3-boyutlu rotris halkalar1 olsun. Eger R halkas1 S

halkasina izomorf ise R3(R) ve R3(S) halkalar1 izomorftur.

Kanit. R = S olsun.O zaman f : R — § bir halka homomorfizmasi vardir.
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seklinde g yi tanimlayalim.
a

KeyfiA=\ p ¢ a4 [.B=

e

alalim.
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oldugu i¢in g iyi tanimlidir.

a-+a
g(AtB) = g b+b c+c d+d
ete
fla+a)
= fb+b) flc+c) fld+d)
flete)
fla)*f(a)
= f@)«f(b) fle)«flc) f(d)*f(d)
fle)xf(e)
f(a) (@)
=\ @) flo) f@) [T\ FE) £ )
fle) f(€)
= g(A)+g(B)
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g(AOGB) = g b.cl—f—c.b/
= f(b.c' +cb)
= g(A)©g(B)

Boylece, g bir halka homomorfizmasidir.

Kerg =

oldugundan g, 1 —1 dir.

I !
a.c +c.a
/! i !
c.c d.c +c.d

e.c/ +c.e/
fla.c +ca)

fle.c) fld.c +cd)

fle.c +c.e)
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Img = q¢g b ¢ d b ¢ d | €R(R)
' f(@) \
— f(b) flo) £ fla),f(b),f(c),f(d), fle) €S
\ f(e) )
= R3(S)

oldugundan g, ortendir.

Sonug olarak, R3(R) = Rs(S). O

Teorem 3.1.10. (R,+,.) ve (S, x,©) halkalar, R3(R) ve R3(S) sirasiyla R ve S iizerinde

rotris halkalar1 ve
( )

(a,%)

%(RXS): (b,y) (C,Z) (d,l‘) :(a,x),(b,y),(c,z),(d,t),(e,u)ERXS

(e;u)

bilinen + ve ® islemleri ile 3-boyutlu rotris halkasidur.

O zaman R3(R) x R3(S) halkasi, R3(R x S) halkasina izomorftur.

Kanit. g: R3(R) x R3(S) — R3(R x S) , keyfi

a a
P=\ b cd =\ b ¢ d € R3(R) x R3(S) igin
e ¢
(a,d)
g(P,P,) = (b,b) (c,c) (d,d) seklinde tanimlayalim.
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* Her | P, = b ¢ d [|.P= b ¢ d ,

X X
Or=\ yzt [\Qa=\ y 7 ¢ € R3(R) x R3(S) igin

u u

(P1,Py) =(Q1,02) = P =Q1veP, = Q>

=a=x,b=y,c=z d=t, e:uvea/:xl, b/:yl, cl:z/, d/:t/, ¢ =u
= (a7a,) = (xvx/)7 (bvb/> = (yayl)7 (C,C,) = (sz/)v (d7d/) = (tvt/)v

(e,e/) = (u,u/)

Bu yiizden, g(P;,P>) = g(Q1,0Q>) olur. g, iyi tammlidur.

* g((P1,P2)¥(01,02)) =

a—+x a *x
= 8 b+y c+z d+t ) b/*y/ x7 dxf
e+u el*u/

(a+x,d *x)
= (b-l-y,b/*y/) (c-l—z,c'*z/) (d-i—t,d'*t')
(e4u,e *u)

= g(P1,P)Tg(01,02)

ve g((P1,P2) ©®(01,02)) =g(P1®Q1,P,©Q2) = g(P1,P,) ©g(01,02)

Bu yiizden g, bir halka homomorfizmasidir.

Kerg = {(P1,P2) € R3(R) x R3(S) : g(P1,P2) = Oy (rxs) }
= {(Pl,Pz) S K},(R) X R},(S) P = 09{3(13) ve P, = O%(S)}

= Ogy(R)x%s(5)
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Bu yiizden, g 1 — 1 dir.

Img = {g(P1,P2): (P1,P2) € R3(R) x R3(S)}

( 3\

(a,x)

= X (b,y) (c,2) (d.t) ra,b,c,d,e € Rvex,y,z,t, ucs

(e,u)

\ Vs

= Rs(RxS)

Boylece, g ortendir.

Sonug olarak,R3(R) x R3(S) = R3(R x S).

3.2. R3(R) Halkasimmn Yar:1 Degismeliligi

Bu kisimda bazi 6zel rotris halkalarinin yar1 degismeli oldugu gosterilecektir. Bu ne-
denle oncelikle yaridegismeli halka tanimi ve bazi 6zellikleri verilecektir. Yar1 degis-
meli halkalar ile ilgili 6zellikler (Shin, 1973; Yang Gang, 2007) makalesinden alin-

mistir.

Tamim 3.2.1. R bir halka olmak iizere, eger her a,b € R i¢in
ab=0 iken aRb=0
oluyorsa R’ye yaridegismeli (semicommutative) halka denir. (Shin, 1973)

Bir halkanin sifirdan farkli nilpotent elemani yoksa bu halkaya inmig(reduced) halka
denir. Teorem 3.1.12 de bize inmis halkalar ile yaridegismeli halkalar arasindaki ilis-

kiyi verir.
Teorem 3.2.2. R bir halka olsun. Eger R inmis halka ise R yaridegismeli halkadir.

Inmis bir halka iizerinde tanimli 3-boyutlu rotrisler halkasinmn yaridegismelilik du-

rumu asagidaki teoremde verilecektir.
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Teorem 3.2.3. R bir inmig halka olsun. O zaman R3(R) yar1 degismeli bir halkadur.

a a
Kamit. A = b ¢c d |.B= b ¢ d € R3(R) igin A® B = Og, )
e e,

iken A © R3(R) © B = Og, (g oldugunu gostermeliyiz.
A ®© B = Og,(g) oldugundan
a.c +c.a/ =0g , b.c —|—c.b/ =0gr , c.c = Or , d.c —I—c.d/ =0r , e.c +c.e/ = 0Og.

a.c +cd =0g esitli§ini goz oniinde bulunduralim ve esitligin her iki tarafin1 soldan

c.d ile carparsak;

c.d.a.c +ca.ca =0g elde ederiz. c.c = Og iken R yar1 degismeli oldugundan

/! i
c.a.a .c = 0g olur.

Buradan (c.al )2 = Og elde edilir. R inmis bir halka oldugundan sifirdan farkli nilpotent

eleman1 yoktur boylece c.a = O olur.

/ / 0, AT & /. / / / ! Ciqeue .
a.c +c.a = Og esitligini sagdan a.c ile carparsak; a.c .a.c +c.a .a.c = Og esitligini

elde ederiz. Yaride8ismelilikten (a.c/)2 = Og ve buradanda a.c’ = O olur.

Benzer sekilde, k = a,b,d, e i¢in tim ck =k.c =0g oldugu goriiliir.

X
Simdi keyfi bir C = y z t € R3(R) elemam alalim. A ©C® B = Og, )
u
oldugunu gostermeliyiz.
a.z.c, + cx.c + c.z.a/
AOGCOB= b.z.c +cy.c +cz.b c.z.c d.z.c +ct.c +czd

! i I
e.z.c +cu.c +c.z.e

c.c =0g,k=a,b,d,e icin tim k.c = c.k = Og ve R yar1 degismeli halka oldugu

icin asagidaki esitlikler saglanir.
a.z.cl + cx.c + c.z.a/ =0g

b.z.c/ + c.y.c/ + c.z.b/ =0p
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c.z.c/ =0g
d.z.c/ + ct.c + c.z.d/ =0p
e.z.c/ + cac + c.z.e/ =0g
Boylece, A® C © B = Og,(g)- Buradanda A © R3(R) © B = O, (g)-
Sonug olarak, R3(R) yar1 degismeli halkadir. O

3.3. Rotris Halkasimin Idealleri

Bu boliimde; keyfi bir R halkasi iizerinde tanimli 3-boyutlu rotrislerden olusan halka-

nin ideallerini arastiracagiz.

R bir halka ve I <1 R olmak {iizere I lizerinde tanimli tiim 3-boyutlu rotrislerin kiime-
sini R3(1) ile gosterecegiz. Asagidaki teorem bize ®R3(I) kiimesinin R3(R) de ideal

oldugunu verir.
Teorem 3.3.1. R bir halka ve R3(R) bir Rotris halkasi olsun.

I <R< R3(I) < R3(R)

Kamit. (=) I, R nin ideali oldugunda I C R ve Og € I dir. Boylece R3(1) C R3(R) ve
O, (r) € R3(I) oldugu igin R3(I) # 0

a a
KeyiA=\ » ¢ d |:B=\ b ¢ d |[<R)
e ¢
x
ve C = y 7zt € R3(R) elemanlarini alalim.
u
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at(—a)

*AT(-B)=\ b+(=b) c+(-c) d+(=d) | €R)
e+ (—¢€)
a.z+c.x
c AOC= b.z+c.y c.z dz+tcit € Rs(I)
ez+c.u
ve
X.c+z.a
COA= y.c+z.b z.C t.c+z.d € Rs(1)
u.c—+z.e

Boylece R3(I) <1 R3(R).

(<) Rs(I) , R3(R) nin ideali oldugundan R3(I) C R3(R) ve Ogy(r) € R3(I) dir. Boy-
lece I CR,0p €lvel #0.
a,b €l vereR alalim.

Or
cacl= O a Og € R3(I)

Or

bel= Or b Og € Rs(I)

Or

Or

R3(I) ideal oldugundan O a—b Og eRs(I)vea—bel

Or
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s rER=> Or Oz Og € R3(R)
Or

Or r

R3(I) ideal oldugundan Or a Og © Or Or Og

Or Or
a.r
=\ 0r Or O [€RU)
Or
ve a.r € I olur.
r Or

0O Og O © O a O
Or Or
r.a
= O Or Og 69{3(0

Or

ve r.a € [ olur.

Sonug olarak, I </ R. O]

Teorem 3.3.1 I < R olmasi igin gerek ve yeter kosulun R3(7) < R3(R) oldugunu
gordiik.

Fakat, siradaki teorem bize I <I R olmak iizere kalbi ideale ait olan tiim 3-boyutlu

rotrisler kiimesinin K3 (R) de ideal oldugunu verir.
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Teorem 3.3.2. R bir halka, / << R olmak iizere

( 3

M= b ¢ d icel

\ Ve

kiimeside R3(R) de bir idealdir.

Kamt. I, R de bir ideal oldugundan Og € I olup M C R3(R) ve Og,g) € M olur.
Boylece M # 0.

a ai X
A= b ¢ d ,B= b1 ¢ d EMveC= y z t € R5(R)
e el u

elemanlarint alalim.

A,B € M oldugundan c¢,c; € I dir. I < R oldugundan

a—dai
¢ — ¢y € I olur. Dolayisiyla AT (—B) = b—b, c—cy d—d EM.
e—el
a.z+cx
AOC= bz+cy cz dz+ct €M ve
ez+c.u
X.c+2z.a
COA=\ yec+4zb zc tc+zd eM
u.c+z.e

Ciinkii z € R, c € I ve I, R de ideal oldugundan z.c € I ve c.z € I dir.

Sonug olarak, M , R3(R) de bir idealdir. O

Sonug olarak: ®3(R) halkasinin tiim ideallerini genellestirmeye ¢alistigimizda agagi-

daki sonucu elde ederiz.
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Sonug 3.3.3. Keyfi bir K kiimesinin K3(R) halkasinin bir ideali olmast i¢in gerek ve
yeter kosul her A € K i¢in h(A) € I olacak sekilde R nin bir / ideali vardur.

Kamt. I={a€R:A €K icin a=h(A)} CR

K ideal oldugundan Og, gy € K olur ve bu elaman i¢in Og € 1, 1 # 0.

abel, reRigcina—becl, arclverac I oldugunu gostermeliyiz.

OR OR
aclise A= Or a Og €eKvebelise B= Or b Op € K olur
Or Or

ve K <1 R3(R) oldugundan A (—B) € K ve buradanda a — b € I elde edilir.

Or

re€ligin R = Or r Og € R3(R) olur K ideal oldgundan A ®R € K ve
Or

R®A € K olur. Buradandaa.r €I ve ra € I.

Tersine;

K={Ae€ R (R):h(A) €l}.

I <1 R oldugundan Og € I olur bdylece kalbi Og olan tiim rotrisler K nin elemani olur
ve K #£ 0.

Eger A, BEK, RS R3(R) icin AT (—B) €K, AORE K ve R®A € K oldugunu

gosterirsek kanit biter.

A,B € K ise h(A),h(B) € I olur. I <I R oldugundan h(A) — h(B) = h(A¥(—B)) €1 ,
h(A).h(R) = h(A®R) € I ve h(R).h(A) = h(R® A) € I olur. Buradanda AT (—B) ,
AOR, ROA €K olur. Il

Teorem 3.3.4. R birimli ve degismeli bir halka 7 , R nin ideali olmak iizere
I, R nin esas ideali < R3(I), R3(R) nin esas idealidir.

Kamit. (=) I, R halkasinin esas ideali olsun. O zaman / , R de ideal oldugundan
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Or

R3(I) , R3(R) de bir ideal olur.a € Rigin I = (a) ve A = O a Op olsun.
Or
X
PeR(I)=P= y 7zt € R3(R), a,b,c,d,e€ (a)=1
u
a.r OR ri
=P= a.ry a.ry a.r = Or a Op © rnor3 r4 €(A).
a.rs OR rs

Tersine; R3(I) , R3(R) de esas ideal olsun. O zaman 3P € R3(R) > R3(I) = (P).
I = (h(P)) oldugunu gosterirsek kanit tamamlanir.

Or

a € I alalim. O zaman O a Og € R(I) = (P).

Or

=a=h(P).x,x€R=ac (h(P)). Bdylece I C (h(P)) olur. R3(I) = (P) veR3(R)
birimli degismeli oldugundan P € R3(I) olur ve buradan i(P) € I olup boylece
(h(P)) C I olur. Sonug olarak I = (h(P)).

O

* R3(R) halkasinda sifirdan farkli A ve B rotrislerinin ¢arpimi O(sifir) a esittir. Bu
yiizden, R3(R) halkasi sifir bolenlere sahiptir ve tamlik bolgesi degildir.

Uyar 3.3.5. Bir rotris halkasinin her ideali esas ideal olabilir fakat rotrisler halkasi

tamlik bolgesi olmadigi icin esas ideal bolgesi olamaz.

Teorem 3.3.6. R bir halka ve I R nin ideali olmak iizere R3(R/I) kiimesi "+ ,” ®
” islemleri ile bir halkadir. Ayrica R3(R/I) halkasi ile R3(R)/R3(I) bolim halkasi

izomorftur.
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Kamit. R/I halka oldugundan ®3(R/I) kiimeside iizerinde bilinen "+ ve ” ®” islem-
leri ile bir halkadir.

a a a-+1
Her\ » ¢ a4 | €%R(R)iginf b c d =\ b+l c+I d+1I
e e e+1

seklinde f : R3(R) — R3(R/I) doniigiimiinti tanimlayalim.

a X
Keyfi A = b ¢ d ,B= y 7zt € R3(R) elemanlarini alalim.
e u

*A=B=a=x, b=y, c=z, d=t, e=u
=sa+l=x+1, b+I1=y+I, c+I1=z+1, d+I1=t+1, e+1=u+I
= f(A) = f(B)

oldugu i¢in f iyi tanimhdir.

(a+x)+1
f(ATB) = (b+y)+I (c+2)+1 (d+1)+1

(e4+u)+1

a+1 x+1

= b+1 c+I d+1 [+\ y+I z+1 t+1

e+1 u+1
= f(A)+f(B)
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veE

a.z+cx
f(A®B) = f b.z+c.y cz dz+ct

ez+c.u

(a.z4cx)+1
= (bz+cy)+1 (cz)+1 (dz+ct)+1

(e.z4cu)+1
= f(A)Of(B)

Boylece, f bir halka homomorfizmasidir.

Kerf = {PE R3(R) : f(P) :O%(R/I)}

a
A= b ¢ d € Kerf igin f(A) = Og,(g/r) oldugundan
e
a-+1 I
b+1 c+1 d+1 = I 11
e+1 I

a+I1=1, b+1=1, c+1=1, d+I1=1, e+I=1olur. Buradana,b,c,d,e €l
olur. Boylece A € R3(I). Kerf C Rs3(I).

Tersine R3(1) C Kerf oldugu agikardur.
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Sonug olarak Kerf = R3(I) elde ederiz.
Imf = {f(P):PeRs(R)}
(
a+1
= b+1 c+1 d+1 ta,b,c,d,e €R p = R3(R/I)

e+1

Boylece, f ortendir.

Sonug olarak, I.izomorfizma teoreminden R3(R)/R3(I) = R3(R/I) O

Halka teoride asal idealler énemli bir rol oynar. Oncelikle asal idealin tanimini ha-
tirlayalim. R bir halka , P <1 R olmak iizere a,b € R i¢cin aRb C P iken ya a € P ya
da b € P oluyor ise P ye R de asal ideal denir. Bizde siradaki teoremde R3(R) rotris

halkasinin asal ideallerini karakterize etmeye ¢alisacagiz.

Teorem 3.3.7. R bir halka ve R3(P) , R3(R) 3-boyutlu Rotris halkasinin bir asal ideali

olsun. O zaman P , R nin asal idealidir.

Kanit. R3(P) < R3(R) = P < R oldugunu Teorem 3.3.1 de gostermistik ve simdi
asal oldugunu gosterelim.

a,b € R elamanlarim1 alalim ve aRb C P olsun. O zaman her x € R i¢in axb € P dir.

axb

Buradan O Og Og € R3(P) olur.Yani

Or
axb a Or Or
Og Or Ogr = Og Or Og © Og x Og © Og b O
Og Or Or Or

a

ve R3(P) asal ideal oldugundan ya 0 Or Og € R3(P) yada

Or
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Or

Or b Og € R3(P) dir. Buradan ya a € P ya da b € P olur. Boylece P, R

Or
de bir asal idealdir. ]

Ancak tersi dogru degildir yani P , R halkasinin bir asal ideali iken R3(P) , R3(R)

3-boyutlu rotris halkasinin bir asal ideali olmak zorunda degildir.

Ornek 3.3.8. Z tam sayilar halkasim diisiinelim. 37 tam sayilar halkasinin bir asal
idealidir. Ancak R3(3Z) , R3(Z) halkasinda bir idealdir ancak asal ideal degildir.
Gercektende

= 4
5 3 1 ) 1 6 —1 € R3(Z) elemanlanlarini alirsak
2 2
-2 4 0
5 31 Jo\ 16 -1 J=\ 33 18 3 |€<REBZ)
2 2 18
) 4

fakat \ 5 3 1 J¢€RKBZ)ve\ 1 6 -1 | ¢&R(3Z).

Asagidaki teorem ise bize bir rotrisler halkast K3(R) da bir idealin asal olmasi igin

kalbinin R halkasinin asal idelinde olmasinin yeticegini gosterecektir.

Teorem 3.3.9. K R3(R) halkasinda bir ideal olmak iizere K nin asal ideal olmast i¢in
gerek ve yeter kosul her A € K igin h(A) € P olacak sekilde bir P asal idealinin var

olmasidir.

Kamit. K R3(R) halkasinda bir ideal iken her A € K i¢in h(A) € P olacak sekilde bir

P idealinin oldugunu biliyoruz. (Bakiniz 3.3.2). Simdi bu P idealinin asal oldugunu
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gosterelim.
Her a,b € R i¢in a.R.b C P olsun. O zaman keyfi bir ¢ € R i¢in a.c.b € P olur. Bura-
danda en az bir A € K var 6yle ki h(A) = a.c.b.

A=XOYO®Zoylekih(X)=a, h(Y)=c, h(Z) = c olacak sekilde X,Y,Z rotrisleri
vardir. K bir ideal, A € K ve keyfi bir c € Ri¢in Y € R3(R) oldugundan ya X € K ya
da Z € K olur. Buradanda yaa € Pyada b € P olur.

Sonug olarak P R halkasinda asal bir idealdir.

Tersine; 3.3. den eger her A € K igin h(A) € P olacak sekilde R halkasinda bir P ideali
var ise K nin da R3(R) da bir ideal oldugunu biliyoruz. Simdi ise K idealinin asalligini
gostermeliyiz.

Keyfi X,Y € R3(R) icin

X ®R3(R) ®Y C K olsun. Oyleyse her A € R3(R) igin X ©A®Y € K olur. Buradanda
h(X ©A®Y) = h(X).h(A).h(Y) € P olur ve P asal oldugundan ya h(X) € P ya da
h(Y) € P olur. Boylece yaX € KyadaY € K olur.

Sonug olarak K R3(R) halkasinda bir asal idealdir. O

Teorem 3.3.10. R3(R) ve R bir halka, R3(M) de R3(R) nin maksimal ideali olsun. O

zaman M , R nin maksimal idealidir.

Kanit. 3.3.1 dan M nin R bir ideali oldugu goriiliir. R nin kendinden farkli bir J ide-
alini alalim ve M C J C R olsun.

M CJCR= R3(M) C R3(J) C R3(R) olur ve J # R oldugundan R3(J) # R3(R)
olur ve ayrica K3 (M) maksimal ideal oldugundan R3(M) = R3(J) dir.

Boylece M = J olur. Sonug olarak M , R nin maksimal idealidir.

[
Ancak tersi dogru degildir.
R
Ornegin; R halka ve I maksimal ideal olsun. M = R I R olarak diisiinelim.
R

M , R3(R) nin bir idealidir ve R3(I) C M C R3(R).
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Teorem 3.3.11. K < R3(R) olmak iizere M = {a € R:a=h(A) , A € K} R halkasimin

maksimal ideali ise K da &3(R) kiimesinin maksimal idealidir.

Kanit. Farzedelim ki K maksimal ideal olmasin o zaman K C J C K3(R) olacak se-
kilde bir J ideli vardur.

J ideal oldugu igin her A € J i¢in h(A) € I olacak sekilde R de bir [ ideali vardir. K C J
oldugundan her B € K i¢in h(B) € I olur ve boylece M C I olur fakat her A € J i¢in
h(A) ¢ M oldugundan I & M olur. Sonug olarak M C I C R olacak sekilde R de bir
J ideali vardir. Buda M nin maksimalligi ile ¢elisir. Dolayisiyla K R3(R) halkasinda

maksimal ideal olmalidir.

]

Ornek 3.3.12. R = Zg olsun. R3(R) halkasimn tiim ideallerini belirleyiniz ve bazi

ozelliklerini inceleyiniz.

seklindedir.
Buradan R3(R) halkasinin idealleri de asagidaki gibidir.

K=%R5(R), Ki=0gk . K2=%(B), Kz=%R(C),

R R R
K4 = R A R , Ks= R B R , K= R C R
R R R

Dahasi, B ve C idealleri R halkasinda asal olduklari igin K5 ve K¢ idealleri de R3(R)

halkasinda asal olurlar.

Gergektende; keyfi X,Y € R3(R) icin X ©Y € Ks ise (X ©Y) = h(X).h(Y) € B olur.
Buradanda B asal oldugu i¢in ya h(X) € Byada h(Y) € B olur.
Boylece yaX € Ks yadaY € Ks olur.

Benzer sekilde K¢ idealinin asallifida gosterilebilir.
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Ayrice B ve C idealleri maksimal ideal oldugundan K5 ve K¢ idealleri de maksimaldir.

Yukaridaki grafikte bunu kolaylikla gorebiliriz.
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4. SONUCLAR

Bu calismada bilegenleri keyfi bir R halkasindan olan 3-boyutlu rotris kavrami ve-
rilmis ve bu rotrisler kiimesi iizerinde bazi cebirsel islemler tanimlanmistir. Ayrica
olusturdugumuz bu kiimenin iizerindeki igslemler ile halka yapisit olusturdugu goste-

rilmis ve cebirsel ozellikleri incelenmistir.
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