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ÖZET 

 

YAKLAŞIM TEORİSİNDE q-POZİTİF LİNEER OPERATÖR DİZİLERİNİN GENELLEŞTİRİLMESİ 

 

Weierstrass teoremini ispatlamanın kullanışlı yollarından bir tanesi pozitif ve lineer 

operatör dizilerini kullanmaktan geçer. Bu operatör dizilerinin en iyi bilineni Bernstein 

polinomlarının oluşturduğu dizidir. Bernstein polinomları baz alınarak çok sayıda operatör 

dizileri üretilmiştir. Bu tezin ana konusu bu tür operatör dizileridir.  Diğer taraftan, bu tezin 

uygulama alanı olan q-analizin temelleri birkaç yüzyıl önce atılmasına rağmen analizdeki 

uygulamaları son yıllarda gelişmiştir. Bunun sonucu olarak yaklaşım teorisinde kullanılan bütün 

operatörler q-analize uyarlanmıştır. Bu tezde ayrık tipli operatörlerin q-benzerlerini üreten bir 

genel operatör tanımlanmıştır. Bunun için belli düzgünlük koşullarına sahip fonksiyonlardan 

yararlanılmıştır. İyi bilinen bazı operatör dizileri için üreteç fonksiyonu bulunmuştur. Bu 

operatör dizileri Bernstein, Chlodowsky, Lupaş, Meyer-König ve Zeller ve Bleiman-Butzer-Hahn 

operatör dizilerinin q-benzerleridir. Bunların yanı sıra seçilen uygun bir üreteç fonksiyonun 

yardımıyla Baskakov operatörünün yeni bir q-genellemesi elde edilmiştir.  

Elde edilen genel operatör dizisinin momentleri üreteç fonksiyonu cinsinden 

belirlenmiştir. Momentler yardımıyla bu operatör dizisinin bazı yaklaşım özellikleri verilmiştir. 

Daha açık bir ifadeyle, bu dizi için Korovkin tipi teorem ispatlanmıştır ve bazı bilinen fonksiyon 

sınıfları için Jackson tipi ve Voronovskaya tipi teoremler elde edilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Pozitif lineer operatör, q-analiz, Üreteç fonksiyonu, Korovkin tipi teorem, 

Voronovskaya tipi teorem, Yaklaşım hızı. 

 

Danışman: Doç. Dr. Tuncay TUNÇ, Mersin Üniversitesi, Matematik Anabilim Dalı, Mersin. 
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ABSTRACT 

 

ON THE CONSTRUCTION OF q-ANALOGUES FOR SOME POSITIVE LINEAR OPERATORS 

 

One of the useful ways to prove the Weierstrass theorem is through the use of positive 

and linear operator sequences. The best known of these operator sequences is the sequence of 

Bernstein polynomials. Numerous operator arrays were produced based on Bernstein 

polynomials. The main subject of this thesis is such operator sequences. On the other hand, 

although the fundamentals of q-analysis, which is the field of application of this thesis, were 

discarded a few hundred years ago, its applications in analysis developed in recent years. As a 

result, all operators used in the theory of approximation are adapted to the q-analysis. In this 

thesis, a general operator who produces q-analogous of discrete type operators is defined. For 

this purpose, certain smoothness conditions have been used. A generating function has been 

found for some well-known operator sequences. These operator sequences are q-analogs of the 

operator sequences of Bernstein, Chlodowsky, Lupaş, Meyer-König and Zeller and Bleiman-

Butzer-Hahn. In addition, a new q-generalization of the Baskakov operator was obtained with the 

help of a suitable generator function selected. 

The moments of the overall operator sequence were determined in terms of the generator 

function. Some approximation properties of this operator sequence are given with the help of 

moments. In other words, the Korovkin type theorem has been proved for this series and Jackson 

type and Voronovskaya type theorems for some known class of functions have been obtained. 

 

Keywords: Positive linear operator, q-calculus, Generating functions, Korovkin-type theorem, 

Voronoskaya-type theorem, Rate of convergence. 
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1. GİRİŞ 

Gerçel değerli sürekli fonksiyonlara daha basit fonksiyon sınıfının elemanlarıyla, örneğin 

cebirsel polinomlar ile yaklaşılması, son iki yüzyıl içinde çok sayıda araştırmacının dikkatini 

çekmiştir. Cebirsel polinomlar ile sürekli fonksiyonlara yaklaşım teorisi ilk olarak 1854 yılında, 

P.L. Chebyshev’in buhar makinesi ile ilgili ortaya koyduğu aşağıdaki problemi ifade etmesi ile 

başlamıştır; “Bir [ ],a b  kapalı aralığında tanımlı sürekli bir f  fonksiyonu ve pozitif bir n  sayısı 

verilsin. Acaba f  fonksiyonunu, [ ],a b  aralığında herhangi bir noktada maksimum hatası kontrol 

edebilecek şekilde, derecesi n’yi geçmeyen bir P  polinomu ile gösterebilir miyiz?”  

Sürekli fonksiyonlara yaklaşımın olması ile ilgili akla gelebilecek ilk soru olan yaklaşımın 

var olma olasılığı ile ilgili temel sonuçlar yaklaşım teorisinin amacını ve özünü temsil etmektedir. 

Weierstrass Yaklaşım Teoremi olarak bilinen söz konusu teorem, “sonlu [ ],a b  aralığı üzerinde 

sürekli herhangi bir f  fonksiyonu ve 0ε  için, reel katsayılı bir P  cebirsel polinomu vardır öyle ki 

her  ,x a b  için    f x P x ε  .” şeklinde ifade edilebilir. Başka bir deyişle, polinomlar, kapalı 

bir aralık üzerinde sürekli olan herhangi bir fonksiyona düzgün olarak yaklaşabilir. Bu temel 

teoremin, K. Weierstrass tarafından 1885 yılında verilen ispatından başlayarak günümüze kadar 

birçok ispatı yapılmıştır. Fakat bu yaklaşım teoreminin ilk kanıtının uzun ve karmaşıklığından 

dolayı birçok ünlü matematikçi, gelişen yeni analiz yöntemlerini de dikkate alarak daha basit ve 

daha öğretici bir kanıt bulmak için çalışmışlardır. Bu teoremi ispatlamanın en basit ve en şık 

yollarından birisi 1912'de S.N. Bernstein tarafından verilmiştir: Bernstein  0,1  aralığında sürekli 

herhangi bir f  fonksiyonuna düzgün yakınsayan polinomlar dizisinin terimlerini  

 

   
0

; 1 ,
n

n kk
n

k

n kB f x x x f n
k n





                    , 

 

şeklinde inşa etmiştir. Bernstein polinomları,  0,1  aralığı için Weierstrass Yaklaşım Teoremine 

basit ve inşa edilebilir bir kanıt sağlamaktadır. Söz konusu bu polinomları üreten operatörlere 

Bernstein operatörleri denir.  nB f  polinomuna f  fonksiyonunun .n  Bernstein polinomu denir. 

Bernstein operatörü, en çok incelenen pozitif lineer operatör olmasının yanında çok sayıda 

versiyona genelleştirilmiş ve modifiye edilmiştir. Bernstein operatörleri birkaç nedenden ötürü 

popüler olmuştur: Birincisi açık bir şekilde verilebilir olması ve değişkenin yalnızca rasyonel 

değerleri için fonksiyonun değerlerine bağımlı olması, ikinci olarak, çeşitli şekil koruma 

özelliklerine sahip olması ve çalışmanın en basit yollarını sağlaması ve son olarak da türevlerinin 

ve integrallerinin ele alınmasının kolay olmasıdır. Bu özellikler f 'in değerlendirilmesinin zor ve 
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zaman alıcı olduğu durumlarda oldukça yararlıdır. Bernstein operatörünün özellikleri baz 

alınarak 1950-51 yıllarında T. Popoviciu, 1951 yılında H. Bohman ve 1953 yılında P.P. Korovkin 

fonksiyon uzayları üzerinde tanımlı pozitif lineer operatör dizilerinin yaklaşım teorisindeki 

uygulamaları üzerinde önemli araştırmalar yapmışlardır. Kapalı aralıkta sürekli bir fonksiyona 

düzgün yakınsayan polinomları üreten operatörler için kolay uygulanabilir bir kriter 

vermişlerdir. Popoviciu-Bohman-Korovkin Teoremi olarak bilinen söz konusu teoreme göre, “

 ,a b  aralığında tanımlı sürekli bir fonksiyonun verilen pozitif lineer operatör dizileri altındaki 

görüntülerinin söz konusu sürekli fonksiyona düzgün yakınsayabilmesi için gerek ve yeter koşul 1 , 

x , 2x  fonksiyonlarının her birinin görüntülerinden oluşan dizilerin kendilerine düzgün 

yakınsamasıdır.” Bernstein operatörleri Popoviciu-Bohman-Korovkin Teoreminin koşullarını 

sağlar. Bu temel çalışmadan sonra sürekli fonksiyonlara düzgün yakınsayan polinomlar veya 

daha genel olan tam fonksiyonlar dizisi oluşturmak için çok sayıda pozitif lineer operatör inşa 

edilmiştir. Bunlardan bazıları Szasz-Mirakyan operatörü, Baskakov operatörü, Meyer-König ve 

Zeller operatörü ve Bleiman-Butzer-Hahn operatörü’dür.  

Popoviciu-Bohman-Korovkin Teoreminin koşullarını sağlayan ve yukarıda adı geçen 

temel operatörleri belli koşullar altında üretebilen genel pozitif lineer operatörler üzerinde de 

birçok çalışma yapılmıştır. Ayrıca, bu operatörlerin yardımıyla yeni operatörler de 

oluşturulabilmiştir. V.A. Baskakov 1957 yılında f  ve nφ ,  0,  aralığı üzerinde sonsuz 

mertebeden sürekli türevlenebilir fonksiyonlar olmak üzere; 

 

        
0

; , 0, ,
!

k
k

n n
k

x kL f x φ x f x n
k n





           , 

 

şeklinde genel bir pozitif lineer operatör dizisi tanımlamıştır. nφ  fonksiyon dizilerinin uygun 

seçimiyle daha önce verilen operatörler üretilebilir. Örneğin;  0,1x  için    1 n
nφ x x   

fonksiyon dizisinin seçimiyle Bernstein polinomları,  0,x b  için   nx
nφ x e  fonksiyon 

dizisinin seçimiyle Szasz-Mirakyan operatörü üretilebilir. Bundan başka diğer bir genel operatör 

dizisi 1970 yılında A.D. Gadjiev ve I.I. Ibragimov tarafından  

 

   
 

  
 

   2
0

0

0, ,
; , , 0, , ,
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u α ψ tν n
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α ψK x t u νL f x f x t A u
νu n ψ


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biçiminde tanımlanmıştır. Operatörün yapısında bulunan nK  ve nψ  fonksiyon dizilerinin uygun 

seçimiyle bilinen birçok pozitif lineer operatör dizisi elde edilebilir. Örneğin; 

 , , 1
1

n

n
uxK x t u

t
      

, nα n  ve   10nψ
n

  olarak alınırsa Bernstein polinomu, 

   , , n t ux
nK x t u e  , nα n  ve   10nψ

n
  olarak alınırsa Szasz-Mirakyan operatörü elde edilir. 

Bernstein operatörlerinin önemli genellemelerinden bir tanesi ve q-analizdeki uygulamalarının 

da ilki 1987'de A. Lupaş tarafından aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır: 

 

( )
( )

( ) ( )
[ ]
[ ]

1 /2
, 1

0

0

1; 1 , , 0
1


n

n k qk k k
n q n

j k q q

j

kn
L f x q x x f n q

k n
x q x

−−
−

=

=

    = − ∈ >      − +
∑

∏
. 

 

Bundan on yıl sonra Bernstein operatörünün q-tam sayılarına dayanan farklı bir genellemesi G.M. 

Phillips tarafından  

 

( ) ( ) [ ]
[ ]

1

,
0 0

; 1 , , 0 1
n kn

qk s
n q

k sq q

kn
B f x x q x f n q

k n

− −

= =

    = − ∈ < <      
∑ ∏  

 

şeklinde verilmiştir. Son yıllarda, birçok araştırmacı özellikleri iyi bilinen pozitif lineer 

operatörleri, q-analizdeki teknikleri kullanarak genelleştirmiş ve bu operatörlerin 

genelleştirilmiş versiyonlarının özelliklerini inceleme problemlerine odaklanmışlardır.  

q -parametresine bağlı genel bir pozitif lineer operatörler dizisi ilk olarak 2009 yılında C. 

Radu tarafından ( )0,1q∈  ve   üzerinde sonsuz mertebeden sürekli q -türeve sahip, reel değerli 

bir   1n nψ   fonksiyon dizisi için  

i)  0 1,nψ n  , 

ii)     01 0, , , 0,k k
q nD ψ x n k x        

iii) Her   0,x k     için bir ki , 0 ki k  , pozitif tamsayısı vardır öyle ki

       1 11
, , ,1 ,k k k

k

i k i ik
q n q n n k i qD ψ x D ψ q x β x      burada 

 
 

, , ,
1

0
lim 1k

k k

n k i q
i k in
q

β

n q 
   

koşulları sağlandığında herbir  2f C   fonksiyonu için 
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   
 

   
 

 
1 /2

, 1
0

; , 0
!

k
k k qk

n q q n k
k q q

kx
T f x q D ψ x f x

k n q







          
   

 

şeklinde inşa edilmiştir. Bu ise, V.A. Baskakov tarafından 1957 yılında yapılan genel operatörün 

q-benzeridir. 

Bu çalışmada, yukarıda söz edilen ve farklı yöntemlerle elde edilen ayrık tipteki q-pozitif 

lineer operatörlerin tek bir formda yazılmasının yanında, üreteç fonksiyonların yardımıyla 

literatürde olmayan yeni q-pozitif lineer operatörlerin de üretilmesine olanak sağlayan tek bir 

genel operatörün inşa edilmesi ve özelliklerinin incelenmesi amaçlanmıştır. Elde edilen genel 

operatör aşağıda verilmiştir:  

 0, , 0AI A A   olmak üzere her n∈  ve 0q >  için , :  n q AIϕ × →  gerekli özelliklere 

sahip üretici fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir ( )Af B I∈ , ( AI  üzerinde tanımlı sınırlı 

bir fonksiyonlar uzayı) ve belli , ,n k qα  sayıları için 

 

( ) [ ]
( ) [ ],

,
, ,0 0

,1;
!

ϕ
α

∞

= =

 ∂
 =
 ∂  

∑
k
q n q q

n q k
n k qk qq u

kx u
f x f

k u
  

 

ayrık tipte pozitif ve lineer olan genel bir operatördür. Bu operatörün gerekli özelliklere sahip 

olması için tüm koşullar ile bunlara bağlı genel ve yaklaşım özelliklerine tezin Bulgular 

bölümünde yer verilmiştir.  

Tezin Materyal ve Yöntem bölümünde matematiksel analizin ve q-analizin bazı temel 

teoremleri, tanım ve gösterimlerine, q-pozitif lineer operatörlerin özelliklerine ve örneklerine, 

bazı fonksiyon sınıflarına, test fonksiyonlarına yaklaşımın bazı temel özelliklerinin yanı sıra 

Weierstrass Teoremi ve Popoviciu-Bohman-Korovkin Teoremine yer verilmiştir. 

Bulgular bölümde, q-pozitif lineer operatörlerin uygun üreteç fonksiyonlarının seçimi 

yardımıyla tek bir metot tarafından inşa edilmesi ile ilgili doğrudan uygulamalara, düzgün 

yakınsaklık, yaklaşım hızları ile ilgili bazı önemli sonuçlara, literatürde olmayan yeni bir pozitif 

lineer operatörün üretilmesine ve yaklaşım özelliklerine yer verilmiştir.  
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2. KAYNAK ARAŞTIRMALARI 

Sürekli bir fonksiyona, polinomlar dizisi ile yaklaşımın varlığının ispatlanması yaklaşım 

kuramının önemli problemlerinden biridir. Yaklaşım Teorisinin öncülerinden sayılan P.L. 

Chebyshev [1] henüz polinomlarla yaklaşımın varlığı hakkında herhangi bir çalışma yokken 1854 

yılında, bir polinomun, verilen polinomlar sınıfı içinde fonksiyona düzgün norma göre en yakın 

olup olmadığını belirleyen önemli bir kriter vermiştir. K. Weierstrass [2], 1885 yılında, sürekli 

fonksiyonlara polinomlarla yaklaşımın mümkün olduğunu gösteren önemli bir teorem vermiştir. 

Teoreminde f ,   üzerinde sınırlı ve sürekli bir fonksiyon olmak üzere, 

 

 
 

   
2

2; , ,
2

n t x

n
nW f x e f t dt x
π






      

 

ile tanımlı   nW f  fonksiyon dizisinin söz konusu fonksiyona   üzerinde noktasal; kapalı ve 

sınırlı aralıklar üzerinde ise düzgün yakınsak olduğunu göstermiştir. Fakat bu yaklaşım 

teoreminin ilk kanıtının uzun ve karmaşıklıklığından dolayı birçok ünlü matematikçi, gelişen yeni 

analiz yöntemlerini de dikkate alarak daha basit ve daha öğretici bir kanıt bulmak için 

çalışmışlardır.  

Bu teoremi ispatlamanın en basit ve şık yollarından birisi 1912 yılında S.N. Bernstein [3] 

tarafından verilmiştir.  0,1  aralığında sürekli herhangi bir f  fonksiyonuna düzgün yakınsayan 

polinomlar dizisinin terimlerini 

 

   
0

; 1 ,
n

n kk
n

k

n kB f x x x f n
k n





                    , 

 

şeklinde inşa etmiştir. Bernstein, bu polinomlar ile  0,1  aralığı için Weierstrass Yaklaşım 

Teoremine basit ve inşa edilebilir bir kanıt sağlamıştır. Bernstein’in kanıtı  1t a x bx    

dönüşümü yardımıyla  0,1  aralığından  ,a b  aralığına taşınabilir.  nB f  polinomuna f  

fonksiyonunun .n  Bernstein polinomu denir. Söz konusu bu polinomları üreten operatörlere 

Bernstein operatörleri denir. Bernstein operatörü, en çok incelenen pozitif lineer operatör 

olmasının yanında çok sayıda versiyona genelleştirilmiş ve modifiye edilmiştir. Yaklaşım 

teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen Weierstrass Teoreminin yukarıda bahsedilen 

ispatının dışında literatürde birçok ispatı vardır. A. Pinkus [4], Weierstrass Teoreminin farklı 

kanıtlarını bir araya getiren bir çalışma yapmıştır. Bu kanıtlardan bazıları: Runge (1885), Picard 

(1891), Lerch (1892 ve 1903), Volterra (1897), Lebesgue (1898), Mittag-Leffler (1900), Fejér 
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(1900 ve 1916), Landau (1908), De la Vallée Poussin (1908), Jackson (1911), Sierpinski (1911), 

Montel (1918). Bernstein’in   nB f  dizilerini oluşturma tekniği pozitif lineer operatörlerle 

yaklaşımın ilk adımı olmuştur. Sonraki yıllarda, kapalı bir aralıkta sürekli fonksiyonlara 

yaklaşımda pozitif lineer operatörler yaygın bir şekilde kullanılmaya başlanmıştır.  

1930 yılında, L. V. Kantorovich [5] Bernstein polinomlarını; 

 

       

1
1

0
1

; 1 1 , 0 1

k
nn

n kk
n

k k
n

n
K f x n x x f t dt x

k









              

 

biçiminde [ ]0,1  aralığı üzerinde integrallenebilir fonksiyonlara genelleştirmiştir. nK  

operatörlerine Kantorovich polinomları denir. 

1932 yılında, E. Voronovskaya [6] tarafından f  fonksiyonu  0,1  aralığında sınırlı ve 

sabit bir x  noktasında ikinci mertebeden sürekli türeve sahip ise,  

 

       
1

lim ;
2nn

x x
n B f x f x f x



       

 

biçiminde bir asimptotik formül verilmiştir. 1935 yılında, T. Popoviciu [7]  0,1  aralığında sürekli 

bir f  fonksiyonu için süreklilik modülü yardımıyla Bernstein polinomlarının fonksiyona 

yaklaşım hızını  

 

    5 1; ;
4nB f x f x ω f

n

       
  

 

şeklinde belirlemiştir. 

1937 yılında, I. Chlodowsky [8], Bernstein polinomlarını sonsuz aralıklarda  

 

 
0

, 1 , 0
k n kn

n n n
n nk

n x x kC f x f b x b
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



                                       
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olarak tanımlamış ve yakınsaklık özelliklerini incelemiştir. Burada;  nb , lim nn
b


  ve

 lim 0nn
b n


  koşullarını sağlayan pozitif reel sayıların bir artan dizisidir.  nC f  polinomlarına 

Bernstein-Chlodowsky polinomları adı verilir. 

1941 yılında, G.M. Mirakyan [9],  0,  aralığı üzerinde sürekli olan ve 

   2lim 1x f x x    koşulunu sağlayan f  fonksiyonuna yakınsak olan  

 

     
0

; , 0,
!

knx

n
k

e nx kS f x f x
k n





          

 

ile tanımlı  nS  operatörler dizisini tanımlamıştır ve yaklaşım özelliklerini incelemiştir. 1944 

yılında J. Favard [10] ve 1950 yılında O. Szasz [11] bu operatörlerin bazı özeliklerini 

incelemişlerdir. Genellikle  nS f  fonksiyon serileri Szasz-Mirakyan operatörleri olarak bilinirler. 

1950’li yıllara gelindiğinde araştırmacılar genel pozitif lineer operatör dizisinin yaklaşım 

özellikleri ile ilgilenmeye başlamışlardır. Bunun sonucu olarak da “ nL pozitif lineer operatörler 

dizisi ve sürekli f  fonksiyonu verildiğinde   nL f  fonksiyon dizisinin f ’ye düzgün yakınsadığını 

garanti etmek için gerekli ve yeterli koşullar nelerdir?” sorusu akla gelmiştir. 1950-51 yıllarında T. 

Popoviciu [12], 1952-54 yıllarında H. Bohman [13] ve 1953 yılında P.P. Korovkin [14, 15] bu 

problemi birbirinden bağımsız olarak çözmüşlerdir. Bu üç matematikçinin yaptığı katkılar 

aşağıda sırasıyla verilmiştir: T. Popoviciu, çalışmalarını 1951 yılında Romen dilinde yayınlamıştır 

ve bu nedenle yukarıdaki probleme katkısı birçok araştırmacı tarafından bilinmemektedir. 

Popoviciu, kanıtında, n  için nL ’nin sabit fonksiyonları ürettiğini düşünüyordu. 

Popoviciu’nun o zamanki çalışması “On the proof of Weierstrass' theorem using interpolation 

polynomials” adıyla 1998 yılında Daniela Kacsó tarafından İngilizceye çevrilip East Journal on 

Approximations adlı dergide tekrardan basılmıştır. H. Bohman, sözü edilen problemi sadece ayrık 

tipteki pozitif lineer operatörler için kanıtlamıştır. Bohman, kanıtında, 0,k n  için, ,k nu ,  ,a b  

üzerinde negatif olmayan fonksiyonlar ve ,k nt  aynı aralık üzerinde tanımlı bir dizi olmak üzere 

 

       , ,
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; , ,
n

n k n k n
k

L f x f t u x x a b


    
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şeklinde olan ayrık tipteki pozitif lineer operatörler dizilerinin  ,a b  üzerinde sürekli f  

fonksiyonuna düzgün yakınsaklığı hakkında oldukça kullanışlı bir kriter vermiştir.  

P.P. Korovkin, ayrık tipte olan pozitif lineer operatörler için çözümü genellemiştir. Ayrıca 

integral tipli operatörler için de aynı problemi çözmüş ve pozitif lineer operatörler ile yaklaşım 

teorisini derinleştiren çalışmalar yapmıştır. Özetle, yukarıda adlarını andığımız Matematikçiler 

fonksiyon uzayları üzerinde tanımlı pozitif lineer operatör dizilerinin yaklaşım teorisindeki 

uygulamaları üzerinde önemli araştırmalar yapmışlardır. Yani; kapalı aralıkta sürekli bir 

fonksiyona düzgün yakınsayan polinomları üreten operatörler için kolay uygulanabilir bir kriter 

vermişlerdir. Popoviciu-Bohman-Korovkin Teoremi* olarak bilinen söz konusu teoreme göre, “

 ,a b  aralığında tanımlı sürekli bir fonksiyonun, verilen pozitif lineer operatör dizileri altındaki 

görüntülerinin söz konusu sürekli fonksiyona düzgün yakınsayabilmesi için gerek ve yeter koşul 1, 

x , 2x  fonksiyonlarının her birinin görüntülerinden oluşan dizilerin kendilerine düzgün 

yakınsamasıdır.” Bu kriter, sürekli fonksiyonlara pozitif lineer operatörlerle yaklaşım teorisinin 

temelini oluşturmuştur. Bu temel çalışmadan sonra sürekli fonksiyonlara düzgün yakınsayan 

polinomlar veya daha genel olan tam fonksiyonlar dizisi oluşturmak için çok sayıda pozitif lineer 

operatörler inşa edilmiştir.  

1957 yılında V.A. Baskakov [16],  0,  aralığı üzerinde sürekli olan ve 

   2lim 1x f x x    koşulunu sağlayan f  fonksiyonuna yakınsak olan  
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
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ile tanımlı  nV  operatörler dizisini tanımlamıştır ve yakınsaklık özelliklerini incelemiştir. Bu 

operatörler Baskakov operatörleri olarak literatüre geçmiştir. 

1960 yılında, W. Meyer König–K. Zeller [17] tarafından tanımlanan ve 1964 yılında E.W 

Cheney ve A. Sharma [18] tarafından aşağıda verilen forma çevrilen ve literatürde Meyer-König-

Zeller operatörleri olarak bilinen operatörler,  0,1f C  olmak üzere; 

 

    1

0

; 1 , 0 1,nk
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n k kM f x x x f x
n kk






                      

* Popoviciu-Bohman-Korovkin Teoremi daha yaygın olarak Korovkin Teoremi olarak bilindiğinden 

bundan sonra sadece Korovkin Teoremi olarak yazılacaktır. 
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şeklinde tanımlanır.  

 0,1  aralığı üzerinde integrallenebilir fonksiyonlara yakınsayan  
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ile tanımlı operatörler 1967 yılında J.L. Durrmeyer [19] tarafından verilmiştir.  

1968 yılında D.D Stancu [20], Bernstein operatörünü şu şekilde genellemiştir: 

 

    ,

0

; 1 , 0 .
n

n kα β k
n

k

n k αP f x x x f α β
n βk





                      

 

Açıktır ki 0α β   durumunda Bernstein polinomları elde edilir. Bu tipteki operatörlere 

Bernstein-Stancu operatörleri denir. 

Korovkin teoremini  0,  aralığı üzerinde tanımlanan sürekli ve sınırsız fonksiyonlara 

genişletme problemi ilk olarak 1974-76 yılları arasında Z. Ditzian [21] ve A.D Gadjiyev [22,23] 

tarafından ele alınmıştır.  

1980 yılında G. Bleimann, P.L. Butzer ve L. Hahn [24] sınırlı ve düzgün sürekli fonksiyonlar 

için, 

 

 
 

 
0

1; , 0, ,
11

n
k

n n
k

n kH f x x f x
n kkx 

                   
   

 

formunda pozitif lineer operatörlerin bir dizisini tanımlamışlardır. Bu operatörlere Bleimann-

Butzer-Hahn operatörleri adı verilir.  

Korovkin Teoreminin koşullarını sağlayan ve yukarıda adı geçen temel operatörleri belli 

koşullar altında üretebilen genel pozitif lineer operatörler üzerinde de birçok çalışma yapılmıştır. 

Ayrıca bu operatörlerin yardımıyla yeni operatörler de oluşturulabilmiştir. V. A. Baskakov [16] 

1957 yılında f  ve nφ ,  0,  aralığı üzerinde sonsuz mertebeden türevlenebilir fonksiyonlar 

olmak üzere; 

 

        
0

; , 0, ,
!

k
k

n n
k

x kL f x φ x f x n
k n





           , 
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şeklinde genel bir pozitif lineer operatör dizisi tanımlamıştır. nφ  fonksiyon dizilerinin uygun 

seçimiyle daha önce verilen operatörler üretilebilir. Örneğin;  0,1x  için    1 n
nφ x x   

fonksiyon dizisinin seçimiyle Bernstein polinomları,  0,x b  için   nx
nφ x e  fonksiyon 

dizisinin seçimiyle Szasz-Mirakyan operatörü üretilebilir. Bundan başka, diğer bir genel operatör 

dizisi 1970 yılında A.D. Gadjiev ve I.I. Ibragimov [25] tarafından  

 

   
 

  
 

   2
0

0

0, ,
; , , 0, , ,

! 0
n n

νν
n nn

n ν
u α ψ tν n
t

α ψK x t u νL f x f x t A u
νu n ψ






             
   

 

biçiminde tanımlanmıştır. Operatörün yapısında bulunan nK  ve nψ  fonksiyon dizilerinin uygun 

seçimiyle bilinen birçok pozitif lineer operatör dizisi elde edilebilir. Örneğin; 

 , , 1
1

n

n
uxK x t u

t
      

, nα n  ve   10nψ
n

  olarak alınırsa Bernstein polinomu, 

   , , n t ux
nK x t u e  , nα n  ve   10nψ

n
  olarak alınırsa Szasz-Mirakyan operatörü elde edilir.  

Pozitif lineer operatör dizileri üzerinde yapılan farklı bir genelleme ise birden çok pozitif 

lineer operatörün bir araya gelmesiyle elde edilen  

 

     , ,
0

; ,n n m n m
m

L f x φ x A f x I



    

 

formdaki genellemedir. Burada; I  bir aralık olmak üzere ,n mA ,  C I  üzerinde tanımlı pozitif lineer 

operatörler, ,n mφ ’lar ise I  üzerinde tanımlı negatif olmayan fonksiyonlardır. ,n mA , ,n mφ  ve I  

aralığının uygun seçimiyle yeni pozitif lineer operatörler elde edilebilir. Örneğin;  0,1I   olmak 

üzere;    
 

1

, 1 !

mnx

n m
e nx

φ x
m






 ve  ,n mA f  olarak Bernstein polinomu seçilirse 

 

   
 

   
1

1 0
; 1 , 0,1

1 !

n
n

mnx mα
mα kkn

n
nm k

mαe nx kL f x x x f x
m mαk




 

                   
    

 

ile tanımlı Szasz-Mirakyan-Bernstein tipinde operatörler dizisi elde edilir [26]. 
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Son yıllarda birçok yeni operatörün inşa edilmesinin yanında, incelenen bu tür 

operatörlerin farklı genelleştirmeleri üzerinde de çalışmalar yapılmaktadır Bu önemli 

genelleştirmelerden bir tanesi de kökleri Euler’e kadar dayanan “kuantum analiz” veya “ q -analiz” 

olarak bilinen alanda yapılan, “ q ” parametresine bağlı olan genellemedir. q -analizin teknikleri 

kullanılarak iyi bilinen pozitif lineer operatörlerin q -genellemeleri yapılmıştır. Bu 

genellemelerden ilki 1987 yılında A. Lupaş [27] tarafından aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır: 

 

( )
( )

( ) ( )
[ ]
[ ]

1 /2
, 1

0

0

1; 1 , , 0
1

n n kk k qk
n q n

j k q q

j

kn
L f x q x x f n q

k n
x q x

−−
−

=

=

    = − ∈ >      − +
∑

∏
 . 

 

Bundan on yıl sonra Bernstein operatörünün q-tam sayılarına dayanan farklı bir genellemesi G.M. 

Phillips [28] tarafından  

 

( ) ( ) [ ]
[ ]

1

,
0 0

; 1 , , 0 1
n kn

qk s
n q

k sq q

kn
B f x x q x f n q

k n

− −

= =

    = − ∈ < <      
∑ ∏   

 

şeklinde tanıtılmıştır. Literatürde, q -Bernstein polinomları olarak bilinen bu operatörler sadece 

 0,1q  olduğunda pozitif iken, Lupaş’ın elde ettiği operatörler her 0q  için pozitiftir. Lupaş 

operatörünün bu avantajına rağmen q -Bernstein polinomu çok daha fazla ilgi çekmiş ve çok geniş 

bir araştırmacı grubu tarafından çalışılmıştır. Lupaş ve Phillips’in Bernstein operatörünün q -

benzerini inşa ettikleri teknikler baz alınarak geliştirilen pozitif lineer operatör dizilerinin q -

benzerleri teorisi beraberinde çok sayıda operatörün q -benzerinin inşa edilmesine imkan 

vermiştir. Bunlardan bazıları: 2008 yılında A. Aral [29] tarafından Szasz-Mirakyan operatörünün 

benzeri  0,f C   ve 0 1q   olmak üzere 

 

   
  

   
 
 ,

0
;

!

k

nq q
n q q kq

n k qnq

n x k bxS f x E n f
b nk b





                   
   

 

biçiminde inşa edilmiştir. 2010 yılında Szasz-Mirakyan operatörünün faklı bir q -benzeri N. I. 

Mahmudov [30] tarafından,  0,f C   ve 1q  için  
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    
  

   

 
 , 1 /2

0
;

!

k

q qk
n q q q k k

k qq

n x k
F f x e n q x f

nk q







         
   

 

biçiminde inşa edilmiştir. A. Aral ve V. Gupta [31] tarafından Baskakov operatörünün farklı iki q

-versiyonu tanımlanmıştır. Bunlar: ( )0,1q∈  için,  

 

( )
[ ]
[ ],

0

1
; ;

1 1

k
q

n q k
n k q q

kn kqx qxP f x q f
x xk q n

∞

=

 + −      =       + +      
∑ ,  

 

( )
[ ]
[ ]

2 2
*
, 1

0

1
; ;

1 1

k
q

n q k
k qn q

kn kq x q xP f x q f
x xk q n

∞

+
=

    + −   =          + +      
∑   

 

biçimindedir. Yine A. Aral ve V. Gupta [32] tarafından Baskakov operatörün başka bir q -versiyonu 

tanımlanmıştır: 0q >  için,  

 

( )
( )

( )
[ ]
[ ]

−∞
−
+ −

=

 + −   = −      
∑

1
12

, 1
0

1
; ; .

k k
qk

n q n k k
k q q

kn k
f x q x x q f

k q n
  

 

T. Trif [33], 2002 yılında Meyer-König-Zeller operatörünün q -benzerini  0,1q  için; 

 

   
 

 ,
0 0

; 1 , 0 1
n

qs k
n q

s k a q

kn k
M f x xq x f x

n kk



 

                 
    

 

biçiminde tanımlamıştır. Bu genellemede  , 2;n qM e x  ifadesinin açık formülünün elde 

edilememesinden dolayı 2006 yılında O. Doğru ve O. Duman [34] 
 

 
q

q

k
f

n k

       
 yerinde 

 
 

k
q

q

q k
f

n k

        
 

şeklinde bir modifikasyon yapmışlardır. Bleimann-Butzer ve Hahn operatörlerinin q -genellemesi 

2007 yılında A. Aral ve O. Doğru [35] tarafından  0,1q  için; 
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 
 

   
 

 1 /2
1

0

0

1; , 0,
11

n
k k qk

n n k
s k q q

s

kn
L f x q x f x

k q n kq x








                  


   

 

şeklinde yapılmıştır.  

q -parametresine bağlı genel bir pozitif lineer operatörler dizisi ilk olarak 2009 yılında C. 

Radu [36] tarafından verilmiştir: ( )0,1q∈  ve   üzerinde sonsuz mertebeden sürekli q -türeve 

sahip reel değerli bir   1n nψ   fonksiyon dizisi için  

 

i)  0 1,nψ n  , 

ii)     01 0, , , 0,k k
q nD ψ x n k x        

iii) Her   0,x k     için bir ki , 0 ki k  , pozitif tamsayısı vardır öyle ki

       1 11
, , ,1 ,k k k

k

i k i ik
q n q n n k i qD ψ x D ψ q x β x      burada 

 
 

, , ,
1

0
lim 1.k

k k

n k i q
i k in
q

β

n q 
   

 

koşulları sağlandığında,  2f C   olmak üzere 

 

   
 

   
 

 
1 /2

, 1
0

; , 0
!

k
k k qk

n q q n k
k q q

kx
T f x q D ψ x f x

k n q







          
   

 

şeklinde inşa edilmiştir. Bu son ifadede ,x n    için    11
nn

n q
ψ x q x

   olarak 

düşünülürse klasik Baskakov operatörünün başka bir q -versiyonu 

 

( )
( )

( )
( )

[ ]
[ ]

1
* 2
, 1

0

1 1;
1

k k
k q

n q n k k
k q qq

kn k
V f x q qx f

k q nqx

−∞

+ −
=

 + −   =    +   
∑  

 

şeklinde elde edilir. Dikkat edelim ki yukarıda sözü edilen q -genellemelerinin tümünde 1q  

iken klasik operatörler elde edilir. Elbette ki yukarıda adı geçen pozitif lineer operatör dizileri 

dışında bu tezde değinilmeyen birçok pozitif lineer operatör ve onların çeşitli genellemeleri 
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bulunmaktadır. Pozitif lineer operatörleri ve genellemelerini geçmişten günümüze kadar ele alan 

birçok kitap, tez ve makaleye [37-48] ve bunların içinde yer alan kaynaklardan ulaşılabilir.  

Bu tezde, pozitif lineer operatörler ve onların genellemeleri ile ilgili yukarıda adı geçen 

operatörlerin bir sınıfının tek bir operatör tarafından elde edilip, bu sınıfın yaklaşım özelliklerinin 

belirlenmesi hedeflenmiştir. Bu amaç doğrultusunda elde edilen genel operatör aşağıda 

verilmiştir: 0q  ve  0,AI A  şeklinde bir aralık olsun.  , 1n q n
φ




,  0,AI    üzerinde tanımlı 

reel değerli bir fonksiyon dizisi için  

i)  Her n  ve Ax I  için,  , ,0 0n qφ x   ve  , ,1 1n qφ x  , 

ii)  Her n , 0k  için, 
 ,

0

,k
q n q

k
q u

φ x u
u






 var ve x  değişkenine göre süreklidir, 

iii)  Her n , 0k  ve , 0x u  için, 
 , ,

0
k
q n q

k
q

φ x u
u





  

koşulları sağlandığında  Af B I  için  

 

 
 

   
 ,

,
, ,0 0

,1,
!

k
q n q q

n q k
n k qk qq u

kφ x u
f x f

k αu



 

          
   

 

ile tanımlı ,n q  operatörleri  AB I  üzerinde pozitif ve lineerdir.  
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

Bu bölümde, matematiksel analizin yaklaşım teorisinde sıkça kullanılan bazı temel konu 

ve kavramların yanı sıra yaklaşımın temel teoremlerine, pozitif lineer operatörlerin tanımına ve 

sağladığı temel özelliklere yer verilecektir.  

 

3.1 Temel Kavramlar 

{ }nf , D  kümesi üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun. Her x D∈  için ( ){ }nf x  

reel sayılar dizisi yakınsak ise { }nf  dizisi D  üzerinde noktasal yakınsaktır denir. Bir başka değişle, 

her x D∈  ve 0ε >  için bir ( )N N x ,ε=  doğal sayısı,  

 

( ) ( ) ( )nf x f x n Nε− < ≥     (3.1) 

 

olacak şekilde varsa { }nf  dizisi f  fonksiyonuna D  üzerinde noktasal yakınsaktır. Bu durum 

( ) ( )n nf x f xlim →∞ =  biçiminde yazılır. (3.1)’i eş zamanlı olarak bütün x D∈  sayıları için sağlayan 

bir N  bulmak her zaman mümkün olmayabilir. Eğer her 0ε >  için (3.1)’i eş zamanlı olarak her 

x D∈  için sağlayan (sadece ε  sayısına bağlı) bir N  sayısı bulmak mümkün ise { }nf  dizisi f  

fonksiyonuna düzgün yakınsaktır denir ve 
D

nf f  ile gösterilir. 
D

nf f  olması için gerek ve yeter 

koşul ( ) ( )nn x D
f x f xlimsup 0

→∞ ∈
− =  eşitliğinin sağlanmasıdır.  

Reel sayı serisinin yakınsaklığının, onun kısmî toplamlar dizisinin yakınsaklığı cinsinden 

tanımlandığı gibi fonksiyon serilerinin yakınsaklığı da kendisinin kısmî toplamlar dizisinin 

yakınsaklığı cinsinden tanımlanır. Buna göre, D  üzerinde tanımlı reel değerli fonksiyonların bir 

nn
u

1

∞

=∑  serisi için, eğer n nf u u u1 2 ...= + + +  ile tanımlı { }nf  dizisi bir f  fonksiyonuna noktasal 

yakınsak ise nn
u

1

∞

=∑  serisi f  fonksiyonuna noktasal yakınsaktır denir. Bu durumda nn
u f

1

∞

=
=∑  

ya da ( ) ( ) ( )nn
u x f x x D

1

∞

=
= ∈∑  şeklinde yazılır. Dahası, eğer { }nf  dizisi f ’e D  üzerinde düzgün 

yakınsak ise nn
u

1

∞

=∑  serisi f  fonksiyonuna D  üzerinde düzgün yakınsaktır denir.  

Taylor Formülü: ( )0 ,x a b∈  noktasında n . mertebeden türevlenebilir bir ( ): ,f a b →  

fonksiyonu verilmiş olsun. Bu durumda,  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0

0 0 0 0,
1! !

n
n

n

f x f x
f x f x x x x x x x

n
 ε

′
= + − + + − +  
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formülü doğrudur; burada ( )0,n xε ⋅  sürekli ve ( )0 0, 0n x xε = . Eğer, 0 0x =  alınırsa, yukarıdaki 

ifadeye Maclaurin formülü denir [49, 50]. 

 

3.2. Bazı Fonksiyon Uzayları 

X , K  cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. { }: 0X +⋅ → ∪  fonksiyonu 

i) Her x X∈  için 0x ≥  ve 0x x= ⇔ =Θ , 

ii) Her x X∈ ve Kα∈  için x xα α=                                     (3.2) 

iii) Her ,x y X∈  için x y x y+ ≤ +  (üçgen eşitsizliği). 

özelliklerini sağlıyorsa ⋅  fonksiyonuna X  üzerinde bir norm denir. ( ),X ⋅  ikilisine ise bir 

normlu uzay adı verilir [51]. 

M  boştan farklı bir küme olsun. ( ) { }= →, : : bir fonksiyonM K f f M K  M  üzerinde 

tanımlı K -değerli tüm fonksiyonların sınıfını göstersin. f , ( )∈ ,g M K  ve Kα∈  olmak üzere her  

x M∈  için, 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), ,f g x f x g x f x f xα α+ = + =  

 

ile tanımlı toplama ve skalerle çarpma işlemlerine göre ( ),M K  ailesi K  cismi üzerinde bir 

lineer uzaydır. K =  ve M  kümesini de  ’nin bir alt kümesi olarak seçilirse ( ),M  M  

üzerinde tanımlı reel değerli fonksiyonların uzayı elde edilir. 

Sürekli Fonksiyonlar Uzayı: I  bir aralık ve f  bu aralık üzerinde tanımlı bir fonksiyon 

olsun. 0M >  olmak üzere her x I∈  için ( )f x M≤  ise f  I  üzerinde sınırlıdır denir. I  üzerinde 

sınırlı tüm reel değerli fonksiyonların sınıfı ( )B I  ile gösterilir: 

 

( ) ( ){ }: : : 0; , .B I f I M x I f x M= → ∃ > ∀ ∈ ≤  

 

I  aralığı üzerinde sürekli fonksiyonlar sınıfı ise ( )C I  ile gösterilir. Açıktır ki ( )B I  ve ( )C I  

sınıfları ( ),I   uzayının alt uzaylarıdır. ( )B I  üzerinde  

 

( ) ( )
∈

=: sup
B I x I

f f x   (3.3) 
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ile tanımlı ⋅  fonksiyonu (3.2) koşullarını sağladığından bu uzay üzerinde bir normdur. (3.3) ile 

tanımlı norma düzgün norm denir. r . mertebeden türevi ( )C I  sınıfından olan fonksiyonların 

uzayı ( )rC I  ile gösterilir. Özel olarak ( ) ( )0 :C I C I= . [ ],I a b=  ise [ ],C a b  gösterimi kullanılır. Her 

0r∈  için ( )rC I  uzayının önemli bir alt uzayı da Polinomlar uzayıdır: n∈ , 0 1, , na a a ∈ , 

0na ≠  olmak üzere ( ) 0 1
n

nP x a a x a x= + + +  olarak tanımlı fonksiyona n  dereceli polinom 

denir. Derecesi n≤  olan tüm polinomların kümesi n  ile gösterilir. Açıktır ki n , ( )C I  uzayının 

bir alt uzayıdır. 

Süreklilik Modülü: [ ],f C a b∈ →  fonksiyonu ve bir 0δ >  sayısı için  

 

( )
[ ]

( ) ( ){ }
, ,

0

; : sup ,
x x h a b

h

f f x h f x

δ

ω δ
+ ∈
≤ ≤

= + −            ( )
[ ]

( ) ( ) ( ){ }2
, ,

0

; : sup 2
x x h a b

h

f f x h f x f x h

δ

ω δ
+ ∈
≤ ≤

= + − + −  

 

ile tanımlanan ( );fω δ  ve ( )2 ;fω δ  ifadelerine, sırasıyla, f  fonksiyonunun δ  adımlı birinci ve 

ikinci mertebeden süreklilik modülü denir. Birinci süreklilik mertebeden modülünün sık kullanılan 

bazı özellikleri aşağıda verilmiştir. 

i) ( ); 0fω δ ≥  (pozitiflik); 

ii) ( ) ( )1 2 1 2; ;f fδ δ ω δ ω δ≤ ⇒ ≤  (monotonluk); 

iii) ( ) ( ) ( )1 2 1 2; ; ;f f fω δ δ ω δ ω δ+ ≤ +  (yarı toplamsallık); 

iv) λ +∈  için ( ) ( ) ( ); 1 ;f fω λδ λ ω δ≤ + ; 

v) ( )
0

lim ; 0f
δ

ω δ
→

= ; 

vi) Her [ ]∈, ,x t a b  için ( ) ( ) ( );f t f x f t xω− ≤ − ; 

vii) Her [ ]∈, ,x t a b  ve δ >0  için ( ) ( ) ( )11 ;f t f x t x fω δ
δ

 − ≤ + − 
 

. 

Lipschitz Sınıfı: f  [ ],a b  aralığında tanımlı bir fonksiyon 0M >  ve   0 1α< ≤  olsun. Her 

[ ], ,x t a b∈ için 

 

( ) ( )f t f x M t x α− ≤ −  

 

koşulu sağlanırsa f  Lipschitz sınıfındandır denir ve Mf Lip α∈ ile gösterilir. Ayrıca Mf Lip α∈  

olması için gerek ve yeter koşulun ( );f M αω δ δ≤  olduğu tanımdan kolayca görülür [52, 53]. 
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f , [ )0,∞  aralığında tanımlı reel değerli bir fonksiyon ve ω  aşağıdaki koşulları sağlayan 

süreklilik modülü tipinde bir fonksiyon olsun: 

i)  ω , [ )0,∞  üzerinde negatif olmayan δ  ya göre artan bir fonksiyon, 

ii)  ( ) ( ) ( )1 2 1 2ω δ δ ω δ ω δ+ ≤ + , 

iii)  ( )
0

lim 0
δ

ω δ
→

= . 

Her [ ), 0,x t∈ ∞  için  

 

( ) ( )
1 1

t xf t f x
t x

ω
 

− ≤ − + + 
 

 

eşitsizliği sağlanırsa f  [ )ω ∞0,H  sınıfındadır denir. Her [ )ω∈ ∞0,f H  fonksiyonu [ )0,∞  

aralığında sürekli ve sınırlıdır. Böylece [ ) [ )ω ∞ ⊂ ∞0, 0,BH C  olduğu görülür. Örneğin; 0 1α< ≤  

için ( )t Mtαω =  olarak seçilirse  

 

( ) ( )
( ) ( )1 1

t x
f t f x M

t x

α

α α

−
− ≤

+ +
  

 

elde edilir. Dolayısıyla [ )ω α∞ ⊂0, MH Lip  olduğu görülür [54]. 

 

3.3. Yaklaşım Kuramı ve Temel Teoremleri 

Bu bölümde, verilen sürekli fonksiyona istenilen yakınlıkta polinomların varlığı 

hakkındaki Weierstrass teoremi, Bernstein teoremi ve Cebirsel polinomların yaklaşım hızı ile 

ilgili sonuçlara yer verilecektir. 

 

3.3.1. Weierstrass Yaklaşım Teoremi 

1885 yılında K. Weierstrass, keyfi bir [ ],f C a b∈  fonksiyonu verildiğinde bu fonksiyona 

keyfi yakınlıkta bir cebirsel polinomun varlığını aşağıda verilen teoremiyle ispatlamıştır. 

3.3.1.1. Teorem (Weierstrass Yaklaşım Teoremi) [2]. Her bir [ ],f C a b∈  fonksiyonu ve her 

0ε >  sayısı için [ ] ε− <
,C a b

f P  olacak şekilde bir P  polinomu vardır.  

Yaklaşım teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen ve literatürde Weierstrass 

Yaklaşım Teoremi olarak bilinen teoremin birçok ispatı vardır. Bu ispatlar içerisinde önemli 
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olanlardan bir tanesi 1912 yılında S.N. Bernstein tarafından verilmiştir. S.N. Bernstein, [ ]0,1  

aralığında tanımlı bir f  fonksiyonu ve n∈  için 

 

( ) ( ) −

=

   = −   
  

∑
0

; 1
n

n kk
n

k

n kB f x x x f
k n

 

 

ile tanımlı polinomları tanımlamıştır. Bu polinomlara n . Bernstein polinomu, nB  operatörüne de 

n . Bernstein operatörü denir. Sınırlı fonksiyonlar kümesinden polinomlar kümesine giden nB  

operatörü lineerdir, yani her ,f g  fonksiyonu ve her ,α β  reel sayıları için 

 

( ) ( ) ( ); ; ;n n nB f g x B f x B g xα β α β+ = +  

 

eşitliği doğrudur. Ayrıca, eğer f g≤  ise, ( ) ( ); ;≤n nB f x B g x  eşitsizliği doğrudur. Öte yandan, 

tanımdan kolayca görüleceği üzere, ( ) ( ); ;n nB f x B f x≤  olur.  

S.N. Bernstein, bu polinomlarla [ ]0,1  aralığında sürekli f  fonksiyonuna düzgün 

yaklaşılabileceğini, aşağıda verilen teoremiyle ispatlamıştır.  

3.3.1.2. Teorem (Bernstein) [3]. Bir [ ]0,1f C∈  fonksiyonu verildiğinde, ( ){ };.nB f  Bernstein 

polinomlar dizisi f  fonksiyonuna [ ]0,1  kapalı aralığında düzgün yakınsaktır. 

 

3.3.2. Cebirsel Polinomların Yaklaşım Hızı 

Cebirsel polinomların sürekli fonksiyonlara yaklaşımının varlığı dışında hangi hızda 

yaklaştığının bulunması da yaklaşım kuramının önemli problemlerindendir. Bu konuyla ilgili ilk 

çalışmalar D. Jackson [55] tarafından yirminci yüzyılın başlarında çalışılmıştır. İlk olarak yaklaşım 

hızını ölçecek bazı kavramlar verilecektir. 

X  bir normlu uzay olmak üzere ,x y X∈  noktaları arasındaki uzaklık −
X

x y  ile 

tanımlanır. Y X⊂  boş olmayan bir alt küme olsun. Bir f X∈  verildiğinde ( )
∈

= −; : inf
Xp Y

E f Y f p  

sayısına f  elamanının Y  kümesindeki en iyi yaklaşım sayısı denir. Açıktır ki, eğer f Y∈  ise en iyi 

yaklaşım sıfırdır. Eğer bir *p Y∈  için  
∈

− = −inf *
X Xp Y

f p f p  oluyorsa *p  elemanına f  

elemanının Y  kümesine en iyi yaklaşım elemanı denir. Aynı kavram [ ],C a b  uzayındaki bir f  

fonksiyonu için bu fonksiyonun n  derecesi n≤  olan cebirsel polinomlar uzayındaki en iyi 
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yaklaşım sayısı ( )
[ ]

( ) ( )
,

: inf max
n

n P x a b
E f f x P x

∈ ∈
= −


 ile tanımlanır. D. Jackson, 1912 yılında, kapalı 

aralıkta sürekli olan fonksiyonların derecesi ≤ n  olan polinomlar uzayında en iyi yaklaşım 

sayısının süreklilik modülü cinsinden belirlenmesine dair sonuçlar elde etmiştir: 

3.3.2.1. Teorem [55]. Eğer [ ]1,1f C∈ −  ise ( ) ( )6 ;1nE f f nω≤ .  

3.3.2.2. Sonuç [55]. Eğer f  fonksiyonu [ ]1,1−  aralığında MLip α  sınıfına ait ise ( ) 6n
ME f
nα≤ . 

 

3.4. Pozitif Lineer Operatörler 

M  ve N  boştan faklı kümeler olmak üzere, X  ( ),M  ’nin, ve Y  ( ),N  ’nin birer alt 

uzayı olsun. Her ,x y X∈  ve her ,α β ∈  için ( ) ( ) ( )L x y L x L yα β α β+ = +  eşitliğini sağlayan 

:L X Y→  fonksiyonuna bir lineer operatör denir. Bir lineer operatör tanım uzayının sıfır öğesini 

görüntü uzayının sıfır öğesine götürür. Bir lineer uzaydan cisme tanımlı herhangi bir fonksiyona 

fonksiyonel denir. Eğer bu fonksiyon lineer ise lineer fonksiyonel adını alır. Her pozitif f X∈  

fonksiyonu için ( )L f  pozitif fonksiyon ise L  operatörüne pozitif operatör denir. Hem pozitif hem 

de lineer olan operatöre pozitif lineer operatör adı verilir. 

Her ,f g X∈  için f g≤  olduğunda, ( ) ( )L f L g≤  oluyorsa L  operatörüne monotondur 

denir. Açıktır ki pozitif lineer operatörler aynı zamanda monotondurlar. Öte yandan, :L X Y→  

pozitif lineer operatör ve ,f f X∈  için ( ) ( )L f L f≤  eşitsizliği doğrudur [15]. 

:L X Y→  operatörü verilsin. Her ∈f X  için ( ) XY
L f C f≤  eşitsizliğini sağlayan bir C  

sabiti varsa, L  operatörüne sınırlı operatör denir. Bu eşitsizliği sağlayan C  sabitlerinin 

infimumuna L  operatörünün normu denir ve L  ile gösterilir [51]. Öte yandan, ( ) ( ):L B I B I→  

pozitif lineer operatör ise o zaman L  sınırlıdır ve normu ( ) ( )
= 1

B I
L L  eşitliği ile hesaplanır. 

Pozitif lineer operatör ile yaklaşım kuramında sık kullanılan eşitsizliklerden bir tanesi 

aşağıda verilmiştir: ( )∈,f g B I  olmak üzere 

 

( ) ( ) ( )2 2L f g L f L g⋅ ≤ ⋅ . 

 

Bu eşitsizliğe Cauchy-Schwarz eşitsizliği denir. Bu eşitsizliğin genel hali de doğrudur: 

( ) ( )→:L B I B I  pozitif lineer operatör ve , 1p q >  reel sayılar öyle ki 1/ 1/ 1p q+ =  olsun. O zaman 

her ( )∈,f g B I  için 
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( ) ( )( ) ( )( )
1 1
p qp qL f g L f L g⋅ ≤ ⋅  

 

eşitsizliği doğrudur. Bu eşitsizliğe pozitif lineer operatörler için Hölder eşitsizliği adı verilir. Özel 

olarak Hölder eşitsizliğinde 2p q= =  alınırsa yukarıda verilen Cauchy-Schwarz eşitsizliği elde 

edilir [41]. 

Pozitif lineer operatörlerin n -inci mertebeden momentlerin hesaplanması bu tip 

operatörlerin yaklaşım özelliklerinin belirlenmesinde büyük bir önem taşır.  [ ] [ ]: , ,L C a b C a b→  

bir pozitif lineer operatör olsun. 0i ∈  olmak üzere ( ) : i
ie x x=  ve bu operatör için n -inci 

mertebeden moment 0n≥  için ( ) ( )( ) [ ]1: ; , ,n
nM x L e x x x a b= − ∈  olarak tanımlanır. 1n≥  tek ise n

-inci mutlak moment ( ) ( )1: ;n
n x L e x x= − , [ ],x a b∈  biçiminde tanımlanırlar. Ayrıca ilerde 

göreceğimiz birinci mutlak moment ( )1 x  ve ikinci mertebenden moment ( )2M x  pozitif lineer 

operatörlerin yaklaşım hızının hesaplanmasında önemli rolleri vardır. Dahası Cauchy-Schwarz 

eşitsizliği kullanılarak ( ) ( ) ( )2
1 0 2;x L e x M x≤ ⋅  eşitsizliği ince hesaplamalar için çok kullanışlı 

değildir. Bunun için aşağıdaki önermede verilen alternatif yollar izlenebilir. 

 

3.4.1. Önerme [41]. :L X Y→  pozitif lineer operatör ve , 1p q >  reel sayılar öyle ki 1/ 1/ 1p q+ =  

olsun. Her ,f g X∈ ve 1 2n n n= +  olan 1 2, , 0n n n ≥  sayıları için 

 

( ) ( )( ) ( )( )1 2

1 1
p q

n n p n qx x x≤ ⋅   . 

 

Eğer 1 21, 0 1, 2n n n n p q= = + = + = =  ise ( ) ( ) ( )2
1 0 2;x L e x M x≤ ⋅  eşitsizliği elde edilir. 

 

3.4.2. Önerme [41]. [ ] [ ]: 0,1 0,1L C C→  pozitif lineer operatör, ( )0 0L e e=  ve 1 s r≤ < olsun. O 

zaman  

 

( )( ) ( )( ) [ ]
1 1

, 0,1 .s r

s rx x x≤ ∈   

 

Ayrıca 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 1
2 3 4

1 2 3 4x M x x M x ≤ ≤ ≤ ≤   

 

eşitsizlikleri sağlanır. 

Aşağıdaki önerme lineer operatörlerin yüksek mertebeden momentlerin 

hesaplanmasında kullanılan bir rekürans formülüdür. 

3.4.3. Önerme [41]. L  lineer operatör ve 0k∈  olmak üzere 

 

( ) ( ) ( )
1

0
;

k
k j

k k j
j

k
M x L e x x M x

j

−
−

=

 
= −  

 
∑ . 

 

3.4.4. Sonuç [41]. L  lineer operatör ve ( ) , 0,1i iL e e i= =  olsun. O halde üçüncü ve dördüncü 

mertebeden momentler aşağıdaki gibidir. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3
3 3 2

4 2
4 4 3 2

; 3 ;

; 4 6

M x L e x x xM x

M x L e x x xM x x M x

= − −

= − − −

 

 

3.5. Pozitif Lineer Operatörler ile Yaklaşım 

3.5.1. Korovkin Teoremi 

1951 yılında H. Bohman, her ∈n  ve = 0,1,2, ,k n  için [ ]ξ ∈,, 0,1n kx  ve ≥, 0n kp  olmak 

üzere  

 

( ) ( ) ( )ξ
=

=∑ , ,
0

;
n

n n k n k
k

L f x f p x  

 

ile tanımlı { }nL  dizisi  

 

( )
[ ]0,1

, 0,1,2n i iL e e i =  

 

koşullarını sağladığında, ( ){ }nL f  [ ]0,1  kapalı aralığında sürekli olan f  fonksiyonuna düzgün 

yakınsadığını ispatlamıştır. H. Bohman’ın ele aldığı bu tipteki operatörler, açıktır ki, pozitif ve 

lineerdir ve f  fonksiyonunun [ ]0,1  aralığının dışındaki değerlerden bağımsızdır. 1953 yılında 
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P.P. Korovkin aynı problemi daha geniş operatörler sınıfında, b  noktasında sağdan, a  noktasında 

soldan sürekli ve tüm reel eksende sınırlı olan [ ],f C a b∈  fonksiyonları için incelemiştir. 

3.5.1.1. Teorem (Korovkin) [15]. { }nL  pozitif lineer operatörler dizisi verilsin. [ ],f C a b∈  b  

noktasında sağdan, a  noktasında soldan sürekli ve tüm reel eksende sınırlı olmak üzere 

 

( )
[ ]

( )
[ ]

⇔ =
, ,

, 0,1,2
a b a b

n n i iL f f L e e i  . 

 

3.5.1.2. Örnek (Bernstein Polinomları) [15]. [ ]0,1  aralığında tanımlı sürekli keyfi f  

fonksiyonu için n . Bernstein polinomu (operatörü)  

 

( ) ( )
0

; 1
n

n kk
n

k

n kB f x x x f
k n

−

=

   = −   
  

∑   (3.4) 

 

şeklinde tanımlanır. Bu operatörlerin oluşturulma yapısı binom açılımına dayanmaktadır. ,x y  

pozitif sayılar ve n∈  olmak üzere binom açılımı 

 

( ) −

=

 
+ =  

 
∑

0

n
n k n k

k

n
x y x y

k
 

 

biçimindedir. Bu açılımda [ ]0,1x∈  olmak üzere 1y x= −  alınırsa; 

 

( ) ( ) −

=

 
= + − = − 

 
∑

0
1 1 1

n
n n kk

k

n
x x x x

k
 

 

eşitliği elde edilir. Aşağıda, verilen sürekli fonksiyona bağlı Bernstein polinomlar dizisinin bu 

fonksiyona düzgün yakınsadığı, bir başka ifadeyle Bernstein Teoreminin (Teorem 3.3.1.2) ispatı 

Korovkin Teoremi kullanılarak yapılacaktır. 

Bernstein operatörleri lineerdir: Her ,α β ∈ , her [ ], 0,1f g C∈  ve her n ∈  için  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0 0

; 1

1 1

n
n kk

n
k

n n
n k n kk k

k k

n kB f g x x x f g
nk

n nk kx x f x x g
n nk k

α β α β

α β

−

=

− −

= =

   + = − +   
  

      = − + −      
      

∑

∑ ∑
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( ) ( ); ; .n nB f x B g xα β= +  

 

Bernstein operatörleri pozitiftir: Her [ ]0,1x∈ , her n ∈  ve her 0,1, ,k n=  için 

( )1 0n kkx x −
− ≥  olduğundan her 0f ≥  için ( ); 0nB f x ≥  sağlanır. 

Bernstein operatörleri Korovkin teoreminin koşullarını sağlar: 

 

( ) ( ) ( )0
0

; 1 1 1
n

n k nk
n

k

n
B e x x x x x

k
−

=

 
= − = + − = 

 
∑  

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

− −−

= =

−
− − −

=

−   
= − = −   −   

− 
= − = − + = 

 

∑ ∑

∑

1
1

0 1

1
1 1

0

1
; 1 1

1

1
1 1

n n
n k n kk k

n
k k

n
n k nk

k

n nkB e x x x x x x
k kn

n
x x x x x x x

k

 

( ) ( ) ( )− −−

= =

−    = − = −     −    
∑ ∑

2
1

2
0 1

1
; 1 1

1

n n
n k n kk k

n
k k

n nk kB e x x x x x x
k kn n

( ) ( )− −− −

= =

− −   −
= − + −   − −   
∑ ∑1 1

1 1

1 111 1
1 1

n n
n k n kk k

k k

n nk xx x x x x
k kn n

( ) ( )( )−
− − −−

= =

− −   −
= − + −   −   

∑ ∑
1

12 2

2 0

2 11 1 1
2

n n
n k n kk k

k k

n nn xx x x x x
k kn n   

( )( ) ( )( )− −
− − − −

= =

− −   −
= − + −   

   
∑ ∑

2 1
2 12

0 0

2 11 1 1
n n

n k n kk k

k k

n nn xx x x x x
k kn n   

( ) ( ) ( )2 12 2 11 1 1 .n n x xn xx x x x x x
n n n

− − −−
= − + + − + = +   

 

Bu sonuçlar toparlanırsa  

 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2

1
; 1, ; , ;n n n

x x
B e x B e x x B e x x

n
−

= = = +  (3.5) 

 

elde edilir. Buradan  

24 



Ersin ŞİMŞEK, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Mersin Üniversitesi, 2019 

 

[ ]
( ) ( )

[ ]
( ) ( )

0,1

2 2
0,1

sup ; 0, 0,1

1sup ;
4

n i i
x

n
x

B e x e x i

B e x e x
n

∈

∈

− = =

− =

  

 

dolayısıyla Bernstein operatörler dizisi Korovkin teoreminin koşullarını sağladığı görülür. O 

halde Korovkin Teoremi gereğince her [ ]0,1f C∈  için  

 

( )lim 0nn
B f f

→∞
− =  

 

olur. Bir başka deyişle, ( ){ }nB f  dizisi f  fonksiyonuna [ ]0,1  kapalı aralığında düzgün 

yakınsaktır. Dolayısıyla Bernstein Teoreminin sonucu olarak da Weierstrass Teoreminin farklı 

bir ispatı elde edilmiş olur.  

Bernstein operatörlerinin merkezi momentleri: (3.5) eşitliklerinden her [ ]0,1x∈  ve her 

n∈  için 

 

( ) ( )( ) ( )2
1 1

1
; 0, ;n n

x x
B e x x B e x x

n
−

− = − =  

 

elde edilir. Bernstein operatörlerinin tanımı yardımıyla  

 

( ) ( ) ( )( )2
3

3 2

3 1 1 1 2
;n

x x x x x
B e x x

n n
− − −

= + + , 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )23 2
4

4 2 3

1 6 6 16 1 1 7 11
;n

x x x xx x x x x
B e x x

n n n
− − +− − −

= + + +  

 

eşitlikleri elde edilebilir. Bunlar yardımıyla daha yüksek mertebeden momentler 

 

( )( ) ( )( )3
1 2

1 1 2
;n

x x x
B e x x

n
− −

− =     ve    ( )( ) ( ) ( )( )4
1 3

1 1 3 2 1
;n

x x n x x
B e x x

n

 − + − − − =  

 

şeklinde hesaplanabilir. 
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Yukarıda verilen Korovkin teoremi, G. Bleimann, P.L. Butzer ve L. Hahn [23] tarafından  

 

 
 

 
0

1; , 0, ,
11

n
k

n n
k

n kH f x x f x
k n kx 

                   
   

 

formunda tanımlanan operatörler için geçerli değildir. Bundan dolayı bu operatör dizilerinin bir 

f  fonksiyonu için düzgün yakınsaklığı farklı bir test fonksiyonlar ailesi için elde edilmiştir. ωH  

uzayında tanımlı pozitif lineer operatör dizileri için  * , 0,1,2
1

r

r
te t r

t
    

 test fonksiyonları 

kullanılarak Korovkin teoremi, pozitif yarı eksen üzerinde sürekli bir f  fonksiyonu için ( ){ }nH f  

dizisinin düzgün yakınsaması A.D Gadjiyev ve Ö. Çakar [54] tarafından ispatlanmıştır. Bu teoreme 

göre; nA ,  0,ωH   dan  0,BC   ya tanımlı operatörler olmak üzere her 0,1,2r   için  

 

 * *lim 0
B

n r rn C
A e e


    

 

ise her  0,ωf H   için  

 

 lim 0
B

n Cn
A f f


   

 

sağlanır. Yukarıda tanımlanan Bleimann-Butzer-Hahn operatörleri bu teoremi sağlar. 

 

3.5.2. Pozitif Lineer Operatörlerin Yaklaşım Hızı 

[ ]0,1  aralığında 1f Lip α∈  sınıfına ait olan ( ) 1 2f x x α
= −  fonksiyonunun Bernstein 

polinomları yardımıyla yaklaşma hızı, Sonuç 3.3.2.2’de verildiği gibi 1 nα  değildir. Bu hız 

( )21 nα  şeklinde elde edilebilir. Dolayısıyla Sonuç 3.3.2.2 Bernstein polinomlar yardımıyla 

ispatlanamaz [15]. 

Bu kısımda, verilen sürekli bir f  fonksiyonuna yaklaşım hızı hakkında süreklilik 

modülünün yardımıyla genel teoremlerin yanında, Bernstein polinomlarının verilen fonksiyona 

yaklaşım hızına da yer verilecektir. Sadece birinci mertebeden süreklilik modülünü kullanarak 

yapılan ilk değerlendirme ( )0 0L e e=  koşulu altında R. Mamedov [56] tarafından verilmiştir. 

 

3.5.2.1. Teorem [56]. Eğer [ ],f C a b∈  ise, o zaman her [ ],x a b∈  ve her 0δ >  için  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )
1 22

0 0 0 1
1; ; 1 ; ; ; ;L f x f x f x L e x L e x L e x L e x x fω δ
δ

 − ≤ ⋅ − + + ⋅ − 
 

 

 

Daha sonra O. Shisha ve B. Mond [57] daha genel sonuçlar elde etmişlerdir. Lineer fonksiyonların 

ikinci mertebeden süreklilik modülü sıfır olduğundan bu süreklilik modülü çeşidi yardımıyla 

fonksiyonların yaklaşım mertebesini ölçmek daha avantajlıdır. İkinci süreklilik modülü 

yardımıyla ilk değerlendirmeyi H. Esser [58] 1976 yılında yapmıştır. Daha sonra, 1984 yılında H. 

Gonska [59] H. Esser’in sonuçlarını iyileştirmiştir. 1995 yılında ise R. Paltenea [43] bu 

değerlendirmeleri oldukça titiz yapılmasına olanak sağlayan aşağıdaki teoremi vermiştir. 

 

3.5.2.2. Teorem [43]. Her [ ],f C a b∈  için her [ ],x a b∈  ve ( )0 1 2 b aδ< ≤ −  ise 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
0 1 0 1 22

1 1; ; 1 ; ; ; ; ; .
2

L f x f x f x L e x L e x x f L e x L e x x fω δ ω δ
δ δ

 − ≤ ⋅ − + − ⋅ + + − 
 

 

 

Teoremdeki ( )0 1 2 b aδ< ≤ −  koşulu lineer fonksiyonların pozitif lineer operatörler altında 

invaryant (değişmez) olmasını sağlamak için konmuştur. 

 

3.5.2.3. Sonuç. [ ]0,1  aralığında sürekli f  fonksiyonu için  

 

( ) ( ) 3 1; ;
2nB f x f x f

n
ω 

− ≤  
 

 

 

eşitsizliği doğrudur. 

E. Voronovskaya 1932 yılında, S.N. Bernstein tarafından tanımlanan Bernstein 

polinomları için aşağıdaki teoremi ispatlamıştır. 

 

3.5.2.4. Teorem (Voronovskaya) [6]. f  fonksiyonu [ ]0,1  aralığında sınırlı ve [ ]0,1x∈  

noktasında ikinci mertebeden sürekli türeve sahip ise 

 

( ) ( ) ( ) ( )1lim ; 1
2nn

n B f x f x x x f x
→∞

  ′′− = −   

 

eşitliği sağlanır. 
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3.6. q-Analizde Temel Kavramlar 

q-analiz’in temelleri Euler’e kadar dayanmaktadır. Takip eden zamanlarda bu alanda 

dikkate değer sonuçlar 1908 yılında F.H. Jackson [60] tarafından verilmiştir. Jackson q-

fonksiyonları tanımlamıştır. Ayrıca daha fazlasını sistematik biçimde inceleyen ilk kişidir. 

Günümüzde matematik, mekanik ve fizik gibi çeşitli alanlarda uygulamalarından dolayı q-analiz 

(limitsiz analiz), alanında önemli bir faaliyet artışı söz konusudur. Bu bölümde q-analiz’in bazı 

önemli tanımları ve notasyonlarından bahsedilecektir. q-tamsayılar, q-faktöriyel, q-binom 

katsayısı, q-türev ve son olarak q-analizin ana hatları verilecektir. Aşağıdaki gösterim, tanım ve 

teoremlere dair daha kapsamlı bilgiler için [45], [48] ve [61] kaynaklarına bakılabilir. q 0>  ve 

n∈  için [ ]qn  ile gösterilen q -tamsayılar 

 

[ ]
 −

≠= −
 =

1 , 1
1

, 1

n

q

q q
n q

n q
  

 

şeklinde tanımlanır. λ  herhangi bir reel sayı olmak üzere [ ]qλ  ile gösterilen q -reel sayıların 

tanımı için de yine yukardaki tanım kullanılır. n∈  için [ ]qn !  ile gösterilen q -faktöriyel 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] − == 
=

 1 1 , 1,2,3,
!

1, 0
q q q

q

n n n
n

n
  

 

şeklinde tanımlanır. n k, ∈  için q-binom katsayıları 

 

[ ]
[ ] [ ]

q

q q q

nn
k n

k k n k

!
, 0

! !
 

= ≤ ≤  − 
  

 

biçiminde tanımlanır. f   ,a b  aralığında tanımlı bir fonksiyon ve h  pozitif reel sayı olmak üzere; 

0,r j  için q-ileri farklar 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )+
+∇ = ∇ = ∇ −∇0 1

1: , :r r r r
q j j q j q j q jf x f x f x q f x f x  

 

olarak tanımlanmıştır. a b, ∈  ve n 0∈  olmak üzere ( )na b+ ’nin q-benzeri 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0

0
: , 1, : .

n nn ns
q q q q

s
a b a q b a b a b a b

−

=

⊕ = + ⊕ = = ⊕ −∏    

 

şeklinde tanımlanırken a b c, , ∈  ve n∈  için ( )na b c+ + ’nin q-benzeri 

 

( ) ( )
0

n
n n k k
q q

k q

n
a b c a b c

k
−

=

 
= ⊕ 

 
∑     (3.6) 

 

olarak tanımlanır. 0a =  ise 

 

( ) ( ) ( )( )
1

1 /2

0 0 00
0 0

n kn n nn n k n k n kk s k n k k
q q

k k ksq q q

n n n
b c b c q b c q b c

k k k

− −
− − − − −

= = ==

      
= ⊕ = =             
∑ ∑ ∑∏  . 

 

0b =  ise [45, s. 77] deki 303. denklem elde edilir.  

 

( ) ( )
0 0

0 0 − −

= =

   
= ⊕ =   

   
∑ ∑

n n
n n k k n k k
q q

k kq q

n n
a c a c a c

k k
   

 

0c =  ise ( ) ( )0 = ⊕  n n
q qa b a b  elde edilir. 

Verilmiş bir f  fonksiyonun q-türevi qD f  ile gösterilir ve  

 

( ) ( ) ( )
( )q

f qx f x
D f x x

q x
, 0

1
−

= ≠
−

  

 

kuralı ile hesaplanır. Ayrıca q-türev “Jackson türevi” olarak da bilinir. Eğer ( )f 0′  varsa 

( ) ( )qD f f0 0′= . Ayrıca, eğer f  türevlenebilir ise  

 

( ) ( )
( ) ( )

q

f qx f x
f x

q x1
lim

1→

−
′=

−
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elde edilir, böylece klasik türev ile q-türev çakışır. Ancak bunun tersi doğru değildir. Yani f  

fonksiyonun q-türevi var ise klasik türevinin olması gerekmez. Örneğin,  0,1q  için  

 

( )
2

2

,

,

x x
f x

x x

 ∈= 
− ∈ −




  

 

fonksiyonunun sadece 0x =  da klasik türevi var iken, q-türevi tüm reel eksende vardır. Bu da q-

türevin klasik türevden daha genel olduğunu gösterir. Ayrıca 0 :qD f f=  ve 1k ≥  için k . 

mertebeden q-türev ise ( )1k k
q q qD f D D f−=  şeklinde tanımlanmıştır. q-türev tanımına benzer olarak 

iki değişkenli bir f  fonksiyonunun x ’e göre q-kısmi türevi 
( )q

q

f x y
x
,∂

∂
 ile gösterilir ve  

 

( ) ( ) ( )
( )

q

q

f x y f qx y f x y
x

x q x
, , ,

, 0
1

∂ −
= ≠

∂ −
  

 

ile hesaplanır. y ’ye göre q-kısmi türev benzer şekilde tanımlanır. Yukarıdaki tanımdan açıktır ki 

q-türev lineerdir. Yani, a  ve b  reel sayıları için  

 

( ) ( ){ } ( ) ( )q q qD af x bg x aD f x bD g x+ = + . 

 

Yine yukarıdaki tanımdan iki fonksiyonun çarpımının q-türevi, q-Leibniz kuralı ve iki 

fonksiyonun bölümünün q-türevi, sırasıyla aşağıda verilmiştir: 

 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )q q qD f x g x D f x g x f qx D g x= + . 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

k k n kn k
q q q

k q

n
D fg x D f q x D g x

k0

−−

=

 
=  

 
∑   

 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )q q

q
D f x g qx f qx D g xf x

D g x
g x g x g qx

, 0
  −  = ≠ 
  

  

 

Örneğin, n∈  olmak üzere ( ) nf x x=  fonksiyonunun q-türevi, 
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( ) ( )
( )

( )
( ) [ ]

n nn n n
n n

q q

q xqx x qD f x x n x
q x q x q

1 1
1 1

1 1 1
− −

−− −
= = = =

− − −
  

 

biçiminde elde edilir. Yine yukarıdaki tanımdan kolayca görülür ki n 1≥  için  

 

( ) [ ] ( )n n
q q qqD x n qx 11 1 −⊕ = ⊕ ; 

( )
[ ]

( )
q

q n n
q q

n
D

x x 1
1

1 1 +

 
  = − 

⊕ ⊕  

. 

 

Genel olarak; n 1≥  ve a b r s, , , ∈  için  

 

( ) [ ] ( )n n
q q qqD a bx n b a qbx 1−⊕ = ⊕ ; 

 

( ) [ ] ( )n n
q q qqD ax b n a ax b 1−⊕ = ⊕ ; 

 

( )
( )

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

r r r
q q q

q s s sq q
q q q

ax aqx ax
D r a s b

bx bqx bx

1

1

1 1 1

1 1 1

−

+

 ⊕ ⊕ ⊕  = − 
⊕ ⊕ ⊕  

. 

 

Şimdi de Taylor formülünün q-benzerini tanımlayalım. f , ( )a b,  aralığında sürekli fonksiyon ve 

[ ]c a b,∈  ise q-Taylor formülü aşağıdaki gibidir.  

 

( ) ( )( )
( )
[ ] ( )

0
, ,

!

k
qk

q
k q

x c
f x D f c x a b

k

∞

=
= ∈∑


. 

 

Örneğin n 0∈  ve a∈  olmak üzere, ( ) ( )n
qf x x a= ⊕  fonksiyonunun x 0=  noktasının 

komşuluğundaki q-Taylor formülünü bulalım. Gerçekten, f  fonksiyonunun birinci q-türevi

( ) [ ] ( )n
q qqD f x n x a 1−= ⊕  ve ikinci q-türevi ( ) [ ] [ ] ( )n

q qq qD f x n n x a 22 1 −= − ⊕  olduğundan k n≤  için 

tümevarım yardımıyla ( ) [ ] [ ] [ ] [ ] ( )n kk
q qq q q qD f x n n n n k x a1 2 1 −= − − − + ⊕  olduğu kolayca elde 

edilir ve burada x 0=  alınırsa ( )( ) [ ] [ ] [ ] [ ] ( )n kk
q qq q q qD f n n n n k a0 1 2 1 −= − − − +  bulunur. 
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( ) ( )( )n k n k n kn k n k
qa aqa q a a q 1 /21− − − −− − −= =  ifadesi yukarıda yerine yazılır gerekli düzenlemeler 

yapılırsa ( )( ) [ ] [ ] [ ] [ ] ( )( )n k n kk n k
q q q q qD f n n n n k a q 1 /20 1 2 1 − − −−= − − − +  elde edilir. Sonuç olarak 

( ) ( )n
qf x x a= ⊕ ’in q-Taylor formülü  

 

( ) ( )( )nn n k n k n k k
q

k q

n
x a q a x

k
1 /2

0

− − − −

=

 
⊕ =  

 
∑   

 

gibi olacaktır. Bu son ifadede k  yerine n k−  yazılır ve q-binom katsayıların tanımından 

yararlanılırsa ( ) ( )n
qf x x a= ⊕ ’in q-Taylor formülü 

 

( ) ( )nn k k k n k
q

k q

n
x a q a x

k
1 /2

0

− −

=

 
⊕ =  

 
∑   

 

biçiminde elde edilir.  

 

3.6.1 Bazı Pozitif Lineer Operatörlerin q-Analizdeki Benzerleri 

Operatörlerin q-benzerleri yapılırken dikkat edilmesi gereken önemli noktalardan bir 

tanesi, 1q =  olması durumunda bu operatörlerin klasik hallerinin elde edilmesidir. Ayrıca 

operatörlerin q-benzerlerinin yapılmasındaki asıl amaç q ’nun seçimiyle daha iyi bir yaklaşım hızı 

elde etmektir. Operatörlerin q-benzerlerini yapan ilk araştırmacılar Lupaş ve Phillips’tir. Her ikisi 

de Bernstein operatörünün birbirinden farklı q-benzerini inşa etmişlerdir. Daha sonra diğer 

araştırmacılar benzer teknikler kullanarak diğer pozitif lineer operatör dizilerinin q-benzerlerini 

inşa etmişlerdir.  

Operatörlerin yaklaşım özelliklerini elde etmek için genellikle merkezi momentler 

kullanılır. Örneğin, ilk üç moment operatörlerin yaklaşım özelliklerinin belirlenmesinde önemli 

bir yere sahiptir. Fakat farklı tipteki pozitif lineer operatörlerin merkezi momentlerinin açık 

formüllerinin hesaplanmasında farklı tipte test fonksiyonları kullanılır. Özel olarak q-Bernstein 

operatörü için , 0,1,2rt r   test fonksiyonları uygun iken, q-Bleimann-Butzer-Hahn operatörü 

için , 0,1,2
1

rt r
t

    
 test fonksiyonları ve q-Meyer-König ve Zeller operatörü için 
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, 0,1,2
1

rt r
t

    
 test fonksiyonları uygundur. Bu test fonksiyonları dışında da test fonksiyonları 

bulunmaktadır fakat bu tezde sadece yukarıda belirtilen test fonksiyonları incelenmiştir.  

Bu tezde, 0j∈  olmak üzere ,n q  operatörleri için j-merkezi momentler ve j-merkezi q-

momentler  

 

( ) ( ) ( )( )( ), , , 1, 1,, : ; , 0,1,2.
j

n i j n q i ix q e e x x iµ = ⋅ − =   

 

( ) ( ) ( )( )( ), , , 1, 1,* , : ; , 0,1,2.
j

n i j n q i i q
x q e e x x iµ = ⋅ =   

 

olarak tanımlanır. Öte yandan ,n q  operatörünün tanımlı olduğu uzaya bağlı olarak yukarıda açık 

şekilde belirtilen test fonksiyonlarının kapalı şekli  

 

 
 , 0, , 0,1,2

1 1

r

r i
te t r i

i t

        
   (3.7) 

 

olarak tanımlayalım. Açıktır ki; ,0re  q-Bleimann-Butzer-Hahn operatörü için, ,1re  q-Bernstein, q-

Szasz-Mirakyan, q-Baskakov ve q-Lupaş operatörleri için ve ,2re  q-Meyer-König ve Zeller 

operatörü için uygundur. Ayrıca (3.7) ile tanımlanan test fonksiyonları için 

 

   
,

, , ,

, 0,1,2
r

q q
r i

n k q n q

k k
e i

α α

                  
   (3.8) 

 

koşulunun sağlandığını varsayalım. Burada ki önemli nokta , ,n k qα  pozitif sayı dizisinin test  

fonksiyonu altındaki görüntüsünün k parametresinden bağımsız olmasıdır, yani ,n qα , pozitif sayı 

dizisinin elde edilmesidir. Örneğin, ( ),0re t  test fonksiyonunda [ ], , 1k
n k q q

q n kα = − +  reel sayı dizisi 

dikkate alındığında 
 

 
 

 ,0 11

r

q q
r k

qq

k k
e

nq n k

                  
 elde edilir. ( ),0re t  test fonksiyonunda 

[ ], ,
n

n k q q
q k nα −= +  reel sayı dizisi dikkate alındığında 

 
 

 
 ,2

r

q q
r n n

q q

k k
e

q k n q n 

                  
 elde edilir.  
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İkinci çeşit q-Stirling sayıları: 0r∈  olmak üzere 

 

( )
( )

[ ] ( ) ( ) [ ]( )
1 /2

1 /2

0
, 1 , 0,1, ,

!

m m m rv v v
q q

v qq

mqS r m q m v m r
vm



− −
−

=

 
= − − = 

 
∑ . 

 

Burada, ( )0,0 1qS = , 0r >  için ( ),0 0qS r =  [62]. Ayrıca,  

 

[ ]( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ]1 /2

0
, 1 1

rr m m
qq q q q

m
k q S r m k k k m

−

=

= − − +∑   (3.9) 

 

eşitliği doğrudur. Yüksek mertebeden momentlerin hesaplanabilmesi için ikinci çeşit q-Stirling 

sayılarına ihtiyaç vardır. 

 

Lupaş Operatörü: [ ]f C 0,1∈  ve 0>q  için  

 

( )
( )( )

( ) ( )
[ ]
[ ] [ ]1 /2

,
0

1; 1 , 0,1
1

n n kk k qk
n q n

k q qq

kn
L f x q x x f x

k nx x

−−

=

    = − ∈    − ⊕  
∑ . 

 

biçiminde A. Lupaş [27] tarafından 1987 yılında tanımlanmıştır. Bu operatörün özelliği klasik 

Bernstein operatörünün ilk q-genellemesi olmasıdır. Operatörün ilk üç momenti sırasıyla 

( ), 0,1 ; 1n qL e x = , ( ), 1,1 ;n qL e x x=  ve ( ) ( )
[ ]

2
, 2,1

1 1;
1

n

n q
q

x x x q xL e x x
n x qx

 − − +
= +   − + 

 dir. 0 1nq< <  olmak 

üzere lim 1n nq→∞ =  ve lim 1n
n nq→∞ =  koşulları sağlansın. O halde her [ ]0,1f C∈  

için ( ), ;
nn qL f x  dizisi [ ]0,1  üzerinde f  fonksiyonuna düzgün yakınsaktır. Ayrıca, yaklaşım hızı, 

her [ ]0,1f C∈  ve 0δ >  için ( ) ( ) ( ) ( ) [ ],
1; ; 1 1 1n q q

L f x f x f x nω δ
δ

 − ≤ + − 
 

 şeklindedir. 

q-Bernstein Operatörü: [ ]f C 0,1∈  ve q0 1< <  için  

( ) ( ) [ ]
[ ]

1

,
0 0

; 1
n kn

qk s
n q

k sq q

kn
B f x x q x f

k n

− −

= =

    = −      
∑ ∏    (3.10) 

 

biçiminde, G.M Phillips [28] tarafından 1997 yılında tanımlanmıştır. Bu operatörün özelliği klasik 

Bernstein operatörünün ikinci q-genellemesi olmasının yanında oluşturulma tekniği bakımından 
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farklı bir yol sunmasıdır. Ayrıca bu operatörler diğer pozitif lineer operatörlerin q-benzerlerinin 

oluşturulmasında büyük bir etkiye sahiptir. Bu operatörün ilk üç momenti ( ), 0,1 ; 1n qB e x = , 

( ), 1,1 ;n qB e x x=  ve ( ) ( ) [ ]2
, 2,1 ; 1n q qB e x x x x n= + −  şeklindedir. (3.10) ile tanımlanan q-Bernstein 

operatörü için Korovkin teoreminin koşulları sağlanmaz. Gerçekten; n→∞  iken ( ), 0,1 ; 1n qB e x   

ve ( ), 1,1 ;n qB e x x  iken ( ), 2,1 ;n qB e x  2x  dir. Dolayısıyla ( ), ;n qB f x  f  dir. Bunun sebebi 

0 1q< <  olmak üzere n→∞  iken [ ] ( )1 1qn q→ −  olmasıdır. Bundan dolayı düzgün yakınsamayı 

garanti etmek için q  yerine 1’e yakınsayan bir { }nq dizisi alınır. Bu durumda her [ ]0,1f C∈  için 

( ), ;
nn qB f x  [ ]0,1  üzerinde dizisi f  fonksiyonuna düzgün yakınsaktır. Ayrıca, süreklilik modülü 

cinsinden yaklaşım hızı ise her [ ]0,1f C∈  ve 0δ >  için 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]ω δ
δ

 − ≤ + − 
 

,
1; ; 1 1 1

n n
n q q

B f x f x f x n  şeklindedir. Bu operatör için Voronovskaya 

tipi teorem şu şekildedir: f , [ ]0,1  aralığı üzerinde sınırlı ve bir [ ]0 0,1x ∈  noktasında ( )0f x′′  var 

ise [ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )
→∞

′′− = −, 0 0 0 0 0
1lim ; 1
2nn

n qqn
n B f x f x x x f x  sağlanır.  

q-Szasz-Mirakyan Operatörü: [ )f C 0,∈ ∞ ve 0 1< <q  için A. Aral [29] tarafından  

 

( ) [ ]
[ ]( )

[ ] ( )
[ ]
[ ]

k

nq q
n q q kq

n k qnq

n x k bxS f x E n f
b nk b

,
0

;
!

∞

=

    = −      
∑ .

 

 

şeklinde tanımlanmıştır. Burada, ( ) ( )
[ ]

k
k k

q
k q

xE x q
k

1 /2

0 !

∞
−

=
= ∑  ve ( )qx n0 α≤ < , 

( ) ( )[ ]( )1q n qn b q nα = −  ve { }nb , 
→∞

=∞lim nn
b  olmak üzere pozitif sayıların bir dizisidir. q-Szasz-

Mirakyan operatörünün ilk üç momenti ( ), 0,1 ; 1n qS e x = , ( ), 1,1 ;n qS e x x=  ve 

( ) [ ]2
, 2,1 ;n q n qS e x qx xb n= +  olarak hesaplanmıştır. 0 1nq< <  ve n→∞  iken 1nq →  olan bir { }nq  

dizisi verilsin. Her [ )ρ∈ ∞0 0,f C  için, eğer [ ]lim 0
→∞

=
n

n qn
b n  ise 

( )
( ) ( ) ( )

α
ρ

→∞ ≤ ≤
− =,

0
lim sup ; 0

n
qn

n qn x n
S f x f x x . Ayrıca yaklaşım hızı yeterince büyük n  doğal sayısı için 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )

α
ρ ω

≤ ≤
− ≤ +,

0
sup ; 2 2 ;

n n
qn

n q n qx n
S f x f x x f b n  şeklindedir. Burada, 
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[ ) [ ) ( ) ( ){ }ρ ρ→∞∞ = ∈ ∞ <∞0 0, 0, : limxC f C f x x  ağırlıklı uzay olmak üzere bu uzay üzerindeki 

norm, ( ) ( )21 2mx x mρ = + ≥  olmak üzere 
[ )

( ) ( )ρ
ρ

∈ ∞
=

0,
sup

x
f f x x  şeklindedir.   

Szasz-Mirakyan operatörünün bir başka q-versiyonu da N. Mahmudov [30] tarafından 

1>q  ve ∈n   için [ )f : 0,∞ →  olmak üzere  

 

( ) [ ]( ) ( )

[ ]( )
[ ]

[ ]
[ ]

k

q qk
n q q q k k

k q q

n x k
F f x e n q x f

k nq
, 1 /2

0

1;
!

∞
−

−
=

 
 = −
 
 

∑  

 

biçiminde tanımlanmıştır. Burada, eğer 1>q  veya 0 1< <q  ve x
q

1
1

<
−

 ise ( ) [ ]0 !

∞

=
= ∑

k

q
k q

xe x
k

. Bu 

operatör için momentler ( ), 0,1 ; 1n qF e x = , ( ), 1,1 ;n qF e x x=  ve ( ) [ ]
2

, 2,1 ;n q
q

xF e x x
n

= +  olarak 

hesaplanmıştır. p∈  ve ( )ρ = +1 px x  olmak üzere [ )ρ ∞0,C  üzerinde >1nq  ve [ )0,x∈ ∞  ise 

( ) ( )→∞ =,lim ;
nn n qF f x f x  sağlanır. Bu yakınsama 0 a b≤ ≤  olmak üzere [ ],a b  aralığı üzerinde 

düzgündür. Ayrıca her [ )ρ∈ ∞2 0,f C  ve [ )0,x∈ ∞  için [ ] ( ) ( ) ( )→∞   ′′− = ,lim ;
2nn

n n qq

xn F f x f x f x  

şeklinde bir Voronovskaya tipi teorem verilmiştir. 

q-Baskakov Operatörü: A. Aral ve V. Gupta [31,32] tarafından Baskakov operatörün üç 

farklı q  versiyonu tanımlanmıştır. Bunlardan birincisi ( )0,1q∈  ve [ )f C 0,∈ ∞  için  

 

( )
[ ]
[ ]

[ ),
0

1
; ; , 0, ,

1 1

k
q

n q k
n k q q

kn kqx qxP f x q f x
kx x q n

∞

=

 + −      = ∈ ∞      + +      
∑  

 

şeklindedir, burada ( ) ( )
1

0
; : 1

n
s

n
s

x q q x
−

=

= −∏ . Bu operatör için momentler sırasıyla [ )0,x∈ ∞  olmak 

üzere ( ), 0,1 ; 1n qP e x = , ( ), 1,1 ;n qP e x x=  ve qx
q

0,
1

 
∈  − 

 için 

 

( ) ( )( ) [ ]
( )
( )( )

2

, 2,1
11;

1 1n q
q

x xxP e x
nq x q q x q

+
= +

+ − + −
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olarak hesaplanmıştır. 0a >  için ( )1 1na a q+ < <  ve n→∞  iken 1nq →  olan bir { }nq  dizisi 

verilsin. Her [ ]0,f C a∈  için ( ){ }, nn qP f  dizisi f  fonksiyonuna [ ]0,a  aralığı üzerinde düzgün 

yakınsaktır. İkinci q-versiyonu ise 

 

( )
[ ]
[ ]

2 2
*
, 1

0

1
; ;

1 1

k
q

n q k
k qn q

kn kq x q xP f x q f
x xk q n

∞

+
=

    + −   =          + +      
∑   

 

biçimindedir. Bu operatör için momentler sırasıyla [ )0,x∈ ∞  için ( )*
, 0,1 ; 1n qP e x = , 

( ) ( )( )*
, 1,1 ; 1 1n qP e x x x q= + −  ve ( ) ( )( ) [ ]

( )
( )( )

2
*
, 2,1 2

11;
1 1 1 1n q

q

x xxP e x
nq x q q x q

+
= +

+ − + −
 olarak 

hesaplanmıştır. Sonuncusu ise 0q >  için,  

 

( )
( )

( )
[ ]
[ ]

1
12

, 1
0

1
; ;

k k
qk

n q n k k
k q q

kn k
f x q x x q f

k q n

−∞
−
+ −

=

 + −   = −      
∑   

 

biçimindedir, burada ( ) ( )( ) ( )1; 1 1 1 n
nx q x qx q x−= − − − . Bu operatörün yaklaşım özellikleri için 

( )ρ = + 21x x  ve { }nq  pozitif reel sayıların bir dizisi olmak üzere ve n→∞  iken 1nq →  koşullana 

sahip ise her [ )ρ∈ ∞0,f C  için ( ), nn q f  dizisi f  fonksiyonuna yakınsaktır ve [ )0,∞  aralığının 

kompakt alt kümelerinde düzgün yakınsaktır. f  [ )0,∞  aralığı üzerinde sınırlı ve düzgün sürekli 

olsun 2ω , f  fonksiyonun ikinci mertebeden düzgünlük modülü olmak üzere yaklaşım hızı 

( ) ( ) [ ], 2; ; 1
nn q

q

x xf x f x M f
n q

ω
   − ≤ +    

  biçimindedir.  

C. Radu [36] tarafından ( )0,1q∈  için Baskakov operatörünün diğer bir q  versiyonu ise, 

 

( )
( )

( )
( )

[ ]
[ ]

1
* 2
, 1

0

1 1;
1

k k
k q

n q n k k
k q qq

kn k
V f x q qx f

k q nqx

−∞

+ −
=

 + −   =      +  
∑   
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şeklinde tanımlanmıştır. Bu operatör için momentler sırasıyla [ )0,x∈ ∞  için ( )*
, 0,1 ; 1n qV e x = , 

( )*
, 1,1 ;n qV e x qx=  ve ( )

[ ]
[ ] [ ]

* 2
, 2,1

1
; q

n q
q q

n qV e x qx x
n n

+
= +  olarak hesaplanmıştır. 

q-Meyer-König ve Zeller Operatörü: [ ]0,x a∈  ( )0,1a∈ , [ ]0,f C a∈  n∈  , 0 1q< ≤  olmak 

üzere; T. Trif [33] tarafından tanımlanan q-Meyer- König ve Zeller operatörü 

 

( ) ( )
[ ]

[ ] [ )1
,

0
; 1 , 0,1 ,n qk

n q q
k q q

kk n
M f x x x f x

k k n

∞
+

=

 +   = ∈   +   
∑  

 

şeklindedir. O. Doğru ve O. Duman [34] tarafından tanımlı diğer bir q-Meyer-König ve Zeller 

operatörü ise; 

 

( ) ( )
[ ]

[ ] [ )1*
,

0
; 1 , 0,1 ,

n
n qk

n q q
k q q

q kk n
M f x x x f x

k k n

∞
+

=

 +   = ∈   +   
∑

 

 

şeklindedir. Bu operatör için momentler: ( )*
, 0,1 ; 1n qM e x = , ( )*

, 1,1 ; n
n qM e x q x=  ve 

( ) ( ) ( ) [ ]2 2 * 2 2 1 2 2
, 2,11 ; 1n n n

n q q
q x M e x x q x q x n+− ≤ − ≤ − +  olarak hesaplanmıştır. T. Trif’in verdiği 

genelleştirmeden sonra ( ) ( )*
, ,1 ; , 0,1,2n q rM e x r =  şeklindeki ifadeler için açık formüllerin elde 

edilebilmesi amacıyla O. Doğru ve O. Duman tarafından ikinci bir genelleştirme yapılmıştır. Sonuç 

olarak 

 

( )*
, 0,2 ; 1n qM e x = , ( )

[ ]
[ ]

*
, 1,2 1

1
;

1

n
q

n q n
q

n q xM e x
n q x+

+
=

−
 ve  

( )
[ ] [ ]

[ ]( ) ( )( )
[ ]

[ ]( ) ( )
2 1 2 2

*
, 2,2 2 21 2 1

1 2 1
;

1 1 1

n n
q q q

n q n n n

q q

n n nq x q xM e x
q x q x q xn n

+

+ + +

+ + +
= +

− − −
  

ifadeleri doğrudur. 0 1nq< ≤  için lim 1n
n nq→∞ =  ve [ ]lim 1 0

n
n q

n→∞ =  limitleri sağlanıyorsa 

yukarıda tanımlanan ( )*
, ;

nn qM f x , q-Meyer-König ve Zeller operatörü [ ]0,a  aralığında sürekli ve 

tüm   de sınırlı olan f  fonksiyonuna, bu aralıkta düzgün yakınsar. [ ]0,f C a∈  olmak üzere 
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( ) ( ) ( ) [ ]2* 2 2
, ; 2 ; 1

n

n n
n q n n q

M f x f x f q a aq nω − ≤ − + 
 

 ifadesi q-Meyer-König ve Zeller 

operatörünün yaklaşım hızı olarak hesaplanmıştır. 

q-Bleimann-Butzer-Hahn Operatörü: A. Aral ve O. Doğru [35] Bleimann-Butzer-Hahn 

operatörlerin q-benzerini [ )f C 0,∈ ∞ ve ( )0,1∈q  için, 

 

( )
( )

[ ]
[ ]

[ )
n

qk
n n k

k q qq

kn
H f x x f x

k q n kx 0

1; , 0, ,
11 =

    = ∈ ∞   − + ⊕  
∑   

 

şeklinde tanımlamışlardır ve bu operatörün momentlerini ( ), 0,0 ; 1n q e xH = ,  

 

( )
[ ]

[ ], 1,0 ;
1 1
q

n q
q

n xH e x
n x

=
+ +

   ve   ( )
[ ] [ ]

[ ]( ) ( )( )
[ ]

[ ]( ) ( )
2 2

, 2,0 2 2

1
;

1 1 11 1

q q q
n q

q q

n n nq x xH e x
x qx xn n

−
= +

+ + ++ +
  

 

olarak hesaplamışlardır. { }nq  dizisi 0 1nq< ≤  ve n→∞  iken 1nq →  koşullarını sağlamak üzere 

, nn qH  operatörü ( ), ,0 ,0lim ; 0
n

B
n n q r r C

H e x e→∞ − =  ( )0,1,2r =  koşullarını sağlıyorsa her f Hω∈  için 

( ),lim ; 0
n

B
n n q C

H f x f→∞ − =  sağlanır. Benzer koşullar altında verilen bir f Hω∈  için yaklaşım hızı 

( ) ( )
[ ]

[ ]
[ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ]

22

, 2 2

1 1; 2 ; 1 2
1 1 1 11 1

n n n n

n

n n n

nq q q q
n q

nq q q

n q n n nx x xH f x f x f
x n q x xn n

ω
  −  +    − ≤ − + +    + + + +  + +    

 

olarak hesaplanmıştır. 
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4. BULGULAR  

 

4.1. q-Pozitif Lineer Operatör Dizilerinin Özellikleri  

Bu bölümde, bazı ayrık tipli pozitif lineer operatörlerin (örneğin, Bernstein, Meyer-König 

ve Zeller, Baskakov ve Bleimann-Butzer-Hahn v.b. operatörlerin) q-benzerlerini oluşturmak için 

üretici fonksiyonlara dayalı bir yöntem önerilmiştir. Başka bir deyişle, ayrık tipte genel 

operatörler oluşturulmuştur ve bu operatörler kullanılarak, sürekli fonksiyonlara yaklaşımda 

önemli bir role sahip merkezi momentler için üretici fonksiyona dayalı formüller elde edilmiştir. 

Son olarak, üretici fonksiyonlarının yardımıyla, inşa edilen genel operatörlerin bazı 

uygulamalarına yer verilmiştir. 

 

4.1.1. Genel Operatörün İnşaası 

Fonksiyon dizileri yardımıyla pozitif lineer operatörler dizisinin inşası için aşağıdaki 

adımlar sırasıyla takip edilmiştir. 

0q > , 0A >  olmak üzere [ ]0,AI A=  olsun. AI ×  üzerinde tanımlı { }, 1n q n
ϕ

∞

=
 reel değerli 

fonksiyon dizisi aşağıdaki koşulları sağlasın:  

(i)       Her n∈  ve Ax I∈  için ( ), ,0 0n q xϕ ≠ , ( ), ,1 1n q xϕ = .  

(ii)      Her 0k∈  için 
( ),

0

,k
q n q

k
q u

x u
u

ϕ

=

∂

∂
 var ve x  değişkenine göre sürekli olsun. 

(iii)    Her 0k∈  ve , 0x u≥  için 
( ), ,

0
k
q n q

k
q

x u
u

ϕ∂
≥

∂
 olsun. 

{ },n qϕ  dizisine üretici fonksiyonlar dizisi denir. Bu koşullar altında { },n qϕ  üretici 

fonksiyonunun, yakınsaklık yarıçapının 1’den küçük olmaması koşulu altında  0u =  noktasındaki 

q -Taylor formülü  

 

( ) [ ]
( ),

,
0 0

,1,
!

k
q n q k

n q k
qqk u

x u
u x u

k u
ϕ

ϕ
∞

= =

∂
=

∂∑    (4.1) 

 

gibi elde edilir. Açıktır ki yukarıdaki (i) ve (ii) özellikleri kullanılırsa, (4.1)’den 

 

[ ]
( ),

0 0

,1 1
!

k
q n q

k
qqk u

x u
k u

ϕ∞

= =

∂
=

∂∑   

40 



Ersin ŞİMŞEK, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Mersin Üniversitesi, 2019 

sonucu hemen elde edilir. Şimdi, { },n qϕ  üretici fonksiyon dizisi yardımıyla aşağıdaki gibi genel bir 

q -operatörler dizisi tanımlayalım.  

( )Af B I∈  olmak üzere, her n∈  ve 0q >  için  

 

( ) [ ]
( ) [ ],

,
, ,0 0

,1;
!

k
qq n q

n q k
n k qqqk u

kx u
f x f

k u
ϕ

α

∞

= =

 ∂
 =
 ∂  

∑ .  (4.2) 

 

Burada; , ,n k qα  pozitif sayıların bir dizisidir. ( ) ( ), :n q A AB I B I→  tanımlı bir lineer operatördür ve 

(iii) koşulundan dolayı ,n q  pozitiftir. 

 

4.1.1.1. Önerme: { },n qϕ  bir üreteç fonksiyon dizisi ise her 0m∈  için 

 

( ) [ ]
[ ]

( ), , ,

1 0

, ,
!

m k
q n q q m q n q

m k
q qqk mu u

kx u x u
ku u

ϕ ϕ∞

== =

∂ ∂
=

∂ ∂∑    (4.3) 

 

eşitliği doğrudur. Burada [ ] [ ] [ ] [ ] [ ], 1 2 1q m q q q qk k k k k m= − − − + . 

İspat: (4.1) eşitliğinin u ’ya göre her mertebeden q-türevi vardır. O halde m -defa q-türev alınırsa  

 

( )
[ ]

( ) [ ] [ ] [ ] [ ], ,

0

, ,1 1 2 1
!

m k
q n q q n q k m

m k q q q q
q qqk m u

x u x u
k k k k m u

ku u
ϕ ϕ∞

−

= =

∂ ∂
= − − − +

∂ ∂∑    

 

eşitliği elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin her iki yanına 1u =  yazılırsa 

 

( ) [ ]
[ ]

( ), , ,

1 0

, ,
!

m k
q n q q m q n q

m k
q qqk mu u

kx u x u
ku u

ϕ ϕ∞

== =

∂ ∂
=

∂ ∂∑  

 

eşitliği elde edilir.∎ 
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4.1.2. Genel Operatörün Momentleri 

 

4.1.2.1. Lemma: { },n qϕ  üretici fonksiyonlar dizisi olsun. 0r∈  ve n∈  olmak üzere ,n q  

operatörünün momentleri  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 /2 ,
, ,

, 0 1

,1; ,
r m

m m q n q
n q r i qr m

n q qm u

x u
e x q r m

u
ϕ

α
−

= =

∂
=

∂∑    (4.4) 

 

eşitliği ile hesaplanır. Burada, ( ),q r m  ikinci tür q-Stirling sayılarıdır. 

İspat: 0r =  için (4.4) açıktır. r∈  olsun.  

 

[ ] ( ) ( )[ ]1 /2
,

0

,
r

r m m
qq q m

m

k q r m k−

=

=∑   

 

eşitliği ile (4.2) ifadesi ve (3.8) koşulu dikkate alınırsa  

 

( ) [ ]
( ) [ ]

[ ]
( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )
[ ]
[ ]

( )

,
, ,

, 0 0

1 /2,
,

, 0 00

1 /2 , ,

, 0 0

,1 1;
!

,1 1 ,
!

,1 ,
!

k
rq n q

n q r i r k q
n q qqk u

rk
m mq n q

qr k q m
n q qqk mu

r k
m m q m q n q

qr k
n q qqm k m u

x u
e x k

k u

x u
q r m k

k u

k x u
q r m

k u

ϕ

α

ϕ

α

ϕ

α

∞

= =

∞
−

= ==

∞
−

= = =

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∑

∑ ∑

∑ ∑







 

 

elde edilir. Bu son eşitlik ve Önerme 4.1.1.1.’den istenilen elde edilir.∎ 

 

4.1.2.1. Sonuç: ,n q  operatörünün ilk üç momenti aşağıdaki gibidir. 

 

( ), 0, ; 1n q ie x =   

 

( ) ( ),
, 1,

, 1

,1; q n q
n q i

n q q u

x u
e x

u
ϕ

α
=

∂
=

∂
    (4.5) 
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( ) ( ) ( )2
, ,

, 2, 2 2
, 1

, ,1; q n q q n q
n q i

qn q q u

x u x u
e x q

uu
ϕ ϕ

α
=

 ∂ ∂ = + ∂∂  
   (4.6) 

 

4.1.2.2. Lemma: Her j∈  için ,n q  operatörünün q-merkezi momentleri aşağıdaki gibidir:  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 /2
, , , , ,

0

1 ;
j

s s s
n q j s i n q j s i

qs

j
x q e x e x

s
µ −

−
=

 
= −  

 
∑  , 

 

burada ( ) ( ) ( )( )( ), , , 1, 1,: ;
j

n q j n q i i q
x e e x xµ = ⋅  . 

İspat: Her , At x I∈  ve j∈ için Gauss binom formülünden  

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 /2
1, 1, 1, 1,

0

1
j

j s s s s j s
i i i iq

s q

j
e t e x q e x e t

s
− −

=

 
= −  

 
∑   

 

elde edilir. Bu son eşitliğin her iki tarafına ,n q  operatörü uygulanırsa 

 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 /2
, 1, 1, 1, , 1,

0

; 1 ;
j

j s s s s j s
n q i i i n q iq

s q

j
e e x x q e x e x

s
− −

=

 
⋅ = − ⋅ 

 
∑    

 

( ) ( )1, ,
r

i r ie e⋅ = ⋅  olduğu göz önüne alınırsa istenilen eşitlik elde edilir.∎ 

 

4.1.2.3. Lemma: Her j∈  için ,n q  operatörünün merkezi momentleri aşağıdaki gibidir.  

 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
0

1 ;
j

s
n j s i n q j s i

s

j
x e x e x

s
µ −

=

 
= −  

 
∑  , 

 

burada, ( ) ( ) ( )( )( ), , 1, 1,: ;
j

n j n q i ix e e x xµ = ⋅ − . 

İspat: Her , At x I∈  ve j∈ için Binom Formülünden  
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1, 1, 1, 1,
0

1
j

j s s j s
i i i i

s

j
e t e x e x e t

s
−

=

 
− = −  

 
∑   

 

ifadesi elde edilir. Bu son eşitliğin her iki tarafına ,n q  operatörü uygulanırsa 

 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 1, 1, 1, , 1,
0

; 1 ;
j

j s s j s
n q i i i n q i

s

j
e e x x e x e x

s
−

=

 
⋅ − = − ⋅ 

 
∑   

 

elde edilir, burada ( ) ( )1, ,
r

i r ie e⋅ = ⋅  olduğu göz önüne alınırsa istenilen eşitlik elde edilir.∎ 

 

4.2.2.4. Lemma: Her j∈  için ,n q  operatörünün merkezi momentleri için aşağıdaki indirgeme 

bağıntısı doğrudur. 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, , , , ,
0

;
j

n j n q j i s i n s
s

j
x e x e x x

s
µ µ

−

=

 
= −  

 
∑   

 

İspat: Her j∈  için 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
0

j
j sj j s

j i i i i i i i i
s

j
e t e t e t e x e x e x e t e x

s
−

=

 
= = − + = − 

 
∑   

 

eşitliğinin her iki yanına ,n q  operatörü uygulanırsa 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )

, , 1, , 1, 1,
0

1

, 1, 1, , , 1, 1,
0

1

, , ,
0

; ;

; ;

j
sj s

n q j i i n q i i
s

j
j s

n q i i j s i n q i i
s

j

n j j s i n s
s

j
e x e x e e x x

s

j
e e x x e x e e x x

s

j
x e x x

s
µ µ

−

=

−

−
=

−

−
=

 
= ⋅ − 

 

 
= ⋅ − + ⋅ − 

 

 
= +  

 

∑

∑

∑

 

   

 

ve buradan istenen elde edilir.∎ 
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4.1.3 𝓛𝓛𝒏𝒏,𝒒𝒒 Operatörlerinin Bazı Uygulamaları 

Bu kısımda, yukarıda tanımlanan genel operatörlerde, üretici fonksiyonların uygun 

seçimi sayesinde literatürde iyi bilinen bazı operatörler elde edilecektir. 

 

4.1.3.1. q-Bernstein Operatörü. Her [ ]0,1x∈  ve ( )0,1q∈  için  

 

( ) ( ), , 1 n
n q qx u x xuϕ =      (4.7) 

 

ile tanımlı { },n qϕ fonksiyon dizisi verilsin. Burada ( ) ( )( )1 : 1 nn
q q

x xu x xu= −    . Bu fonksiyon 

dizisi için açıktır ki ( ), ,0 0n q xϕ ≠  ve ( ), ,1 1n q xϕ =  koşulları sağlanmaktadır. q-türev yardımıyla 

 

( ) ( )
[ ] ( ) 1, 1,

1
n

q nq n q q
qq

q q

x xux u
n x x xu

u u
ϕ −∂∂

= =
∂ ∂

 
   

 

( ) [ ] [ ] ( )
2

2, 2
2

,
1 1 nq n q

qq q
q

x u
n n x x xu

u
ϕ −∂

= −
∂

   

 

ve benzer şekilde her k∈  için  

 

( ) [ ] [ ] [ ] ( ), ,
1 1 1

k
n kq n q k

k qq q q
q

x u
n n n k x x xu

u
ϕ −∂

= − − +
∂

    

 

elde edilir. Buradan 

 

( ) [ ] [ ] [ ] ( ),

0

,
1 1 1

k
n kq n q k

k qq q q
q u

x u
n n n k x x

u
ϕ −

=

∂
= − − +

∂
   

 

bulunur. ( ) ( )
1

0
0

1 1
n k

n k s
q u

s

x q x
− −

−

=
=

= −∏  eşitliği dikkate alınırsa  
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[ ]
( ) ( )

1
,

00

,1 1
!

n kk
q n q k s

k
q qq su

x u n
x q x

k ku
ϕ − −

==

∂  
= − ∂   ∏    (4.8) 

 

elde edilir. (4.8) ifadesinin sağ tarafı x ’in bir polinomu olduğundan (ii) koşulu ve ( )0,1q∈  ve 

[ ]0,1x∈  olduğundan (iii) koşulu sağlanmaktadır. Böylece (4.7) ile tanımlanan ,n qϕ  fonksiyonları 

bir pozitif lineer operatör dizisi üretir. (4.8) ve [ ], ,n k q qnα = , (4.2) ile tanımlı ,n q  operatöründe 

yerlerine yazılırsa,  

 

( ) [ ]
( ) [ ] ( ) [ ]

[ ]
1

,
,

, ,0 0 00

,1; 1
!

n kk
qq n q qk s

n q k
n q kq qq qk k su

k kx u n
f x f x q x f

k nku
ϕ

α

− −∞ ∞

= = ==

  ∂     = = −    ∂     
∑ ∑ ∏  

 

elde edilir. k n>  için : 0
q

n
k
 

= 
 

 olduğundan, ,n q  operatörü, [ ]0,1f B∈  için 

 

( ) ( ) [ ]
[ ]

1

,
0 0

; 1
n kn

qk s
n q

q qk s

kn
B f x x q x f

nk

− −

= =

    = −      
∑ ∏   

 

şeklinde tanımlanan q-Bernstein Operatörüne dönüşür.  

q-Bernstein Operatörünün momentleri Sonuç 4.1.2.1 yardımıyla aşağıda verilmiştir: 

 

( ) =, 0,1 ; 1;n qB e x  

( ) [ ]
( )

[ ] [ ] ( ) 1
, 1,1

1
1

11 1; 1 ;
n

q nq
n q qq uqq q

u

x xu
B e x n x x xu x

n u n
−

=
=

∂
= = =

∂

 
 

 

( ) [ ]
( ) ( )2 2

, 2,1 2

1

1 11;
n n

q qq q
n q

qqq
u

x xu x xu
B e x q

n uu
=

   ∂ ∂  = +   ∂∂    

   

  

[ ] [ ] [ ] ( ) [ ] ( ){ }
2

2 12

1

1 1 1 1n n
q qq q q uq

q n n x x xu n x x xu
n

− −

=

 
 = − +
 
 

      
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[ ] [ ] [ ] [ ]{ }
2

21 1q q q
q

q n n x n x
n

 
 = − +
 
 

  

[ ] [ ]1 1q qq n n− = −  olduğu göz önüne alınır ve [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( )22 21 1q q q q qq n n x n x n x n x x− + = + −  

ifadesi son eşitlikte yerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

( ) ( )
[ ]

2
, 2,1

1
;n q

q

x x
B e x x

n
−

= +   

elde edilir. 

 

4.1.3.2. q-Chlodowsky Operatörü. { }nb  monoton artan pozitif reel sayıların bir dizisi olsun. Her 

[ ]0, nx b∈  ve ( )0,1q∈  için  

 

( ), , 1
n

n q
n n q

x xx u u
b b

ϕ
 

=  
 
     (4.9) 

 

ile tanımlı { },n qϕ fonksiyon dizisi verilsin. Bu fonksiyon dizisi için açıktır ki ( ), ,0 0n q xϕ ≠  ve 

( ), ,1 1n q xϕ =  koşulları sağlanmaktadır. 

q-türev yardımıyla 

 

( ) [ ]
1

,

1
,

1

n

q n
n nq n q q

q
q q n n n q

x x u
b bx u x x xn u

u u b b b
ϕ −

 
∂  

∂   
= =  ∂ ∂  

 

   

 

( ) [ ] [ ]
2 22

,
2

,
1 1

n
q n q

q q
n n nq q

x u x x xn n u
b b bu

ϕ −∂    
= −    

∂    
   

 

benzer şekilde her k∈  için  

 

( ) [ ] [ ] [ ], ,
1 1 1

k n kk
q n q

k q q q
n n nq q

x u x x xn n n k u
b b bu

ϕ −∂    
= − − +    

∂    
    
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elde edilir. Buradan 

 

( ) [ ] [ ] [ ],

0

,
1 1 1

k n kk
q n q

k q q q
n nq qu

x u x xn n n k
b bu

ϕ −

=

∂    
= − − +    

∂    
   

 

bulunur. 
1

00

1 1
n k n k

s

n nq su

x xq
b b

− − −

==

   
= −   

   
∏  eşitliği dikkate alınırsa  

 

[ ]
( ) 1

,

00

,1 1
!

k n kk
q n q s

k
n nq qq su

x u n x xq
k b bku

ϕ − −

==

∂     
= −    ∂      

∏   (4.10) 

 

elde edilir. (4.10) ifadesinin sağ tarafı x ’in bir polinomu olduğundan (ii) koşulu ve ( )0,1q∈  ve 

[ ]0, nx b∈  olduğundan (iii) koşulu sağlanmaktadır. Böylece (4.9) ile tanımlanan ,n qϕ  fonksiyonları 

bir pozitif lineer operatör dizisi üretir. (4.10) ve 
[ ]

, ,
q

n k q
n

n

b
α = , (4.2) ile tanımlı ,n q  operatöründe 

yerlerine yazılırsa,  

 

( ) [ ]
( ) [ ] [ ]

[ ]
1

,
,

, ,0 0 00

,1; 1
!

k n kk
nq qq n q s

n q k
n q k n nq qq qk k su

k k bx u n x xf x f q f
k b b nku

ϕ
α

− −∞ ∞

= = ==

  ∂        = = −       ∂         
∑ ∑ ∏  

 

elde edilir. k n>  için : 0
q

n
k
 

= 
 

 olduğundan, ,n q  operatörü, [ ]0, nf B b∈  için 

 

( )
[ ]
[ ] [ ]

1

,
0 0

; 1 , 0,
k n kn

nqs
n q n

n nq qk s

k bn x xC f x q f x b
b b nk

− −

= =

       = − ∈             
∑ ∏   

 

şeklinde tanımlanan q-Chlodowsky Operatörüne dönüşür; burada { }nb , lim nn
b

→∞
=∞  ve 

[ ]
lim 0n
n

q

b
n→∞

=  

koşullarını sağlayan monoton artan bir pozitif reel sayı dizisidir.  

q-Chlodowsky Operatörünün momentleri Sonuç 4.1.2.1 yardımıyla aşağıdaki gibidir: 
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( ), 0,1 ; 1;n qC e x =  

( ) [ ] [ ] [ ]
1

, 1,1

1

1

1

; 1 ;

n

q n
n n qn n

n q q
q n n n qq q u

u

x x u
b bb b x x xC e x n u x

n u n b b b

−

=

=

 
∂  

  
= = = ∂  

 

 
 

( ) [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]

2
2

, 2,1 2

1

2 2 2 1

1

2

1 1

;

1 1 1

n n

q q
n n n nq qn

n q
qqq

u

n n
n

q q q
n n n n n nq qq u

n

q

x x x xx u u
b b b bbC e x q

n uu

b x x x x x xq n n u n u
n b b b b b b

b
n

=

− −

=

     ∂ ∂           = +   ∂∂  
 
  

          = − +                 

 
 =
 
 

   

   

[ ] [ ] [ ]
2

1q q q
n n

x xq n n n
b b

   − +  
   

  

 

[ ] [ ]1 1q qq n n− = −  olduğu göz önüne alınır,  

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2 2

21 1q q q q q
n n n n n

x x x x xq n n n n n
b b b b b

     
− + = + −     

     
  

 

ifadesi son eşitlikte yerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

( ) ( )
[ ]

2
, 2,1 ; n

n q
q

x b x
C e x x

n
−

= +   

 

elde edilir. 
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4.1.3.3. q-Bleimann-Butzer-Hahn Operatörü. Her [ )0,x∈ ∞  ve ( )0,1q∈  için  

 

( )
( )
( ),

1
,

1

n
q

n q n
q

xu
x u

x
ϕ

⊕
=

⊕
   (4.11) 

 

ile tanımlı fonksiyon dizisi verilsin. Bu fonksiyon dizisi için açıktır ki ( ), ,0 0n q xϕ ≠  ve ( ), ,1 1n q xϕ =  

koşulları sağlanmaktadır. 

q-türev yardımıyla  

 

( ) [ ]
( )
( )

1
, 1,

1

n
q n q q

nq
q q

qxux u
n x

u x

ϕ
−⊕∂

=
∂ ⊕

 

 

( ) [ ] [ ]
( )
( )

122
, 2

2

1,
1

1

n

q n q q
nq q

q q

q xux u
n n qx

u x

ϕ
−

⊕∂
= −

∂ ⊕
 

 

ve benzer şekilde her k∈  için 

 

( ) [ ] [ ] [ ]
( )

( )
, 2 3 1

1,
1 1

1

n kkk
q n q qk k

k nq q q
q q

q xux u
n n n k x qq q q

u x

ϕ
−

−
⊕∂

= − − +
∂ ⊕

   

 

elde edilir. Buradan 

 

[ ]
( ) [ ] [ ] [ ]

[ ]
( ) ( )

( )
1 /2,

11 1,1
! ! 1

n kkk
k kq n q q q q qk

k n
qq q q

q xun n n kx u
q x

k ku x

ϕ
−

−
⊕− − +∂

=
∂ ⊕



 

 

bulunur. Bu son ifade düzenlenirse 

 

[ ]
( )

( )
( )1 /2,

0

,1 1
! 1

k
k kq n q k

k n
q qq qu

x u n
q x

k ku x

ϕ −

=

∂  
=  ∂ ⊕  

   (4.12) 
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elde edilir. (4.12) eşitliğinin sağ tarafındaki ifade x ’e göre bir rasyonel fonksiyondur ve [ )0,∞  

aralığının hiçbir noktasında tanımsız değildir. Dolayısıyla (ii) koşulu ve ( )0,1q∈  ve [ )0,x∈ ∞  

olduğundan (iii) koşulu da sağlanır. Sonuç olarak (4.11) ile tanımlanan ,n qϕ  fonksiyonları bir 

pozitif lineer operatör dizisi üretir. (4.12) ve [ ], , 1k
n k q qq n kα = − + , (4.2) tanımlı ,n q  

operatöründe yerlerine yazılırsa,  

 

( ) [ ]
( ) [ ]

( )
( ) [ ]

[ ]
1 /2,

,
, ,0 00

,1 1;
! 11

k
k kq n q q qk

n q k n k
n q kq qqk k qu q

k kx u n
f x f q x f

k ku q n kx

ϕ
α

∞ ∞
−

= ==

  ∂     = =     ∂ − +⊕     
∑ ∑  

 

ifadesi elde edilir. k n>  için : 0
q

n
k
 

= 
 

 olduğundan, ,n q  operatörü, [ )0,f B∈ ∞  için 

 

( ) ( ) [ ]
[ ]

1 /2
,

0

;
1

n
k k qk

n q k
qk q

kn
H f x q x f

k q n k
−

=

    =    − +   
∑  

 

şeklinde tanımlanan q-Bleimann-Butzer-Hahn Operatörüne dönüşür.  

q-Bleimann-Butzer-Hahn Operatörünün momentleri Sonuç 4.1.2.1 yardımıyla aşağıdaki 

gibidir: 

 

( ), 0,2; 1n qH e x = ; 

 

( )
[ ] ( )

( )
[ ]

[ ]

1

, 1,2
,

1

11;
1 11

n
qq q

n q n
n q qq u

n x qux n xH e x
n xxα

−

=

⊕
= =

+ +⊕
; 

 

( )
[ ] [ ] ( )

( )
[ ] ( )

( )

[ ] [ ]
[ ] ( )( )

[ ]
[ ]

22 2 1

, 2,2 2
,

1

2 2

2 2

1 1 11;
1 1

1
.

1 1 11 1

n n
q q qq q

n q n n
n q q q

u

q q q

q q

n n qx q ux n x qux
H e x q

x x

n n nq x x
x qx xn n

α

− −

=

 − ⊕ ⊕ 
= + 

⊕ ⊕ 
 

−
= +

+ + ++ +
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4.1.3.4. q-Lupaş Operatörü. n∈  ve 0q >  için  

 

( )
( )( )
( )( )

[ ],

1
, : , 0,1

1

n

q
n q n

q

x ux
x u x

x x
ϕ

− ⊕
= ∈

− ⊕
  

 

ile tanımlı fonksiyon dizisi verilsin. q-türev yardımıyla her k∈  için 

 

( ) [ ] [ ] [ ] ( ) ( )
( )( )

1 /2,

0

, 1
1 1

1

n kk
k kq n q k

k nq q q
q u q

x u x
n n n k x q

u x x

ϕ −
−

=

∂ −
= − − +

∂ − ⊕
   (4.13) 

 

elde edilir. Bu fonksiyon dizisi için açıktır ki (i)-(iii) koşulları sağlanır. (4.13) ve [ ], ,n k q qnα = , (4.2) 

ile tanımlı ,n q  operatöründe yerlerine yazılırsa, [ ]0,1f B∈  için  

 

( )
( )( )

( ) ( )
[ ]
[ ]

1 /2
,

0

1; 1
1

n
n kk k qk

n q n
qk qq

kn
L f x q x x f

nkx x
−−

=

    = −    − ⊕  
∑   

 

q-Lupaş operatörüne dönüşür. Bu operatörün momentleri Sonuç 4.1.2.1 yardımıyla, 

 

( ), 0,1 ; 1n qL e x = ;       ( ), 1,1 ;n qL e x x= ;        ( ) ( )
[ ]

2
, 2,1

1 1;
1

n

n q
q

x x x q xL e x x
n x qx

 − − +
= +   − + 

. 

 

şeklinde elde edilir.  

 

4.1.3.5. q-Meyer-König ve Zeller operatörü. n∈  olsun.  

 

( )
( )
( )

[ ) [ )
1

, 1

1
, : , 0,1 , 0,1

1

n
q

n q n
q

x
x u q x

ux
ϕ

+

+= ∈ ∈



  

 

ile tanımlı fonksiyon dizisi verilsin. q-türev yardımıyla her k∈  için 
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( ) [ ] [ ] [ ] ( ) 1,

0

,
1 2 1

k
nq n q k

k qq q q
q u

x u
n n n k x x

u

ϕ +

=

∂
= + + +

∂
    (4.14) 

 

elde edilir. Bu fonksiyon dizisi için açıktır ki (i)-(iii) koşulları sağlanır. (4.14) ve 

[ ], ,
n

n k q qq k nα −= + , (4.2) ile tanımlı ,n q  operatöründe yerlerine yazılırsa, [ )0,1f B∈  için  

 

( ) ( )
[ ]
[ ]

1
,

0

; 1 n qk
n q nq

k qq

kk n
M f x x x f

k q k n

∞
+

−
=

 +   =    +   
∑   

 

Meyer-König ve Zeller operatörüne dönüşür. Benzer şekilde operatörün momentleri Sonuç 

4.1.2.1 yardımıyla, 

 

( ), 0,0 ; 1n qM e x = ; 

 

( )
[ ]
[ ] ( ), 1,0 1

1
;

1

n
q

n q n
q

n xqM e x
n xq +

+
=

−
; 

 

( )
[ ] [ ]

[ ] ( )( )
[ ]
[ ] ( )

2 2 1 2 2

, 2,0 2 21 2 1

1 2 1
;

1 1 1

n n
q q q

n q n n n
q q

n n nx q x qM e x
xq xq xqn n

+

+ + +

+ + +
= +

− − −
. 

 

şeklinde elde edilir.  

 

4.2. q-Pozitif Lineer Operatör Dizilerinin Yaklaşım Özellikleri 

Bu bölüm, üretici fonksiyon dizilerine dayanan ayrık tipteki pozitif lineer operatör 

dizilerinin bazı yaklaşım özellikleri ile ilgilidir. Ayrık tipteki bu dizilerin yakınsama oranı ve 

yaklaşım özellikleri, süreklilik modülü yardımıyla belirlenmiştir. Ayrıca Voronovskaya tipi 

teoremler verilmiştir. Son olarak, elde edilen teoremler için bazı uygulamalar sunulmuştur. 

 

4.2.1. Korovkin Tipi Teorem 

 

4.2.1.1. Tanım. =0,1,2i  olsun. Her ∈, Ax t I  için  
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( ) ( ) ( ) ( )( )ω− ≤ −1, 1,i if t f x e t e x  

 

eşitsizliği sağlanırsa f  ( )ω
i

AH I  sınıfındadır; α< ≤0 1  olmak üzere 

 

( ) ( ) ( ) ( ) α− ≤ −1, 1,i if t f x M e t e x
 

 

eşitsziliği sağlanırsa f  α,M iLip  sınıfındandır denir. 

4.2.1.1. Lemma. ,n q  operatörlerinin tanımlı olduğu uzaya bağlı olarak her Ax I∈  için 

 

( ) ( ) ( ) ( ), , , 1, , ,2 0; , , , 0,1,2n q r i r i r i n ie x e x re A x q r iµ−− ≤ ∈ =    

 

eşitsizliği sağlanır. Burada; ( )1, : 0ie A− =  ve ( ) ( ) ( )( )( )2
, ,2 , 1, 1,, : ;n i n q i ix q e e x xµ = ⋅ − . 

İspat: 0r =  durumunda ispat açıktır. r∈  olsun. Her , At x I∈  ve 1A< için  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,

1 1

1 1

1, 1,

1, 1, 1,

1 1 1 1 1 1 1 1

...
1 1 1 1

...
1 1 1 1

r r

r i r i

r r

r r

i i

r i i i

t x t xe t e x
i t i x i t i x

t x
i t i x

A Ae t e x
i A i A

re A e t e x

− −

− −

−

   
− ≤ − = −      + − + − + − + −   

   
+ +      + − + −   

   
≤ − + +      + − + −   

= −

  

 

buradan  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1, 1, 1,r i r i r i i ie t e x re A e t e x−− ≤ −   

 

eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizliğe ,n q  operatörü uygulanırsa her n∈  için 
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( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , 1, 1,; ;n q r i r i n q i ie x e x e e x x− ≤ ⋅ −   

 

elde edilir. Bu son eşitsizliğin sağ tarafına Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa her 0r∈  ve 

0,1,2i =  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )2
, , , 1, , 1, 1, 1, , ,2; ; ,n q r i r i r i n q i i r i n ie x e x re A e e x x re A x qµ− −− ≤ ⋅ − =   

 

eşitsizliği elde edilir. Benzer yaklaşım 0A >  içinde sergilenirse aynı eşitsizlik sadece 0,1i =  

durumlarında geçerlidir.∎ 

 

4.2.1.1. Sonuç. Eğer ( ), ,2lim , 0n i nn
x qµ

→∞
=  ise her Ax I∈  için  

 

( ) ( ), , ,lim ; , 0,1,2
nn q r i r in

e x e x r
→∞

= = . 

 

Burada; { }nq , ( )0,1  üzerinde tanımlı reel sayıların bir dizisidir öyle ki ( )− =1 1nq o n . 

 

4.2.1.1. Teorem. Eğer ( ), ,2lim , 0n i nn
x qµ

→∞
=  ve ( )ω∈ i

Af H I ise her Ax I∈  için 

 

( ) ( ),lim ;
nn qn

f x f x
→∞

= ,  

 

sağlanır. Burada; { }nq , ( )0,1  üzerinde tanımlı reel sayıların bir dizisidir öyle ki ( )− =1 1nq o n . 

İspat: ( )i
Af H Iω∈  olduğundan her , Ax t I∈  için  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )1, 1,i if t f x e t e xω− ≤ −  

 

eşitsizliği doğrudur. O halde bu son eşitsizlik yardımıyla ( ) ( )1, 1,i ie t e x δ− <  için ( ) ( )f t f x ε− <  

eşitsizliği yazılabilir. f  fonksiyonu AI  üzerinde sürekli olduğundan keyfi bir 0M >  ve , At x I∈  

için ( ) ( ) 2f t f x M− <  sağlanır. Öte yandan ( ) ( )1, 1,i ie t e x δ− ≥  ise o zaman 

( ) ( )( )2 2
1, 1,i ie t e x δ− ≥  eşitsizliği sağlanır. Böylece her , At x I∈  için  
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( ) ( ) ( ) ( )( )21, 1,2
2

i i
Mf t f x e t e xε
δ

− ≤ + −   

 

eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizliğin her iki yanına , nn q  operatörü uygulanırsa; 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )2
, , , 1, 1, , ,22 2

2 2; ; ; ;
n n nn q n q n q i i n i n

M Mf x f x f f x x e t e x x x qε ε µ
δ δ

− ≤ ⋅ − ≤ + − = +     

 

elde edilir. ( ), ,2lim , 0n i nn
x qµ

→∞
=  olduğu dikkate alınırsa istenilen elde edilir.∎ 

 

4.2.2. Yaklaşım Hızı 

Yaklaşım teorisinin önemli bir problemi de yaklaşım hızının belirlenmesidir. Yaklaşım 

hızı ( )0n nγ → →∞  olmak üzere; ( ) ( ) γ− ≤;n nL f x f x  eşitsizliğini sağlayan { }γn  dizisinin 

bulunması ile ilgilidir. Bu hesaplamayı yapmak için süreklilik modülünden faydalanılır. 

 

4.2.2.1. Teorem. ,n qE  ayrık tipli operatör dizileri için  

 

(i)  ( )i
Af H Iω∈  ve 0,1,2i =  için ( ) ( ) ( ) ( )n q n if x f x x q, , ,2

1; 1 ;µ ω δ
δ

 − ≤ + 
 

 ; 

 

(ii)  ( )Af C I∈  ve 1,2i =  için ( ) ( ) ( ) ( )n q n if x f x x q f, , ,2
1; 1 ; ;µ ω δ
δ

 − ≤ + 
 

  

 

eşitsizlikleri her 0δ >  için doğrudur. Burada; ( ) ( ) ( )( )( )n i n q i ix q e e x x
2

, ,2 , 1, 1,, : ;µ = ⋅ −  ve ( )ω δ ,

( )ω δ;f  süreklilik modülleridir. 

İspat: ( ) ( ), 0, ; 1, 0,1,2n q ie x i= =  olduğu ve operatörün monotonluğu dikkate alınırsa her n∈  

için  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,; ;n q n qf x f x f f x x− ≤ ⋅ −      (4.15) 

 

eşitsizliği bulunur. ( )i
Af H Iω∈  olduğundan her , Ax t I∈  için  
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( ) ( ) ( ) ( )( )1, 1,i if t f x e t e xω− ≤ −  

 

eşitsizliği doğrudur. Bu son eşitsizlik ile (4.15) birlikte değerlendirilse her 0δ >  için  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1, 1, 1, 1,
11i i i if t f x e t e x e t e xω ω δ
δ

 − ≤ − ≤ + − 
 

  (4.16) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.15), (4.16) ve ayrıca Cauchy-Schwarz eşitsizliği birlikte düşünülürse her 

0δ >  için 

 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,2
1; 1 ;n q n if x f x x qµ ω δ
δ

 − ≤ + 
 

  

 

eşitsizliği bulunur. Böylece (i) durumu ispatlanmış olur. (ii) durumu için: ( )Af C I∈  olmasından 

dolayı benzer şekilde ispatlanır. ∎ 

 

4.2.2.2. Teorem. Her ( ), 0,1,2M if Lip iα∈ =  ve Ax I∈  için  

 

( ) ( ) ( )( ) 2
, , ,2; ;n q n if x f x M x q

α
µ− ≤ . 

 

İspat: ( ), 0, 0,1,2 0 1M if Lip M i veα α∈ > = < ≤  olduğundan her , At x I∈  için 

 

( ) ( ) ( ) ( )1, 1,i if t f x M e t e x
α

− ≤ −   

 

eşitsizliğine ,n q  operatörü uygulanırsa  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , 1, 1,; ; ;n q n q n q i if x f x f f x x M e t e x x
α

− ≤ ⋅ − ≤ −    

 

eşitsizliği bulunur. Bu eşitsizlikte 2p
α

=  ve 2
2

q
α

=
−

 ile Hölder eşitsizliği dikkate alınırsa  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )( )
22 2

, , 1, 1, , ,2; ; ;n q n q i i n if x f x M e t e x x M x q
α α

µ− ≤ − ≤    
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böylece istenilen elde edilir.∎ 

 

4.2.3. Voronovskaya Tipi Teorem 

 

4.2.3.1. Teorem. ( )2
Af C I∈  ve ( )( ) ( ) ( )1, 0,1,2i Af e x B I i∈ =  olsun. O halde her Ax I∈  ile 

( ),r i Ae x I∈  için  

 

( )( )( ) ( ) ( )( )
[ ] ( ) ( )

( )( )
[ ]

2
2

1,
, 1, , , ,

0

,
; * ,

! 2 !
nn

n

n n

j
qq i

n q i n i j n n i
j q q

D fD f e x
f e x x q F x

j

ω δ
µ

=

⋅ − ≤∑ . 

 

Burada ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

, , ,2 , ,2 , , ,4
0

2
* , , 1 ,j

n i n i n n i n j i n n i j n
j

F x x q x q e x q x q
j

µ µ µ −
=

 
= + − 

 
∑ , { }nq , ( )0,1  

üzerinde tanımlı reel sayıların bir dizisidir öyle ki 11 nq o
n

 − =  
 

 ve 

( ) ( ) ( )( )( ), , , 1, 1,* , ;
j

n i j n q i i q
x q e e x xµ = ⋅  . 

İspat: ( )2
Af C I∈  ve Ax I∈  için ( )1,i Ae x I∈  olsun. q-Taylor formülünden; her , As v I∈  için  

 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
[ ] ( ) ( )
2

2 ;
2 !
n

n nn

n

q
q qq

q

D f v
f s f v D f v s v s v g s v= + − + +   (4.17) 

 

eşitliği yazılabilir. Burada;  

 

( ) ( )( ) ( )( )
[ ] ( )

2 2
, 2;
2 !

n n

n n

n

q s v q
q q

q

D f D s
g s v s v

ξ −
=   

 

ve ,s vξ  s  ile v  arasında olmak üzere; ,s v v s vξ − < − . (4.17) ifadesinde ( )1,is e t=  ve ( )1,iv e x=  

olarak alınırsa  

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1, 1, 1, 1, 1,

2
21,

1, 1, 1, 1,;
2 !

n

n

nn

n

i i q i i i

q i
i i q i iq

q

f e t f e x D f e x e t e x

D f e x
e t e x g e t e x

= + −

+ +

  (4.18) 
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elde edilir. (4.18) ifadesine , nn q  operatörü uygulanırsa 

 

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )
[ ] ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

, 1, 1, 1, , 1, 1,

2
21,

, 1, 1, , 1, 1,

; ;

; ; ; .
2 !

n n n

n

n n nn

n

n q i i q i n q i i

q i
n q i i n q q i iq

q

f e x f e x D f e x e e x x

D f e x
e e x x g e e x x

⋅ = + ⋅ −

+ ⋅ + ⋅

 

  

  

 

Bu son aşağıdaki gibi düzenlenirse 

 

( )( )( ) ( ) ( )( )
[ ] ( ) ( ) ( )( )( )

2
1,

, 1, , , , 1, 1,
0

; , ; ;
!

n

n n n

n

j
q i

n q i n i j n n q q i i
j q

D f e x
f e x x q g e e x x

j
µ∗

=

⋅ − ≤ ⋅∑    (4.19) 

 

eşitsizliği elde edilir. İspatın bu aşamasında süreklilik modülünün yardımıyla (4.19) eşitsizliğinin 

sağ tarafında bulunan ( ) ( )( )( ), 1, 1,; ;
n nn q q i ig e e x x⋅  için bir değerlendirme yapılacaktır. Her 0δ >  

için, 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

1 , 1 , 1 , 1 ,

2 2 2
1, 1,, ,

2
1, 1,

1, 1,2

,

,

, 1

n n ni i i i

n

n

q q i q ie t e x e t e x

q i i

i i
q

D f D f e x D e x

D e e x

e t e x
D

ξ ω ξ

ω

ω δ
δ

− ≤ −

≤ ⋅ −

 −
 ≤ +
 
 

  

 

elde edilir. Bu son ifadeye , nn q  operatörü uygulanırsa;  

 

( ) ( )( )( ) ( )( )
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

2
2

, 1, 1, , ,2 , 1, 1, 1, 1,

,
; ; ; ;

2 !
n

n n n n

n

q

n q q i i n i n n q i i i i q
q

D f
g e e x x x q e e x e e x x

ω δ
µ∗ ⋅ ≤ + ⋅ − ⋅  

     

 

eşitsizliği bulunur. ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2
, 1, 1, 1, 1, ;

n n
n q i i i i q

e e x e e x x⋅ − ⋅   ifadesine Cauchy-Schwarz 

eşitsizliği uygulanırsa, 
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( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
22 2

, 1, 1, 1, 1, , 1, 1, , 1, 1,; ; ;
n n nn n

n q i i i i n q i i n q i iq q
e e x e e x x e e x x e e x x  ⋅ − ⋅ ≤ ⋅ − ⋅    

      

 

elde edilir.  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1

n
i i i i n i i iq

e t e x e t e x q e x e t e x= − + − −   

 

olduğu dikkate alınırsa;  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

22 4 3
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

22
2, 1, 1,

2 4
, 1, 1,

0

2 1

1

2
1

n
i i i i n i i iq

n i i i

pp
n p i i i

p

e t e x e t e x q e x e t e x

q e x e t e x

q e x e t e x
p

−

=

  = − + − −  

+ − −

 
= − − 

 
∑



  

 

elde edilir. Böylece  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

, 1, 1, 1, 1, , ,2 , , ,4
0

2
; , 1 ,

n n

j
n q i i i i n i n n j i n i j nq

j
e e x e e x x x q q e x x q

j
µ µ −

=

 
⋅ − ⋅ ≤ − 

 
∑   

 

elde edilir. Sonuç olarak 

 

( ) ( )( )( ) ( )( )
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
2

, 1, 1, , ,2 , ,2 , , ,4
0

, 2
; ; ; , 1 ,

2 !
n

n n

n

q j
n q q i i n i n n i n n j i n i j n

jq

D f
g e e x x x q x q q e x x q

j

ω δ
µ µ µ∗

−
=

  
 ⋅ ≤ + − 
   

∑  

 

eşitsizliği elde edilir. Bu son ifade (4.19) de yerine yazılırsa  

 

( )( )( ) ( ) ( )( )
[ ] ( )

( )( )
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1,

, 1, , ,
0

2
2

, ,2 , ,2 , , ,4
0

; ,
!

, 2
; , 1 ,

2 !

n

n

n

n

n

j
q i

n q i n i j n
j q

q j
n i n n i n n j i n i j n

jq

D f e x
f e x x q

j

D f
x q x q q e x x q

j

µ

ω δ
µ µ µ

∗

=

∗
−

=

⋅ −

  
 ≤ + − 
   

∑

∑


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elde edilir. Burada  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

, , ,2 , ,2 , , ,4
0

2
* , , 1 ,j

n i n i n n i n j i n n i j n
j

F x x q x q e x q x q
j

µ µ µ −
=

 
= + − 

 
∑   

 

olarak düşünülürse ispat tamamlanmış olur.∎ 

 

4.2.4. q-Bernstein Operatörünün Yaklaşım Özellikleri 

Yukarıda elde edilen teoremler doğrultusunda Bernstein operatörü için uygulamalar 

aşağıda verilmiştir. 

 

Her [ ]0,1x∈  ve ( )0,1q∈  için  

 

( ) ( ), , 1 n
n q qx u x xuϕ =     

 

ile tanımlı { },n qϕ  fonksiyon dizisi [ ]0,1f B∈  için 

 

( ) ( ) [ ]
[ ]

1

,
0 0

; 1
n kn

qk s
n q

q qk s

kn
B f x x q x f

nk

− −

= =

    = −      
∑ ∏   

 

iyi bilinen q-Bernstein operatör dizisini üretir. q-Bernstein Operatörünün momentleri sırasıyla 

 

( ), 0,1 ; 1n qB e x = ,      ( )n qB e x x, 1,1 ; = ,     ( ) ( )
[ ]

2
, 2,1

1
;n q

q

x x
B e x x

n
−

= +   

 

Dahası, yukarıda elde edilen eşitlikler yardımıyla merkezi momentler aşağıdaki şekilde 

( )n x q,1,1 , 0µ =    ve  ( ) ( )
[ ]n

q

x x
x q

n,1,2
1

,µ
−

=  elde edilir. 

 

4.2.4.1. Lemma. Her [ ]x 0,1∈  ve 0r∈  için  

 

( ) ( ) [ ]n q r r
q

rB e x e x
n, ,1 ,1
1;

2
− ≤  
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eşitsizliği doğrudur.  

İspat: 0r∈  olsun. Her [ ]t x, 0,1∈  için  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

r r r r r r
r re t e x t x t x t x e t e x

r e t e x

1 1 1 1
,1 ,1 1,1 1,1

1,1 1,1

... 1 ... 1− − − −− ≤ − = − + + ≤ − + +

= −
  

 

buradan  

 

( ) ( ) ( ) ( )r re t e x r e t e x,1 ,1 1,1 1,1− ≤ −   

 

eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizliğe n qB ,  operatörü uygulanırsa her n∈  için 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )n q r r n q r r n qB e x e x B e e x x rB e e x x, ,1 ,1 , ,1 ,1 , 1,1 1,1; ; ;− ≤ ⋅ − ≤ ⋅ −  

 

elde edilir. Bu son eşitsizliğin sağ tarafına Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa her r∈  için 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )
[ ] [ ]n q r r n q n

q q

x x rB e x e x r B e e x x r x q r
n n

2
, ,1 ,1 , 1,1 1,1 ,1,2

1 1; ; ,
2

µ
−

− ≤ ⋅ − = ≤ ≤  

 

eşitsizliği elde edilir.∎ 

 

4.2.4.1. Sonuç. Her [ ]x 0,1∈  için  

 

( ) ( )
nn q r rn

B e x e x r, ,1 ,1 0lim , ,
→∞

= ∈ . 

 

Burada; { }nq , ( )0,1  üzerinde tanımlı reel sayıların bir dizisidir öyle ki 11 nq o
n

 − =  
 

. 

 

4.2.4.2. Sonuç. Her [ ]x 0,1∈  olsun. Eğer f C[0,1]∈  ise her n∈  için  

 

( ) ( )
nn qn

B f x f x,lim ,
→∞

= . 

 

62 



Ersin ŞİMŞEK, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Mersin Üniversitesi, 2019 

Burada; { }nq , ( )0,1  üzerinde tanımlı reel sayıların bir dizisidir öyle ki 11 nq o
n

 − =  
 

. 

 

4.2.4.1.Teorem. Eğer f C[0,1]∈  ise 
[ ]q
n
1δ =  için  

 

( ) ( ) [ ]n q
q

B f x f x f
n,

3 1; ;
2
ω
 
 − ≤
 
 

. 

 

İspat: ( )n qB e x, 0,1 ; 1=  olduğu ve operatörün monotonluğu dikkate alınırsa her n∈  için  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )n q n qB f x f x B f f x x, ,; ;− ≤ ⋅ −     

 

eşitsizliği bulunur. Her [ ]t x, 0,1∈  için süreklilik modülünün yardımıyla 

 

( ) ( ) ( )1 ;
t x

f t f x fω δ
δ

 −
− ≤ + 

 
 

 

eşitsizliği doğrudur. Bu son eşitsizlik ile birlikte değerlendirilse her 0δ >  için  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t f x e t e x f1,1 1,1
11 ;ω δ
δ

 − ≤ + − 
 

   (4.20) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.20) ifadesine ,n qB  operatörü uygulanır ve Cauchy-Schwarz eşitsizliği 

dikkate alınırsa her 0δ >  için 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( ) [ ] ( )n q n

q q

x x
B f x f x x q f f f

n n, ,1,2

11 1 1 1; 1 ; ; 1 ; 1 ;
2

µ ω δ ω δ ω δ
δ δ δ

   −     − ≤ + ≤ + ≤ +          
 

 

eşitsizliği bulunur. 
[ ]q
n
1δ =  olarak alınırsa  

 

63 



Ersin ŞİMŞEK, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Mersin Üniversitesi, 2019 

( ) ( ) [ ]n q
q

B f x f x f
n,

3 1; ;
2
ω
 
 − ≤
 
 

 

 

istenen elde edilir.∎ 

 

4.2.4.2. Teorem. Her Mf Lip α∈  ve [ ]x 0,1∈  için 

 

( ) ( ) [ ]n q
q

B f x f x M
n

2

,
1;

α
 
 − ≤
 
 

. 

 

İspat: ( )0, 0 1Mf Lip Mα α∈ > < ≤  olduğundan her [ ]t x, 0,1∈  için 

 

( ) ( ) ( ) ( )1,1 1,1f t f x M e t e x
α

− ≤ −   

 

eşitsizliğine n qB ,  operatörü uygulanırsa  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )n q n q n qB f x f x B f f x x MB e t e x x, , , 1,1 1,1; ; ;
α

− ≤ ⋅ − ≤ −  

 

eşitsizliği bulunur. Bu son eşitsizlikte 2p
α

=  ve 2
2

q
α

=
−

 ile birlikte Hölder eşitsizliği dikkate 

alınırsa 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
( )( )

( )
[ ]

[ ]

22
, , 1,1 1,1

2
,1,2

2

2

; ;

;

1

1

n q n q

n

q

q

B f x f x M B e t e x x

M x q

x x
M

n

M
n

α

α

α

α

µ

− ≤ −

≤

 −
 ≤
 
 

 
 ≤
 
 

 

 

eşitsizliği bulunur. ∎ 
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4.3. Baskakov Operatörlerinin Farklı Genellemesi 

Bu bölümde, q-Baskakov operatörlerinin yeni bir tipi tanıtılmıştır. Merkezi momentler 

için formüller elde edilmiş ve tanımlanan q-Baskakov operatör dizilerinin yaklaşım özellikleri ve 

yakınsama oranı, süreklilik modülü yardımıyla belirlenmiştir. 

 

4.3.1. Operatörün İnşaası ve Yaklaşım Özellikleri 

 

Her [ )0,x∈ ∞  ve ( )0,1q∈  için  

 

( )
( )( )
( )( ),

1
,

1

n

q
n q n

q

x x
x u

x ux
ϕ

+
=

+




   (4.21) 

 

ile tanımlı fonksiyon dizisi verilsin. Bu fonksiyon dizisi için açıktır ki ( ), ,0 0n q xϕ ≠  ve 

( ), ,1 1n q xϕ =  koşulları sağlanmaktadır. Her n∈  için q-türev yardımıyla 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )

[ ] ( )( )

( )
[ ] ( )( )
( )( )

, , ,

1

0

1 1

1 1, , ,
1 1

1 1

11

n n

q q
n n

q n q n q n q q q

q

n n

q qq q
n n

s
q

s

x x x x

x qux x uxx u x qu x u
u q u q u

n x x x n x x x

x uxx q xu

ϕ ϕ ϕ

+

=

+ +
−

+ +∂ −
= =

∂ − −

+ +
= =

++ −∏

 

 

 



 

 

elde edilir. Benzer şekilde her k∈  için  

 

( ) [ ] [ ] [ ] ( )( )
( )( )

,
1 1 1,

1

nkk
q q qq n q q

k n k
q

q

n n n k x x xx u
u x ux

ϕ
+

+ + − +∂
=

∂ +




 

 

elde edilir. Bu son eşitliğin her iki yanı 
[ ]

1
!

q
k

 ile çarpılırsa  
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[ ]
( ) [ ] [ ] [ ] ( )( )

[ ] ( )( )
,

1 1 1,1
! ! 1

nkk
q q qq n q q

k n k
qq q q

n n n k x x xx u
k u k x ux

ϕ
+

+ + − +∂
=

∂ +




 

 

elde edilir. Buradan da gerekli düzenlemeler yapılır ve 0u =  yazılırsa  

 

[ ]
( ) ( )( ) ( ),

0

, 11 1 1
!

k
n n kq n q k

k q
q qq u

x u n k
x x x x

kk u
ϕ − −

=

∂ + − 
= + + ∂  

   (4.22) 

 

elde edilir. (4.22) eşitliğinin sağ tarafındaki ifade x ’e göre bir rasyonel fonksiyondur öyle ki 

[ )0,∞  aralığının hiçbir noktasında tanımsız değildir. Dolayısıyla (4.22) ifadesi (ii) koşulunu 

sağlar. Ayrıca, ( )0,1q∈  ve [ )0,x∈ ∞  olduğundan dolayı (iii) koşulu da sağlanmaktadır. Sonuç 

olarak (4.21) ile tanımlı ,n qϕ  fonksiyonları bir pozitif lineer operatör üretir. (4.22) ifadesi ve 

[ ], ,n k q qnα =  olduğu dikkate alınır ve 4.1.1. bölümünde tanımlanan ,n q  operatöründe yerlerine 

yazılırsa, [ )0,f C∈ ∞  ve ( )0,1q∈  için,  

 

( ) ( )( ) ( )
[ ]
[ ],

0

1
; 1 1 ,n n k qk

n q q
k q q

kn k
K f x x x x x f n

k n

∞
− −

=

 + −   = + + ∈      
∑    (4.23) 

 

ifadesi elde edilir. Dikkat edilirse (4.23) ile tanımlanan operatör klasik Baskakov operatörünün 

Materyal ve Yöntem bölümünde verilen q -benzerlerinden farklı bir genellemedir.  

Sonuç 4.1.2.1’den ,n qK  operatörünün ilk üç momenti aşağıdaki gibidir: 

 

( ) =, 0,1 ; 1;n qK e x
 

( ) ( )
=

+ −
, 1,1 ; ;

1 1n q n

xK e x
x q  

( )
[ ]
[ ] ( )( ) ( )( ) [ ] ( )( )

2

, 2,1 1

1 1;
1 1 1 1 1 1

q
n q n n n

q q

q n x xK e x
n nx q x q x q+

+
= +

+ − + − + −
. 
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Dahası, yukarıda elde edilen eşitlikler yardımıyla merkezi momentler aşağıdaki şekilde elde 

edilir: 

 

( ) ( )
µ = −

+ −
,1,1 , ;

1 1
n n

xx q x
x q  

( )
[ ]
[ ] ( )( ) ( )( ) [ ] ( )( ) ( )( )

2 2
2

,1,2 1

1 1 2,
1 1 1 1 1 1 1 1

q
n n n n n

q q

q n x x xx q x
n nx q x q x q x q

µ
+

+
= + − +

+ − + − + − + −
  

 

4.3.1.1. Lemma. 0A >  olsun, her [ ]0,x A∈  ve 0r∈  için  

 

( ) ( ) ( )1
, ,1 ,1 ,1,2; ,r

n q r r nK e x e x rA x qµ−− ≤  

 

eşitsizliği doğrudur.  

İspat: 0r∈  olsun. Her [ ], 0,t x A∈  ve 0A > için  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1
,1 ,1 1,1 1,1

1
1,1 1,1

... ...r r r r r r
r r

r

e t e x t x t x t x e t e x A A

rA e t e x

− − − −

−

− ≤ − = − + + ≤ − + +

= −

  

 

buradan  

 

( ) ( ) ( ) ( )1
,1 ,1 1,1 1,1

r
r re t e x rA e t e x−− ≤ −   

 

eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizliğe ,n qK  operatörü uygulanırsa her n∈  için 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
, ,1 ,1 , ,1 ,1 , 1,1 1,1; ; ;r

n q r r n q r r n qK e x e x K e e x x rA K e e x x−− ≤ ⋅ − ≤ ⋅ −  

 

elde edilir. Bu son eşitsizliğin sağ tarafına Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa her r∈  için 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )21 1
, ,1 ,1 , 1,1 1,1 ,1,2; ; ,r r

n q r r n q nK e x e x rA K e e x x rA x qµ− −− ≤ ⋅ − =  
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eşitsizliği elde edilir.∎ 

 

4.3.1.1. Teorem. Her [ ]0,x A∈  için  

 

( ) ( ), ,1 ,1 0lim , ,
nn q r rn

K e x e x r
→∞

= ∈ . 

 

Burada; { }nq , ( )0,1  üzerinde tanımlı reel sayıların bir dizisidir öyle ki ( )− =1 1nq o n . 

İspat: Her [ ]0,x A∈  ve ( )0,1nq ∈  için ikinci merkezi moment ve ( )( )1 1 1 1n
nx q+ − ≤  eşitsizliği 

birlikte düşünülürse 

 

( )
[ ]
[ ] [ ] ( )( )

( )
( )( )

( )
[ ] ( ) ( )

[ ]

32
2 2 3

,1,2

1 2 1 1 12, 2 1
1 1 1 1

n

n n n n

n
nq n

n n nn n
q q q qn n

n x q x x A Ax xx q x x q A
n n n nx q x q

µ
+ − + +

≤ + − + = + ≤ − +
+ − + −

,  

 

elde edilir. Yani  

 

( ) ( ) ( )
[ ]

3
,1,2

1
, 2 1

n

n
n n n

q

A A
x q q A

n
µ

+
≤ − + .  (4.24) 

 

Sonuç olarak her n∈  ve [ ]0,x A∈  için ( ),1,2lim , 0n nn
x qµ

→∞
= ’dir. O halde Lemma 4.3.1.1’den her ve

0r∈  [ ]0,x A∈  için ( ) ( ), ,1 ,1lim ,
nn q r rn

K e x e x
→∞

=  olduğu elde edilir.■  

 

4.3.1.1. Sonuç. Her [ ]0,x A∈  olsun. Eğer [0, A]f C∈  ise her n∈  için ( ) ( ),lim ,
nn qn

K f x f x
→∞

= . 

Burada; { }nq , ( )0,1  üzerinde tanımlı reel sayıların bir dizisidir öyle ki 11 nq o
n

 − =  
 

. 

 

4.3.1.2.Teorem. Eğer [0, A]f C∈  ise her 0δ >  için  

 

( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( )3

,

11; 1 2 1 ;n
n q

q

A A
K f x f x q A f

n
ω δ

δ

 + − ≤ + − +
 
 

. 

 

İspat: ( ), 0,1 ; 1n qK e x =  olduğu ve operatörün monotonluğu dikkate alınırsa her n∈  için  
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( ) ( ) ( ) ( )( ), ,; ;n q n qK f x f x K f f x x− ≤ ⋅ −    (4.25) 

 

eşitsizliği bulunur. Her [ ], 0,t x A∈  için süreklilik modülünün yardımıyla 

 

( ) ( ) ( )1 ;
t x

f t f x fω δ
δ

 −
− ≤ + 

 
 

 

eşitsizliği doğrudur. Bu son eşitsizlik ile (4.25) birlikte değerlendirilse her 0δ >  için  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1 1,1
11 ;f t f x e t e x fω δ
δ

 − ≤ + − 
 

   (4.26) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.26) ifadesine (4.23) ile tanımlı ,n qK  operatörü uygulanır ve Cauchy-

Schwarz eşitsizliği düşünülürse her 0δ >  için 

 

( ) ( ) ( ) ( ), ,1,2
1; 1 ; ;n q nK f x f x x q fµ ω δ
δ

 − ≤ + 
 

 

 

eşitsizliği bulunur. (4.24) eşitsizliği dikkate alınırsa  

 

( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( )3

,

11; 1 2 1 ;n
n q

q

A A
K f x f x q A f

n
ω δ

δ

 + − ≤ + − +
 
 

 

 

istenen elde edilir.∎ 

 

4.3.1.3. Teorem. Her Mf Lip α∈  ve [ ]0,x A∈  için 

 

( ) ( ) ( ) ( )
[ ]

2

3
,

1
; 2 1 n

n q
q

A A
K f x f x M q A

n

α
 +
 − ≤ − +
 
 

. 

 

İspat: ( )0, 0 1Mf Lip Mα α∈ > < ≤  olduğundan her [ ], 0,t x A∈  için 
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( ) ( ) ( ) ( )1,1 1,1f t f x M e t e x
α

− ≤ −   

 

eşitsizliğine ,n qK  operatörü uygulanırsa  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , 1,1 1,1; ; ;n q n q n qK f x f x K f f x x MK e t e x x
α

− ≤ ⋅ − ≤ −  

 

eşitsizliği bulunur. Bu son eşitsizlikte 2p
α

=  ve 2
2

q
α

=
−

 ile birlikte Hölder eşitsizliği dikkate 

alınırsa ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )( )
22 2

, , 1,1 1,1 ,1,2; ; ;n q n q nK f x f x M K e t e x x M x q
α α

µ− ≤ − ≤  eşitsizliği 

bulunur. (4.24) eşitsizliği dikkate alınırsa istenilen elde edilir.∎ 

 

4.3.1.4. Teorem. [ ]2 0,f C A∈  olsun. O halde her [ ]0,x A∈  için  

 

( ) ( )( )
[ ] ( ) ( )

( )( )
[ ]

2
2

, ,1, ,1
0

;
; * , ,

! 2 !
nn

n

n n

j
qq

n q n j n n n
j q q

D fD f x
K f x x q F x q

j

ω δ
µ

=

− ≤∑ . 

 

Burada ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

,1 ,1,2 ,1,2 ,1 ,1,4
0

2
, * , , 1 ,j

n n n n n n j n n j n
j

F x q x q x q e x q x q
j

µ µ µ −
=

 
= + − 

 
∑ ,  { }nq , ( )0,1  

üzerinde tanımlı reel sayıların bir dizisidir öyle ki 11 nq o
n

 − =  
 

 ve 

( ) ( ) ( )( )( ),1, , 1,1 1,1* , ;
j

n j n q q
x q K e e x xµ = ⋅  . 

İspat: [ ]2 0,f C A∈  ve [ ]0,x A∈  olsun. q-Taylor formülünden; her [ ], 0,t x A∈  için  

 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
[ ] ( ) ( )
2

2 ;
2 !
n

n nn

n

q
q qq

q

D f x
f t f x D f x t x t x g t x= + − + +   (4.27) 

 

eşitliği yazılabilir. Burada;  

 

( ) ( )( ) ( )( )
[ ] ( )

2 2
, 2;
2 !

n n

n n

n

q t x q
q q

q

D f D t
g t x t x

ξ −
=   
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ve ,t xξ  x  ile x  arasında olmak üzere; ,s v x t xξ − < − . (4.17) ifadesine , nn qK  operatörü 

uygulanırsa 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( )
[ ] ( ) ( )( )( ) ( )

, , 1,1 1,1

2
2

, 1,1 1,1 ,

; ;

; ; .
2 !

n n n

n

n n nn

n

n q q n q

q
n q n q qq

q

K f x f x D f x K e e x x

D f x
K e e x x K g x

= + ⋅ −

+ ⋅ +

  

 

Bu son aşağıdaki gibi düzenlenirse 

 

( ) ( )( )
[ ] ( ) ( )

2

, ,1, ,
0

; , ;
!

n

n n n

n

j
q

n q n j n n q q
j q

D f x
K f x x q K g x

j
µ∗

=

− ≤∑   (4.28) 

 

eşitsizliği elde edilir. İspatın bu aşamasında süreklilik modülünün yardımıyla (4.28) eşitsizliğinin 

sağ tarafında bulunan ( ), ;
n nn q qK g x  için bir değerlendirme yapılacaktır. Her 0δ >  için, 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

2 2 2 2
, 1,1 1,1

1,1 1,12

; ;

; 1

n n n n

n

q t x q q t x q

q

D f D f x D x D e e x

e t e x
D

ξ ω ξ ω

ω δ
δ

−− ≤ − ≤ ⋅ −

 −
 ≤ +
 
 

  

 

elde edilir. Bu son ifadeye , nn qK  operatörü uygulanırsa;  

 

( ) ( )( )
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

2
2

, ,1,2 , 1,1 1,1 1,1 1,1

;
; ; ;

2 !
n

n n n n

n

q

n q q n n n q q
q

D f
K g x x q K e e x e e x x

ω δ
µ∗ ≤ + ⋅ − ⋅  

   

 

eşitsizliği bulunur. ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2
, 1,1 1,1 1,1 1,1 ;

n n
n q q

K e e x e e x x⋅ − ⋅   ifadesine Cauchy-Schwarz 

eşitsizliği uygulanırsa aşağıdaki ifade elde edilir: 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
22 2

, 1,1 1,1 1,1 1,1 , 1,1 1,1 , 1,1 1,1; ; ;
n n nn n

n q n q n qq q
K e e x e e x x K e e x x K e e x x  ⋅ − ⋅ ≤ ⋅ − ⋅    

   
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 1,11

n
nq

e t e x e t e x q e x e t e x= − + − −   

 

olduğu dikkate alınırsa;  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
22 4 3

1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 1,12 1
n

nq
e t e x e t e x q e x e t e x  = − + − −  

   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
22 42

2,1 1,1 1,1 ,1 1,1 1,1
0

2
1 1

pp
n n p

p
q e x e t e x q e x e t e x

p
−

=

 
+ − − = − − 

 
∑   

 

elde edilir. Böylece  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

, 1,1 1,1 1,1 1,1 ,1,2 ,1 ,1,4
0

2
; , 1 ,

n n

j
n q n n n j n j nq

j
K e e x e e x x x q q e x x q

j
µ µ −

=

 
⋅ − ⋅ ≤ − 

 
∑  

 

elde edilir. Sonuç olarak 

 

( ) ( )( )
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
2

, ,1,2 ,1,2 ,1 ,1,4
0

; 2
; ; , 1 ,

2 !
n

n n

n

q j
n q q n n n n n j n j n

jq

D f
K g x x q x q q e x x q

j

ω δ
µ µ µ∗

−
=

  
 ≤ + − 
   

∑  

 

eşitsizliği elde edilir. Bu son ifade (4.28) de yerine yazılırsa  

 

( ) ( )( )
[ ] ( )

( )( )
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

, ,1,
0

2
2

,1,2 ,1,2 ,1 ,1,4
0

; ,
!

; 2
; , 1 ,

2 !

n

n

n

n

n

j
q

n q n j n
j q

q j
n n n n n j n j n

jq

D f x
K f x x q

j

D f
x q x q q e x x q

j

µ

ω δ
µ µ µ

∗

=

∗
−

=

−

  
 ≤ + − 
   

∑

∑

 

 

elde edilir. Burada  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

,1 ,1,2 ,1,2 ,1 ,1,4
0

2
, * , , 1 ,j

n n n n n n j n n j n
j

F x q x q x q e x q x q
j

µ µ µ −
=

 
= + − 

 
∑   

olarak düşünülürse ispat tamamlanmış olur.∎  
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

 

Pozitif lineer operatör dizilerinin q-benzerlerinin Yaklaşım Teorisinde kullanımı son 

yıllarda giderek artan bir çalışma alanı olmuştur öyle ki Bernstein operatörü dışındaki diğer 

operatörler, örneğin Szasz-Mirakyan operatörü, Baskakov operatörü, Meyer-König-Zeller 

operatörü, Bleimann-Butzer-Hahn operatörü gibi birçok operatörün q-benzerleri inşa edilmiş ve 

yaklaşım özellikleri incelenmiştir. Son yıllardaki çalışmalara bakıldığında yukarıda adı geçen 

pozitif lineer operatörlerin q-benzerlerinin inşası için farklı teknikler kullanılmıştır. Örneğin 

Bernstein operatörünün farklı q-benzerlerinin olması bundan dolayıdır. Ancak pozitif lineer 

operatörlerin q-benzerlerinin üretilmesi için genel bir yöntem verilmemiştir. Bu alandaki bilinen 

genel inşa yöntemleri ise sınırlı sayıdadır. Bu tez çalışmasında, farklı tekniklerle elde edilen 

pozitif lineer operatörlerin q-benzerlerini veren genel bir operatör sınıfını, üreteç 

fonksiyonlarının yardımıyla nasıl inşa edildiği incelenmiştir. Bu inşa sürecinde önemli bir role 

sahip olan üreteç fonksiyonlarının sağlaması gereken asgari koşullar belirlenmiştir. Üreteç 

fonksiyonlarının uygun seçimi ile bilinen pozitif lineer operatörlerin q-benzerlerinin 

oluşturulmasının yanında daha fazlasının üretilmesine olanak sağlayan operatör sınıfının 

yaklaşım özellikleri de incelenmiştir. Ayrıca yaklaşım özelliklerinin incelenmesinde önemli bir 

yer tutan momentlerin hesaplanmasında da üretici fonksiyona bağlı hesaplamalar yapılmıştır. 

Belirlenen amaç doğrultusunda elde edilen genel operatör: 0q  ve  0,AI A  şeklinde 

bir aralık olmak üzere  , 1n q n
φ




,  0,AI    üzerinde tanımlı reel değerli bir fonksiyon dizisi için  

i)  Her n  ve Ax I  için,  , ,0 0n qφ x   ve  , ,1 1n qφ x  , 

ii)  Her n , 0k  için, 
 ,

0

,k
q n q

k
q u

φ x u
u






 var ve x  değişkenine göre süreklidir, 

iii)  Her n , 0k  ve , 0x u  için, 
 , ,

0
k
q n q

k
q

φ x u
u





  

koşulları sağlandığında  Af B I  için  

 

 
 

   ,
,

, ,0 0

,1,
!

k
q n q q

n q k
n k qk qq u

kφ x u
f x f

k αu



 

          
    (5.1) 

 

olarak tanımlanmıştır. 0r∈  ve n∈  olmak üzere ,n q  operatörünün momentleri  
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( ) ( ) ( ) ( )1 /2 ,
, ,

, 0 1

,1; ,
r m

m m q n q
n q r i qr m

n q qm u

x u
e x q r m

u
ϕ

α
−

= =

∂
=

∂∑    (5.2) 

 

eşitliği ile hesaplanmıştır. (5.1) operatörler dizisinin yapısı incelendiğinde ,n qφ  fonksiyonun 

seçiminin etkisi oldukça fazla olduğu görülmektedir. 

Aslında, q -parametresine bağlı genel bir pozitif lineer operatörler dizisinin inşa edilmesi 

ilk değildir. ( )0,1q∈  ve   üzerinde sonsuz kez sürekli q -türeve sahip reel değerli bir   1n nψ   

fonksiyon dizisi için aşağıdaki üç koşul sağlandığında 

i)  0 1,nψ n  , 

ii)     01 0, , , 0,k k
q nD ψ x n k x        

iii) Her   0,x k     için bir ki , 0 ki k  , pozitif tamsayısı vardır öyle ki

       1 11
, , ,1 ,k k k

k

i k i ik
q n q n n k i qD ψ x D ψ q x β x      burada 

 
 

, , ,
1

0
lim 1.k

k k

n k i q
i k in
q

β

n q 
   

 2f C    için, 

 

   
 

   
 

 
1 /2

, 1
0

; , 0
!

k
qk k k

n q q n k
k q q

kx
T f x q D ψ x f x

k n q







          
   (5.3) 

 

yakınsak bir seri şeklinde 2009 yılında C. Radu [36] tarafından inşa edilmiştir. Fakat bu 

çalışmadaki (5.3) operatörler dizisi q=1 alındığında, V. A. Baskakov [16] tarafından 1957 yılında 

f  ve nφ ,  0,  aralığı üzerinde sonsuz türevlenebilir fonksiyonlar olmak üzere; 

 

        
0

; , 0, ,
!

k
k

n n
k

x kL f x φ x f x n
k n





           , 

 

şeklinde tanımlanan operatör dizisinden başkası değildir. Benzer durum (5.1) ile verilen operatör 

dizileri için söz konusu değildir. Hem (5.1) hem de (5.3) operatörleri için zorlayıcı nokta ise uygun 

üreteç fonksiyonun belirlenmesidir. Aşağıda (5.1) için uygun olarak seçilen üretici fonksiyonlar 

ile elde edilen operatörler sırasıyla verilmiştir. 
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1- n∈  ve 0q >  için ( ) ( )( ) ( )( ), , : 1 1n n
n q q q

x u x ux x xϕ = − ⊕ − ⊕  ile tanımlı fonksiyon dizisi 

yardımıyla  

 

( )
( )( )

( ) ( )
[ ]
[ ]

1 /2
,

0

1; 1
1

n
n kk k qk

n q n
qk qq

kn
L f x q x x f

nkx x
−−

=

    = −    − ⊕  
∑  

 

q-Lupaş Operatörü elde edilmiştir. Bu operatör ilk kez A. Lupaş [27] tarafından inşa edilmiştir.  

 

2- Her [ ]0,1x∈  ve ( )0,1q∈  için ( ) ( ), , 1 n
n q qx u x xuϕ =    ile tanımlı { },n qϕ  fonksiyon dizisi 

yardımıyla  

 

( ) ( ) [ ]
[ ]

1

,
0 0

; 1
n kn

qk s
n q

q qk s

kn
B f x x q x f

nk

− −

= =

    = −      
∑ ∏  

 

şeklinde q-Bernstein Operatörü elde edilmiştir. Bu tipteki q-Bernstein operatörü, ilk kez G. M. 

Phillips [28] tarafından q-ileri farklar kullanılarak oluşturulmuştur. Her ne kadar aynı operatör 

elde edilmişse de oluşturulma teknikleri bakımından faklıdır.  

 

3- { }nb  monoton artan pozitif reel sayıların bir dizisi olsun ve her [ ]0, nx b∈  ve ( )0,1q∈  için 

( ) ( ), , 1 n
n q n n qx u x b u x bϕ =    ile tanımlı { },n qϕ fonksiyon dizisi yardımıyla  

 

( )
[ ]
[ ] [ ]

1

,
0 0

; 1 , 0,
k n kn

nqs
n q n

n nq qk s

k bn x xC f x q f x b
b b nk

− −

= =

       = − ∈             
∑ ∏  

 

şeklinde q-Chlodowsky Operatörü elde edilmiştir. Bu operatör 2008 yılında H. Karslı ve V. Gupta 

[63] tarafından inşa edilmiştir.  

 

4- Her [ )0,x∈ ∞  ve ( )0,1q∈  için  ( ) ( ) ( ), , 1 1n n
n q q qx u xu xϕ = ⊕ ⊕  ile tanımlı fonksiyon dizisi 

yardımıyla  
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( ) ( ) [ ]
[ ]

1 /2
,

0

;
1

n
k k qk

n q k
qk q

kn
H f x q x f

k q n k
−

=

    =    − +   
∑  

 

q-Bleimann-Butzer-Hahn Operatörü elde edilmiştir. Bu operatör 2007 yılında A. Aral ve O. Doğru 

[35] tarafından incelenmiştir.  

 

5- n∈  olsun. Her [ )0,1q∈ , [ )0,1x∈  için ( ) ( ) ( )1 1
, , 1 1n n

n q q qx u x uxϕ + +=    ile tanımlı fonksiyon 

dizisi yardımıyla  

 

( ) ( )
[ ]
[ ]

1
,

0

; 1 n qk
n q nq

k qq

kk n
M f x x x f

k q k n

∞
+

−
=

 +   =    +   
∑  

 

q-Meyer-König ve Zeller Operatörü elde edilmiştir. Bu operatör 2005 yılında O. Doğru ve O. Duman 

[34] tarafından incelenmiştir.  

 

6- Her [ )0,x∈ ∞  ve ( )0,1q∈  için ( ) ( )( ) ( )( ), , 1 1
n n

n q q q
x u x x x uxϕ = + +   ile tanımlı fonksiyon 

dizisi yardımıyla  

 

( ) ( )( ) ( )
[ ]
[ ],

0

1
; 1 1 ,n n k qk

n q q
k q q

kn k
K f x x x x x f n

k n

∞
− −

=

 + −   = + + ∈      
∑    

 

q-Baskakov Operatörü elde edilmiştir. Dikkat edilirse tanımlanan operatör klasik Baskakov 

operatörünün Materyal ve Yöntem bölümünde verilen q benzerlerinden farklı bir genellemedir. 

Böylece (5.1) operatörü yardımıyla literatürde olmayan yeni bir operatör elde edilmiştir. Ancak 

diğer q-benzerlerden faklı olarak  0,  aralığı üzerinde değil de bu aralığın kapalı bir alt aralığı 

üzerinde tanımlanmış ve yaklaşım özellikleri incelenmiştir.  

Bunların dışında da pozitif lineer operatörlerin farklı genellemelerinin q-benzerleri 

mevcuttur. Bunun için araştırmacılardan bu tezde önerilen yöntemi takip edilip, uygun üreteç 

fonksiyonları seçmeleri önerilmektedir. Bugünlerde yukarıda adı geçen pozitif lineer 

operatörlerin  ,p q -benzerlerinin oluşturulması oldukça yaygındır, fakat bu çalışmadakine 

benzer genel bir  ,p q  genelleme henüz yapılmamıştır. Bu bağlamda bu çalışmadaki bulgular 

76 



Ersin ŞİMŞEK, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Mersin Üniversitesi, 2019 

bölümü incelendiğinde benzer şekilde (5.1) operatörünün  ,p q -benzerinin inşasının mümkün 

olduğu düşünülmektedir. 

,n q  operatör dizileri için Bulgular kısmında verilen Korovkin tipi teorem, çeşitli 

fonksiyon sınıflarındaki fonksiyonlara yaklaşım hızı ve Voronovskaya tipi teoremler yukarıda adı 

geçen operatörler için daha önce elde edilen sonuçlarla örtüştüğü görülmüştür. Bu da bize ,n q  

operatör dizilerinin yukarıda adı geçen operatörleri sadece üretmediği bunun yanında yaklaşım 

özelliklerinin de incelenmesine olanak sağladığı gösterilmiştir.  
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