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OZET

YAKLASIM TEORISINDE g-POZITIF LINEER OPERATOR DIiZILERININ GENELLESTIRILMESI

Weierstrass teoremini ispatlamanin kullanish yollarindan bir tanesi pozitif ve lineer
operator dizilerini kullanmaktan gecer. Bu operator dizilerinin en iyi bilineni Bernstein
polinomlarinin olusturdugu dizidir. Bernstein polinomlar1 baz alinarak ¢cok sayida operator
dizileri iiretilmistir. Bu tezin ana konusu bu tir operator dizileridir. Diger taraftan, bu tezin
uygulama alani olan g-analizin temelleri birka¢ yiizyll 6nce atilmasina ragmen analizdeki
uygulamalari son yillarda gelismistir. Bunun sonucu olarak yaklasim teorisinde kullanilan biitiin
operatorler g-analize uyarlanmistir. Bu tezde ayrik tipli operatorlerin g-benzerlerini iireten bir
genel operatoér tanimlanmistir. Bunun igin belli diizglinliik kosullarina sahip fonksiyonlardan
yararlanilmistir. Iyi bilinen bazi operatér dizileri igin iirete¢ fonksiyonu bulunmustur. Bu
operator dizileri Bernstein, Chlodowsky, Lupas, Meyer-Konig ve Zeller ve Bleiman-Butzer-Hahn
operator dizilerinin g-benzerleridir. Bunlarin yani sira secilen uygun bir iirete¢ fonksiyonun
yardimiyla Baskakov operatoriiniin yeni bir g-genellemesi elde edilmistir.

Elde edilen genel operator dizisinin momentleri iirete¢ fonksiyonu cinsinden
belirlenmistir. Momentler yardimiyla bu operator dizisinin bazi yaklasim 6zellikleri verilmistir.
Daha acik bir ifadeyle, bu dizi icin Korovkin tipi teorem ispatlanmistir ve bazi bilinen fonksiyon

siniflari i¢in Jackson tipi ve Voronovskaya tipi teoremler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Pozitif lineer operatér, g-analiz, Urete¢ fonksiyonu, Korovkin tipi teorem,

Voronovskaya tipi teorem, Yaklasim hizi.

Danigman: Dog. Dr. Tuncay TUNC, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali, Mersin.



ABSTRACT

ON THE CONSTRUCTION OF q-ANALOGUES FOR SOME POSITIVE LINEAR OPERATORS

One of the useful ways to prove the Weierstrass theorem is through the use of positive
and linear operator sequences. The best known of these operator sequences is the sequence of
Bernstein polynomials. Numerous operator arrays were produced based on Bernstein
polynomials. The main subject of this thesis is such operator sequences. On the other hand,
although the fundamentals of g-analysis, which is the field of application of this thesis, were
discarded a few hundred years ago, its applications in analysis developed in recent years. As a
result, all operators used in the theory of approximation are adapted to the g-analysis. In this
thesis, a general operator who produces g-analogous of discrete type operators is defined. For
this purpose, certain smoothness conditions have been used. A generating function has been
found for some well-known operator sequences. These operator sequences are q-analogs of the
operator sequences of Bernstein, Chlodowsky, Lupas, Meyer-Konig and Zeller and Bleiman-
Butzer-Hahn. In addition, a new g-generalization of the Baskakov operator was obtained with the
help of a suitable generator function selected.

The moments of the overall operator sequence were determined in terms of the generator
function. Some approximation properties of this operator sequence are given with the help of
moments. In other words, the Korovkin type theorem has been proved for this series and Jackson

type and Voronovskaya type theorems for some known class of functions have been obtained.

Keywords: Positive linear operator, g-calculus, Generating functions, Korovkin-type theorem,

Voronoskaya-type theorem, Rate of convergence.

Advisor: Assoc. Prof. Tuncay TUNC, Department of Mathematics, Mersin University, Mersin.
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KISALTMALAR ve SIMGELER

Kisaltma/Simge Tanim
Tanim olarak esittir.

N Dogal sayilar kiimesi
N, Nu{o}
R Reel sayilar kiimesi
R Pozitif reel sayilar kiimesi
P, Derecesi <n olan cebirsel polinomlar kiimesi
I, A>0 olmak tizere I, =[0,A] kapali arahg
[a,b] Kapali aralik
(a,b) Acik aralik
F(M,K) M de tanimli K -degerli biitiin fonksiyonlarin uzayi
B(I A) 1, dataniml reel degerli sinirh fonksiyonlarin uzay:
C (I A) 1, da tanimli reel degerli stirekli fonksiyonlarin uzay:
C[a,b] [a,b] araliginda siirekli olan fonksiyonlarin uzay
Lip,,a Lipschitz uzayi
|| : || Norm
L Operator
{L,} Operatorler dizisi
e (t) t" (reNy)
o(f;0) f fonksiyonunun ¢ adiml birinci mertebeden siireklilik moduli
w,(f;6) f fonksiyonunun ¢ adiml ikinci mertebeden stireklilik modiilu
f,=f {f,} dizisi [a,b] arahig: iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir
n n!
[kj ki(n—k)!
[n]q 11—55 ve [O]q :=0 ile taniml g-tam sayilar
[n]q ! [1]q [Z]q [3]q ---[n]q ve [O]q =1 ile tammh g-faktoriyel
H [t .
———~—— ile tanimli g-binom katsayilar
ki, [k],![n-k],!
Pn,q Ureteg fonksiyonlari
D,f f fonksiyonun g-tiirevi
k
w f fonksiyonun x ’e gore k -inc1 g-kismi tiirevi
X
(a@b)z (a+b)"’in g-benzeri
(aHEIbEEIC)g (a+b+c)"in g-benzeri
(a@b)z (a—b)"’in g-benzeri
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Kisaltma/Simge Tanim

DZI‘ f f fonksiyonun k. mertebeden g-tiirevi
L, Genel operator
c’ (1 ) [izerinde r. mertebeden tiirevi siirekli fonksiyonlar uzay:
o(5) Stireklilik modiilii tipi fonksiyon
B,(f5) Bernstein operatorii
E, (f,Y) En iyi yaklasim sayisi
M, (x) n. Mutlak moment
M,(x) n. Moment
H,(fs) Bleimann-Butzer-Hahn operatori
C,[0,) [0,00) araliginda sinirh ve siirekli fonksiyonlar uzay
o(-) Landau sembolii
Vif(x) n. g-ileri fark
e (t) Genel test fonksiyonlari
Hoij (X:Q) j. merkezi moment
,u;_,-,]- (x,q) j. merkezi ¢ moment
S, (r,m) Ikinci tiir g-Stirling sayilar
Sn,q( ; ) q-Szazs-Mirakyan Operatori
C,[0,0) [0,00) tizerinde p agirhkli fonksiyonlar uzay:
F., (f:') q-Szazs-Mirakyan Operatorii
P (f: ) q-Baskakov operaorii
Bn,q(f; q-Baskakov operaorii
. q-Baskakov operaorii

<
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R
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1. GIRIS

Gercel degerli siirekli fonksiyonlara daha basit fonksiyon sinifinin elemanlariyla, 6rnegin
cebirsel polinomlar ile yaklasilmasi, son iki ylizyil icinde ¢ok sayida arastirmacinin dikkatini
cekmistir. Cebirsel polinomlar ile siirekli fonksiyonlara yaklasim teorisi ilk olarak 1854 yilinda,
P.L. Chebyshev’'in buhar makinesi ile ilgili ortaya koydugu asagidaki problemi ifade etmesi ile

baslamistir; “Bir [a,b] kapali araliginda tanimli stirekli bir f fonksiyonu ve pozitif bir n sayist
verilsin. Acaba f fonksiyonunu, [a,b] araliginda herhangi bir noktada maksimum hatasi kontrol

edebilecek sekilde, derecesi n’yi gecmeyen bir P polinomu ile gésterebilir miyiz?”
Siirekli fonksiyonlara yaklasimin olmasi ile ilgili akla gelebilecek ilk soru olan yaklasimin
var olma olasiligi ile ilgili temel sonuclar yaklasim teorisinin amacini ve 6ziinii temsil etmektedir.

Weierstrass Yaklasim Teoremi olarak bilinen s6z konusu teorem, “sonlu [a,b] araligi iizerinde
stirekli herhangi bir f fonksiyonu ve € >0 igin, reel katsayili bir P cebirsel polinomu vardir dyle ki
her x € [a,b] icin |f(x)— P(x)| < &.” seklinde ifade edilebilir. Baska bir deyisle, polinomlar, kapal

bir aralik lizerinde siirekli olan herhangi bir fonksiyona diizgiin olarak yaklasabilir. Bu temel
teoremin, K. Weierstrass tarafindan 1885 yilinda verilen ispatindan baslayarak giiniimtiize kadar
birgok ispat1 yapilmistir. Fakat bu yaklasim teoreminin ilk kanitinin uzun ve karmasikligindan
dolay1 bir¢ok iinlii matematikei, gelisen yeni analiz yontemlerini de dikkate alarak daha basit ve
daha 6gretici bir kanit bulmak icin ¢galismislardir. Bu teoremi ispatlamanin en basit ve en sik

yollarindan birisi 1912'de S.N. Bernstein tarafindan verilmistir: Bernstein [0,1] araliginda stirekli

herhangi bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan polinomlar dizisinin terimlerini

B, (fix)= "O[ZJXk (1—x)n_kf[%], neN,

k=

seklinde insa etmistir. Bernstein polinomlars, [0,1] aralig1 icin Weierstrass Yaklasim Teoremine

basit ve insa edilebilir bir kanit saglamaktadir. S6z konusu bu polinomlar iireten operatérlere

Bernstein operatorleri denir. B, ( f ) polinomuna f fonksiyonunun n. Bernstein polinomu denir.

Bernstein operatori, en ¢ok incelenen pozitif lineer operator olmasinin yaninda ¢ok sayida
versiyona genellestirilmis ve modifiye edilmistir. Bernstein operatorleri birka¢ nedenden 6ttri
popiiler olmustur: Birincisi a¢ik bir sekilde verilebilir olmasi ve degiskenin yalnizca rasyonel
degerleri icin fonksiyonun degerlerine bagimli olmasi, ikinci olarak, ¢esitli sekil koruma
ozelliklerine sahip olmasi ve ¢calismanin en basit yollarini saglamasi ve son olarak da tiirevlerinin

ve integrallerinin ele alinmasinin kolay olmasidir. Bu 6zellikler f 'in degerlendirilmesinin zor ve
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zaman alict oldugu durumlarda oldukg¢a yararhidir. Bernstein operatoriiniin 6zellikleri baz
alinarak 1950-51 yillarinda T. Popoviciu, 1951 yilinda H. Bohman ve 1953 yilinda P.P. Korovkin
fonksiyon uzaylar iizerinde tamimh pozitif lineer operator dizilerinin yaklasim teorisindeki
uygulamalari lizerinde 6nemli arastirmalar yapmislardir. Kapali aralikta siirekli bir fonksiyona
diizglin yakinsayan polinomlar1 {lreten operatdrler icin kolay uygulanabilir bir kriter

vermislerdir. Popoviciu-Bohman-Korovkin Teoremi olarak bilinen s6z konusu teoreme gore,

[a,b] araliginda tanimli stirekli bir fonksiyonun verilen pozitif lineer operator dizileri altindaki

gortintiilerinin séz konusu stirekli fonksiyona dtizgiin yakinsayabilmesi icin gerek ve yeter kosul 1,

x, x* fonksiyonlarinin her birinin gériintiilerinden olusan dizilerin kendilerine diizgiin
yakinsamasidir.” Bernstein operatorleri Popoviciu-Bohman-Korovkin Teoreminin kosullarini
saglar. Bu temel calismadan sonra siirekli fonksiyonlara diizglin yakinsayan polinomlar veya
daha genel olan tam fonksiyonlar dizisi olusturmak icin ¢cok sayida pozitif lineer operatdr insa
edilmistir. Bunlardan bazilar1 Szasz-Mirakyan operatérii, Baskakov operatiri, Meyer-Kénig ve
Zeller operatérii ve Bleiman-Butzer-Hahn operatorti’diir.

Popoviciu-Bohman-Korovkin Teoreminin kosullarini saglayan ve yukarida adi gecen
temel operatorleri belli kosullar altinda tretebilen genel pozitif lineer operatorler iizerinde de
bircok c¢alisma yapilmistir. Ayrica, bu operatorlerin yardimiyla yeni operatorler de

olusturulabilmigtir. V.A. Baskakov 1957 yilinda f ve ¢,, [0,oo) araligl lizerinde sonsuz

mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak iizere;

Ln(f;x)zi(—x)k gng)(x)f[%], x€[0,00), n€N,

i k!

seklinde genel bir pozitif lineer operatér dizisi tanimlamistir. ¢, fonksiyon dizilerinin uygun

secimiyle daha énce verilen operatorler iretilebilir. Ornegin; x€[0,1] i¢in ¢, (x)=(1—x)"

nx

fonksiyon dizisinin secimiyle Bernstein polinomlari, x€[0,b] i¢in ¢,(x)=e™™ fonksiyon

dizisinin se¢imiyle Szasz-Mirakyan operatori iiretilebilir. Bundan baska diger bir genel operator

dizisi 1970 yilinda A.D. Gadjiev ve LI. Ibragimov tarafindan

= 9K, (x,t,u) (—anlpn(O))v f
v=0 ou’ u=a,p,(t) vl nzl/)n (0) '
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bi¢iminde tanimlanmistir. Operatoriin yapisinda bulunan K, ve i, fonksiyon dizilerinin uygun

secimiyle bilinen bircok pozitif lineer operator dizisi elde edilebilir. Ornegin;

olarak alinirsa Bernstein polinomu,

n
Kn(x,t,u):[l—llj_(t], a,=n ve y,(0)=

1

n

K, (x,t,u):e_”(“rux), a,=n ve 1,[),1(0):l olarak alinirsa Szasz-Mirakyan operatorii elde edilir.
n

Bernstein operatorlerinin 6nemli genellemelerinden bir tanesi ve g-analizdeki uygulamalarinin

dailki 1987'de A. Lupas tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmistir:

Lnyq(f;x):%i{E} qk(k—l)/zxk (1_X)n—k f[%} neN, q>0.

Bundan on y1l sonra Bernstein operatoriiniin g-tam sayilarina dayanan farkli bir genellemesi G.M.

Phillips tarafindan

Bnyq(f;x):zn‘[ﬂqunﬁl(l—qsx)f[%} neN, 0<qg<1

seklinde verilmistir. Son yillarda, bircok arastirmaci Ozellikleri iyi bilinen pozitif lineer
operatorleri, g-analizdeki teknikleri kullanarak genellestirmis ve bu operatorlerin
genellestirilmis versiyonlarinin 6zelliklerini inceleme problemlerine odaklanmislardir.

q -parametresine bagli genel bir pozitif lineer operatorler dizisi ilk olarak 2009 yilinda C.
Radu tarafindan q € (0,1) ve R™ {izerinde sonsuz mertebeden siirekli q -tiireve sahip, reel degerli
bir {1, }, ., fonksiyon dizisi igin
i) y,(0)=1, neN,
ii) (—1)Dfy,(x)>0, nEN, kEN,, x>0,

iii) Her (x,k)€R*XN, i¢in bir §,,0<i, <k, pozitif tamsayis1 vardir 6yle ki

o o
B )= )0 i i P
n—o0 n k q 1,

q

=1

kosullar1 saglandiginda herbir f€C, (R+) fonksiyonu icin
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o0

fx :Z k= 1/2Dklpn x>0

prd []kl’

seklinde insa edilmistir. Bu ise, V.A. Baskakov tarafindan 1957 yilinda yapilan genel operatoriin
g-benzeridir.

Bu calismada, yukarida soz edilen ve farkl yontemlerle elde edilen ayrik tipteki g-pozitif
lineer operatoérlerin tek bir formda yazilmasinin yaninda, Urete¢ fonksiyonlarin yardimiyla
literatiirde olmayan yeni g-pozitif lineer operatérlerin de tretilmesine olanak saglayan tek bir
genel operatoériin insa edilmesi ve 6zelliklerinin incelenmesi amaglanmistir. Elde edilen genel
operator asagida verilmistir:

I,= [O,A], A>0 olmakizereher neN ve q>0 i¢in ¢, , 11, xR — R gerekli 6zelliklere

sahip tretici fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir f e B(IA), (1, tzerinde tanimh sirh

bir fonksiyonlar uzayi) ve belli «,, , , sayilar1igin

En'q(f;x):é[kl] !aq¢nq(x u)| f{ [k]q ]

Oqu” ‘u=o %n kg

ayrik tipte pozitif ve lineer olan genel bir operatdrdiir. Bu operatoriin gerekli 6zelliklere sahip
olmasi icin tiim kosullar ile bunlara bagh genel ve yaklasim o6zelliklerine tezin Bulgular
boéliimiinde yer verilmistir.

Tezin Materyal ve Yontem boliimiinde matematiksel analizin ve g-analizin bazi temel
teoremleri, tanim ve gosterimlerine, g-pozitif lineer operatorlerin 6zelliklerine ve 6rneklerine,
baz1 fonksiyon siniflarina, test fonksiyonlarina yaklasimin bazi temel 6zelliklerinin yani sira
Weierstrass Teoremi ve Popoviciu-Bohman-Korovkin Teoremine yer verilmistir.

Bulgular boliimde, g-pozitif lineer operatérlerin uygun iirete¢ fonksiyonlarinin segimi
yardimiyla tek bir metot tarafindan insa edilmesi ile ilgili dogrudan uygulamalara, diizgiin
yakinsaklik, yaklasim hizlari ile ilgili bazi 6nemli sonuclara, literatiirde olmayan yeni bir pozitif

lineer operatoriin iiretilmesine ve yaklasim 6zelliklerine yer verilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Siirekli bir fonksiyona, polinomlar dizisi ile yaklagimin varliginin ispatlanmasi yaklasim
kuraminin 6nemli problemlerinden biridir. Yaklasim Teorisinin oOnciilerinden sayilan P.L.
Chebyshev [1] heniiz polinomlarla yaklasimin varligi hakkinda herhangi bir ¢calisma yokken 1854
yilinda, bir polinomun, verilen polinomlar sinifi igcinde fonksiyona diizgiin norma gore en yakin
olup olmadigini belirleyen 6nemli bir kriter vermistir. K. Weierstrass [2], 1885 yilinda, siirekli
fonksiyonlara polinomlarla yaklasimin miimkiin oldugunu gésteren énemli bir teorem vermistir.

Teoreminde f, R iizerinde sinirl ve stirekli bir fonksiyon olmak iizere,

+o0 _n(t:—x)2
Wn(f;x):\/%fe 2 f(t)dt, X €(—o0,+00)

ile tamiml {Wn ( f )} fonksiyon dizisinin s6z konusu fonksiyona R iizerinde noktasal; kapali ve

sinirh araliklar iizerinde ise diizgiin yakinsak oldugunu gostermistir. Fakat bu yaklasim
teoreminin ilk kanitinin uzun ve karmasiklikligindan dolay1 birgok tinlii matematikei, gelisen yeni
analiz yontemlerini de dikkate alarak daha basit ve daha o6gretici bir kanit bulmak igin
calismislardir.

Bu teoremi ispatlamanin en basit ve sik yollarindan birisi 1912 yilinda S.N. Bernstein [3]

tarafindan verilmistir. [0,1] araliginda stirekli herhangi bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan

polinomlar dizisinin terimlerini

B,(fix)=3 [:]xk(l—x)"_kf[%], neN,

k=0

seklinde insa etmistir. Bernstein, bu polinomlar ile [0,1] araligl icin Weierstrass Yaklasim
Teoremine basit ve insa edilebilir bir kanit saglamistir. Bernstein’in kaniti t:a(l—x)+bx
déniigimii yardimiyla [0,1] arabiindan [a,b] arah@na tasnabilir. B,(f) polinomuna f

fonksiyonunun n. Bernstein polinomu denir. S6z konusu bu polinomlar1 iireten operatorlere
Bernstein operatorleri denir. Bernstein operatorii, en ¢ok incelenen pozitif lineer operator
olmasinin yaninda c¢ok sayida versiyona genellestirilmis ve modifiye edilmistir. Yaklasim
teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen Weierstrass Teoreminin yukarida bahsedilen
ispatinin disinda literatlirde bircok ispat1 vardir. A. Pinkus [4], Weierstrass Teoreminin farkli
kanitlarin bir araya getiren bir ¢calisma yapmistir. Bu kanitlardan bazilari: Runge (1885), Picard

(1891), Lerch (1892 ve 1903), Volterra (1897), Lebesgue (1898), Mittag-Leffler (1900), Fejér
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(1900 ve 1916), Landau (1908), De la Vallée Poussin (1908), Jackson (1911), Sierpinski (1911),
Montel (1918). Bernstein'in {Bn(f)} dizilerini olusturma teknigi pozitif lineer operatorlerle
yaklasimin ilk adimi olmustur. Sonraki yillarda, kapali bir aralikta stirekli fonksiyonlara

yaklasimda pozitif lineer operatorler yaygin bir sekilde kullanilmaya baslanmistir.

1930 yilinda, L. V. Kantorovich [5] Bernstein polinomlarini;

k+1
n n+1
Kn(f;x):(n+1)z[:]xk(1—x)n_kff(t)dt, 0<x<1
k=0 k
n+l

biciminde [0,1] araligi tzerinde integrallenebilir fonksiyonlara genellestirmistir. K,

operatorlerine Kantorovich polinomlari denir.

1932 yilinda, E. Voronovskaya [6] tarafindan f fonksiyonu [0,1] araliginda sinirh ve
sabit bir x noktasinda ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip ise,

im [, (732)— £ ()] = (g

n—00 2
biciminde bir asimptotik formiil verilmistir. 1935 yilinda, T. Popoviciu [7] [O, 1] araliginda siirekli

bir f fonksiyonu i¢in stireklilik modiili yardimiyla Bernstein polinomlarinin fonksiyona

yaklasim hizini

B, (fix)— f(x)|§%w[f;%]

seklinde belirlemistir.

1937 yilinda, I. Chlodowsky [8], Bernstein polinomlarini sonsuz araliklarda
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olarak tanimlamis ve yakinsaklik ozelliklerini incelemistir. Burada; {bn}, lim b, =00 ve
n—o0

lim (bn/n) =0 kosullarini saglayan pozitif reel sayilarin bir artan dizisidir. C, (f) polinomlarina
n—oo

Bernstein-Chlodowsky polinomlari adi verilir.

1941 yilinda, G.M. Mirakyan [9], [0,oo) araligl lzerinde siirekli olan ve

lim,_, |f(x)|/(1 + xz) < oo kosulunu saglayan f fonksiyonuna yakinsak olan

5n(f:X)=iMf[£], x€[0,00)

!
=0 k! n

ile tanimli {Sn} operatorler dizisini tamimlamistir ve yaklasim o6zelliklerini incelemistir. 1944

yilinda J. Favard [10] ve 1950 yilinda O. Szasz [11] bu operatorlerin bazi 6zeliklerini

incelemislerdir. Genellikle S, ( f ) fonksiyon serileri Szasz-Mirakyan operatérleri olarak bilinirler.

1950’li yillara gelindiginde arastirmacilar genel pozitif lineer operator dizisinin yaklasim
ozellikleri ile ilgilenmeye baslamislardir. Bunun sonucu olarak da “ {Ln} pozitif lineer operatérler
dizisi ve stirekli f fonksiyonu verildiginde {Ln (f)} fonksiyon dizisinin f ’ye diizgiin yakinsadigini
garanti etmek icin gerekli ve yeterli kosullar nelerdir?’ sorusu akla gelmistir. 1950-51 yillarinda T.
Popoviciu [12], 1952-54 yillarinda H. Bohman [13] ve 1953 yilinda P.P. Korovkin [14, 15] bu
problemi birbirinden bagimsiz olarak ¢6zmiislerdir. Bu li¢ matematik¢inin yaptig1 katkilar
asagida sirasiyla verilmistir: T. Popoviciu, ¢alismalarint 1951 yilinda Romen dilinde yayinlamistir
ve bu nedenle yukaridaki probleme katkisi bir¢cok arastirmaci tarafindan bilinmemektedir.
Popoviciu, kanmtinda, n€N i¢in L, 'nin sabit fonksiyonlar1 irettigini distniiyordu.
Popoviciu'nun o zamanki ¢alismasi “On the proof of Weierstrass' theorem using interpolation
polynomials” adiyla 1998 yilinda Daniela Kacsé tarafindan Ingilizceye cevrilip East Journal on
Approximations adli dergide tekrardan basilmistir. H. Bohman, s6zii edilen problemi sadece ayrik

tipteki pozitif lineer operatorler icin kanitlamistir. Bohman, kanitinda, k=0, n i¢in, u, ,, [a,b]

lizerinde negatif olmayan fonksiyonlar ve ¢, , ayni aralik iizerinde taniml bir dizi olmak tlizere

n

Ln(f;x):Zf(tk'n) uk,n(x), xe[a,b]

k=0
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seklinde olan ayrik tipteki pozitif lineer operatorler dizilerinin [a,b] lzerinde siirekli f

fonksiyonuna diizgiin yakinsaklig1 hakkinda oldukc¢a kullanish bir kriter vermistir.

P.P. Korovkin, ayrik tipte olan pozitif lineer operatorler i¢cin ¢6ziimi genellemistir. Ayrica
integral tipli operatorler icin de ayni1 problemi ¢dzmiis ve pozitif lineer operatorler ile yaklasim
teorisini derinlestiren ¢alismalar yapmustir. Ozetle, yukarida adlarini andigimiz Matematikgiler
fonksiyon uzaylan ilizerinde taniml pozitif lineer operator dizilerinin yaklasim teorisindeki
uygulamalar1 lizerinde 6nemli arastirmalar yapmislardir. Yani; kapali aralikta siirekli bir
fonksiyona diizgiin yakinsayan polinomlar1 lireten operatorler icin kolay uygulanabilir bir kriter
vermislerdir. Popoviciu-Bohman-Korovkin Teoremi” olarak bilinen s6z konusu teoreme gore, “

[a,b] araliginda tanimli stirekli bir fonksiyonun, verilen pozitif lineer operator dizileri altindaki

goriintiilerinin séz konusu stirekli fonksiyona diizgiin yakinsayabilmesi icin gerek ve yeter kosul 1,
x, x° fonksiyonlarinin her birinin gériintiilerinden olusan dizilerin kendilerine diizgiin
yakinsamasidir.” Bu kriter, siirekli fonksiyonlara pozitif lineer operatérlerle yaklasim teorisinin
temelini olusturmustur. Bu temel calismadan sonra siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsayan
polinomlar veya daha genel olan tam fonksiyonlar dizisi olusturmak icin ¢cok sayida pozitif lineer
operatorler insa edilmistir.

1957 yilinda V.A. Baskakov [16], [0,oo) araligl lzerinde siirekli olan ve

m, |f(x)|/(1 +x° ) < oo kosulunu saglayan f fonksiyonuna yakinsak olan

W {fix)=(1+x) ni[Hk 1][1ix]kf %] x€[0,00)

k=0

ile tanimh {Vn} operatorler dizisini tanimlamistir ve yakinsaklik ozelliklerini incelemistir. Bu

operatorler Baskakov operatérleri olarak literatiire gecmistir.
1960 yilinda, W. Meyer Konig-K. Zeller [17] tarafindan tanimlanan ve 1964 yilinda E.W

Cheney ve A. Sharma [18] tarafindan asagida verilen forma gevrilen ve literatiirde Meyer-Kénig-

Zeller operatérleri olarak bilinen operatorler, f &€ C[O,l) olmak tlizere;

Mn(f;x):i[n:k] X“(1—x n+1f[

k=0

] 0<x<1,
n+k -

* Popoviciu-Bohman-Korovkin Teoremi daha yaygin olarak Korovkin Teoremi olarak bilindiginden

bundan sonra sadece Korovkin Teoremi olarak yazilacaktir.
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seklinde tanimlanir.

[0,1] araligi tizerinde integrallenebilir fonksiyonlara yakinsayan

n

Dn(f;x):(n+1)z[:]xk(1_x)"-kl[:]tk(l_t)"-k f(e)t,

k=0

ile tanimli operatorler 1967 yilinda J.L. Durrmeyer [19] tarafindan verilmistir.

1968 yilinda D.D Stancu [20], Bernstein operatoriinti su sekilde genellemistir:

A=y i o) Rt

Aciktir ki a=f=0 durumunda Bernstein polinomlar1 elde edilir. Bu tipteki operatérlere

Bernstein-Stancu operatdérleri denir.

Korovkin teoremini [0,00) aralig1 iizerinde tanimlanan stirekli ve sinirsiz fonksiyonlara
genisletme problemi ilk olarak 1974-76 yillar1 arasinda Z. Ditzian [21] ve A.D Gadjiyev [22,23]
tarafindan ele alinmistir.

1980 yilinda G. Bleimann, P.L. Butzer ve L. Hahn [24] sinirh ve diizgiin siirekli fonksiyonlar

icin,

H,(f:x)=

sl i) )

formunda pozitif lineer operatorlerin bir dizisini tanimlamislardir. Bu operatoérlere Bleimann-
Butzer-Hahn operatérleri adi verilir.

Korovkin Teoreminin kosullarini saglayan ve yukarida adi1 gecen temel operatorleri belli
kosullar altinda liretebilen genel pozitif lineer operatorler lizerinde de bir¢ok calisma yapilmistir.
Ayrica bu operatorlerin yardimiyla yeni operatorler de olusturulabilmistir. V. A. Baskakov [16]

1957 yihinda f ve ¢,, [0,00) araligl iizerinde sonsuz mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar

olmak tlizere;
= (=x)" w0 o[k

L,(fix)=)] IR (X)f[—]. x€[0,00), n€N,
k=0 ¢ n
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seklinde genel bir pozitif lineer operatér dizisi tanimlamistir. ¢, fonksiyon dizilerinin uygun
secimiyle daha 6nce verilen operatorler iiretilebilir. Ornegin; x€[0,1] icin ¢, (x)=(1—x)"
fonksiyon dizisinin se¢imiyle Bernstein polinomlari, xE[O,b] icin <pn(x):e_”x fonksiyon

dizisinin se¢imiyle Szasz-Mirakyan operatorii liretilebilir. Bundan baska, diger bir genel operator

dizisi 1970 yilinda A.D. Gadjiev ve LI Ibragimov [25] tarafindan

L XROK, (x,t,u) (—anlpn(o))” v
Ln(f,X)_gTu:anwn(t) vl f nzl/)n(O) ’ X,tG[O,A], ue(—oo,oo)
t=0

bi¢iminde tanimlanmistir. Operatoriin yapisinda bulunan K, ve 1, fonksiyon dizilerinin uygun

secimiyle bilinen bircok pozitif lineer operator dizisi elde edilebilir. Ornegin;

n

2, a=n ve ¥,(0)=

1+¢

Kn(x,t,u):[l— olarak alimrsa Bernstein polinomu,

1
n

K, ( x,t,u) = e_"(“r“x), a,=nve i, (O) = 1 olarak alinirsa Szasz-Mirakyan operatori elde edilir.
n

Pozitif lineer operator dizileri lizerinde yapilan farkli bir genelleme ise birden ¢ok pozitif

lineer operatoriin bir araya gelmesiyle elde edilen
Ln(f;x)zz(pn,m(x)An,m(f)' xel
m=0

formdaki genellemedir. Burada; I bir aralik olmak iizere 4, ,,,, C(!) tizerinde tamimli pozitif lineer

operatorler, ¢, , ‘lar ise I tlzerinde taniml negatif olmayan fonksiyonlardir. A4 ve [

n,m?’ (pn,m

araliginin uygun secimiyle yeni pozitif lineer operatérler elde edilebilir. Ornegin; I = [0,1] olmak

5 e ™ (nx)m_1 _ . .
uzere; @, (X):W ve A, .(f) olarak Bernstein polinomu segilirse

L ,x)=gjle ;;(fxl); g[”"gn]xm yre g %] xe[0,1]

ile tanimli Szasz-Mirakyan-Bernstein tipinde operatorler dizisi elde edilir [26].

10
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Son yillarda bircok yeni operatoriin insa edilmesinin yaninda, incelenen bu tiir
operatorlerin farkli genellestirmeleri {lizerinde de calismalar yapilmaktadir Bu 6nemli

genellestirmelerden bir tanesi de kokleri Euler’e kadar dayanan “kuantum analiz” veya “ q -analiz”
olarak bilinen alanda yapilan, “q” parametresine bagh olan genellemedir. g-analizin teknikleri
kullanilarak iyi bilinen pozitif lineer operatorlerin g-genellemeleri yapilmistir. Bu

genellemelerden ilki 1987 yilinda A. Lupas [27] tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmistir:

n [ K]
Lyo(fix)=—r——— (k1)/2¢k (1 _x)" kf[—q} neN, ¢>0.
"o Mx)';[ et g "

—.

Bundan on y1l sonra Bernstein operatoriiniin g-tam sayilarina dayanan farkli bir genellemesi G.M.

Phillips [28] tarafindan

s=0

n [n n—k-1 [k]
Bn_q(f;x)=2{ }ka(l qx) [[ ] ] neN, 0<g<1
q
seklinde tanitilmistir. Literatiirde, q-Bernstein polinomlari olarak bilinen bu operatérler sadece
qe (0,1) oldugunda pozitif iken, Lupas’in elde ettigi operatorler her ¢ >0 icin pozitiftir. Lupas
operatdriiniin bu avantajina ragmen q -Bernstein polinomu ¢ok daha fazla ilgi cekmis ve cok genis
bir arastirmaci grubu tarafindan ¢alisilmistir. Lupas ve Phillips’in Bernstein operatoriiniin q -
benzerini insa ettikleri teknikler baz alinarak gelistirilen pozitif lineer operatér dizilerinin q-
benzerleri teorisi beraberinde ¢ok sayida operatoriin g-benzerinin insa edilmesine imkan

vermistir. Bunlardan bazilar1: 2008 yilinda A. Aral [29] tarafindan Szasz-Mirakyan operatoriiniin

benzeri f€C[0,00) ve 0<g<1 olmak lizere

sulrn)=e |-t 8 ¥ X)> Ufr]q]b ]

biciminde insa edilmistir. 2010 yilinda Szasz-Mirakyan operatoriiniin fakl bir g-benzeri N. L.

Mahmudov [30] tarafindan, f€C[0,00) ve g>1 igin

11
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R

biciminde insa edilmistir. A. Aral ve V. Gupta [31] tarafindan Baskakov operatoriiniin farkl iki g

-versiyonu tanimlanmistir. Bunlar: g € (0,1) icin,

Zxa) 51 (22 qi’f%z]q

bicimindedir. Yine A. Aral ve V. Gupta [32] tarafindan Baskakov operatdriin baska bir g -versiyonu

tanimlanmistir: ¢ >0 icin,

By (fix)=3.

k=0

k(k-1) k

n+k-1| —— -1 []
2 ki(_. q

{ K Lq X (=x:q),,, f 7 [”]q

T. Trif [33], 2002 y1linda Meyer-Konig-Zeller operatoriiniin g -benzerini g € (0,1) icin;

M,q(f:x) 511( )kf: [n[i]Z] 0<x<1

biciminde tanimlamistir. Bu genellemede Mn’q(ez;x) ifadesinin agik formilinin elde

K],
)

seklinde bir modifikasyon yapmislardir. Bleimann-Butzer ve Hahn operatdrlerinin g -genellemesi

q“[K],

yerinde f m
q

edilememesinden dolay1 2006 yilinda O. Dogru ve O. Duman [34] f[

2007 yilinda A. Aral ve 0. Dogru [35] tarafindan g € (0,1) icin;

12
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1 Kk=1)/2, [k]q
AR ) M R,
2 1‘[1(1+q x)k =0 ¢ [n—k+1], o)
s=0
seklinde yapilmistir.

q -parametresine bagl genel bir pozitif lineer operatorler dizisi ilk olarak 2009 yilinda C.
Radu [36] tarafindan verilmistir: g 6(0,1) ve R* lizerinde sonsuz mertebeden siirekli q-tiireve

sahip reel degerli bir {l/)n}n>1 fonksiyon dizisi i¢cin

i) v,(0)=1, neN,
i) (—1)Dry,(x)>0, nEN, kENy, x>0,

iii) Her (x,k)eR*XxN, i¢in bir i,,0<i, <k, pozitif tamsayis1 vardir &yle ki

i,+1 —i, i ﬁ klk (0)
D‘11<+1¢n(x):( 1) k ¥, ( o+ )ﬂn,k,ik.q(x)' burada nlgi—[n]riﬁl;k o=

kosullar1 saglandiginda, f €C, (R+) olmak tlizere

[],
[n]q qk—l !

seklinde insa edilmistir. Bu son ifadede x€R", n€N igin ll)n(x):(1+q"_1x)_n olarak
q

diistiniiliirse klasik Baskakov operatoriiniin baska bir g -versiyonu

v X):i{mk 1L ’((’;‘I)(qx)k 1 [K],

(1+q )n+k qk—l [n]q

seklinde elde edilir. Dikkat edelim ki yukarida sozii edilen q-genellemelerinin timiinde g —1

iken klasik operatorler elde edilir. Elbette ki yukarida ad1 gegen pozitif lineer operator dizileri

disinda bu tezde deginilmeyen bircok pozitif lineer operatdr ve onlarin ¢esitli genellemeleri

13
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bulunmaktadir. Pozitif lineer operatorleri ve genellemelerini gegmisten gliniimiize kadar ele alan
birgok kitap, tez ve makaleye [37-48] ve bunlarin icinde yer alan kaynaklardan ulasilabilir.

Bu tezde, pozitif lineer operatodrler ve onlarin genellemeleri ile ilgili yukarida ad1 gecen
operatorlerin bir sinifinin tek bir operator tarafindan elde edilip, bu sinifin yaklasim 6zelliklerinin

belirlenmesi hedeflenmistir. Bu ama¢ dogrultusunda elde edilen genel operatér asagida
verilmistir: ¢ >0 ve I, =[0, A] seklinde bir aralik olsun. {gon,q }::’ 1, x[0,00) tizerinde tammh

reel degerli bir fonksiyon dizisi icin

i) Her neéN ve xel, igin, <pn'q(x,0)z0 ve (pn'q(x,l):l,

8290".11 (X'u)

ii) Her neN, keN, icin, -

var ve x degiskenine gore streklidir,

Bqu

u=0

a]‘;q)nrq (X'u) > 0

k —
Bqu

iii) Her neN, keN, ve x,u>0 igin,

kosullari saglandiginda f € B(1,) igin

< 1 <pnqxu [[]]

kzo[k]q' 9, u

ile tammh £, , operatorleri B(1,) iizerinde pozitif ve lineerdir.

14
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, matematiksel analizin yaklasim teorisinde sik¢a kullanilan bazi temel konu
ve kavramlarin yani sira yaklasimin temel teoremlerine, pozitif lineer operatorlerin tanimina ve

sagladig1 temel ozelliklere yer verilecektir.

3.1 Temel Kavramlar

{f,}, D kiimesi iizerinde tammh fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Her xeD igin {fn (x)}
reel sayilar dizisi yakinsak ise { fn} dizisi D uizerinde noktasal yakinsaktir denir. Bir baska degisle,

her xeD ve £>0 icin bir N=N(x,&) dogal saysl,

f, (x)—f(x)|<g (nZN) (3.1)

olacak sekilde varsa { fn} dizisi f fonksiyonuna D tzerinde noktasal yakinsaktir. Bu durum
lim, ., f,(x)=f(x) bigiminde yazilr. (3.1)'i es zamanl olarak biitiin x € D sayilar1 i¢in saglayan

bir N bulmak her zaman miimkiin olmayabilir. Eger her £ >0 i¢in (3.1)’i es zamanl olarak her

xeD icin saglayan (sadece & sayisina bagh) bir N sayisi bulmak miimkiin ise {fn} dizisi f

D D
fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir ve f, = f ile gosterilir. f, = f olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul lim sup‘fn (X)—f(X)‘ =0 esitliginin saglanmasidir.
n—w y-p

Reel say1 serisinin yakinsakliginin, onun kism{ toplamlar dizisinin yakinsakligi cinsinden
tanimlandig1 gibi fonksiyon serilerinin yakinsakligi da kendisinin kismi toplamlar dizisinin

yakinsaklig1 cinsinden tanimlanir. Buna gore, D iizerinde taniml reel degerli fonksiyonlarin bir

Zilun serisi icin, eger f =u, +u, +..+u, ile tanmlh {fn} dizisi bir f fonksiyonuna noktasal
yakinsak ise anlu” serisi f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir. Bu durumda anlun =f

yada D" u,(x)=f(x) (xeD) seklindeyazilr. Dahasi, eger {f,} dizisi f’e D iizerinde diizgiin

n=1n
yakinsak ise znilun serisi f fonksiyonuna D tlzerinde diizgiin yakinsaktir denir.
Taylor Formiilii: x,<(a,b) noktasinda Nn. mertebeden tiirevlenebilir bir f:(a,b) >R

fonksiyonu verilmis olsun. Bu durumda,

(n X
£ 0)(

o x—xo)"+5n(x,x0)
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formili dogrudur; burada ¢, (-,x,) sirekli ve &,(x,,x,)=0. Eger, x,=0 alinirsa, yukaridaki

ifadeye Maclaurin formiilii denir [49, 50].

3.2. Baz1 Fonksiyon Uzaylar1

X, K cismi {izerinde bir lineer uzay olsun. | -|: X - R* {0} fonksiyonu
i) Her xe X igin |x|>0 ve ||x|=0<x=0,
ii) Her xe Xve €K igin ||ax|| :|a|||x|| (3.2)

iii)  Her x,yeX icin |x+ y||<|x||+|y| (icgen esitsizligi).
ozelliklerini saghyorsa |-|| fonksiyonuna X tzerinde bir norm denir. (X,||||) ikilisine ise bir

normlu uzay adi verilir [51].

M bostan farkh bir kiime olsun. F(M,K)={f: f:M—K bir fonksiyon} M iizerinde
tanimh K -degerli tiim fonksiyonlarin simifim gostersin. f, ge 7(M,K) ve a €K olmak iizere her

xeM icin,

(f+9)(x)=f (x)+g(x), (af)(x)=a(f (),

ile tanimh toplama ve skalerle carpma islemlerine gére F (M,K ) ailesi K cismi lizerinde bir
lineer uzaydir. K=R ve M kiimesini de R’nin bir alt kiimesi olarak segilirse f(M,R) M

tizerinde taniml reel degerli fonksiyonlarin uzayi elde edilir.

Stirekli Fonksiyonlar Uzayi: I bir aralik ve f bu aralik tizerinde tanimli bir fonksiyon
olsun. M >0 olmak iizere her x €/ igin |f(x)|sM ise f I lzerinde sinirhdir denir. I tizerinde

sinirl tiim reel degerli fonksiyonlarin sinifi B(I ) ile gosterilir:
B(I):={f:1>R: 3M>0; vxel, |f(x)<M]|.

I aralig: tizerinde siirekli fonksiyonlar sinifi ise C(I) ile gosterilir. Agiktir ki B(I) ve C(I)

siiflar1 7 (I,R) uzaynin alt uzaylaridir. B(I) tizerinde

#1140 =sup|f (x) (3:3)
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ile tammli | - | fonksiyonu (3.2) kosullarini sagladigindan bu uzay iizerinde bir normdur. (3.3) ile
tanimli norma diizgiin norm denir. r. mertebeden tiirevi C (I ) sinifindan olan fonksiyonlarin
uzay1 C" (1) ile gosterilir. Ozel olarak C°(I):=C(I). I=[a,b] ise C[a,b] gosterimi kullamlir. Her
reN, icin C" (1) uzaymnin onemli bir alt uzayr da Polinomlar uzayidir: neN, q,,a;,---a,€R,
a,#0 olmak lizere P(x)=ay+a;x+---+a,x" olarak tanimh fonksiyona n dereceli polinom
denir. Derecesi <n olan tiim polinomlarin kiimesi P, ile gosterilir. Agiktir ki P, C(I) uzayinin

bir alt uzayidir.

Stireklilik Modiilii: f < C[a,b] — R fonksiyonu ve bir 6 >0 sayis1 icin

}, a)z(f;é‘):= sup {|f(x+h)—2f(x)+f(x—h)|}

X, X+he [a,b]

a)(f;é‘):= S}Ilp[ b]{|f(x+h)—f(x)
Co<hes 0<h<s

ile tanimlanan o(f;5) ve w,(f;5) ifadelerine, sirasiyla, f fonksiyonunun & adimli birinci ve

ikinci mertebeden siireklilik modiilii denir. Birinci siireklilik mertebeden modiiliinin sik kullanilan

bazi 6zellikleri asagida verilmistir.
i) w(f;8)=0 (pozitiflik);
ii) 8,6, =>o(f;6,)<wo(f;5,) (monotonluk);
iii) o(f;0,+6,)<w(f;6,)+w(f;5,) yar toplamsallik);
iv) AeR"igin w( f;46)<(A+1)o(f;5);
v) (lsli%a)(fﬁ):ﬂ;
vi) Her x,t[a,b] igin |f(t)—f(x)|£a)(f;|t—x|);
vii)  Her x,te[a,b] ve §>0 igin |f(t)—f(x)|S(1+%|t—x|ja)(f;5).
Lipschitz Sinifi: f [a,b] araliginda tanimli bir fonksiyon M >0 ve O<a <1 olsun. Her

x, t €[a,b]igin

|f(t)—f(x)|SM|t—x|a

kosulu saglanirsa f Lipschitz sinifindandir denir ve f €Lip,« ile gosterilir. Ayrica f € Lipya

olmasi icin gerek ve yeter kosulun a)(f;(?) <M¢d® oldugu tanimdan kolayca gorilur [52, 53].
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f, [0,00) araliginda tanimli reel degerli bir fonksiyon ve @ asagidaki kosullar: saglayan

stireklilik modiilii tipinde bir fonksiyon olsun:

i) ®, [0,oo) lizerinde negatif olmayan & ya gére artan bir fonksiyon,
i) (8, +68,)<o(8))+a(5,),
iii) }y%w(é):O.

Her x, t €[0,o0) igin

t X

1+t 1+x

|f(t)—f(x)|£a)(

J

esitsizligi saglanirsa f Hw[0,00) sinifindadir denir. Her feH, [0,00) fonksiyonu [O,oo)
araliginda strekli ve simirhidir. Boylece H [O,w)cCB[O,oo) oldugu goriiliir. Ornegin; 0<a <1

icin w(t)=Mt" olarak segilirse

t)—f(x)< &
|f() 4 )|_1V1'(1+t)a(1+x)!Z

elde edilir. Dolayisiyla H [0,00) c Lip,,a oldugu gorulur [54].

3.3. Yaklasim Kurami ve Temel Teoremleri
Bu boliimde, verilen stirekli fonksiyona istenilen yakinlikta polinomlarin varlig
hakkindaki Weierstrass teoremi, Bernstein teoremi ve Cebirsel polinomlarin yaklasim hiz ile

ilgili sonuglara yer verilecektir.

3.3.1. Weierstrass Yaklasim Teoremi

1885 yilinda K. Weierstrass, keyfi bir feC [a,b] fonksiyonu verildiginde bu fonksiyona

keyfi yakinlikta bir cebirsel polinomun varligini asagida verilen teoremiyle ispatlamistir.

3.3.1.1. Teorem (Weierstrass Yaklasim Teoremi) [2]. Her bir feC[a,b] fonksiyonu ve her
£>0 sayist igin ||f—P||C[a ) <€ olacak sekilde bir P polinomu vardir.

Yaklasim teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen ve literatiirde Weierstrass

Yaklasim Teoremi olarak bilinen teoremin bir¢ok ispati vardir. Bu ispatlar icerisinde 6nemli
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olanlardan bir tanesi 1912 yilinda S.N. Bernstein tarafindan verilmistir. S.N. Bernstein, [0,1]

araliginda tanimh bir f fonksiyonu ve neN i¢in

ile taniml polinomlar1 tanimlamistir. Bu polinomlara n. Bernstein polinomu, B, operatoriine de
n. Bernstein operatorii denir. Sinirh fonksiyonlar kiimesinden polinomlar kiimesine giden B,

operatort lineerdir, yani her f,g fonksiyonu ve her «, 8 reel sayilar igin

B (af+/3’g;x)=aBn (f;x)+,BBn (g;x)

esitligi dogrudur. Ayrica, eger f<g ise, B, (f;x)<B,(9;x) esitsizligi dogrudur. Ote yandan,

tanimdan kolayca goriilecegi tizere,

f

B, (f;x)\ssn (

;x) olur.
S.N. Bernstein, bu polinomlarla [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna diizgiin

yaklasilabilecegini, asagida verilen teoremiyle ispatlamistir.

3.3.1.2. Teorem (Bernstein) [3]. Bir fe<C[0,1] fonksiyonu verildiginde, {Bn (f)} Bernstein

polinomlar dizisi f fonksiyonuna [0,1] kapali araliginda diizgiin yakinsaktir.

3.3.2. Cebirsel Polinomlarin Yaklasim Hiz1

Cebirsel polinomlarin siirekli fonksiyonlara yaklasiminin varligi disinda hangi hizda
yaklastiginin bulunmasi da yaklasim kuraminin énemli problemlerindendir. Bu konuyla ilgili ilk
calismalar D. Jackson [55] tarafindan yirminci yiizyilin baglarinda calisilmistir. ilk olarak yaklasim

hizini 6lgecek bazi1 kavramlar verilecektir.

X bir normlu uzay olmak ilizere x, yeX noktalar1 arasindaki uzaklik ||x—y||X ile

tanimlanir. Y < X bos olmayan bir alt kiime olsun. Bir f e X verildiginde E(f;Y):: inyf”f—p”x
pe

sayisina f elamaninin Y kiimesindeki en iyi yaklasim sayisi denir. Aciktir ki, eger f <Y ise en iyi

yaklasim sifirdir. Eger bir p*eY icin inyf”f—p"x =||f—p*||X oluyorsa p* elemanina f
pe
elemaninin Y kimesine en iyi yaklasim elemani denir. Ayn1 kavram C [a,b] uzayindaki bir f

fonksiyonu icin bu fonksiyonun P, derecesi <n olan cebirsel polinomlar uzayindaki en iyi
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yaklasim sayis1 E, (f):: inf max f(x)—P(x)‘ ile tanimlanir. D. Jackson, 1912 yilinda, kapali

PeP, xe[a,b]
aralikta siirekli olan fonksiyonlarin derecesi <n olan polinomlar uzayinda en iyi yaklasim
sayisinin siireklilik modiilii cinsinden belirlenmesine dair sonuglar elde etmistir:

3.3.2.1. Teorem [55]. Eger feC[-1,1] ise E,(f)<6w(f;1/n).

3.3.2.2.Sonug [55]. Eger f fonksiyonu [-1,1] araliginda Lip,,c sinifina ait ise En(f)£6ﬂ.

a

n

3.4. Pozitif Lineer Operatoérler

M ve N bostan fakl kiimeler olmak iizere, X ]:(M,R)’nin, veY f(N,R)'nin birer alt
uzay: olsun. Her x,yeX ve her a,f<€R icin L(ax+pBy)=aL(x)+pBL(y) esitligini saglayan
L:X —Y fonksiyonuna bir lineer operator denir. Bir lineer operatoér tanim uzayinin sifir 6gesini

gorinti uzayinin sifir 6gesine gotiirir. Bir lineer uzaydan cisme tanimli herhangi bir fonksiyona

fonksiyonel denir. Eger bu fonksiyon lineer ise lineer fonksiyonel adinmi alir. Her pozitif feX
fonksiyonu i¢in L( f ) pozitif fonksiyon ise L operatoriine pozitif operatér denir. Hem pozitif hem

de lineer olan operatore pozitif lineer operatér adi verilir.

Her f,geX icin f<g oldugunda, L(f)ﬁL(g) oluyorsa L operatoriine monotondur
denir. Aciktir ki pozitif lineer operatorler ayn1 zamanda monotondurlar. Ote yandan, L: X —»Y
pozitif lineer operator ve f, |f| e X icin |L(f)| < L(|f|) esitsizligi dogrudur [15].

L:X —Y operatorii verilsin. Her feX igin "L(f)”y £C||f||X esitsizligini saglayan bir C

sabiti varsa, L operatorine sinirli operatdr denir. Bu esitsizligi saglayan C sabitlerinin

infimumuna L operatériiniin normu denir ve |L|| ile gosterilir [51]. Ote yandan, L:B(I)— B(I)

pozitif lineer operatér ise 0 zaman L simrhdir ve normu ||L| :”L(l )”3(1) esitligi ile hesaplamr.

Pozitif lineer operator ile yaklasim kuraminda sik kullanilan esitsizliklerden bir tanesi

asagida verilmistir: f,geB(I) olmak iizere

L(F-g)=|L{F)L(g")-

Bu esitsizlige Cauchy-Schwarz egitsizligi denir. Bu esitsizligin genel hali de dogrudur:

L: B(I) - B(I) pozitiflineer operator ve p,q>1 reel sayilar déyleki 1/p+1/q=1 olsun. O zaman

her f,geB(I) igin
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(i) <(e()f (1ot

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlige pozitif lineer operatérler icin Hélder esitsizligi ad1 verilir. Ozel
olarak Holder esitsizliginde p=qg=2 alinirsa yukarida verilen Cauchy-Schwarz esitsizligi elde
edilir [41].

Pozitif lineer operatdrlerin n-inci mertebeden momentlerin hesaplanmasi bu tip

operatorlerin yaklasim 6zelliklerinin belirlenmesinde biiyik bir 6nem tasir. L:C[a,b]—C[a,b]
bir pozitif lineer operatér olsun. ieN,; olmak tzere ei(x):zxi ve bu operatdr icin n-inci

mertebeden moment n>0 icin Mn(x):zL((e1 -x)’ ;x), x €[a,b] olarak tanimlanir. n>1 tekise n

-inci mutlak moment ./\/l"(x):zL(|el—x";x), xe[a,b] biciminde tanimlanirlar. Ayrica ilerde

gorecegimiz birinci mutlak moment M, (x) ve ikinci mertebenden moment M, (x) pozitif lineer

operatorlerin yaklasim hizinin hesaplanmasinda 6nemli rolleri vardir. Dahasi Cauchy-Schwarz

esitsizligi kullanilarak M, (x)<, [L(eg;x) -JM, (x) esitsizligi ince hesaplamalar i¢in ¢ok kullanish

degildir. Bunun i¢in asagidaki 6nermede verilen alternatif yollar izlenebilir.

3.4.1. Onerme [41]. L: X —Y pozitif lineer operatér ve p,q>1 reel sayilar éyleki 1/p+1/q=1

olsun. Her f,ge X ve n=n, +n, olan n,n ,n, >0 sayilart igcin

Eger n=1, n=n,+n,=0+1, p=q=2 ise /\/ll(x)s‘/L(ej;x)w/Mz(x) esitsizligi elde edilir.

3.4.2. Onerme [41]. L:C[0,1]—>C[0,1] pozitif lineer operatir, L(e,)=e, ve 1<s<r olsun. O

zaman

IA

(M. (x)", x<[o1].
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esitsizlikleri saglanir.
Asagidaki Onerme lineer operatorlerin yiiksek mertebeden momentlerin
hesaplanmasinda kullanilan bir rekiirans formiiliidiir.

3.4.3. Onerme [41]. L lineer operatir ve k e N, olmak iizere

M, (x)=L(e;x)- ki( ] “IM (

j=0

3.4.4. Sonucg [41]. L lineer operator ve L( .)=e;, i=0,1 olsun. O halde iiciincii ve dérdiincii

mertebeden momentler asagidaki gibidir.
M, (x) = L(e3;x) -x° —3xM, (x);

M, (x)=L(e,;x)-x"—4xM,(x)—6x’M,(x)

3.5. Pozitif Lineer Operatorler ile Yaklasim

3.5.1. Korovkin Teoremi

1951 yilinda H. Bohman, her neN ve k=0,1,2,---,n icin x, &, €[0,1] ve p,, >0 olmak

uzere

n

L (£:x)= F (&) P (%)

k=0
ile tammh {L,} dizisi

[0.1]
L(e)=e, i=0,1,2

kosullarini sagladiginda, {Ln( f )} [0,1] kapali araliginda stirekli olan f fonksiyonuna diizgiin

yakinsadigini ispatlamistir. H. Bohman'in ele aldig1 bu tipteki operatorler, agiktir ki, pozitif ve

lineerdir ve f fonksiyonunun [0,1] arahiginin disindaki degerlerden bagimsizdir. 1953 yilinda
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P.P. Korovkin ayni problemi daha genis operatorler sinifinda, b noktasinda sagdan, a noktasinda

soldan stirekli ve tiim reel eksende sinirliolan feC [a,b] fonksiyonlari i¢in incelemistir.

3.5.1.1. Teorem (Korovkin) [15]. {L,} pozitif lineer operatérler dizisi verilsin. feC[a,b] b

noktasinda sagdan, a noktasinda soldan stirekli ve tiim reel eksende sinirli olmak iizere

[ab] [a.b]

L(f)=f <  L(e)=e, 1i=012.

3.5.1.2. Ornek (Bernstein Polinomlar1) [15]. [0,1] arahiginda tammli siirekli keyfi f

fonksiyonu i¢in n. Bernstein polinomu (operatorii)

B, (f;x):zn:(:j x(1-x)"" f(ﬁj (3.4)

seklinde tanimlanir. Bu operatorlerin olusturulma yapisi binom agilimina dayanmaktadir. x, y

pozitif sayilar ve ne N olmak iizere binom agilimi

esitligi elde edilir. Asagida, verilen siirekli fonksiyona bagli Bernstein polinomlar dizisinin bu
fonksiyona diizglin yakinsadigi, bir baska ifadeyle Bernstein Teoreminin (Teorem 3.3.1.2) ispat1
Korovkin Teoremi kullanilarak yapilacaktir.

Bernstein operatérleri lineerdir: Her , R, her f,geC[0,1] ve her neN igin
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=aBn(f;x)+ﬂBn (g;x).

Bernstein operatérleri pozitiftir: Her xe[O,l], her neN ve her k=0,1,---,n igin

x* (1—x)"_k >0 oldugundan her f>0 icin B, (f;x)>0

saglanir.

Bernstein operatérleri Korovkin teoreminin kosullarini saglar:

Bu sonuglar toparlanirsa

B,(e;;x)=1, B, (e;x)=x, B,(e;x)=x"+

elde edilir. Buradan

(3.5)
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sup |B, (ei;x)—e,.(x)|=0, i=0,1
xe[O,l]

sup |B, (e,;x)—e (x)|=i

xe[O,l] nie 2 4n

dolayisiyla Bernstein operatorler dizisi Korovkin teoreminin kosullarini sagladigi gortlir. O

halde Korovkin Teoremi geregince her fe(C[0,1] i¢in

lim|B, (f)- £ =0

n—0

olur. Bir baska deyisle, {Bn( f)} dizisi f fonksiyonuna [0,1] kapali araliginda diizgiin

yakinsaktir. Dolayisiyla Bernstein Teoreminin sonucu olarak da Weierstrass Teoreminin farkl

bir ispati elde edilmis olur.

Bernstein operatérlerinin merkezi momentleri: (3.5) esitliklerinden her xe[O,l] ve her

neN igin

x(l—x)

n

B, (el—x;x):O, B, ((el—x)z;x):

elde edilir. Bernstein operatorlerinin tanimi yardimiyla

3(q4_ 2(1_ B Lo\ (6x? —6x 11
Bn(€4;x):x4+6x (1 X)+X (1 X)£7 11x)+X( x)( ); X+ )
n n -

esitlikleri elde edilebilir. Bunlar yardimiyla daha yliksek mertebeden momentler

x(l—x)[1+3(n—2x(1—x))]

B, ((e1 —x)3 ;x) = : ve B, ((e1 ~x)' ;x) = e

seklinde hesaplanabilir.
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Yukarida verilen Korovkin teoremi, G. Bleimann, P.L. Butzer ve L. Hahn [23] tarafindan

H,(f:x)=—" Z[:]xkf[%k_'_l] x€[0,00),

formunda tanimlanan operatorler i¢in gecerli degildir. Bundan dolay1 bu operator dizilerinin bir

f fonksiyonu i¢in diizgiin yakinsakhg: farkl bir test fonksiyonlar ailesi i¢cin elde edilmigtir. H
uzayinda tammbh pozitif lineer operatér dizileri igin e; (t) = [IL—H] , r=0,1,2 test fonksiyonlari

kullanilarak Korovkin teoremi, pozitif yar1 eksen iizerinde stirekli bir f fonksiyonu i¢in {Hn ( f )}

dizisinin diizgiin yakinsamasi A.D Gadjiyev ve 0. Cakar [54] tarafindan ispatlanmistir. Bu teoreme

gore; A,, H,[0,00) dan C,[0,00) ya tanimli operatérler olmak iizere her r=0,1,2 icin

lim I =0

n—oo

r

A (e:)—e

Cp

ise her feH,[0,00) igin

=0

Cp

lim

n—oo

A (f)-f

saglanir. Yukarida tanimlanan Bleimann-Butzer-Hahn operatdrleri bu teoremi saglar.

3.5.2. Pozitif Lineer Operatoérlerin Yaklasim Hizi

[0,1] arahgmnda feLipja simfina ait olan f(x)=|x-1/2|" fonksiyonunun Bernstein
polinomlar1 yardimiyla yaklasma hizi, Sonu¢ 3.3.2.2’de verildigi gibi 1/n" degildir. Bu hiz
1/ (n“/z) seklinde elde edilebilir. Dolayisiyla Sonu¢ 3.3.2.2 Bernstein polinomlar yardimiyla

ispatlanamaz [15].

Bu kisimda, verilen siirekli bir f fonksiyonuna yaklasim hizi hakkinda siireklilik

modliinlin yardimiyla genel teoremlerin yaninda, Bernstein polinomlarinin verilen fonksiyona

yaklasim hizina da yer verilecektir. Sadece birinci mertebeden siireklilik modiiliinti kullanarak

yapilan ilk degerlendirme L(e,)=e, kosulu altinda R. Mamedov [56] tarafindan verilmistir.

3.5.2.1. Teorem [56]. Eger f eC|a,b] ise, 0 zaman her x €[a,b] ve her 5>0 igin
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|L(f;x)—f(X)|S|f(X)|'|L(eo;x)—1|+(L(eo;x)+%(L(eo;x)'L((el _X)Z;X))l/sz(f;5)

Daha sonra O. Shisha ve B. Mond [57] daha genel sonuglar elde etmislerdir. Lineer fonksiyonlarin
ikinci mertebeden siireklilik modiilii sifir oldugundan bu siireklilik modiilii ¢esidi yardimiyla
fonksiyonlarin yaklasim mertebesini 6l¢mek daha avantajlidir. Ikinci siireklilik modiilii
yardimiyla ilk degerlendirmeyi H. Esser [58] 1976 yilinda yapmistir. Daha sonra, 1984 yilinda H.
Gonska [59] H. Esser’in sonugclarimi iyilestirmistir. 1995 yilinda ise R. Paltenea [43] bu

degerlendirmeleri oldukga titiz yapilmasina olanak saglayan asagidaki teoremi vermistir.

3.5.2.2. Teorem [43]. Her f eC[a,b] icin her x €[a,b] ve 0<5<1/2(b-a) ise

020 £ () <l G i) -1 e, xS f;§)+(L(e0;x)+$L((el _X)Z;x)]wz( £:5).

Teoremdeki 0<6§1/2(b—a) kosulu lineer fonksiyonlarin pozitif lineer operatorler altinda

invaryant (degismez) olmasini saglamak icin konmustur.

3.5.2.3. Sonug. [0,1] arahiginda siirekli f fonksiyonu igin

B, ( f;x)—f(X)|3%“’Ef ;EJ

esitsizligi dogrudur.
E. Voronovskaya 1932 yilinda, S.N. Bernstein tarafindan tanimlanan Bernstein

polinomlari icin asagidaki teoremi ispatlamistir.

3.5.2.4. Teorem (Voronovskaya) [6]. f fonksiyonu [0,1| araliginda sirli ve xe[0,1]

noktasinda ikinci mertebeden stirekli tiireve sahip ise

lim [ B, (fix)~ £(x)] =2 x(1-%) (%)

n—o0
esitligi saglanir.
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3.6. g-Analizde Temel Kavramlar

g-analiz’in temelleri Euler’e kadar dayanmaktadir. Takip eden zamanlarda bu alanda
dikkate deger sonuglar 1908 yilinda F.H. Jackson [60] tarafindan verilmistir. Jackson g-
fonksiyonlar1 tamimlamistir. Ayrica daha fazlasini sistematik bicimde inceleyen ilk Kisidir.
Giinlimiizde matematik, mekanik ve fizik gibi cesitli alanlarda uygulamalarindan dolay1 g-analiz
(limitsiz analiz), alaninda 6énemli bir faaliyet artis1 s6z konusudur. Bu béliimde g-analiz’in bazi
onemli tanimlar1 ve notasyonlarindan bahsedilecektir. g-tamsayilar, g-faktériyel, g-binom
katsayisy, g-tiirev ve son olarak g-analizin ana hatlar1 verilecektir. Asagidaki gosterim, tanim ve

teoremlere dair daha kapsamli bilgiler i¢in [45], [48] ve [61] kaynaklarina bakilabilir. g>0 ve

neN i¢in [n]q ile gosterilen q-tamsayilar

seklinde tanimlanir. 4 herhangi bir reel say1 olmak lizere [A]q ile gosterilen q-reel sayilarin

tanimi i¢in de yine yukardaki tanim kullanilir. neN i¢in [n]q ! ile gosterilen q -faktériyel

[n]q!:{[n]q[n_l]q”'[l]q. n=1,2,3,

1, n=0

seklinde tanimlanir. n, k e N icin g-binom katsayilari

{ZL:% 0<k<n

biciminde tanimlanir. f (a,b) araliginda taniml bir fonksiyon ve h pozitif reel say1 olmak tizere;

r,j €N, ic¢in g-ileri farklar
0 — 1 —
Vol (%)= (x;), V(%)= Vs (x0) - Vs (x))
olarak tanimlanmigtir. a, be R ve neN, olmak tlizere (a + b)" ‘nin g-benzeri
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;..

(a@b)z =n (a+q b) (a@b)gz

N

Il
(=}

(ao b)Z = (a ® (—b))n .

q

seklinde tanimlanirken a,b,ceR ve neN icin (a+ b+c)n ‘nin g-benzeri

b=0 ise [45, s. 77] deki 303. denklem elde edilir.

(aEB0fc), Zn:[ } a®0);" g kzi{ L Kk

k=0

c=0 ise (aEHbEEO)g =(a@b); elde edilir.

Verilmis bir f fonksiyonun g-tiirevi D, f ile gosterilir ve

, x#0

n

} kD) 2k
q

(3.6)

kurali ile hesaplanir. Ayrica g-tiirev “Jackson tiirevi” olarak da bilinir. Eger f’(O) varsa

D,f(0)=f'(0).Ayrica, eger f tiirevlenebilir ise
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elde edilir, boylece klasik tiirev ile g-tlirev cakisir. Ancak bunun tersi dogru degildir. Yani f

fonksiyonun g-tiirevi var ise klasik tiirevinin olmasi gerekmez. Ornegin, q € (0,1) icin

Xz, xe@Q

—xz, xeR-Q

fonksiyonunun sadece x =0 da klasik tiirevi var iken, g-tiirevi tiim reel eksende vardir. Bu da g-

tirevin klasik tiirevden daha genel oldugunu gosterir. Ayrica Dg f=f ve k>1 icin k.

.. . kg k-1 . s
mertebeden q-tiirevise D, f =D, (Dq f ) seklinde tanimlanmistir. g-tlirev tanimina benzer olarak

0.f (x.y)
0

qX

iki degiskenli bir f fonksiyonunun x e gore g-kismi tiirevi ile gosterilir ve

0uf (x3) _flax.y)-f(xy) x#0
0 X (9-1)x ,

ile hesaplanir. y'ye gore g-kismi tiirev benzer sekilde tanimlanir. Yukaridaki tanimdan agiktir ki

g-tlirev lineerdir. Yani, a ve b reel sayilari icin
D, {af(x) + bg(x)} =aD, f(x)+bD,g(x).

Yine yukaridaki tanimdan iki fonksiyonun c¢arpiminin q-tiirevi, g-Leibniz kurali ve iki

fonksiyonun boliimiiniin g-tiirevi, sirasiyla asagida verilmistir:

D, {£(x)g(x)f =D, f (x)9(x)+ f (ax) Dog (x)-

Ornegin, neN olmak iizere f(x)=x" fonksiyonunun g-tiirevi,
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(gx)" —x" (qn_l)xn "1 . n-1
qu(x)z C(Iq_l)x - (g-1)x :2_1)( :[n]qx

biciminde elde edilir. Yine yukaridaki tanimdan kolayca gorilir ki n>1 igin

" _in Uy 1 _ [”]q _
D,(1® )q []q(l@q )q ; Dq{( n} ( )Z+1

1®©x), 1®x
Genel olarak; n>1 ve a,b,r,seR igin
n n-1
D, (a@bx)q =[n]q b(a@qu)q ;

D, (ax® b); = [n]q a(ax® b);f1 :

1®ax) 1®agx) " 1®ax)
Dq{( )Z}[rch o) . (o)
q

s s+1°
(1®bx) (1®bgx), ~ 7 (1@bx)

Simdi de Taylor formiiliiniin g-benzerini tammmlayalim. f, (a,b) araliginda stirekli fonksiyon ve

ce[a,b] ise q-Taylor formiilii asagidaki gibidir.

€, xe(a,b).

Ornegin neN, ve acR olmak iizere, f(x) = (X S a)Z fonksiyonunun x =0 noktasinin

komsulugundaki g-Taylor formiiliinii bulalim. Gergekten, f fonksiyonunun birinci g-tiirevi

qu(x):[n]q (x@a)z_1 ve ikinci g-tlirevi Dsf(x) = [n]q [n—l]q (X(‘Da):_z oldugundan k<n igin

timevarim yardimiyla Dl];f(x)z[n]q [n—l]q [n—Z]q-"[n—kH]q (x@a)z_k oldugu kolayca elde

edilir ve burada x=0 alinirsa (D(’;f)(O):[n]q[n—l]q[n—Z]q-~[n—k+1]q(a);_k bulunur.
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n—kq(n—k)(n—k—l) /2

(a)Z_k =aqa~-q"7kfla=a ifadesi yukarida yerine yazilir gerekli diizenlemeler

yapilirsa (D{;f)(O) = [n]q [n - 1]q [n - Z]q - -[n —k+ 1]q a"*kq(n_k)("_k_l)/2 elde edilir. Sonu¢ olarak

f(x) = (X @ a)Z 'in g-Taylor formiilii

(x® a): - i {:} k) 2k e
q

gibi olacaktir. Bu son ifadede k yerine n—k yazilir ve g-binom katsayilarin tanimindan

yararlanilirsa f (x) = (X S) a)Z 'in g-Taylor formulii

R A
q

k=0

biciminde elde edilir.

3.6.1 Baz1 Pozitif Lineer Operatoérlerin g-Analizdeki Benzerleri
Operatorlerin g-benzerleri yapilirken dikkat edilmesi gereken 6nemli noktalardan bir

tanesi, g=1 olmasi durumunda bu operatorlerin klasik hallerinin elde edilmesidir. Ayrica
operatorlerin g-benzerlerinin yapilmasindaki asil amag¢ g 'nun secimiyle daha iyi bir yaklasim hizi

elde etmektir. Operatorlerin g-benzerlerini yapan ilk arastirmacilar Lupas ve Phillips’tir. Her ikisi
de Bernstein operatoériiniin birbirinden farkli g-benzerini insa etmislerdir. Daha sonra diger
arastirmacilar benzer teknikler kullanarak diger pozitif lineer operator dizilerinin g-benzerlerini
insa etmislerdir.

Operatorlerin yaklasim ozelliklerini elde etmek icin genellikle merkezi momentler
kullanilir. Ornegin, ilk tic moment operatorlerin yaklasim 6zelliklerinin belirlenmesinde énemli
bir yere sahiptir. Fakat farkl tipteki pozitif lineer operatdrlerin merkezi momentlerinin agik
formiillerinin hesaplanmasinda farkh tipte test fonksiyonlar1 kullamlir. Ozel olarak g-Bernstein

operatori icin t", r=0,1,2 test fonksiyonlar1 uygun iken, g-Bleimann-Butzer-Hahn operatori

icin

%t] ,r=0,1,2 test fonksiyonlari ve q-Meyer-Konig ve Zeller operatori igin
+
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[%] , r=0,1,2 testfonksiyonlar1 uygundur. Bu test fonksiyonlari disinda da test fonksiyonlari

bulunmaktadir fakat bu tezde sadece yukarida belirtilen test fonksiyonlari incelenmistir.

Bu tezde, jeN, olmak ilizere £, , operatérleri i¢in j-merkezi momentler ve j-merkezi g-

momentler
Hoij (X,0) =L, g ((31,1' (-)-ew, (X))] ;X)' i=0,1,2.
Iy (x,q)= Lo, ((91,1' (oe, (x))(]Z ;x), i=0,1,2.

olarak tanimlanir. Ote yandan L,, operatoriinin tanimli oldugu uzaya bagh olarak yukarida acik

sekilde belirtilen test fonksiyonlarinin kapali sekli

€. (t) =

t r
—, reN,, i=0,1,2 3.7
1+(1—i)t] ’ G2

olarak tanimlayalim. Agiktir ki; e, , g-Bleimann-Butzer-Hahn operatérii i¢in, e, g-Bernstein, g-
Szasz-Mirakyan, q-Baskakov ve g-Lupas operatérleri icin ve e, , g-Meyer-Konig ve Zeller

operatorii i¢cin uygundur. Ayrica (3.7) ile tanimlanan test fonksiyonlari i¢in

el

kosulunun saglandigini varsayalim. Burada ki 6nemli nokta «,, . pozitif say1 dizisinin test

(Xn'q

k], ] .
—al, i=0,1,2 (3.8)

fonksiyonu altindaki goriintisiiniin k parametresinden bagimsiz olmasidir, yani «, ,, pozitif say1

dizisinin elde edilmesidir. Ornegin, e, , (t) test fonksiyonunda e, , =q"[n—k+ 1], reelsay: dizisi

k kK, |
dikkate alindiginda e, |— | ]q = | ]" elde edilir. e ,(t) test fonksiyonunda
| q [n—k—i—l]q [n—l—l]q '
. o . ][k .
g =4 [k+n]q reel say1 dizisi dikkate alindiginda e, ,|— =|— elde edilir.
q"[k+n] [},
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Ikinci gesit q-Stirling sayilari: r eN,, olmak lizere

m(m 1)/2

s(rm =T Ry d T (el meoar

v=0 v

Burada, S, (0,0)=1, r>0 igin S, (r,0)=0 [62]. Ayrica,

(<], z "2, (r,m) (K], [k=1], - [k-m+1], (3.9)

esitligi dogrudur. Yiiksek mertebeden momentlerin hesaplanabilmesi i¢in ikinci ¢esit g-Stirling

sayilarina ihtiyac¢ vardir.

Lupas Operatori: feC[0,1] ve q>0 igin

Lnq(f :X)=;,,anm g (1) G:} J xe[0,1].

biciminde A. Lupas [27] tarafindan 1987 yilinda tanimlanmistir. Bu operatériin 6zelligi klasik

Bernstein operatoriiniin ilk g-genellemesi olmasidir. Operatdriin ilk lic momenti sirasiyla

x(1 1- " .
Ln_q(eo‘l;x):l, L,, (el‘l;x):x ve L, (e21, ) X%+ ([n] X)( 1;;12)?} dir. 0<g, <1 olmak

» =1 kosullar1 saglansin. O halde her feC[0,1]

n—»w qn

tizere lim =1 ve lim

n—wo qn

igin L, (f;x) dizisi [0,1] tzerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. Ayrica, yaklasim hizi,

her feC[0,1]

Ly ()= £ (0] s0( ) 145 T[], | sektndedr
q-Bernstein Operatorii: feC[0,1] ve 0<q<1 icin
n n k
B, q(fx) Z{ }Xk ﬁl(l ') f G H (3.10)
n
a q

k=0 s=0

biciminde, G.M Phillips [28] tarafindan 1997 yilinda tanimlanmistir. Bu operatériin 6zelligi klasik

Bernstein operatoriiniin ikinci g-genellemesi olmasinin yaninda olusturulma teknigi bakimindan
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farkli bir yol sunmasidir. Ayrica bu operatorler diger pozitif lineer operatorlerin g-benzerlerinin

olusturulmasinda btiyik bir etkiye sahiptir. Bu operatoriin ilk G¢ momenti B, , (90,1 ;x) =1,
2 . . . .
B,, (‘31,1 ;x) =x ve B, , (ezyl;x) =x"+ x(l —x)/[n]q seklindedir. (3.10) ile tanimlanan g-Bernstein
operatorti i¢in Korovkin teoreminin kosullari saglanmaz. Gergekten; n— oo iken B, . (eO’l;x) =1
ve B, (e 1;x)=x iken B,, (ezll;x),ﬁx2 dir. Dolaysiyla B, (f;x) 7 f dir. Bunun sebebi

0<g<1 olmak iizere n— « iken [n]q —1/(1-q) olmasidir. Bundan dolay diizgiin yakinsamay

garanti etmek icin g yerine 1’e yakinsayan bir {qn} dizisi alinir. Bu durumda her f eC[O,l] icin
B,. (f;x) [0,1] tzerinde dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. Ayrica, siireklilik modiilii

cinsinden yaklagim hiz1 ise her fec[o0,1] ve 5>0 icin

B,, (f;x)—f(x)‘ﬁa)(f;é)(1+% /1(1—x)/[n]qn j seklindedir. Bu operator i¢in Voronovskaya

tipi teorem su sekildedir: f, [0,1] araligi iizerinde sinirh ve bir x, €[0,1] noktasinda f"(x,) var

n—

ise lim[n]qn (Bn’q" (f;xo)—f(xo))=%x0 (1-x,) f"(x,) saglan.

q-Szasz-Mirakyan Operatéri: f e C[O,oo) ve 0<q<1 icin A. Aral [29] tarafindan

Sn_q( ;x):Eq(_[n]qé]i ([n]qx) kf[[l‘['lq]bn}

i=o[k] (b,)

seklinde  tamimlanmustir. Burada, E,(x)= D q

ve OSx<aq(n),

a,(n)= bn/((l—q)[n]q) ve {b,}, limb, =0 olmak iizere pozitif sayilarin bir dizisidir. g-Szasz-

n—o

Mirakyan  operatoriiniin = ilk ¢  momenti Sn'q(eo'l;x):l, Sn,q(el’l;x):x ve

Spq(€21:%)=gx* +xbn/[n]q olarak hesaplanmistir. 0<q, <1 ve n— iken g, =1 olan bir {q,}

dizisi verilsin. Her feCi[0,) icin, eger limb,/[n] =0 ise
n—oo On
lim sup (S, (f;x)—f(x)‘/p(x) =0. Ayrica yaklasim hiz1 yeterince biiyiikk n dogal sayisi i¢in

n—w 0<x<a, (n)

sup

OSXSaq" (n)

Sna (f;x)—f(x)‘/p(x)S(2+\/§)w(f; bn/[n]qn ) seklindedir. Burada,
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C°[ )={feC[0 llme|f |/p <oo} agirlikl uzay olmak iizere bu uzay tlzerindeki
norm, p(x)=1+x"" (m=>2) olmak iizere ||f||p = sup |f(x)|/p(x) seklindedir.
xe[O,oc)

Szasz-Mirakyan operatoriiniin bir baska g-versiyonu da N. Mahmudov [30] tarafindan

q>1ve neN igin f:[0,0) >R olmak iizere

Fra (fix)= K (_[n]q q‘kx) i k(kl_l)/2 ([’E/]"q]:') fﬁg: J

k=0q

biciminde tanimlanmistir. Burada, eger |q| >1 veya 0< |q| <1lve |x| <1L ise g (X) = Z% .Bu
_q k=0 q "

. X
operator icin momentler F, (eo 1;x) =1, F, (e1 1;x) =x ve F. (e2 1;X) =x* +W olarak
4\, a\%1L, a\®z, n
q

hesaplanmistir. peN ve p(x)=1+x” olmak tzere C, [0,00) lzerinde g >1 ve xe[O,oo) ise

lim,,, F,, (f;x)=f(x) saglanir. Bu yakinsama 0<a<b olmak uzere [a,b] aralifl iizerinde

diizgiindiir. Ayrica her feC?[0,0) ve x€[0,0) icin lim,_, [n]q [Fn,qn (f;x)_f(x)]=§f"(x)

seklinde bir Voronovskaya tipi teorem verilmistir.

q-Baskakov Operatorii: A. Aral ve V. Gupta [31,32] tarafindan Baskakov operatoriin tic¢

farkli g versiyonu tanimlanmistir. Bunlardan birincisi q (0,1) ve feC[O,oo) icin

P""’(f;x)z(%;qlé{mi _11,[1(1:;)]( f[q[%]q ] v

[a=y

e
seklindedir, burada (X;q)n = (1—qsx). Bu operatdr icin momentler sirasiyla x € [0,00) olmak
N

Il
o

tizere P, ,(ey,;x)=1, P, ,(e;,;x)=x ve xe{O,lij icin

e, .'x)= XZ + 1 X(1+X)
P, (e21:%) (a+x(q-1)) [n], (q+x(q-1))
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olarak hesaplanmistir. a>0 i¢in a/(a+1)<gq,<1 ve n—> iken g, —>1 olan bir {q,} dizisi
verilsin. Her fe(C[0,a] icin { ., (f)} dizisi f fonksiyonuna [0,a]| aralig: iizerinde diizgiin

yakinsaktir. Ikinci g-versiyonu ise

P (fi%) (m Jz{*" 11[1"3 }kf qk[f%‘j,,]

bicimindedir. Bu operator icin momentler sirasiyla Xe[0,00) icin P:'q(eo'l;x):l,

q

x?2 1 x(1+x)

a(t+x(1=q)) ], ¢ (1+x(1-q))

Prg(€115%)= X/(l +x(1-q)) ve B, (ez,1ix) = olarak

hesaplanmistir. Sonuncusu ise g >0 i¢in,

0 k(kfl) k
Z{ e 1} 2 (), f i,
q

k=0 qk y [”]q

bicimindedir, burada (X;q)n =(1-x)(1-gx)-- -(1 — q"_lx) . Bu operatoriin yaklasim ozellikleri i¢in
p(x) =1+x° ve {qn} pozitif reel sayilarin bir dizisi olmak tizere ve n— « iken g, -1 kosullana
sahip ise her feC,[0,0) i¢in B, (f) dizisi f fonksiyonuna yakinsaktir ve [0,00) arahiginin
kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsaktir. f [0,00) aralig1 tizerinde sinirl ve diizgiin stirekli

olsun w,, f fonksiyonun ikinci mertebeden diizglinliik modiilii olmak iizere yaklagim hiz

Bn,qn(f;X)f(x)‘<Ma)2[f: ﬁ[1+§JJ bigimindedir.
q

C. Radu [36] tarafindan g € (0,1) icin Baskakov operatoriiniin diger bir g versiyonu ise,

zi[ n+k- 11 k(kz_l)(qx)k 1)n+kf [K],

k=0 (1+gx k1 [n]
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seklinde tanimlanmistir. Bu operatdr icin momentler sirasiyla xe[O,oo) icin V;q (eo’l;x)zl,

v ( Y . [n + 1]q . q
31,1JX) =qx ve V, . (32,1?"‘) = (1] qx° + x olarak hesaplanmigtir.
q

n,q
q

q-Meyer-Kénig ve Zeller Operatérii: x<[0,a] ae(0,1), feC[0,a] neN ,0<g<1 olmak

lizere; T. Trif [33] tarafindan tanimlanan g-Meyer- Konig ve Zeller operatorii

M,, (f;x):(l@x)z+1 i{k;n} ka[[k[i]’z] ], x€[0,1),

k=0

seklindedir. O. Dogru ve O. Duman [34] tarafindan tanimli diger bir g-Meyer-Konig ve Zeller

operatoru ise;

* n+1 < k qn[k]
M (fx)=(10x), 1;;){ Z”} #I [k+n]q ' xelo1)
= q q

seklindedir. Bu operatér icin momentler: M:'q (30,1FX) =1, M:_q (91,15X) =q"'x ve
(qz" - 1)x2 <M, (e,;;x)-x"< (qz"+1 —1))(2 +q2"x/[n]q olarak hesaplanmistir. T. Trifin verdigi

genellestirmeden sonra M;'q (erll;x), (r:0,1,2) seklindeki ifadeler icin acik formiillerin elde

edilebilmesi amaciyla O. Dogru ve O. Duman tarafindan ikinci bir genellestirme yapilmistir. Sonug

olarak

[n+1]q

n
M:,q (e()_z;x):l, M:,q (el,Z;X): [ qX

ve

n]q 1_qn+1X

n+1| |n+2 2n+1,2 n+1 2
M;’q (eZ,Z;X):[ ]q[ ]q q n X [ ]q q nX

([n]q)2 (1—q"+1x)(1—q"+2x)+ ([n]q)z (1—q”+1x)

=1 ve lim 1/[n]q =0 limitleri saglaniyorsa

n
n—oo qn n—o0

ifadeleri dogrudur. 0<g, <1 i¢in lim

yukarida tanimlanan M, (f;x), g-Meyer-Konig ve Zeller operatorii [0,a| araliginda siirekli ve

tim R de smirli olan f fonksiyonuna, bu aralikta diizgiin yakinsar. feC [O,a] olmak iizere
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M;,q(f;x)—f(x)‘SZa)(f;\/( )a +aq’ /[n] ) ifadesi  g-Meyer-Konig ve  Zeller

operatoriiniin yaklasim hizi olarak hesaplanmistir.
q-Bleimann-Butzer-Hahn Operatérii: A. Aral ve 0. Dogru [35] Bleimann-Butzer-Hahn

operatérlerin g-benzerini feC[0,0)ve qe(0,1) icin,

1 Lin| [k]q
:(1@X): %{klx f{m}, Xe[O,oo)’

seklinde tanimlamislardir ve bu operatériin momentlerini H, , (eo_o;x) =1,

[”]q b'e ["] [n- 1] q°x* P [”]q b'e

IR R T [T T )

H,q(€10:%)=

olarak hesaplamislardir. {qn} dizisi 0<g, <1 ve n—>x iken g, =1 kosullarini saglamak tizere

I—In,q,l (er,O ) X) - er,O Cy

H,, operatori lim
A

=0 (r = 0,1,2) kosullarini sagliyorsa her feH, icin

n—o

lim

n—oo

b, (fi)-r(v)]<20| f (LT{” ], +q:[n]q"[n—1]%[1+x HW[HL" X

1+x [n+1]qn ["+1]f, 1+q,x n+1]§ 1+x

H,, (f;x) - chB =0 saglanir. Benzer kosullar altinda verilen bir f € H, i¢in yaklasim hiz1

olarak hesaplanmistir.
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4. BULGULAR

4.1. g-Pozitif Lineer Operator Dizilerinin Ozellikleri

Bu boliimde, baz1 ayrik tipli pozitif lineer operatorlerin (6rnegin, Bernstein, Meyer-Konig
ve Zeller, Baskakov ve Bleimann-Butzer-Hahn v.b. operatorlerin) g-benzerlerini olusturmak igin
tiretici fonksiyonlara dayali bir yontem oOnerilmistir. Baska bir deyisle, ayrik tipte genel
operatorler olusturulmustur ve bu operatoérler kullanilarak, siirekli fonksiyonlara yaklasimda
onemli bir role sahip merkezi momentler icin iiretici fonksiyona dayali formiiller elde edilmistir.
Son olarak, tretici fonksiyonlarinin yardimiyla, insa edilen genel operatdrlerin bazi

uygulamalarina yer verilmistir.

4.1.1. Genel Operatériin insaasi
Fonksiyon dizileri yardimiyla pozitif lineer operatorler dizisinin insas1 icin asagidaki

adimlar sirasiyla takip edilmistir.

q>0, A>0 olmak tizere [, :[O,A] olsun. I, xR tzerinde tanimh {gon q}w ) reel degerli
A4S pe

fonksiyon dizisi asagidaki kosullari saglasin:

(i) Her neN ve xel, i¢in (on_q(x,O);tO, (pn,q(x,l)zl.

X,u
(ii) Her keN, i¢in L(k) var ve x degiskenine gore siirekli olsun.

6qu u=0
ok X,u
iii) Her keN, ve x,u>0 icin Mzo olsun.
(iii) 0 ¢ P
u

q

{gon’q} dizisine ftretici fonksiyonlar dizisi denir. Bu kosullar altinda {gon‘q} Uretici

fonksiyonunun, yakinsaklik yarigapinin 1’den kii¢iik olmamasi kogulu altinda u =0 noktasindaki

q -Taylor formiili

gonq ux :i 1 (/7,,q xu)| uk (4.1)
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sonucu hemen elde edilir. Simdi, {(/’n,q} tiretici fonksiyon dizisi yardimiyla asagidaki gibi genel bir

q -operatorler dizisi tanimlayalim.

feB(1,) olmak iizere, her neN ve ¢ >0 i¢in

Lo ;X)zi[kl !85¢n,q(x,u)| f{ [K], J (42)

Burada; . pozitif sayilarin bir dizisidir. £, ,: B(IA) - B(IA) taniml bir lineer operatérdiir ve

nk,q

(iii) kosulundan dolayr £, , pozitiftir.

4.1.1.1. Onerme: {gon'q} bir iirete¢ fonksiyon dizisi ise her me N, i¢in

0q wnq X,u) Z qm q¢nq X“)| (4.3)

u=1 q

u=0

esitligi dogrudur. Burada [k]q o= [k]q [k— 1]q [k— Z]q [k—m+ 1]q.

Ispat: (4.1) esitliginin u’ya gore her mertebeden g-tiirevi vardir. O halde m -defa g-tiirev alinirsa

% ¢’“‘*” Z[k]. "wéquxun (1], V1], [ke=2] - [ =m-+1] "

u=0

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki yanina u=1 yazilirsa

émgonq X,u) Z (pnq xu)|

u=1 u=0

esitligi elde edilir.m
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4.1.2. Genel Operatoriin Momentleri

4.1.2.1. Lemma: {gon'q} uretici fonksiyonlar dizisi olsun. reN, ve neN olmak tzere L,

operatériiniin momentleri

r

o ,
P I B N A L) (4.4)

m
a”»q m=0 aqu u=1

esitligi ile hesaplanir. Burada, S, (r,m) ikinci tiir q-Stirling sayilaridir.

Ispat: r =0 icin (4.4) agiktir. r €N olsun.

r

(k]! = qu(m_l)/qu (rm)[k], .

m=0

esitligi ile (4.2) ifadesi ve (3.8) kosulu dikkate alinirsa

1O (e g (x,0)
_a _q 1/2 Z[k]| ngu ‘U:O

elde edilir. Bu son esitlik ve Onerme 4.1.1.1.den istenilen elde edilir.m

4.1.2.1.Sonug: £, - operatorintn ilk iic momenti asagidaki gibidir.

(4.5)
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r (ez-;x)z 1 q@zgonq(x ”)+6q¢n,q(x'“)
o)=L T

u=1

4.1.2.2. Lemma: Her jeN icin £, , operatérintin q-merkezi momentleri asagidaki gibidir:

J .
s|J s(s—
/'lnqu(X):Z(_l) |:Si| q ( 1)/ZeS,i(X)£n_q(ej—5,i;X)J
q

s=0

burada u,, (x)=L,, ((911( Joey(x ));x)

Ispat: Her t,xel, ve jeN i¢in Gauss binom formiiliinden

(el,i(t)@el.i(x)); :Z(_l){]} a7 %] (x)edy* (1)

elde edilir. Bu son esitligin her iki tarafina £, , operatorii uygulanirsa

by 01,0 S a2 0 ek )

s=0 q

ey () =e,; () oldugu goz oniine alinirsa istenilen esitlik elde edilir.m

4.1.2.3. Lemma: Her jeN icin L, , operatériiniin merkezi momentleri asagidaki gibidir.

j .
/un] Z ( J S,i nq(ej—s,i;x)'

s=0

burada, u, ;(x)=L,, ((elli (-)-ey; (X))j ;x).

Ispat: Her t,xel, ve jeN igin Binom Formiiliinden

(4.6)
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e O-ews ) )= 3 [t s e )

elde edilir, burada e () =e,; () oldugu goz oniine alinirsa istenilen esitlik elde edilir.m

4.2.2.4. Lemma: Her jeN icin L, , operatérintin merkezi momentleri icin asagidaki indirgeme

bagintist dogrudur.

09~ slein)-3 e b 0

S
s=0

Ispat: Her jeN igin

ve buradan istenen elde edilir.m
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4.1.3 £,, , Operatorlerinin Baz1 Uygulamalari
Bu kisimda, yukarida tanimlanan genel operatorlerde, tretici fonksiyonlarin uygun

secimi sayesinde literatiirde iyi bilinen bazi operatorler elde edilecektir.

4.1.3.1. q-Bernstein Operatorii. Her x €[0,1] ve q<(0,1) i¢in

Prg (x,u):(lElequ)Z (4.7)

ile tanimhi {(Pn,q} fonksiyon dizisi verilsin. Burada (1 BHxH xu)Z = (1 H (—X) H xu): . Bu fonksiyon

dizisi icin agiktir ki ¢, . (X,O) #0 ve ¢, , (x,l) =1 kosullar1 saglanmaktadir. g-tiirev yardimiyla

0 (1B8xHExu)"
aq(qu(X'”): q( X xu)q:[n] x(lExEﬂxu)n_1
ou Oqu q 1
OgPng(X,1) _

n-2
aquz —[n]q [n—l]q xz(lEIxHqu)q

ve benzer sekilde her ke N icin

5§¢n,q (X'”)

= —_ DY —_ k n_k
o =[n] [n-1] - [n-k+1] x"(1BxBxu),

elde edilir. Buradan

OgPnq (o)

e IR OICE RO R

u=0

n—k-1
= H (1 —qsx) esitligi dikkate alinirsa
u=0

s=0

bulunur. (16 x):_k
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P , ) n—k-1 )
[k1]q! q(pa:zfx ) :qukn(l‘q ) (48)

u=0 5=0

elde edilir. (4.8) ifadesinin sag tarafi x’in bir polinomu oldugundan (ii) kosulu ve g e(O,l) ve
X€E [0,1] oldugundan (iii) kosulu saglanmaktadir. Boylece (4.7) ile tanimlanan ¢, , fonksiyonlari
bir pozitif lineer operatér dizisi tretir. (4.8) ve o, . :[n]q, (4.2) ile tanimh £, , operatérinde

yerlerine yazilirsa,

elde edilir. k>n igin Lﬂ =0 oldugundan, £, , operatord, feB[O,l] icin
q

wtr [ Toe ]

seklinde tanimlanan g-Bernstein Operatoriine doniisiir.

q-Bernstein Operatoriiniin momentleri Sonug 4.1.2.1 yardimiyla asagida verilmistir:
Bn,q (eo_l;x) =1;

1 6q(15x53xu):‘

Pl )G g

(1EIXEExu)q

[n][]

u=1

2 n n
5 q(e“-x):[[l J {q@;(lElx\ZExu)q+8q(1E|xEExu)q
" ! o.u o,u
q q q

u=1

u=1

{ﬁ} (oo =11, ¢ (1) o], (25 x|
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([n] } (ol [n-1], %* #[1], )

q[n—l]q:[n]q—l oldugu goéz oniine alinir ve q[n]q[n—l]qxz+[n]qx:[n]q2x2+[n]qx(1—x)

ifadesi son esitlikte yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Bn,q (eZ,l;X) =x [n]
q

elde edilir.

4.1.3.2. q-Chlodowsky Operatorii. {b,} monoton artan pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. Her

XE[O,bn] ve q<(0,1) igin

@y, (X u) [lEI Eﬂ—uj (4.9)
g b, b 4

Png (x,l) =1 kosullari saglanmaktadir.

g-tiirev yardimiyla

benzer sekilde her ke N i¢in

Ouhng (x20) _ ~[n] [n-1], - [n—k+1]q[binjk(15biﬁﬂbiank

6qu
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elde edilir. Buradan

=[n] [n-1] - [n—k+1], {:_j (1 @biJnk

n-k
bulunur. (1 = bi)

q

6k(pn q (x u)
6qu

u=0

n—-k-1
= H [1 -q° bi] esitligi dikkate alinirsa

u=0 =0 "

[kl]q! ak(pg:u( : U)| :[:L (bijk ﬁ[l_qslﬂ (4.10)

elde edilir. (4.10) ifadesinin sag tarafi x 'in bir polinomu oldugundan (ii) kosulu ve g E(O,l) ve

X€E [O,bn] oldugundan (iii) kosulu saglanmaktadir. Béylece (4.9) ile tamimlanan ¢, , fonksiyonlari

["]

bir pozitif lineer operatér dizisi tiretir. (4.10) ve «,,  , = —1,(4.2) ile tammh £, ¢ operatoriinde

yerlerine yazilirsa,

Lo ;x):i[; !aqcogquk )% Of{ [K], J

elde edilir. k>n igin Lﬂ =0 oldugundan, £, , operatori, feB[O,bn] icin
q

ARSI (b—j £1qb—]f[[lE]—]bJ celos,]

seklinde tanimlanan g-Chlodowsky Operatoriine doniisiir; burada {bn} ,

n_ _ 0
n—o n—o [n]
q

kosullarini saglayan monoton artan bir pozitif reel say1 dizisidir.

g-Chlodowsky Operatoriiniin momentleri Sonu¢ 4.1.2.1 yardimiyla asagidaki gibidir:
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Cn,q (90,15X) =1;

aq(mgaa;uj .
b n n b X X X
C ;X)) =2 o == —|1B—8-—
R DR [nL,[”]qbn( b, b ]

u=1

) e g enoeega] |
([:1 J {q["]q["”q (i]zﬂn]q%}

q[n—l]q = [n]q —1 oldugu goz éniine alinir,

u=1

ifadesi son esitlikte yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

x(bn—x)

[],

D) L2
Cn’q(ezjl,x)—x +

elde edilir.



Ersin SiMSEK, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

4.1.3.3. g-Bleimann-Butzer-Hahn Operatérii. Her x €[0,0) ve q<(0,1) igin

(16—)xu)2
P (X)) = (o) (4.11)

q

ile tanimli fonksiyon dizisi verilsin. Bu fonksiyon dizisi i¢in aciktir ki ¢, . (X,O) #0 ve ¢, (x,l) =1

kosullar1 saglanmaktadir.

g-tiirev yardimiyla

-1
aq(/)nq(x u):[n] X(l@qxu)z
Oqu o(1ex)

(1 @ qzxu):1

(1@){)2

oo, (x,u)
e 20l -1 0

ve benzer sekilde her keN icin

k n-k
ak¢’ q(X “) k. 23 k1 (1®q xu)
u n| [n-1 n-k+1| x"qq°q”---q A
i DN CRRR LR oy
q
elde edilir. Buradan
k ( @ kxu)n_k
1 0,0,,(xu) ["]q[n_l] [n- k+1]q K(k=1)/2, q q
(K]t o [],! (1@x),
bulunur. Bu son ifade diizenlenirse
1 ak%q(x u)| _ 1 n[ﬂ} qk(k—l)/zxk (4.12)
[K],! o L,:o (1@x)! L],
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elde edilir. (4.12) esitliginin sag tarafindaki ifade x’e gore bir rasyonel fonksiyondur ve [O,oo)
araliginin hi¢bir noktasinda tanimsiz degildir. Dolayisiyla (ii) kosulu ve qe(O,l) ve Xe[O,oo)
oldugundan (iii) kosulu da saglanir. Sonug olarak (4.11) ile tammlanan ¢, , fonksiyonlar1 bir
pozitif lineer operatér dizisi tretir. (4.12) ve a,,,=q"[n- k+1] (4.2) tanimh £,

operatoriinde yerlerine yazilirsa,

x)= N 1 (an X u)| [k]q _ 1 [ n k(k-1) ZXk [k]q
S _Zo[k]q' au u:of{a }_(1@))") Z{ Lq e ‘

q [n—k+1]q

ifadesi elde edilir. k>n i¢in Lﬂ =0 oldugundan, £, , operatorti, feB[O,oo) icin
q

) — [ n k(k-1)/2 Kk [k]q
Fia (%) { Lq 4 q“[n-k+1],

seklinde tanimlanan g-Bleimann-Butzer-Hahn Operatoriine doniisiir.
g-Bleimann-Butzer-Hahn Operatériiniin momentleri Sonug¢ 4.1.2.1 yardimiyla asagidaki

gibidir:
Hn_q (eo,z;x) =1;

1 [n]q (1€r)qux)"1
an,q (1@X)q

["]q X

:[n+1]q 1+x;

Hn,q(el,Z;X):

u=1

n-2
p | [ [n-1), @ (1@qPux) ] x(1@qux)”
+

H”vq (BZ'Z;X)Z 2 q n n
% g (1®x), (1®x), )
1, e D,

[n+1]3 (1+x)(1+qx)+[n+1]fl 1+x
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4.1.3.4. q-Lupas Operatoérii. neN ve q>0 icin

((1 -X) @ux):

(1-x)@x),

(on_q(x,u):: xe[O,l]

ile tamimli fonksiyon dizisi verilsin. g-tiirev yardimiyla her keN i¢in

O Pnq (X1 e keryz(1=x)"
N LALL A S =[n]q[n—1]q---[n—k+1]qx q —_— (4.13)

8quk o ((1—x)69x)2

elde edilir. Bu fonksiyon dizisi i¢in agiktir ki (i)-(iii) kosullar1 saglanir. (4.13) ve o, , = [n]q, (4.2)

ile tanimhi £, . operatériinde yerlerine yazilirsa, feB [0,1] icin

L”’q(f;x):(;”i{ﬂ qk(k—l)/zxk(l_x)nfk }{%J

q q

g-Lupas operatoriine doniisiir. Bu operatoriin momentleri Sonug 4.1.2.1 yardimiyla,

x(1—x)(1—x+q"x]_

Ln,q(eoll;x)zl; L,,_q(el,l;X)=X; Ln,q(ez,l;x)ZXZJr [”]q 1-x+gx

seklinde elde edilir.

4.1.3.5. q-Meyer-Kénig ve Zeller operatorii. neN olsun.

1@X n+1
% q<[0,1), xe[0,1)

(pn,q (X'u) = (1 @ux)nﬂ ’

ile tamimli fonksiyon dizisi verilsin. g-tiirev yardimiyla her keN i¢in
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8’(;(pn_q (x,u)

L =[n+1] [n+2] - [n+k] x*(10x)" (4.14)
qu

q

u=0

elde edilir. Bu fonksiyon dizisi icin agiktir ki (i)-(iii) kosullar1 saglanir. (4.14) ve

Op g = q" [k+n]q, (4.2) ile tanimhi £, , operatériinde yerlerine yazilirsa, fe B[O,l) icin

o0

Mn,q(f;x)=(1ex);+1z{kzn} oor| e

k=0 q q_n[k+n]q

Meyer-Konig ve Zeller operatoriine doniisiir. Benzer sekilde operatdriin momentleri Sonug

4.1.2.1 yardimiyla,
Mn_q (eo,o;x) =1;

[n+1] xq"
M x)= 1 j
ngq (91,0 X) [n]q (1_an+1)

[n+1] [n+2] X2l [n+1] 2 2n
M X)= ? 1 a :
nq(€20:%) ["]2 (1_an+1)(1_an+2)+ [”]2 (1_an+1)

seklinde elde edilir.
4.2. g-Pozitif Lineer Operator Dizilerinin Yaklasim Ozellikleri

Bu boliim, tretici fonksiyon dizilerine dayanan ayrik tipteki pozitif lineer operator
dizilerinin bazi1 yaklasim 6zellikleri ile ilgilidir. Ayrik tipteki bu dizilerin yakinsama orani ve
yaklasim 6zellikleri, siireklilik modiilii yardimiyla belirlenmistir. Ayrica Voronovskaya tipi
teoremler verilmistir. Son olarak, elde edilen teoremler icin bazi uygulamalar sunulmustur.

4.2.1. Korovkin Tipi Teorem

4.2.1.1. Tanim. i =0,1,2 olsun. Her x, t e/, i¢in
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|f(t)—f(x)| < a)(|e1'i (t)—elli (x)|)
esitsizligi saglanirsa f H;) (IA ) sinifindadir; 0<a <1 olmak lizere
|f(t)—f(x)| < M‘eLi (t)—ey; (x)‘a

esitsziligi saglanirsa f Lipy ;& smifindandir denir.

4.2.1.1. Lemma. £, , operatorlerinin tanimli oldugu uzaya bagh olarak her x 1, igin

L, (em-;x)—er'i (x)‘ <re,_1; (A)\ti2(%,9), reN,, i=0,1,2

esitsizligi saglanir. Burada; e_y ;(A):=0 ve u,;,(x,q)=L,, ((31,1' (-)—ey; (x))2 ;x) :

Ispat: r=0 durumunda ispat agiktir. r €N olsun. Her ¢t,xel, ve A<1igin

(1+(lt—i)tjr_(1+(1x—i)x]r

e ;(t)-e.; (x)|£

buradan

e (t)—e. (x)‘ <re._; (A)‘el’i (t)—ey; (x)‘

esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizlige £, , operatorti uygulanirsa her neN i¢in
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J (em-;x) -e,; (x)‘ <L, (|e1,i (‘)-ey; (x)|;x)

elde edilir. Bu son esitsizligin sag tarafina Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa her reN, ve

i=0,1,2 i¢in

Lyg (er,i;x)_er,i (X)‘ sre. 4, (A)\/'Cn,q ((91,1' ()-eu (X))Z ;X) =re, 1 (A)\th;2(x,q)

esitsizligi elde edilir. Benzer yaklasim A>0 icinde sergilenirse ayni esitsizlik sadece i=0,1

durumlarinda gecerlidir.m

4.2.1.1. Sonug. Eger lim 4, ;,(x,q,)=0 ise her x el igin
n—wo

lim £, . (er’,-;x)zer‘i(x), r=0,1,2.

n—0

Burada; {q,}, (0,1) iizerinde tanimli reel sayilarin bir dizisidir éyle ki 1-q, =o(1/n).

4.2.1.1. Teorem. Eger lim u,,,(x,q,)=0 ve f eH, (I,)ise her x<l, icin
n—0

lim £, (fx)=f(x),

n—o

saglamr. Burada; {q,}, (0,1) iizerinde tanimli reel sayilarn bir dizisidir éyle ki 1-q, =o(1/n).

Ispat: feH,(I,) oldugundan her x,tel, igin

|f(t)—f(x)| < a)(|elli (t)—ey; (x)|)

esitsizligi dogrudur. O halde bu son esitsizlik yardimiyla ‘91,1' (t) —ey; (x)‘ <0 icin |f(t) - f(x)| <&
esitsizligi yazilabilir. f fonksiyonu I, tizerinde siirekli oldugundan keyfi bir M >0 ve t,xel,

icin |f(t)—f(x)| <2M  saglanir. Ote yandan ‘31,1' (t)—ey; (X)‘ >§ ise o0 zaman

(91,1' (t)—el_i (X))z >§? esitsizligi saglanir. Boylece her ¢,x e 1, igin
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2M 2
|f(t) - f(x)| <g +?(eu (t)—ey; (X))
esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizligin her iki yanina Ln,q" operatdri uygulanirsa;

2M 2M
;x) <g +?£n,qn ((91,1' (t)—ey; (x))2 ;x) =¢ +?ﬂn‘i2 (x:q,)

Lo (F3%) = F(x)| < Lo (£ ()= F (%)

elde edilir. lim z,;,(x,q,)=0 oldugu dikkate alimirsa istenilen elde edilir.m
n—

4.2.2. Yaklasim Hizi

Yaklasim teorisinin dnemli bir problemi de yaklasim hizinin belirlenmesidir. Yaklasim

hizi y, >0(n—>o) olmak iizere;

L, (f;x)—f(x)| <y, esitsizligini saglayan {y,} dizisinin

bulunmasi ile ilgilidir. Bu hesaplamay1 yapmak icin siireklilik modiiliinden faydalanilir.

4.2.2.1. Teorem. E,  ayrik tipli operator dizileri icin

(i) feH,(I,)vei=0,1,2 icin

Lo F )< 143 a) |o(0);

(ii) feC(l,)vei=1,2 icin

£ () £ (03[ 15 i) Jo( 730

esitsizlikleri her &>0 icin dogrudur. Burada; u,;,(x,q)=L,, ((elyi(-)—el'i(x))z;x) ve o(5),
w( f;6) sireklilik modiilleridir.

Ispat: L,, (eoli;x)zl, (i=0,1,2) oldugu ve operatoriin monotonlugu dikkate alimirsa her neN

icin

L, (fix)= F(X)< Loy (IF ()= £ (x)]ix) (4.15)

esitsizligi bulunur. feH, (I,) oldugundan her x,tl, igin
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|f(t)—f(x)| < a)(|el’i (t)_eu (x)|)
esitsizligi dogrudur. Bu son esitsizlik ile (4.15) birlikte degerlendirilse her § >0 i¢in
1
|f(t) - f(x)| < a)(|e1l,. (t)-e,, (x)|) < (1 +g|e1’,. (t)-e,, (X)Ua)(é‘) (4.16)

esitsizligi elde edilir. (4.15), (4.16) ve ayrica Cauchy-Schwarz esitsizligi birlikte diisliniiliirse her
0 >0 icin

£, (fx)- f(x)‘£(1+%4 /yn’i’z(x;q))a)(&

esitsizligi bulunur. Boylece (i) durumu ispatlanmis olur. (ii) durumu i¢in: feC (1 A) olmasindan

dolay1 benzer sekilde ispatlanir. m

4.2.2.2. Teorem. Her f e Lip, a(i=0,1,2) ve xel, icin

£,y (£5%)= £(x)| <M(n,,(x:0))".

Ispat: feLipya (M>0,i=0,1,2 ve 0<a<1) oldugundan her ¢,x <1, i¢in

a

|f(t)—f(x)|sM|e1,,.(t)—e1_l.(x)|

esitsizligine £ = operatori uygulanirsa

Ln.q(f;x)_f(x)|s‘Cn.q(|f(')_f(x)|;x)gM‘Cn.q (|el,i(t)_el.i(x)

a
;X

ile Holder esitsizligi dikkate alinirsa

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikte p =£ ve q= 5 2
a

al2

< M(,Un,i,z (X;Q))a/z

L., (f;x)—f(x)‘ < M(En'q ((el'i (t)—el'l. (x))2 ;x))
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boylece istenilen elde edilir.m

4.2.3. Voronovskaya Tipi Teorem

4.2.3.1. Teorem. feC’(I,) ve f(e,(x))eB(I,)(i=0,1,2) olsun. O halde her xel, ile

e, (x)el, icin

o((D; £).9)
SFM(X Tq'

j=0

Burada Fn,i(x)w*n,,,z(x,qn)+Jﬂn,,-,z(x,qni[jje,-,,-(x)(l—qn)fun,i,4_,<x,qn), @l (01)

lizerinde  tanimli  reel  sayilarin  bir  dizisidir  dyle ki 1-q,= o(lJ ve
n

H* (X,9)=L, ((el'i ()oey, (X))jz ;X) '

Ispat: feC*(1,) ve xel, i¢in e, ;(x)el, olsun. g-Taylor formiiliinden; her s,vel, i¢in

f(s):f(v)+(anf)(v)(s—v)+ (s@v); +9g, (s;v) (4.17)

(0 £)(v)
2]

!
@

esitligi yazilabilir. Burada;

(: £)(&.)-(; )(s)

9, (s;v): [2] ! (S@V)z"

ve &£ s ile v arasinda olmak lzere;

§S_v—v|<|s—v|. (4.17) ifadesinde s=e, (t) ve v=e, (x)

olarak alinirsa

Fless (€)= £ (eas (x))+(D, £ ) (e, (%)) s, (€) =1, ()

(4.18)

+W(eu (t)eel,i (X))j *4, (elﬂ' (t);el'i (X))
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elde edilir. (4.18) ifadesine £, , operatorti uygulanirsa

Lo, (f(elrl.(-));x)zf(elrl.(x))+(Dq"f)(el’,.(x))ﬁn'q" ((el’i(-)—elri(x));x)

;u;,i,j (X'qn) < ‘Cn,qn (gqn (el,i (');el,i (X));X) (4.19)

esitsizligi elde edilir. ispatin bu asamasinda siireklilik modiiliiniin yardimiyla (4.19) esitsizliginin

sag tarafinda bulunan £, , (gq" (e ()i, (x));x) icin bir degerlendirme yapilacaktir. Her 6 >0

icin,

(D2 F)(E. 00 )~ (DL F) e (X))‘ < a’((Di D010~ (X)‘)

(52 ) (-e 0]

£n,qn (‘gqn (31,1' (');el,i (X))‘;X) S%[ﬂ;m (X;qn)+ 'Cn,qn (|e1,i (')_el,i (X)|

esitsizligi  bulunur. £, (|e1‘i (-)-e,, (x)|

esitsizligi uygulanirsa,
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Lo e () =eus(x)

(e, (), (X))LZI

)24, (e ()-evs (0)) \/E ([(el,,.(-)@e“(x))j" T;xj

elde edilir.

(e ()06, () =(er,(6)—e,, (X)) +(1-4,)e,, (x)(es, (£) -y, (x))

oldugu dikkate alinirsa;

elde edilir. Boylece

Ly (fers ()0, (x)

(e, ()6, (X));‘;X)S y"'i’Z(X’qn)\/'

M~
—
—_

—

—
|

)

=

N—

<
®

?«

—_

)

N—

;t

~

J

A~

>

)

=

N—

elde edilir. Sonug olarak

Lo (9 (e (s () s =i

In
S
—_—
—_—
N |
—
i
>,
N—
1
X,
—_
x
)
=
N—
+
F
—_
x
=)
=
N—
—_
M-
N\
N—
—
-
|
=
N—
-
o
=
5
N—
x
z
I
—_
>
w)
=1
N—

n ’ * 2 ‘
S#l:ﬂn,i,z (X;qn)+\/ﬂn,i,2 (X:qn) (]j(l_qn)] €, (X)’Ll"fi""j (X’q")
4

2
j=0
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elde edilir. Burada

J

B0~ ) )3 o ()00 s ()

olarak diisiiniiliirse ispat tamamlanmis olur.m
4.2.4. g-Bernstein Operatériiniin Yaklagim Ozellikleri
Yukarida elde edilen teoremler dogrultusunda Bernstein operatorii i¢in uygulamalar

asagida verilmistir.

Her x€[0,1] ve q€(0,1) igin
P (x,u)z(lEleEIxu)Z

ile tanimh {(Pn,q} fonksiyon dizisi feB[O,l] icin

n—k-1

B (/)= {ZLX"H(“’SX)’{%J

s=0

iyi bilinen g-Bernstein operator dizisini iiretir. g-Bernstein Operatoriiniin momentleri sirasiyla

Bn'q (60'1 ;x) =1, Bn,q (em;x)

Il
>
So]

&)

;S
—_—
)

N
-
¥
~—~—

Il
Y
+

Dahasi, yukarida elde edilen esitlikler yardimiyla merkezi momentler asagidaki sekilde

Nn,1,1(XICI)=0 ve ;z,,,1,2(><,q)=M elde edilir.

[n],

4.2.4.1. Lemma. Her x€[0,1] ve r eN; icin
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esitsizligi dogrudur.
Ispat: r e N olsun. Her t,x €[0,1] i¢in
1t +1t

th—x" Xt

< ‘em (t)—ey1(x)

=|t—x|

e 0)-eus)

e.1(t)—e., (x)‘ <

buradan

e.1(t)—e., (X)‘ < r‘eL1 (t)—eqy, (x)‘

esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizlige B, , operatérii uygulanirsa her ne N icin

e 1 () €4 (x)|;x) < an’q (|61,1 () —€11 (x)|;x)

Bn_q (erll ;x) —€ 1 (x)‘ < Bn’q (

elde edilir. Bu son esitsizligin sag tarafina Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa her r e N icin

Bua (i) (0] Bl Omena 0O o) =rina oy ) <2 E

esitsizligi elde edilir.m

4.2.4.1. Sonug. Her x €[0,1] icin
limB, . (er’l,x)zer’1 (x), reN.

n—oo

Burada; {q,}, (0,1) iizerinde tanimli reel sayilarin bir dizisidir éyle ki 1-q,, = o(lj.
n

4.2.4.2. Sonug. Her x €[0,1] olsun. Eger fe([0,1] ise her neN icin

limBnq (f,X)=f(X)-

n—o in
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Burada; {q,}, (0,1) iizerinde tanimli reel sayilarin bir dizisidir éyle ki 1-q, = o(lj.
n

4.2.4.1.Teorem. Eger fe([0,1] ise 6= |—— icin

B, ( ;x)_f(x)\s%w[f; ﬁ]

Ispat: B, , (90,1?X) =1 oldugu ve operatériin monotonlugu dikkate alinirsa her neN i¢in

B,,(fix)=f(x)|<B,,(|f ()-f(x)

%)
esitsizligi bulunur. Her ¢,x [0,1] icin siireklilik modiiliiniin yardimiyla

r©-r(w)<{ 15 o0

esitsizligi dogrudur. Bu son esitsizlik ile birlikte degerlendirilse her § >0 i¢in

[£(6)=f(x)|< (1 +=Jens(6)-eus (x)l}w(f ;) (4.20)

esitsizligi elde edilir. (4.20) ifadesine B, operatori uygulamr ve Cauchy-Schwarz esitsizligi

dikkate alinirsa her ¢ >0 igin

1 1 1- 1 /1
Bn'q(f;x)—f(x)‘s(1+g,/,un,12(X;q)ja)(f;5)s{1+g X([n—]qx)}o(fﬁ)ﬁ[1+5 WJw(f,ﬁ)
esitsizligi bulunur. 6 = 1 olarak alinirsa

[,
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Bnrq(f;x)—f(x)‘sga{f; ﬁ]

istenen elde edilir.m

4.2.4.2. Teorem. Her f < Lipya ve x€[0,1] igin

a2
Bn,q<f:x>—f<x>\szw{ﬁ} -

Ispat: feLipya (M>0, 0<a<1) oldugundan her t,x €[0,1] igin

o

£(6)= f(x)| < Mley, (£) ey, (x)

esitsizlifine B, A operatori uygulanirsa

Bn,q(f;x)_f(x)|SBn,q(|f(')_f(x)|;X)SMBn.q(|el,1 (t)_el.l (X)

a
;X

esitsizligi bulunur. Bu son esitsizlikte p:E ve g= ile birlikte Holder esitsizligi dikkate
a

-

alinirsa

Bn'q (f;X)—f(x)‘ < M(Bn,q ((el,l (f)—eL1 (X))Z ;x))a/z

esitsizligi bulunur. m

64



Ersin SiMSEK, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

4.3. Baskakov Operatorlerinin Farkli Genellemesi
Bu boliimde, g-Baskakov operatérlerinin yeni bir tipi tanitilmistir. Merkezi momentler
icin formiiller elde edilmis ve tanimlanan g-Baskakov operator dizilerinin yaklasim 6zellikleri ve

yakinsama orani, stireklilik modiilii yardimiyla belirlenmistir.

4.3.1. Operatoriin insaasi ve Yaklasim Ozellikleri

Her x€[0,%) ve qe(O,l) icin

((1 + x)@x):
((1+x)9ux) ey

n
q

Pn,q (X,u) =

Png (x, 1) =1 kosullar1 saglanmaktadir. Her neN icin g-tiirev yardimiyla

((1+X)@x): y (1+x)@x):
aq%.q(x’u)_(On,q(xyqu)—(/’n,q(X,U)_((1+X)@CIUX)Z ((1+x)@ux):
o e =

H(1+x—qsxu) ((1+X)@”X):+l

5=0

_ [n]q x((l+x)@x): ) [n]q x((1+x)9x):

elde edilir. Benzer sekilde her k<N icin

Oy g (x,u) [n]q [n+1]q ---[n+k—1]q xk ((1+x)6x):

aquk ((1+x)@ux)

n+k

q

elde edilir. Bu son esitligin her iki yani L ile carpilirsa

[],!

65



Ersin SiMSEK, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

1 a’;%‘q (x,u) _ [n]q [n+1]q ---[n+k—1]q x* ((1+X)9X):
[k],t  ou" [k]q!((1+x)@ux):+k

elde edilir. Buradan da gerekli diizenlemeler yapilir ve u=0 yazilirsa

14, (0u)
[k],!  ou"

=((1+x)@x)z [m—]lz’_l} x" (1+x)7n7k (4.22)

u=0

elde edilir. (4.22) esitliginin sag tarafindaki ifade x’e gore bir rasyonel fonksiyondur oyle ki

[O,oo) araliginin hicbir noktasinda tanimsiz degildir. Dolayisiyla (4.22) ifadesi (ii) kosulunu

saglar. Ayrica, qe(O,l) ve xe[O,oo) oldugundan dolay (iii) kosulu da saglanmaktadir. Sonug
olarak (4.21) ile tamiml ¢, . fonksiyonlar1 bir pozitif lineer operator tretir. (4.22) ifadesi ve

Cp kg :[n]q oldugu dikkate alinir ve 4.1.1. boliiminde tanmimlanan £, , operatoriinde yerlerine

yazilirsa, feC[O,oo) ve qe(O,l) icin,

Kn,q(f;x):((ler)@x): i{“k_l} xk(1+x)nkf[[k]q} neN (4.23)

2 [,

ifadesi elde edilir. Dikkat edilirse (4.23) ile tanimlanan operatoér klasik Baskakov operatoriiniin

Materyal ve Yontem boliimiinde verilen g -benzerlerinden farkli bir genellemedir.

Sonu¢ 4.1.2.1'den K, , operatoriniin ilk ii¢ momenti agagidaki gibidir:

Kn'q (eo,ﬁx) =1;

1
K,,‘q(ez’lix):q[n-’- ]q X2 n 1 X

[n], (1+X(1_qn))(1+x(1_qn+1)) [n], (1+x(1_q")).

66



Ersin SiMSEK, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

Dahasi, yukarida elde edilen esitlikler yardimiyla merkezi momentler asagidaki sekilde elde

edilir:
X
X,g)=———X;
/un,l,l( Q) 1+X(1—qn)
n+1 2 2
/ln,1,2(X'CI)=q[ ]q X N 1 X ~ 2x 2

[, (1ex(1-a"))(1+x(1=a"")) o (1+x(1-q")) (1+x(1-q"))

4.3.1.1. Lemma. A>0 olsun, her x€[0,A] ve reN, icin

Kn,q (er,l;x)_er,l (X)‘ = rAr71 \[ :un,l,Z (X' q)

esitsizligi dogrudur.
Ispat: r eN, olsun. Her ¢,x €[0,A] ve A>0igin
At At

t"—x" T x

=|t—x|

e 1 (t)—er’1 (X)‘ < < ‘em (t)—el‘1 (x)
=rA™! ‘31,1 (t)—e‘l,1 (x)‘

buradan

e 1 (t)—en1 (x)‘ <rg™! ‘91,1 (t)—em (X)‘

esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizlige K, , operatori uygulanirsa her neN icin

Ko (0r15%) =€ (¥)] <Ko (Jern ()= (i) 1A Ko (Jen () -1 ()ix)

elde edilir. Bu son esitsizligin sag tarafina Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa her r e N icin

K,q (e 15%)—e, (x)‘ <rd™! \/Kn’q ((91.1 ()-ers (x))2 ;x) =rA" 1, 1,(x,9)
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esitsizligi elde edilir.m

4.3.1.1. Teorem. Her x [0, A] icin

limK, . (e,,,x)=¢€,,(x), reN,.
n—

Burada; {q,}, (0,1) iizerinde tanimli reel sayilarin bir dizisidir dyle ki 1—q, =o(1/n).
Ispat: Her x[0,A] ve q,<€(0,1) igin ikinci merkezi moment ve 1/(1+x(1—q,'1' ))S 1 esitsizligi
birlikte diisiiniltirse

[n+1]q 2, % _ 2" +x%= 2X3(1_q2) +X(1+X)£2(1_QS)A +

Hn2(X.4,)< [n]qn"x +[”]q" (1+x(1—qr':)) (1+x(1—q,’,1)) [”]qn

elde edilir. Yani

(4.24)

A(1+A
/un,l,Z (qun)SZ(l—qZ)A3 + ( ) )
q

n]

n

Sonug olarak her neN ve x €[0,4] i¢in lim 4, ; , (x,q,)=0"dir. 0 halde Lemma 4.3.1.1’den her ve
n—w

reN, xe[0,4] i¢in lim K, , (e,.1,X)=¢.,(x) oldugu elde edilir. l

4.3.1.1. Sonug. Her x<[0,A] olsun. Eger feC[0,A] ise her neN igin limK, (f,x)=f(x).

n—o n

Burada; {q,}, (0,1) iizerinde tanimli reel sayilarin bir dizisidir dyle ki 1—q,, = o(lj.
n

4.3.1.2.Teorem. Eger f C[0,A] ise her 6 >0 icin

A(1+A)

Kn,q( ;x)—f(x)‘s{1+%\/2(1_qn),43+ [n] }a)(fﬁ).

Ispat: K, , (eoll;x) =1 oldugu ve operatoriin monotonlugu dikkate alinirsa her neN i¢in
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Ko (f3%)= £ (X)| <K, (|£ ()= £ (%)) (4.25)

esitsizligi bulunur. Her ¢,x [O,A] icin stireklilik modiliiniin yardimiyla

|f(t)—f(x)|$[1+ |t;X|ja)(f;§)
esitsizligi dogrudur. Bu son esitsizlik ile (4.25) birlikte degerlendirilse her § >0 i¢in
1
|f(t)—f(x)| £(1+g|el'1 (t)-e,, (X)Uw(f;c?) (4.26)

esitsizligi elde edilir. (4.26) ifadesine (4.23) ile tamml K, —operatorii uygulanir ve Cauchy-

Schwarz esitsizligi diistintliirse her 6 >0 igin

K,, (f;x)—f(x)|£[1 +%./yn,1‘2 (x;q)jw(f;&)

esitsizligi bulunur. (4.24) esitsizligi dikkate alinirsa

Koo :x)—f(xn{l%JZ(l—q")f+A([1]A)}w<f:5>

istenen elde edilir.m

4.3.1.3. Teorem. Her feLip,a ve x€[0,4] igin

af2
Kn_q(f;x)—f(x)‘SM{Z(l—q”)ff+A([ii“4)} .

Ispat: feLipya (M>0, 0<a<1) oldugundan her ¢,x [0, 4] igin
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£ (£)=f (x)| < Mle,, (£)-e,, (x)|"

esitsizligine K, . operatérii uygulanirsa

Kn.q (f;X)_f(X)|SKn.q (|f(')_f(x)|;x)SMKn,q (|e1.1 (t)_el.l (X)

a
;X

esitsizligi bulunur. Bu son esitsizlikte p=E ve q= ile birlikte Holder esitsizligi dikkate
a

2—-«a
a2

alinirsa <M(p,,,(x q))a/2 esitsizligi

Kw(ﬁxy¢(@gndxwﬁq4q_qJ@»%x»

bulunur. (4.24) esitsizligi dikkate alinirsa istenilen elde edilir.m

4.3.1.4. Teorem. f eC’ [O,A] olsun. O halde her Xe[O,A] icin

o((D? £);0)
N

S Fn,l (X'qn)

2 2 .
Burada Fnll(X,qn):,U*n‘llz(X,qn)"'\/,un’l_z(qun)Z[jjej,l(x)(l_qn)lﬂn,l,‘l——j(x’qn)’ {q,,}, (0'1)
j=0

lizerinde  tanimhi  reel sayilarin  bir  dizisidir ~ dyle ki 1—qn:o(lj ve
n

ﬂnmA&@=KM«qloqu@»?g.

Ispat: feC® [O,A] ve Xe[O,A] olsun. g-Taylor formiiliinden; her t,Xe[O,A] icin

(251)(x)

F0= ({2, ) le) -

(t@x); +g, (£:x) (4.27)

esitligi yazilabilir. Burada;

(23 £)(&.0)-(P3 )(¢)

9q, (t;x): [2] I (t@x);
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ve & x ile x arasinda olmak iizere;

fs_v—x|<|t—x|. (4.17) ifadesine K,  operatori

uygulanirsa

K., (f;X):f(X)+(anf)(x)Kn’qn ((61,1 ()-e., (X));X)
. £)(x) 2
+%Kmqn ((31,1 (-)@6’1,1 (X))q" ;X)+Kn'qn (gqn ;X).

Bu son asagidaki gibi diizenlenirse
y )
K,, (f;x)-Y ["j] — i, (x.4,) <K, (9,%) (4.28)
a

esitsizligi elde edilir. ispatin bu asamasinda siireklilik modiiliiniin yardimiyla (4.28) esitsizliginin

sag tarafinda bulunan K,. (gq" ;x) icin bir degerlendirme yapilacaktir. Her 6 >0 icin,

(2 1) &)= (255 ) ()| s o (B2 )l =) s (25, )er, (-1, (1))

e ()€ (%)
oo st
elde edilir. Bu son ifadeye K, , operatori uygulanirsa;

Ko (\gq"\:x)s%[y:m(x;q,.)+1<,.,q" (v ()1 ()

(em ()een, (X))

oJ]

esitsizligi bulunur. K (|€1,1 (-)—eu (X)|

(e ()2ens (0))

esitsizligi uygulanirsa asagidaki ifade elde edilir:

Ky (s -e0s (90 )20 () ) < (s () s (6))50) JKM"([(el,l(.)eel_l(x)); T;xj

;x) ifadesine Cauchy-Schwarz

71



Ersin SiMSEK, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

(e, (t)oey, (x))i =(e,, (t)-e,, (x))2 +(1-q,)e,, (x)(e,, (t)-e,, (x))

n

oldugu dikkate alinirsa;

[(em (t)oe,, (X)); T =(e,, (t)—e,, (x)) +2(1-q, )e,, (x)(ey, () ey, (x))

+(1 —q, )2 €1 (X)(em (t)_em (X))Z = Zzl[zj(l_qn )p €pa (X)(el,l (t)_em (X))LFP

elde edilir. Boylece

K., (|el,1 (-)-ew (X)|

CROECHE)S

)mJ -0 e ()

2
j=0

elde edilir. Sonug olarak

Ko (\gqn\:x)ﬁﬁ?;é){ﬂ:&xx:qn)+\/un.1.z(x.qn>Jg(jj<l—qn)f' ey (¥t (0,)

esitsizligi elde edilir. Bu son ifade (4.28) de yerine yazilirsa

DY oyttt o

elde edilir. Burada

B )= s 03 s (9010 s )

olarak diisiiniiliirse ispat tamamlanmis olur.m
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Pozitif lineer operator dizilerinin g-benzerlerinin Yaklasim Teorisinde kullanimi son
yillarda giderek artan bir ¢alisma alani olmustur 6yle ki Bernstein operatorii disindaki diger
operatorler, ornegin Szasz-Mirakyan operatorii, Baskakov operatorii, Meyer-Konig-Zeller
operatorii, Bleimann-Butzer-Hahn operatorii gibi bircok operatoriin g-benzerleri insa edilmis ve
yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Son yillardaki calismalara bakildiginda yukarida adi gecen
pozitif lineer operatorlerin g-benzerlerinin insasi icin farkli teknikler kullanilmistir. Ornegin
Bernstein operatoriniin farkli g-benzerlerinin olmasi bundan dolayidir. Ancak pozitif lineer
operatorlerin g-benzerlerinin iiretilmesi icin genel bir yontem verilmemistir. Bu alandaki bilinen
genel insa yontemleri ise sinirli sayidadir. Bu tez ¢alismasinda, farkl tekniklerle elde edilen
pozitif lineer operatorlerin g-benzerlerini veren genel bir operator sinifini, lireteg
fonksiyonlarinin yardimiyla nasil insa edildigi incelenmistir. Bu insa siirecinde 6nemli bir role
sahip olan iirete¢ fonksiyonlarinin saglamasi gereken asgari kosullar belirlenmistir. Uretec
fonksiyonlarinin uygun seg¢imi ile bilinen pozitif lineer operatérlerin g-benzerlerinin
olusturulmasinin yaninda daha fazlasinin {iretilmesine olanak saglayan operator sinifinin
yaklasim oOzellikleri de incelenmistir. Ayrica yaklasim 6zelliklerinin incelenmesinde 6nemli bir

yer tutan momentlerin hesaplanmasinda da iiretici fonksiyona bagh hesaplamalar yapilmistir.

Belirlenen ama¢ dogrultusunda elde edilen genel operatér: g >0 ve I, :[O,A] seklinde

bir aralik olmak iizere {(pn_q }:il, I, X [O,oo) tizerinde tanimli reel degerli bir fonksiyon dizisi i¢in
i) Her n€N ve xel, icin, ¢, (x,0)=0 ve ¢, (x,1)=1,

B gPngq(¥.u)

ii) Her n€N, k€N, icin, -

var ve x degiskenine gore siireklidir,

o u

q u=0

ok X,U
iii) Her n€N, k€N, ve x,u>0 igin, M>O

8quk o
kosullar1 saglandiginda fEB(IA) icin
< 1 8, (xu) [k]
L . (f.x)= 1774 f 1 (5.1)
n.q( ) ;[kq! aquk ‘u:o Ty

olarak tanimlanmistir. r €N, ve neN olmak lizere £, , operat6riniin momentleri
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r om )
Lg (er‘i;x): 1 qu(ml)/qu(hm)M (5.2)

r m
a”»q m=0 aqll u=1

esitligi ile hesaplanmustir. (5.1) operatérler dizisinin yapisi incelendiginde ¢, , fonksiyonun

seciminin etkisi oldukga fazla oldugu goériilmektedir.

Aslinda, q-parametresine bagli genel bir pozitif lineer operatorler dizisinin insa edilmesi
ilk degildir. g e (0,1) ve R" {izerinde sonsuz kez siirekli g -tiireve sahip reel degerli bir {v,bn}n>1

fonksiyon dizisi icin agsagidaki ii¢ kosul saglandiginda
i) ,(0)=1, neN,

i) (—=1)'Dry,(x)>0, neEN, kENy, x>0,

iii)  Her (x,k)eR*"xN, i¢in bir i,,0<i, <k, pozitif tamsayis1 vardir 6yle ki

D§+lwn(x)=( 1)1 1 Dk Ikw ( i +1 )ﬁn,k,ik,q( ) burada lim ﬁnklkfI(O) _

n—>c>o[n]’ 1 k—1 -
fec, (R+) icin,

o k

(fix =Z A KE=02ply, (x) x>0 (5.3)
q

prd []kl’

yakinsak bir seri seklinde 2009 yilinda C. Radu [36] tarafindan insa edilmistir. Fakat bu
calismadaki (5.3) operatorler dizisi g=1 alindiginda, V. A. Baskakov [16] tarafindan 1957 yilinda

f veo,, [O,oo) araligl lizerinde sonsuz tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak iizere;

Ln(f;x):ki(_x)k q)gk)(X)f[%], XE[O,oo), neN,

seklinde tanimlanan operator dizisinden baskasi degildir. Benzer durum (5.1) ile verilen operator
dizileri icin s6z konusu degildir. Hem (5.1) hem de (5.3) operatdrleri i¢in zorlayici nokta ise uygun
tirete¢ fonksiyonun belirlenmesidir. Asagida (5.1) i¢in uygun olarak secilen iiretici fonksiyonlar

ile elde edilen operatorler sirasiyla verilmistir.
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1- neN ve ¢>0 icin (pn_q(x,u):=((1—x)®ux)2/((1—x)@x)z ile tanmimh fonksiyon dizisi

yardimiyla

q-Lupas Operatorii elde edilmistir. Bu operator ilk kez A. Lupas [27] tarafindan insa edilmistir.

2- Her x€[0,1] ve qe(0,1) icin (pn‘q(x,u):(lElequ)Z ile tanimh {gon’q} fonksiyon dizisi

yardimiyla

B, (fix)= , [:Lx"rﬁ(l—qSX)f£%J

seklinde g-Bernstein Operatérii elde edilmistir. Bu tipteki g-Bernstein operatori, ilk kez G. M.
Phillips [28] tarafindan g-ileri farklar kullanilarak olusturulmustur. Her ne kadar ayni operator

elde edilmisse de olusturulma teknikleri bakimindan faklidir.

3- {b,} monoton artan pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun ve her x&[0,b,] ve q<(0,1) igin

Pnq (X,u)=(18x/b, Bux/b, )Z ile tanimli {%,q } fonksiyon dizisi yardimiyla

Cog(fx)= k; [:L (;—j nljol(l —qS;(—n}f[[lElf” J xe[0,b,]

seklinde g-Chlodowsky Operatirii elde edilmistir. Bu operatér 2008 yilinda H. Karshi ve V. Gupta

[63] tarafindan insa edilmistir.

4- Her x&[0,0) ve qe(0,1) icin Do (x,u):(l@xu)Z/(1®x)Z ile tanimh fonksiyon dizisi

yardimiyla
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n

k
Hn,q(f:X)=Z[:} g g W
q

pay qk[n—k+1]q

q-Bleimann-Butzer-Hahn Operatorti elde edilmistir. Bu operatér 2007 yilinda A. Aral ve O. Dogru

[35] tarafindan incelenmistir.

5- neN olsun.Her q€[0,1), x€[0,1) igin Do (x,u):(1@x);+1/(1@ux):+1 ile tanimli fonksiyon

dizisi yardimiyla

Mn,q(f;X)=(19x)Z”Zw:{kZ”} cp| s

k=0 q" [k+”]q

q-Meyer-Konig ve Zeller Operatorti elde edilmistir. Bu operatér 2005 yilinda O. Dogru ve 0. Duman

[34] tarafindan incelenmistir.

6- Her xe[0,0) ve qe(0,1) igin Do (x,u):((1+x)@x)2/((1+x)@ux): ile tanimli fonksiyon

dizisi yardimiyla

k=0

Kn’q(f;x)z((1+x)@x): i[n”}i—l} xk(1+x)_"_kf£%} neN

q-Baskakov Operatérii elde edilmistir. Dikkat edilirse tanimlanan operator klasik Baskakov
operatoriiniin Materyal ve Yontem boliimiinde verilen g benzerlerinden farkl bir genellemedir.
Boylece (5.1) operatorii yardimiyla literatiirde olmayan yeni bir operator elde edilmistir. Ancak
diger g-benzerlerden fakl olarak [0,oo) araligl tizerinde degil de bu araligin kapal bir alt araligi
lizerinde tanimlanmis ve yaklasim 6zellikleri incelenmistir.

Bunlarin disinda da pozitif lineer operatorlerin farkli genellemelerinin g-benzerleri
mevcuttur. Bunun i¢in arastirmacilardan bu tezde 6nerilen yontemi takip edilip, uygun iireteg

fonksiyonlar1 se¢meleri Onerilmektedir. Bugiinlerde yukarida adi gecen pozitif lineer

operatorlerin (p,q)-benzerlerinin olusturulmasi oldukc¢a yaygindir, fakat bu c¢alismadakine

benzer genel bir (p,q) genelleme heniiz yapilmamistir. Bu baglamda bu ¢alismadaki bulgular
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boliimi incelendiginde benzer sekilde (5.1) operatoriiniin (p,q)-benzerinin insasinin mimkiin

oldugu distiniilmektedir.

L,, operatér dizileri icin Bulgular kisminda verilen Korovkin tipi teorem, cesitli

fonksiyon siniflarindaki fonksiyonlara yaklasim hizi ve Voronovskaya tipi teoremler yukarida adi

gecen operatorler icin daha 6nce elde edilen sonuglarla ortiistiigii géralmustir. Bu da bize £, ,

operator dizilerinin yukarida adi gecen operatorleri sadece liretmedigi bunun yaninda yaklasim

ozelliklerinin de incelenmesine olanak sagladig gosterilmistir.
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