T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI

B-MAKSIMAL KOMUTATORUN VE B-MAKSIMAL OPERATORUN
KOMUTATORUNUN AGIRLIKLI LEBESQUE VE B-MORREY UZAYINDA
SINIRLILIGI

Veli Semih UYGUR

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS

MART 2019
ANTALYA



T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI

B-MAKSIMAL KOMUTATORUN VE B-MAKSIMAL OPERATORUN
KOMUTATORUNUN AGIRLIKLI LEBESQUE VE B-MORREY UZAYINDA
SINIRLILIGI

Veli Semih UYGUR

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS

MART 2019
ANTALYA



T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

B-MAKSIMAL KOMUTATORUN VE B-MAKSIMAL OPERATORUN

KOMUTATORUNUN AGIRLIKLI LEBESQUE VE B-MORREY UZAYINDA

SINIRLILIGI

Veli Semih UYGUR

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS

Bu tez T.C. Akdeniz Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP) Koordinasyon

Birimi tarafindan FYL-2018-3481 nolu proje ile desteklenmistir.

MART 2019



T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

B-MAKSIMAL KOMUTATORUN VE B-MAKSIMAL OPERATORUN
KOMUTATORUNUN AGIRLIKLI LEBESQUE VE B-MORREY UZAYINDA
SINIRLILIGI

Veli Semih UYGUR

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS

Bu tez ...../...../20..... tarihinde jiiri tarafindan Oybirligi/Oycoklugu ile kabul edilmistir.

Dog. Dr. Simten BAYRAKCT (Danigman)
Dog. Dr. Melih ERYIGIT
Dr. Ogr. Uyesi Hakan SIMSEK



OZET

B-MAKSIMAL KOMUTATORUN VE B-MAKSIMAL OPERATORUN
KOMUTATORUNUN AGIRLIKLI LEBESQUE VE B-MORREY UZAYINDA
SINIRLILIGI

Veli Semih UYGUR

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danmisman: Dog¢. Dr. Simten BAYRAKCI

Mart 2019; 35 sayfa

Bu tezde Laplace-Bessel diferansiyel operatorii

n—1
0? 0? 2v 0
Ag = g —

ve Ap’nin dogurdugu Hardy-Littlewood Maksimal (5B-Maksimal) fonksiyonu

Mpf(z) =sup ————— TY|f(2)|y> dy, =€ R"
Bf(z) o0 (B0, )], (/) | (@) |y, dy i
B(0,r

gdzOniine alinmustir.
Calismamizin amaci, Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu B-maksimal
komiitatoriin ve B-maksimal operatoriin komiitatoriiniin agirlikli Lebesque Ly, , (R ) uzay-

larinda ve B-Morrey uzayinda sinirliligini incelemektir.

ANAHTAR KELIMELER: BMO ve B—BMO uzay1, Komiitator, Genellesmis kayma,
Laplace-Bessel diferansiyel operatorii, Maksimal fonksiyon, Maksimal fonksiyonun ko-

miitatorii, B-Morrey uzayi

JURI: Dog. Dr. Simten BAYRAKCI
Dog. Dr. Melih ERYIGIT
Dr. Ogr. Uyesi Hakan SIMSEK



ABSTRACT

BOUNDEDNESS OF THE B-MAXIMAL COMMUTATOR AND THE
COMMUTATOR OF THE B-MAXIMAL OPERATOR ON WEIGHTED
LEBESQUE AND B-MORREY SPACE

Veli Semih UYGUR

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Simten BAYRAKCI
March 2019; 35 pages

In the thesis, we consider Laplace-Bessel differential operator

1 92 92 2w 0
:Z 2+(

— >0, ,>0
dxz  “0x2 xnaxn)’ (v v )

and Hardy-Littlewood Maxsimal (B-Maxsimal) function generated by Ap

Mpf(x) =sup ——— TY|f(x)|y*dy, =€ R™.
Bf( ) 7‘>IO)|B(07T)|V (/) |f( )|yn ) +
B(O,r

The aim of this study is to investigate the boundedness of the B-maximal commu-

tator and the commutator of the B-maximal operator, generated by the Laplace-Bessel

differential operator on the weighted Lebesque L, , (R} ) spaces and 5-Morrey space.

KEYWORDS: BMO ve B—BM O space, Commutator, Generalized translation, Laplace-
Bessel differential operator, Maxsimal function, Maxsimal fonksiyonun komiitatorii, -

Morrey uzayi

COMMITTEE: Assoc.Prof.Dr. Simten BAYRAKCI
Assoc.Prof.Dr. Melih ERYIGIT
Asst.Prof.Dr. Hakan SIMSEK

il



ONSOZ

Fourier-Bessel harmonik analizinin dnemli diferansiyel operatorlerinden biri olarak
bilinen Laplace-Bessel diferansiyel operatorii Levitan 'min 1951 yilindaki caligmalar ile
ortaya cikmistir. Ik n degiskene Laplace ve sonuncu degiskene Bessel diferansiyel ope-
ratorliniin uygulandig1 bu operator ile birgok matematik¢i calismis ve caligmaya devam
etmektedir.

Laplace diferansiyel operatorii ile iligkilendirilen Fourier harmonik analizinin 6nemli
teknik araclarindan birisi de Hardy-Littlewood maksimal operatoriidiir. Hardy-Littlewood
maksimal operatoril, bircok operatoriin noktasal yakinsama probleminin incelenmesinde
oldukca faydalidir. Bunun yaninda Lebesque uzayi, Morrey uzay1 gibi bir¢ok fonksiyon
uzayinda sinirlilig1 incelenmisgtir.

Bununla birlikte, 1976 yilinda Coifman, Rochberg ve Weiss tarafindan, T singular
integral operatorii ve b, BM O (Bounded Mean Oscillation-Salinimlarinin Ortalamalari
Sinirl1) uzayindan oldugu zaman komiitator operatoriin L,,, 1 < p < oo Lebesque uzay-
larinda sinirliligr kanitlanmustir.

Ilerleyen zamanla Fourier harmonik analizinde Riesz potansiyelinin komiitatorii, mak-
simal fonksiyonun komiitatorii, maksimal komiitator ve benzeri komiitator operatorler ta-
nimlanip, bir¢ok fonksiyon uzayinda incelenmistir.

Biz de bu ¢alismada Fourier-Bessel harmonik analizinde Laplace-Bessel diferansiyel
operatorii tarafindan tiiretilen maksimal komiitatorii ve maksimal fonksiyonun komiita-
tor operatoriinii tanimladik ve bu operatorlerin sinirliliklarini uygun Lebesque ve Morrey
uzayinda inceledik.

Calismamiz boyunca degerli bilgi ve zamanin1 benimle paylasan, danigmanim Sayin
Doc. Dr. Simten Bayrak¢i’ya ve destegini esirgemeyen kiymetli esim Zeynep Uygur’a

tesekkiir ederim.
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GIRIS V.S. UYGUR

1. GIRIS

Fourier-Bessel harmonik analizinin 6nemli diferansiyel operatorlerinden biri olan

Laplace-Bessel diferansiyel operatorii

7+ (

n—l oo 2
:Za 0 21/6), (v>0, z,>0)

ox2  x, 0z,

biciminde tanimlanir. Bu operatoriin dogurdugu Genellesmis Kayma operatorii ise

F ™
TVf(x) = % / f (x' — ', /22 — 23,y cos o + y,%) sin® ' a do,
0

M= (N

seklindedir. 1951 yilinda Levitan’nin ¢aligsmalar ile birlikte Laplace-Bessel diferansiyel
operatoriin dogurdugu Genellesmis Kayma operatorii ile bircok Matematik¢i ¢alismustir.
Fourier-Bessel harmonik analizinin singiiler integraller, potansiyellerden baska en 6nemli
teknik araclarindan birisi de Hardy-Littlewood Maksimal (53-Maksimal) fonksiyonu
M f(2) = sup | Ty, o e ry

1
>0 [B(0,7)|
B(0,r)

dir. Bu operatoriin, onemli fonksiyon uzaylarinda sinirliligini incelemek matematikgilerin
aragtirma alani olmustur.

Bununla birlikte, 1976 yilinda Coifman, Rochberg ve Weiss tarafindan, T singular in-
tegral operatorii ve b, BM O (Bounded Mean Oscillation-Salinimlari Ortalamalari Sinirli)

uzayindan oldugu zaman formal olarak,

[T,01f = T(bf) = bT(f)

ile tammlanan komiitator operatoriin L,, 1 < p < oo Lebesque uzaylarinda sinirliligi
kanitlanmustir.

Ilerleyen zamanla Fourier harmonik analizinde Riesz potansiyelinin komiitatorii, mak-
simal fonksiyonun komiitatorii, maksimal komiitator ve benzeri komiitator operatorler ta-
nimlanip, bir¢ok fonksiyon uzayinda incelenmistir.

Bizim de bu tez calismasinda amacimiz, Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin
dogurdugu B-maksimal komiitatoriin ve B-maksimal operatoriin komiitatoriiniin agirlikl

Lebesque L, (R} ) uzaylarinda ve B-Morrey uzayinda smirliligini incelemektir.
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Oncelikle Kaynak Taramasi ad1 verilen ilk boliimde, Fourier Harmonik analizinin te-
mel kavramlarindan Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun ve BMO uzayinin 6nemli
ozelliklerini hem konuya daha iyi aciklik getirmek hem de okuyucuya genis bir Tiirkce
kaynak olmasi bakimindan detayl: inceledik.

Materyal ve Metot boliimiinde Fourier-Bessel harmonik analizinden gerekli tanim ve
kavramlar: verdik. Son olarak Bulgular ve Tartisma boliimiinde ¢calismamizda elde ettigi-
miz sonuglar1 gosterdik.

Tez ¢alismamiz, Akdeniz Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP) Koordinas-
yon Birimi tarafindan FYL-2018-3481 nolu proje ile desteklenmekte olup, bu kapsamda
elde ettigimiz sonuclar1 26-29 Ekim 2018 tarihlerinde Antalya’da diizenlenen "The Me-
diterranean International Conference of Pure and Applied Mathematics, Related Areas
(MICOPAM-2018)" Sempozyumunda sunduk ve "Boundedness of the B-Maksimal Com-
mutators on B-Morrey Spaces", 188-191, Proceedings Book of MICOPAM-2018 olarak
yayinlandi.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Fourier Harmonik Analizinden Baz Bilgiler

Bu béliimde Fourier harmonik analizinin bazi temel tanim ve kavramlarimi verecegiz.
Ozellikle Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunu ve onun L,, uzayindaki simrliligin
ve BM O uzayini, 6nemli 6zelliklerini, John-Nirenberg esitsizligini alt boliimler halinde
detayl inceleyecegiz. Temel kavramlar i¢in Folland (1984) ve Grafakos (2009) kaynakla-
rina bakilabilir. Diger 6zel kavramlar icin detayli bilgiler yanlarinda verilen kaynaklarda

mevcuttur.

Tanmm 2.1. R" = {z = (21, o, ..., Tn) : T1, T2, ..., T, € R} n-boyutlu Oklid uzay olsun.
E C R" dlciilebilir kiimesinin Lebesque ol¢iimii |E| ile gosterilir. Ayrica R"de x-merkezli

r > 0 yarigapl agtk yuvar B(z,r) = {y € R" : |x — y| < r} ile tamimlanur.

Tamm 2.2. R" ’de olciilebilir fonksiyonlarin (klasik) Lebesque uzayi

Ly=L®)={ f|fl,, = /!f(r)!”dx <o, 1<p<oo

ile tanmimlanir. Burada dx = dx4,dzs, ..., dx, dir.

p=00igin Lo = Log(R") = {f : [|f]l < o0},
1fllz,. = esssup [f(@)] = inf{A >0 {a - |f(2)] > A} = 0}
dir.
L,, 1 < p < oo Lebesque uzay1 tam normlu uzay, yani Banach uzayidur.

Tamim 2.3. R" ’de local(yerel) integrallenebilen, olciilebilir fonksiyonlar kiimesi

Ll

loc

(R") =< f: /\f(x)]dx < o00,VK C R", K kompakt
K

ile tamimlanir.

Teorem 2.4. (Holder Esitsizligi)

1 <p,q < oo olmak iizere f € L,,g € L, ve % + % = 1 olsun. Bu durumda

1fgll, <IIfllz, lgll,

dir; (Folland (1984)).
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Teorem 2.5. (Folland (1984)) (Fubini Teoremi) (X, M, i) ve (Y, N ,v) o—sonlu olgiim

uzaylart, |1 x v ise M x N iizerinde i ve v nin ¢arpimi olsun. Eger f : X xY — R

fonksiyonu ji x v dlgiimiine gore integrallenebilir ise h.h.x € X icin [ f(x,y)dv(y) ve
Y

h.hy €Y igin [ f(x,y)du(z) integralleri sonludur ve
X

[ i) - //f:vydv dula //fxydu v (y)

XxXY

esitligi saglantr.

Teorem 2.6. (Minkowski ve Integraller I¢in Minkowski Esitsizligi)

1 < p < oo olmak iizere f, g € L, olsun. Bu durumda Minkowski esitsizligi

IF+ 9, <Ifllz, +l9l.,

bigimindedir. (X, M, ) ve (Y, N ,v) o —sonlu él¢iim uzaylari ve o(x,y), M x N él¢ii-
lebilir fonksiyon ve p > 1 olmak iizere integraller icin Minkowski esitsizligi

PN :
[ [eeviaw) ww) < [{ [leeoraw | oo
X \Y Y \X
seklindedir, (Folland (1984)).

f:R*" = Cveh € R"\ {0} olmak iizere R" ’de kayma (klasik kayma veya oklid
kaymasi) operatorii 7" f(z) = f(z + h),r € R" ile tanimlanir. Tek degiskenli halde

tirevlenebilir f fonksiyonu i¢in asagidaki Cauchy probleminin

00 _ 9%
ox oy
®(0,y) = f(y)

¢oziimii ¢(z,y) = f(z+y) = 7Y f(x) kayma operatoriidiir ve tiirev tanimindan da goriiliir
ki kayma operatorii 1le ; diferansiyel operatoril arasinda siki bir bag vardir.

Kayma operatorii L,,, 1 < p < oo uzayinda siirhdir. Yani, f € L,,1 < p < oo igin

I7r = £l =111,

dir. Ayrica 7" operatériiniin L, uzayinda siirekliligi ise

fim [[74£ ~ 7], = 0

|h|—0

bicimindedir.
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2.1.1. Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Fourier harmonik analizinin en 6nemli operatorlerinden birisi de Hardy-Littlewood
maksimal fonksiyonudur. Bu tez ¢aligmas1 Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun
komiitatorii iizerine olacagindan klasik halde Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunu

inceleyelim.

Tamm 2.7. (Stein (1971,1993)) f € L}, .(R™) olmak iizere,

M(f)(z) = sup;H / @)l dy @.1)

r>0 B |([E, r
B(z,r)

fonksiyonuna Hardy-Littewood maksimal fonksiyonu denir. Burada supremum x-merkezli,
r > 0 yaricapl tiim B(x,r) yuvarlar iizerinden alimr. M . f — M f operatoriine de

Hardy-Littlewood maksimal operatorii denir.

M(f) = M(|f]) > 0 oldugundan maksimal fonksiyon, pozitif operatordiir. Bununla

birlikte M operatorii lineer degil, yari-lineer operatordiir. Yant,
[M(fy+ f2)(@)] < |M fr(2)] + [M fa()|

(M (af)(@)] = |af [Mf(z)]|
dir.

Maksimal fonksiyonun (2.1) taniminda degisken degistirirsek

Mf(ﬂf)zglg ]BO ol / |f(z —y)|dy (2.2)
B(OT

olur. Bu tanimdan da goriiliir ki Hardy-Littewood maksimal fonksiyonu, klasik kayma ile
iligkilendirilir.

Bundan bagka Fourier harmonik analizinde bircok maksimal fonksiyon ile ¢aligilmis-
tir. Ornegin,

M* f(x) —sup|B|/|f ) dy

xeBz

burada B, x ’iiceren (x merkezde degil) yuvar;

2€EQy

M (@) = sup o /|f )l dy
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burada ()., = ’iigeren kiipler (kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel) dir.
Maksimal fonskiyon, Fourier harmonik analizinde bircok operatoriin noktasal yakin-

sama probleminde 6nemli rol oynamaktadir.

Ornek 2.8. R ’de f fonksiyonu olarak la,b] araligimin karakteristik fonksiyonunu ala-
lim. Bu durumda x € (a,b) ise M f(x) = 1 oldugu agiktir. x > b oldugunda (x —r,x+7)
araliklari iizerinden hesaplanan ortalamalarin en biiyiigii r = x—a iken x < a oldugunda
(x — r,x + r) araliklart iizerinden hesaplanan ortalamalarin en biiyiigii ise r = b — x

oldugunda elde edilir. Boylece

|b—al

b 0 TS
Mf(x) = 1, a<z<b

|b—al

2|lz—al r2>b

olur. Buradan érnekten goriiliir ki f € Li(R) iken M f ¢ Li(R) dir.

Genel olarak, f € Li(R") iken M f ¢ L,(R™) dir. Bu M f operatoriiniin p = 1 i¢in
giiclii sinirli olmadigin1 gosterir. Boylece asagidaki Hardy-Littlewood maksimal fonk-
siyonunun Lebesque uzaylarindaki sinirliligini iceren maksimal teoremi verebiliriz. Bu
teoremi n = 1 halinde Hardy-Littlewood, n > 2 i¢cin Wiener kanitlamistir.

M Maksimal operatoriiniin L,, 1 < p < oo uzayindaki sinirhilifini veren agagidaki
(2.4) esitsizligi, operatoriin giiglii (p, p) tipli ve (2, 3) esitsizligi de zayif (1, 1) tipli olmasi
olarak bilinir. Zayif (1,1) yakinsamanin ispati Vitali Ortii lemmasina dayanir, 6ncelikle

Vitali Ortii lemasini verelim.

Onteorem 2.9. (Stein (1971,1993)) (Vitali Ortii Lemasi) R™ "de {Bj,j € J} bigiminde
yaricaplart sonlu, keyfi yuvarlar toplulugunu goz oniine alalim. Bu takdirde bu ailenin,

{By, By, ..., By, ...} seklinde ikiserli ayrik oyle bir sayilabilir alt ailesi vardir ki
B < 5B
jeJ k=1
dirBurada 5By yuvarmmin merkezi By, ile aymdir, yaricapt By yuvarimin yarigapinin 5

katidir. Ayrica 5 sayisinin bir 6nemi yoktur, 3 de olabilir.

Teorem 2.10. (Stein (1971,1993)) (Hardy-Littlewood-Wiener Teoremi)
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a) f € Ly olsun. Bu durumda Yo > 0 icin
c
{o+ [Mf(@)] > o} < —Ifll, (2.3)

esitsizligi saglanacak sekilde n "ye bagl c; > 0 sabiti vardir.

b) f €L, vel <p < oo olsun. Bu durumda

IMf@), < ellflL, 2.4)

esitsizligi saglanacak sekilde n ve p ’ye bagli co > 0 sabiti vardir.

Ispat

a) f € Ly olsun a > 0 i¢in
Bo={z: |Mf(@)] > a}

diyelim. Vx € E, i¢in dyle bir B(x,r,),r, > 0 yuvarini segelim ki

Wl), / F@)ldy > o 2.5)

B(z,rz)

esitsizligi saglansin. Boylece F,, kiimesini orten {B(z,7.)}, . yuvarlar ailesini elde

ederiz. Vitali Ortii lemmasina gore bu ailenin ikiserli ayrik, sayilabilir { B(x;, 7,,),7 = 1,2, ...

alt ailesi vardir ki

E, C U B(z;,5ry,)
i=1

olur. Buradan (2.5) esitsizligini de kullanarak

|Ea| < Z’B(xiﬂsrxi)
i=1

< I [ swlaw=2 [ il

=1
1=
B(:L‘Z T, )

= 5" i |B(xi7 Twi)
=1

:Lj B(xi,ra;)

i=1

5n
= [ 1y
Rn
elde edilir. Yani, [{z : [M f(z)| > a}| < e || f]|;,. c1 = = olur.

b) f € L icin

IA

Mf(z) = pwl), / F@ldy < £,

r>0

7

}
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dir ve esitsizligin her iki yanindan z € R" i¢in esssup alinirsa

Ml < Wl

elde edilir. Simdi f € L, ve 1 < p < oo olsun. a > 0 olmak iizere f fonksiyonunun
dagilim fonksiyonu adi verilen ve A, = {z € R":|f(z)| > a} kiimesinin Lebesque
ol¢timii olarak tanimlanan d¢(«) = |A,| fonksiyonunu gézoniine alalim. ds(a) dagilim

fonkiyonu ile || f|[, = arasinda asagidaki esitlik ¢ok kullanighdir:

[e.o]

I£1%, =p [ @ ds(a)da 26)

0

Oncelikle bu esitligi Fubini teoremini kullanarak gosterelim:

p [ @ ld(@)da = p [ o {z R 1 [f(2)] > a}l da
/ /
= p ap—l XAQ<ZL‘)dZL‘ dov
[\
= p ap_IXAa(x)da dx
iy
£ ()]
= p o tda | dx
R 0
~ [Is@r i
Rn
= |IfI%,
Ayrica f € L,, 1 < p < oo fonksiyonunu
P RIS
0 , [f@)l<3
ve
0o > 2
e JOIES
f@)  f@)] <3

Kolayca goriiliir ki

(0%
f2€ Ly fil. <5

8
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\

st~ /|f 17 | )P da
< (5)” R

{zerm:|f(2)>5 }

< (5)" p[|f<x>r”dx<oo

oldugundan f; € L, dir. Ayrica Hardy-Littlewood maksimal operatorii, yari-lineer oldu-

gundan
Mf(x) < M fi(z) + M fo(z)

dir. Boylece

e R [Mf(@) >0} < {oeR:IMAW@IZS}+{zeR": MpE) 2

RS
——

= L+ 1

esitsizligini elde ederiz. Simdi /; ve /> tahminlerini hesaplayalim.

f2 € Ly oldugundan

1M fa(2)|| < [IM foll,,, <IlfallL, <

N e

olur. Bu ise
L= Hx e R™: [Mf(z)] > %}‘ —0
olmasit demektir. f; € L; ve maksimal operator zayif (1, 1) tipli oldugundan

o C
L= |{eer: MA@ 2 S} < SRl

olur. Son olarak (2.6) esitsizligini maksimal fonksiyon M f i¢in yeniden yazarsak ve son
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buldugumuz tahmini de kullanirsak

oo o0

A, = p [ dug)da=p [ oo € R 5 M F@)] > a}] da

0 0

< cp/ap_2 /|f1(x)|dx da
0\

= cp/Ozp2 / |f(z)]dx | da
0 {zerm:|f(2)]>5 }

= cp/g/”2 /‘f(x)‘X{xeR”:|f(x)|2‘;}(x>dw da

0 n
= Cp/|f($)| /ap_2X{z€Rn:|f(x)Zg}(l')da dx
Rn 0

2|f ()|
= cp/\f(x)] / P 2da | dx
R™ 0
= allflL,
esitsizligini elde ederiz. 0

2.1.2. BMO uzay

Klasik Fourier analizindeki 6nemli fonksiyon uzaylarindan birisi de BM O(Bounded
Mean Oscillation-Salinimlar1 Ortalamalart Sinirli) uzayidir. Bu kisimda BM O uzayini
tanitip onemli 6zelliklerini ve John-Nirenberg esitsizliini gorecegiz. Daha sonra da ca-
lismamiz i¢in gerekli olacak B — BM O uzayini verecegiz.

BMO uzaylar1 Kanadali Matematik¢i Louis Nirenberg (1925- ) ve Alman Matema-
tikci Fritz John (1910-1994) tarafindan fiziksel problemlerin kismi diferansiyel denklem-
ler ile ¢6ziimlerinin arastirilmalari esnasinda tanimlanmis ve bir¢ok 6zellikleri calisilmig-
tir. Bu uzaylar John-Nirenberg uzaylari olarak da bilinir.

Daha sonra C.L. Fefferman (1949- ) ve E.Stein (1931-2018) BM O uzayinin dualinin
H'-Hardy uzay1 oldugunu kanitlamigtir. BM O uzaylar1 L., uzayina benzer dzellikler

gostermesine ragmen onlardan daha iyidir. SOyle ki analizin bircok operatorii, ornegin,

10
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klasik singiiler integraller L., dan L, ’a sinirli etki gostermezken L., dan BM O uzayina

sinirh etkiler.

Tamim 2.11. BMO uzay, BMO = BMO(R™) ={f: f € L. (R") : | fllgpo < o0},

1
oo = sup o [ 1£(2) = fol da.
Qern Q)
Q
fo= ﬁ [ f(z)dx ile tammlamir. Burada supremum, R™ "nin kenarlart koordinat eksen-
lerine paralel tiim () kiipleri iizerinden alinir. (Grafakos (2009))

Herhangi f,g € BMO ve A € Cigin

A\ + 9o |Q|/ A (@) + g(z)) dz = Afg + g0

oldugundan \f + g € BMO ve BMO uzay1 lineer uzaydir. Bundan baska || f| 5,0

fonksiyonunun norm oldugunu soyle gorebiliriz:

1 1
@Q/|f<x>+g<x>—<f+g |drc<|Q|/|f fQ|dx+@Q/|g<x>—gQ|dx

esitsizliginin her iki yanindan () C R" ler tizerinden supremum alirsak

1f + 9l sao < W fllsrio + 191 saro

ticgen esitsizligini elde ederiz. Ayrica A € C olmak iizere
1
M lgao = sup = [ M (z) = (Af)al dz = [A[|fl| prro
Qern |Q) J

dir.

Bundan bagka, f = 0 iken || f|| 3,;,0 = 0 dir. Fakat || f||5,,0 = 0 olmas1 Vo € R"
icin f(x) = fg olmasi demektir ki bu f fonksiyonunun sabit oldugunu gosterir. Bu
bize ||f|| 5,0 nin yari-norm oldugunu verir, bununla birlikte sabit fonksiyon icin de
| fll garo = 0 oldugundan || f|| 5,,, norm kabul edilir. Yani bu uzayda tiim sabit fonk-
siyonlar cakigik ve sifir fonksiyonu olarak diisiiniiliir.

Boylece BM O uzayi normlu uzaydir. BM O uzayinin 6nemli 6zelliklerini teoremler

halinde asagida verecegiz. Detayl bilgiler i¢in Grafakos (2009)’a bakabilirsiniz.

11
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Teorem 2.12. Grafakos (2009)
i)LOO;BMO, §2||f||LOO.
ii) Her Q) C R" icin

1
sup —/\f(x)—cQ]deA, A>0
Qe |Q)|

olacak sekilde cq > 0 sabiti varsa f € BMO ve ||fl|l g0 < 2A dir.
iii)
|uuBMo<<supuﬁ‘Q|/me»—w@r¢cs|UMBM0-
iv)
HTthBMO = ||f||BMO’ Hé)\fHBMO - ||fHBMO’
burada 7" f(z) = f(x — h) , h € R"ve 6" f(z) = f(\x), A > 0 dir.

v) I1fllBrmo < 2 ||f||BMO7 [ max(f, g)HBMO < %(Hf”BMO + HgHBMO>’

) 3
Hmln(f, g)HBMO < 3 (HfHBMo + Hg“BMO) .

Ispat i) f € L. alalim.

L@sﬁ!mmms%mww Q1 =111,

QI

olur. Boylece

1
— — d )| dx + — |Q

< esssup|f( N — |Q| QI + [ faql

< Al + Ul

esitsizliginin her iki yanindan ¢ C R" ler iizerinden supremum aldigimizda f € BMO
ve ||fllgao < 2|IfIl,. esitsizligini elde ederiz. Kapsama kesindir. Kolayca gérmek
miimkiindiir ki f(z) = log|z| € BMO iken f ¢ L. dir.

ii) Herhangi @) C R" i¢in

1
s?@dvm—WMSA

12
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esitsizligi saglanacak sekilde ¢ > 0 sabiti var olsun. Ayrica

1 1 1
m‘m“ﬂ@ZW”T@Z”WIS@Z“m‘MMSA

oldugundan
1 1 1
— — d — —cold — — d A
|Q|Q/|f(95) foldx < |Q|Q/|f(95) cql $+|Q|Q/|CQ foldr <2

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki yanindan @) C R” ler iizerinden supremum
alirsak f € BMO ve || fllgy0 < 2A bulunur.
iii)

1 1
@Q/U(ﬂ?)—%)!dﬁﬁé@Q/!f(f)—fczldﬂfﬂfcz—ccg\

oldugundan ve
nf o [ 15(e) = coldo < 2 [ 17(0) = col
inf — x) —coldr < — x) —col|dx
ca |Q) Q|
Q Q
esitsizliginden
nf o [ 17(0) = colde < 5 [ 17(0) = fal
inf — x) —coldr < — x) — x
@ 1Q)] “T el ¢
Q Q
elde edilir. Bu son esitsizligin her iki yanindan () C R" ler iierinden supremum alinirsa

. 1
wmm@Zum—@msmmm

Qan cQ

bulunur. Ayrica

1 1
!b—%|T@ZﬂmmjaZ%MfﬁT!W@—@W

oldugundan

|f(x) — cqldz + [fq — cql

IN

|f(z) — cql|dx
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esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki yanindan 6nce c( lar iizerinden infimum sonra

da Q C R" ler lizerinden supremum alinirsa

||f||BMO < sup 1nf £ /|f(m)—cQ|dx

bulunur.

iv) f € BMO, h € R* ve 7" f(z) = f(x — h) olmak iizere z = z — h , dz = dx
thBMO = || fll gaso ©ldugunu gorebiliriz.
Bundan baska A > 0 i¢in 6" f(x) = f(\z) oldugundan

degisken degistirmesi ile kolayca HT

1 1
(*fo = @/W(x)dx — @/f()\a:)da: = 2=z, dz = \z...
Q Q
1
— m/\é f(Z)dZ = f)\Q,
1
19 hvo. = =g | 1500~ el
= Sgpﬁ/ﬁ@x) — holdz, ...z = Az, dz = Mdz...
= s / £) = Fral d= = | fsmio

elde edilir.
v) iii) ifadesindeki

= saro < sup inf / (@) - coldz < [fllpmro

esitsizliginde f = |f| ve cg = |fo| alalim. Buradan

QeRn

1 1
S Wllsyo < sup@Q/Hf(xn—uQde

1
< s o Q/ £) = Jal o = |1l o
elde edilir. Ayrica
max(f, g) = 1f — 4l ; (f+9) . min(f, g) = (f+9) . 1f — 4l

14
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esitliklerinden ||max(f, g)|| 5170 Ve [lmin(f, g)| 51,0 normlart igin istenilen esitsizlikler

hemen cikar. U

| fll garo normunu @ € R™ kiipleri yerine B(x,r) yuvarlari iizerinden de agagidaki

sekilde tanimlayabiliriz:

1
HfHBMO = sup 577 / |f<y) - fB(:p,T)‘ dya

z€R™ r>0 |B($7 7’) ‘
B(z,r)

burada B(z,r) , x € R"™ merkezli ve r > 0 yarigapli yuvar ve

1
fB(w)ZW / fy)dy
B(z,r)

bicimindedir.
Asagida Calderon-Zygmund ayrisimi kullanilarak John-Nirenberg (1961) tarafindan
kanitlanan John-Nirenberg esitsizligini gorecegiz. Bu esitsizlik sonuglari itibariyle ve uy-

gulamalarda 6nemli bir yere sahiptir.

Teorem 2.13. (Grafakos (2009)) (John-Nirenberg Esitsizligi)
Vfe BMO ,VQ C R"veVa > 0 icin

{0 € Q1) — fol > a}| < elQle*/Mlowo, 4= —
esitsizligi saglanir.
John-Nirenberg esitsizliginin iki onemli sonucu ile bu kesimi bitirelim.
Sonug 2.14. Her BMO fonksiyonu, herhangi () C R" kiipii iizerinden iistel integrallene-

bilirdir. Yani, 8 < 2716 olmak tizere

n 2
L/eﬂ|f(x>—fQ|/||f||BModx <14 2B
) 2P

esitsizligi saglanir. (Grafakos (2009)).

Ispat Herhangi f € BMO, Q C R™ alalim ve 3 < ﬁ olsun. f € BMO oldugundan

1
s?@de—mm<m

15
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dir. Oncelikle ¢, [0, c0) araliginda artan, ¢(0) = 0, siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon ve

de(a) = {z € Q : | f(x)| > a}| fonksiyonu da f "nin dagilim fonksiyonu olmak iizere

/ oI ()] = / & (0)d () do
Q 0

esitligini Fubini teoremini kullanarak gorelim:

| f ()]
/90(|f(x)|)dx = / /90 Yda | dx
@ Q 0
- / /gp X{“fEQ | £( )\>a}($)d04 dx
Q 0
T /cp’(Oé) /X{erl|f(x)|>a}($)dl‘ dov
0 Q
= /@/(a)df
0

Simdi bu esitlikte ¢ fonksiyonu olarak ¢(¢) = e’ — 1 alalim. Buradan

‘f(w— x x at| da
|@|/ ) |@r/ tre@slfml=ajld

ve .
@ ‘dx:1+— e {re@:|f(x) > al| da
[Ql / @l
elde edilir. Bu son esitlikte f(z) = %ﬁ yazalim ve John-Nirenberg esitsizligini
uygulayalim. Boylece
i/eﬁ‘f(w)—leﬂfBModx = 14+ — {QZ’ c Q : |f(llf) . fQ| > « HfHBMO}‘ da
Q| \Q! B

allfllBMmo

1
e%e |Q| e 2” B Ifisnmo do
\@!/

IN

2nef3

2n2
2B
c+1 1 —2nef

1
= 1—|—e/eaecada,c:— c>1
0
e

= 1+

16
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elde edilir. O

Sonug 2.15. 1 < p < oo i¢in dyle ¢y > 0 ve co > 0 sabitleri vardir ki

1
e | laro < Sup —/wwﬁwm < & lflpro
QCR» KQ\Q

dir. (Grafakos (2009)).

Ispat Sonug 2.14’in ispatinda ¢ olarak (t) = #* alalm ve f yerine de |f(x) — fol

yazarak John-Nirenberg esitsizligini uygulayalim. Boylece
1 » 1 o1
1l [f(z) = fol"dx = ) {z € Q:|f(x) - fol > a}|da
Q 0

1
2ne

IN

0o
ﬁ /pozp_le |Q| e—AOC/”fHBIMOda , A=

0
(0.)
iy / oPLo=A0/ 0 g,
0

Aa A

= ﬁ 3 dﬂ dOé

Ml T I llsao

[e.e]

= pe <||f||leMO>p1 <||f||A§MO> //Bp—le_ﬂdﬂ
0

= pe (W%YF@)

esitsizliginin her iki yanindan () C R" iizerinden supremum ve p. dereceden kok alirsak

1
pr@!um—mﬁm < & fllparo

QCR»

1
esitsizligini elde ederiz. Burada c; = (%) " dir.

Ayrica % + % = 1 olmak iizere Holder esitsizligini uygulayarak

3=
3=

1 1 1
= N = _fPd =
|Q‘Q/If(ﬂf) fol"dz < ’Q|Q/|f(x) fol" dx ‘Q|Q/1

A

]' P
-—-@zvm—mwx

17
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buluruz. Bu son esitsizligin her iki yanindan () C R" ler iizerinden supremum alirsak

1
e oo < sup | / @) folPde| L e=1
QCRn |Q|Q

bulunur. U

P
Bu son sonug, || f|| 1,0 normunun ngﬂgl (%lg |f(x) — fol” dg;) ifadesine denk ol-

dugunu gosterir. Yani,

S =

1
£ l0 = s | 5 Q/ £(@) — fol do

18
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Fourier-Bessel Harmonik Analizinden Baz Bilgiler

Tez calismamiz Laplace-Bessel diferansiyel operatorii ile iligkilendirilen operatorler
tizerine oldugundan bu kesimde Fourier-Bessel harmonik analizinin bizim i¢in gerekli
olacak temel tanim ve kavramlarin1 gorecegiz.

Fourier-Bessel harmonik analizinin temel ¢alisma araci olan Laplace-Bessel diferan-
siyel operatorii

L a? 92 2w 0

ox2 x, O, )

(v>0, z,>0)

seklinde tanimlanmaktadir. Bu operator, ilk n» — 1 degiskene Laplace diferansiyel opera-

toriiniin ve sonuncu degiskene de Bessel diferansiyel operatorii

d? 2v d
B=—4+—— v>0 t>0
et Ta

nin uygulanmasi ile ortaya ¢cikmaktadir. Burada v > 0 verilmis bir sabittir.
Analiz ve uygulamalarinda 6nemli bir diferansiyel operator olarak bilinen Bessel di-
feransiyel operatorii 5, i¢in asagidaki sinir-deger probleminin
B,®=DB,®, 0<uz, y<oo
®(0,y) = fy), 3 (0.y)=0

¢6ziimii olan ®(z, y) fonksiyonu

FV+

P(z,y) = T

/f \/xQ—QxyC059+y>81n2” Lo dp

wl

Bessel kayma operatorii olarak bilinir (Delsarte (1938), Levitan (1951)).

Bessel kayma operatoriinii SY f (x), « > 0 ile gosterirsek

S"f(x) =

MIH l\D|>—‘

N—/f \/xQ—Qxyc089+y )smz” L9de

dir. 5Y f ’in tanimindaki katsayiya, birimlestirici katsay1 denir ve

- -1

—F<V+ 1> = sin?~1
OO / b

N

0

19
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esitligini saglar.
Bessel kayma operatoriiniin bazi 6zellikleri asagidaki teoremler ile verecegiz, detayli

bilgiler icin Levitan (1951)’e bakilabilir.

Teorem 3.16. i) SY1 =1, S'f(z) = f(x), SYf(x) = S*f(y), SV f(x) = SYf(x).
ii) SY (af(x) + g(z)) = aSYf(zx) + SYg(x), o € R.
ii) f>0 ise SYf(z) >0
) 1544 < 8 1f0)] < sup (o)
v) 5357 f(x) = 5257 f ()

Ispat

v+ 3)

oldugundan S¥1 =1 dir ve tanimdan y = 0 i¢in S°f(z) = f(x) kolayca goriiliir.

T NN E
/sin2”_1 0do = —(y) (12)
0 2

Ayrica Bessel kaymasinin taniminda X ile y degiskenleri birbirine gore simetrik oldu-
gundan SYf(x) = S” f(y) dir.

Bundan bagka integralde § = © — ¢, (0 < ¢ < 7) degisken degisimi yaparsak,
cos(m — @) = —cosp ve sin(m — ¢) = siny oldugundan S~V f(z) = SYf(x) oldugu
gorilir.

i1), 1), 1v) tammdan direk elde edilir.

v) ozelligindeki SY f () ifadesi x degiskenine y kaymasi uygulandigini gosterir. Bu
esitlik, = ’e =z kaymasi sonra y kaymasi vermek ile once y kaymasi sonra z kaymasi
vermenin ayni oldugunu soyler. (Klasik kaymada bu 6zellik f(x +y+2) = f(x+ 2+ y)
bicimindedir). U

Bessel kayma operatoril i¢in ispatsiz verecegimiz asagidaki teoremi, ilerde tanimlaya-

cagimiz Genellesmis Kayma i¢in kullanacagiz.

Teorem 3.17. Levitan(1951) Bessel kayma operatorii icin
/ SYf(x))g(z)sin® 1 0do = /f(x)(Syg(x)) sin® 1 0df
0 0

esitligi saglanir.
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Tanm 3.18. R} wuzay, R? = {z:2 = (z1,..x,) € R",x, >0} ile tammlamr. Bu
uzayda x merkezli v > 0 yarigapl yuvar, B(x,r) = {y € R% : |v —y| < r} ile gosterilir
ve E, R uzayimn herhangi olgiilebilir kiimesi olmak iizere onun Lebesque 6lgiimii de

|E|, = [a¥dz, v > 0 seklindedir.
B

Tamim 3.19. Laplace-Bessel diferansiyel operatoriine karsilik gelen Genellesmis Kayma

operatorii TV, y € R

TYf(x) = AT f (m’ — ', /22 — 22,y cos a + y%) sin? o doy,

=l
\_/?

S|+
>N
o\:‘

ile tamimlanr.

Genellesmis Kayma operatorii, R’} uzayindaki fonskiyonlarin ilk n — 1 degiskenine
Oklid kaymasi ve n. degiskene de Bessel kaymasi uygulanmasiyla ortaya ¢ikmugtir. Oklid
kaymasi ile Bessel kaymasinin komposizyonu olan genellesmis kayma operatorii 7% ile
bircok matematik¢i ¢alismalar yapmis ve yapmaya devam etmektedir. Bunlardan bazilar
Gadjiev ve Aliev (1988, 1994), Aliev ve Bayrakci (1998, 2002), Guliev (1998), Guliev
ve Hasanov (2006), Levitan (1951) Kipriyanov (1967), Klyuchantsev (1970), Lofstrom
ve Peetre (1969), Lyakhov (1983), Muckenhoupt ve Wheeden (1974), Stempak (1985),
Trimeche (1997), vb.

Tamm 3.20. R"} da tamumli 6lgiilebilir fonksiyonlarin agirlikli Lebesque uzayt
Lp,u = Lp,V(RYJ,L-); 1 < p <0
1/p

£, = / @) Pede
i

normu ile tammlanmaktadir.

Ly, uzaymm normlu uzay oldugu agiktir. p = oo ig¢in L, uzaymn ise L, ile
gosterecegiz ve || f||, = esssup|f(x)|, v € R} dir.
Bundan bagka R’} uzayinda 22" dx 6lgiimiine gore local integrallenebilen fonksiyonlar

uzaymi da L = L (R") ile gosterecegiz.
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Genellesmis kayma operatorii i¢in

1T flle < [1fllc

esitsizligini gérmek zor degildir ve bu esitsizlik, Genellesmis kayma operatoriiniin L
uzayinda smirli oldugunu verir. Ayrica 1 < p < oo ve % + % =1 olmak iizere Holder

esitsizliginden

1 ™
TV f(z)| = —21)) /f (;E’ — ', /12 — 2y, cos o + yﬁ) sin® 1 0de
2
0

1/p

. sin? =1 9do

‘f (SC/ _ y/7 \/x% - anyn cos o + yr%)

IN
N =N

C(v+3
F(V)F(l)

= (TY(|f(z)]P)"/”

19sin? ' 9do

0/
a 1/q
0/

[\

elde edilir. Boylece

me%yz/ﬁw WWM</WWUW”M

:/v JP(T°1) %M—/u (P22 da
R"
e

seklinde Genellesmis kayma operatoriiniin L, ,, uzayindaki sinirligi bulunur.

Tamm 3.21. Genellesmis kayma operatoriiniin dogurdugu Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyon, kisaca B —maksimal fonksiyon

1
Mpf(x) = sup m / TY|f(z)|yrdy, =€ R}

r>o
B(0,r)

ile tammmlamir. Mg : f — Mpf operatiriine de B-maksimal operator denir.
Mp B-maksimal operatdrii icin 1 < p < oo olmak tizere

IMBfllL,, < e llfllL,.,

22
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ve p = 1 igin

HfHLl,u
A Y

{z R} : |Mpf(z)] > A}, <c (VA >0)

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizliklerden de anlagilacagi iizere, klasik Fourier harmonik
analizinde oldugu gibi, B-maksimal operatorii de 1 < p < oo i¢in gii¢lii (p, p) tipli ve

p = ligin zayif (1, 1) tipli operatordiir (Guliyev 1998).

Tamm 3.22. Laplace-Bessel diferansiyel operatorii ile iliskilendirilen yani genellesmis
kayma operatoriiniin dogurdugu B — BM O uzayi ise BMOp = BMOpg(R?) ile goste-
rilir ve

1
o, = _swp ot / TV (2) — fiom ()] y2dy

xER:‘_, r>0
B(0,r)

normu ile tammlamir. Burada fp o () = m [ TYf(x)y2dy dir
" B(Or)

Guliyev (1998) tarafindan tanimlanan B — BM O uzaymin normlu uzay oldugu ko-
layca goriilebilir. Klasik BM O uzaylarindaki gibi B — BM O uzay1 da L, uzaym kap-
samaktadir ve L., uzaymdan daha iyi 6zelliklere sahiptir. Ornegin, L., uzayina etki gos-

termeyen bir cok operator B — BM O uzayina etki gosterir.

Tanmm 3.23. 1 < p < o0 ve 0 < XA < n+ 2v olmak iizere R} uzaymn local

integrallenebilen fonksiyonlarimin B—Morrey uzayt Ly, = Ly, (R%)
1/p

(Al

P,Av

1
swp | [ Py
zeRY, >0 \ T

B(0,r)

ile tanimlanur.
Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu B —Morrey uzayi, Guliyev (1998)
tarafindan tanimlanmistir ve normlu uzay oldugu agiktir. Ayrica, A = O i¢in Ly, o, = L,

esitliginden agirlikli Lebesque uzay1 L, ,’nun bir genellesmesi olarak bilinir. Z—Morrey

uzay1 bircok matematikci tarafindan calisilmaktadir.
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Ilerde bizim icin gerekli olacak Muckenhoupt sinifin1 tanimlayip, ilgili teoremi vere-

lim.
Tanmm 3.24. 1 < p < o0 igin Ap, (Rﬁ) Muckenhoupt sinifi olmak iizere

we Ay, (R}) <= [w]a,, < oo,

1 / 2u 1 / —-1/p—1, 2v
wla,, = sup | wyyn'dy | | 57 w(y) "y dy
[ ] P Z‘ERi,T>0 |B(£L’,7’)|y (o) ( ) |B(.7),T')|y () ( )

B(x,r B(xz,r

w, agirthgr Ay, (Ri) Muckenhoupt sinifina ait olunca 5 —maksimal operatoriin, L, ,
agirlikli Lebesque uzaylarinda sinirhiligini veren asagidaki teorem, Guliyev (2006) tara-

findan kanitlanmugtir.

Teorem 3.25. Eger f € L,, (w,R’fr) , wE A, (R’fr) , 1 <p<oo, ise

1M £l ) < 015 i)

esitsizligi saglamir. Burada cy sabiti p, w,v,n 'ye baghdur.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez calismasinda Laplace-Bessel diferansiyel operatoriine karsilik gelen B—maksimal
komiitator operatdriiniin ve bunun yaninda B —maksimal operatoriiniin dogurdugu komii-
tator operatOriiniin L, ,, Lebesque uzayinda ve L, », B—Morrey uzayinda sinirhiligin
inceleyecegiz.

Oncelikle, klasik komiitator operatoriinii, klasik halde Hardy-Littlewood maksimal
operatoriiniin dogurdugu komiitatorii ve klasik maksimal komiitatorii tanimlay1p, ilgili

bazi caligmalardan bahsedelim.

4.1. Klasik Komiitator Operatorii

T lineer operator ve b herhangi bir fonksiyon olmak iizere komiitator operator [T, b

formal olarak,
[T.0]f =T(bf) —bI'(f)

seklinde tanimlanmaktadir.

Komiitator operatorler teorisinde ilk sonuclar Coifman, Rochberg ve Weiss (1976) ta-
rafindan elde edilmistir. Onlar 7" klasik Calderon-Zygmund singiiler integral operatorii ve
b € BMO oldugu zaman [7', b] komiitator operatoriiniin L,(R"), 1 < p < oco. uzayinda
sinirl oldugunu kamitlamiglardir.

Daha sonra benzer bir sonug, singiiler integral operatorii yerine kesirsel integral ope-
ratorii alarak Chanillo (1982) tarafindan ispatlanmistir. ilerleyen zaman ile komiitator
operatorler bircok matematik¢inin 6rnegin, Alphonse (2000), Alvarez, Bagby, Kurtz ve
Perez (1993), Coifman ve Meyer (1978), Guliyev ve Hasanov (2018), Hu, Lin ve Yang
(2008), Janson (1978), Perez (1995) ve digerlerinin arastirma alan1 olmustur.

Klasik halde Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonun komiitator operatorii [, b]
[M, 0] f (x) = M(bf)(x) = b(x)M f(z), =€ R"

seklinde tanimlanir. Burada M Hardy-Littlewood maksimal operatoriidiir.
[M, b] komiitatdr operatdriiniin b € BMO(R™) iken L,(R"), 1 < p < oo uzayinda

stnirhiligt Milman ve Schonbek (1990) tarafindan gosterilmistir.
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Klasik kayma operatorii ile iliskilendirilen, R™ de local integrallenebilen fonksiyonla-

rin Maksimal komiitator operatorii ise
1
M) = sup o [ ) = b))l
Q

bicimindedir. Burada supremum R™ ’nin x ’i igeren tiim () kiipleri izerinden alinmakta-
dir.

Bu iki operatér, BMO sembollii singiiler integral operatorlerin komiitatorleri teori-
sinde onemli rol oynamaktadir. Alphonse (2000), M, Maksimal komiitator operatorii
icin zayif-tipli esitsizlikleri gostermistir.

Ayrica M maksimal fonksiyonun komiitator operatorii [M, b] ve M, Maksimal ko-
miitator operatorii icin noktasal tahminler Agcayazi, Gogatishvili, Koca ve Mustafayev
(2015) tarafindan kanitlanmastir.

Bundan sonraki béliim, tezimizin sonuglarini igermektedir. Oncelikle B— maksimal
operatoriin komiitatoriinii ve B— maksimal komiitatorii tanimlayacagiz. Daha sonra da

L,,,, agirlikli Lebesqu uzayinda ve L, , B-Morrey uzayinda sinirliliklarini inceleyece-
giz.
4.2. B— Maksimal Operatoriin Komiitatorii ve 5— Maksimal Komiitator

Tanim 4.26. b, R’} uzayinda tanimly olgiilebilir fonksiyon ve Mp, B—maksimal operator

olmak iizere B—maksimal operatoriin komiitatorii

[Mp, b]f(z) = Mp(bf)(z) — b(x)Mpf(z), v € RY 4.7
seklinde tanimlanir.

Tanim 4.27. b € Lllof, olmak iizere genellesmis kayma operatorii ile iliskilendirilen

B-maksimal komiitator

My f(a) = sup e [ T (bo) =) @) s v €RE 38)
B(0,r)

ile tamumlanir. Burada B(0,r), orjin merkezli r > 0 yaricapl yuvardir.

Klasik teoride w, A, Muckenhoupt sinifina ait olunca M Hardy-Littlewood maksi-

mal operatorii, L, (w), 1 < p < oo uzayinda smirhdir. Milman ve Schonbek (1990) bu
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fikri kullanarak, b € BMO iken [M,b] Hardy-Littlewood maksimal operatoriin komii-
tatoriintin 1 < p < oo i¢in L,(R") uzayimnda sinirli oldugunu kanitlamistir. Milman ve
Schonbek ’in yontemini ve Teorem 3.25’yi kullanarak B—maksimal operatdriin komiita-

torii [Mp, b] operatorii icin asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem4.28. fc L,,, 1 <p < oo vebec BMOg olsun. Bu durumda B-maksimal

operatoriiniin komiitatorii [Mp, b, L,,, 1 < p < oo uzayinda surlidir. Yani,

1M, 0] fl,,,, <1l saso, 1£1lL,,

esitsizligi saglanir.

B-maksimal operatoriiniin komiitatorii [M g, b] operatorii ile B-maksimal komiitator
Mg, birbirinden farkli iki operatordiir. Bununla birlikte b fonksiyonu iizerine baz1 ko-
sullar eklendiginde Mg, [Mp, b] operatoriinii kontrol eder. Bununla ilgili teoremimizi

asagida verelim.

Teorem 4.29. b € Lll",f ve b > 0 olsun. Bu durumda her f € L icin

Ly
|[Mp, 0] f ()| < Mpf(x)
esitsizligi saglanir.
Ispat b > 0 oldugundan
¥ |b(x) f ()] = b(x)T¥ | f(2)] =
= cl,/ ‘(bf) (w’ — ', /12 — 2y, cos o + yZ)

2v—1

sin o do

sin®? ' a da

0
~ W@ [ |1 (¢ =o' /T 2acosa+ 42)
0

= c,,/‘(bf) (z’—y’, \/:B,%—anyncosaij?L)

0
— @)l | (¢ = o' v/a2 = 20 cosa+ 47

1

sin®? ' a da

[T [b(2) f (@) = b()T* [f(2)[| < T*[((b(.) = bx)) [) ()]
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esitsizligini elde ederiz. Ayrica

< sup fu(r) —v(r)], u(r),v(r) >0

sup u(r) — sup v(r)
r>0 r>0

bagintis1 kullanilarak

[Mp,b]f(x) = Mp(bf)(x) = bx)Mpf(x)

1
= sup ———— TY|b(x) f(x)|y?d

B, | TSl
B(0,r)

1

— b(z)sup ——— TY| f(x)|y**d

iy, | T
B(0,r)

esitliginden

r>0

1 Yy Yy 2v
|[Mp, b]f(x)] < sume(o/) [ T|b(x) f ()] = ()T f ()] y™ dy
= Mp ((0() = b(2))f()) (x)
= MBJ)f(ZL’).

istenilen esitsizligi elde ederiz. U

B—maksimal operatoriin komiitatorii [Mp, b] ile ilgili zayif tipli esitsizligi ispatlama-

dan 6nce asagidaki teoreme ihtiyacimiz vardir.

Teorem 4.30. b € Llfﬁ olsun. Bu takdirde her [ € Lll‘jﬁ icin

[[Mp, bl f(x)| < Mpyf(x) +2b" (v)Mpf(x)

dir. Burada b~ (x) = max{—>b(x),0} dir.

Ispat
[Mp, b f(x) — [Mp, b]]f(z)] =
= |Mp(bf)(x) — b(x)Mp f(x) — Mp(|b]f)(x) + [b(x)|Mp f ()|
= [(jb(z)] = b(x))Mp f(z)|
< 2b”(x)Mpf(x)
esitsizliginden

|[Mp, 0] f ()| < [[Mp, [b]]f ()| + 207 (z) Mg f (z)
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ve Teorem 4.29°den
[[Mp, bl f(x)| < Mpyf(x) +2b" (v)Mpf(x)
esitsizligini elde ederiz. U

Teorem 4.31. b € L., olsun. Buradan oyle ¢, > 0 ve co > 0 sabitleri vardir ki her

feli,NLy,,1<qg<oo veher >0 igin

. AT
o € s (Mo ] £ > N, < e Boll 1, + (20 s,

esitsizligi saglanr.
Ispat Herhangi A > 0 i¢in Teorem 4.30’e gore

[{z e RL: |[Mp, 8] f(x)] > A}, <

< HxERi: ngblf(az)>%} + {SBGRZ: 2b_(a:)MBf(:v)>%}

14

v

IN

+

v

Hx eRY . Mg f(z) > %} {x eRY : 2|l Mpf(x) > %}

= 6L+ L.

v

esitsizligini elde ederiz. Simdi /; ve I, tahminlerini hesaplayalim. B-maximal operator

Mg, zayif (1, 1) tipli oldugundan [, tahmini igin

IN

A\
L= Hx ERY: 2|b]l,. Mpf(x) > 5}

v

bl [ 5@ da
RY
= “bHLoo ||fHL1,v

esitsizligini buluruz. I; tahmini i¢in Holder esitsizligini uygulayarak

My f(z) = pm / T (jb()| — b(w)]) £(2)] 52"dy

r>0
B(0,r)
1
< sup———— TY(|b(x) — b x v
AT (/) (1) ~ bly)I1 )] o2y
B(0,r
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1
= sup

— c, [ |b(z" — o', /22 — 2y, cosa+ y2) — b
22 1B(0,7)], / /'< vV y y2) = bly)|

B(0,r) 0

x |f(x =4, \/x% — 22,y cos a + y2)| sin® " a da 2 dy

™ 1/p
1
< sup ——— e, | Ib(@ — o, /22 — 23y, cosa + y2) — b(y)[P sin® ! a da
g | |\ f YV B e ) )
B(0,r) 0
- 1/q
1 1
X Cu/ |f(l‘, - yla \/ZL’% - 2xnyn cosa + y%)quiDQV—l Q@ da yiudy’ -+ -= 1
s p q
1
< Sup = TY|b(x) — b(y)[P)YP(TY|f (z)|9)Y 992" d
< s [ () b))l
B(0,r)
1/p 1/q
< | sup—=5—— TY|b(z) — b(y) [Py d su—/Ty z) |7y d
< g [ T -twra| | seooes [ P
B(0,r) B(O,r)
< cillbllr. (Mp| f|%)"4(x)

esitsizligini elde ederiz. Buradan

A A
I, = {ZBER?_: MB,|b|f(x)>§} = {xERﬁ: MB,bf($)>§}
n a\1/q A
< Q@ e RL: bl (Mgl f9)(x) > 5
b q
< (@B uri, <0<
olur. Son olarak [; ve I tahminlerinden istenilen sonug elde edilir. O

Son olarak, B-maksimal komiitatorii Mz ;, *nin B-Morrey uzayinda sinirli olmasi i¢in

gerekli bir kosul veren asagidaki teoremimizi kanitlayalim.

Teorem 4.32. 1 <p < 00,0 <\ <n+2v,be BMOg olsun. Bu durumda B-maksimal

komiitatérii Mgy 'nin Ly, 5, B-Morrey uzayinda sinirlidir ve

IMppfllz, .., <0lBrosllfliz,..

esitsizligi saglanir.
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ispat be BMOgvel <p<oo,0<A<n+2v,fe€L,,,olsun. Budurumda

/ T\ Mgy fIP(x)y dy < / TY|Mp o f 1" (x)(MpX g0, () v dy, =€ R

B(0,r)

RY

olur. Tanim 3.24 de verilen A4, , (Rﬁ) , uzayini goz Oniine alarak, herhengi 0 < § < 1 igin

(MBXB(O,T))(S €Ay, (Rﬁﬁ) oldugundan

IN

IN

IA

<

<

/ TY M () (M o (9) v dy <

s
1 0o, [ TP ) (Mo ()2 dy
7}
o Wlluio, [ TSP )y
Or)
. HbH%MoBZ [ P @M, W)
B(0,29+17)\ B(0,277)
o o, [ TSPy
07")
» r(n+2u)6
& Mlaro Z / T @) s 1
B ,27+1)\B(0,277)

1 .
e [Blo 1, . ( 5 W@))
7=1

Co ™ Hb”%MOB Hf”ip,x,u'

elde edilir. Bu son esitsizligi 7 ile boliip, her iki yandan = € R? ve r > 0 lizerinden

supremum alinirsa

1 1%
Maaflf,, = sw_ [ TIMa @ PGy < o, 111,

2€R™, >0
B(0,r)

esitsizligini elde ederiz. U

31



SONUCLAR V.S. UYGUR

5. SONUCLAR

Oncelikle B-maksimal operatoriiniin komiitatorii [Mp, b] operatoriiniin b € BMOp

iken L, ,, 1 < p < oo uzayinda sinirliligini elde ettik:

1M, BN, < 18laso 11,

Daha sonra B-maksimal operatoriiniin komiitatorii [M 5, b] ile B-maksimal komiitator
Mg p, *nin birbirinden farkl iki operatr olmasina ragmen b iizerine bazi kosullar eklendi-

ginde Mg, nin [Mp, b] operatoriinii kontrol ettigini gordiik:
HMB’b]f(x” < MB,bf(x)ﬂ be Lllt,)zcu b= 0.

Son olarak, B—maksimal operatoriin komiitatorii [M g, b] i¢in zayif tipli esitsizligi:
b € Lo olmak iizere dyle c;, co > 0 sabitleri vardirki her f € L; ,NL,, ,1 < g < o0

ve her A > 0 i¢in

Cgb a
o e RE: M8 £ > A}, < el I, + (2005 ) s,

ve
B-maksimal komiitatorii Mp 'nin Ly, 5, B-Morrey uzayimda sinirli olmasi i¢in ge-
rekli kosul veren bagintiy1:

l<p<oo, 0<A<n+2v, b e BMOp olmak iizere

IMppfllz, .. <blBrosllfliz,..

kanitladik.
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